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Abstract

Cavity QED systems have been proved to be excellent platforms for the implementation of
quantum information processing algorihms. In this thesis we review the major results in
this field and conclude by proposing how to implement the Deutch-Josza in a system of
two evanescently coupled cavities. In the first part we review the physics of both the ideal
and dissipative cases of a two-level-atom coupled to an optical cavity mode. We analyze
in detail the corresponding Jaynes-Cummings model and derive the dynamics of the
system in the presence of dissipation using both the Master Equation and the Quantum
Trajectories approach. We then proceed with a presentation of the Deutsch-Jozsa,
Grover and Shor search algorithms and review in detail some early results regarding
their implementation using flying Rydberg atoms in open microwave cavities. We extend
our study to novel systems by analyzing the quantum dynamics of a system of two
evanescently coupled optical cavities, each interacting with atomic emitters. This is done
for different regimes of interactions (dispersive, resonant and strongly coupled) using
both the Schrödinger and the Master equation approach. We conclude with a proposal
for the implementation of Deutsch-Jozsa algorithm in the presence of significant cavity
losses and analyze the robustness for different regimes by calculating the fidelity of the
basic entangling gate of the algorithm.



Περίληψη

΄Εχει γινεί αποδεκτό ότι τα συστήµατα κοιλότητων Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής αποτε-
λούν πολύ καλές πλατφόρµες για την υλοποιήση αλγοριθµων κβαντικής πληροφορίας. Σε
αυτή τη διπλωµατική διατριβή κάνουµε ανασκόπηση των σηµαντικότερων αποτελεσµάτων
σε αυτό το ερευνητικό πεδίο και καταλήγουµε προτείνοντας µια µέθοδο υλοποίησης του
αλγορίθµου Deutsch-Jozsa σε ένα σύστηµα δύο συζευγµένων κοιλοτήτων. Στο πρώτο µέ-
ϱος κάνουµε ανασκόπηση της ιδανικής περίπτωσης καθώς και της περίπτωσης µε απώλειες
για ένα σύστηµα ενός ατόµου δύο επιπέδων συζευγµένου µε έναν τρόπο ταλάντωσης της
οπτικής κοιλότητας. Αναλύουµε λεπτοµερώς το µοντέλο Jaynes-Cummings και ϐρίσκου-
µε τις εξισώσεις της δυναµικής του συστήµατος παρουσία απωλειών χρησιµοποιώντας την
Master Equation, αλλά και τη Μέθοδο Κβαντικών Τροχιών. Συνεχίζουµε µετέπειτα µε την
παρουσίαση των κβαντικών αλγορίθµων αναζήτησης Deutsch-Jozsa, Grover και Shor και
παρουσιάζουµε αναλυτικά δύο από τις αρχικές προτάσεις που αφορούν την υλοποίησή
τους χρησιµοποιώντας ιπτάµενα άτοµα Rydberg σε ανοικτές κοιλότητες µικροκυµάτων. Ε-
πεκτείνουµε τη µελέτη µας αναλύοντας τη δυναµική συµπεριφορά ενός νέου συστήµατος
δύο συζευγµένων κοιλοτήτων, κάθε µία εκ των οποίων αλληλεπιδρά µε άτοµα ξεχωριστά.
Αυτή η µελέτη γίνεται για διάφορες περιοχές αλληλεπίδρασης (περιοχή αποσυντονισµού,
συντονισµού και ισχυρής σύζευξης), χρησιµοποιώντας και την εξίσωση Schrödinger και την
Master Equation. Καταλήγουµε, παρουσιάζοντας µια καινούργια πρόταση υλοποίησης του
αλγορίθµου Deutsch-Jozsa και αναλύουµε την αποτελεσµατικότητα της υλοποίησής του,
παρουσία σηµαντικών απωλειών, υπολογίζοντας την πιστότητα (fidelity) της ϐασικής πύλης
εναγκαλισµού του αλγορίθµου.
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Εισαγωγή

Αδιαµφισβήτητα, ένα από τα σηµαντικότερα επιστηµονικά πεδία που αναπτύχθη-
καν κατά τον 20o αιώνα ήταν η Κβαντοµηχανική[1, 2, 3, 4, 5]. ΄Εχουµε αυτή τη
στιγµή στη διάθεσή µας ένα σύνολο από τους ϐασικούς κανόνες που κυβερνούν
το Σύµπαν και στην πραγµατικότητα, έχουµε ϕτάσει σε σηµείο να µπορούµε να
ανακαλύπτουµε το πώς µπορούµε να εφαρµόσουµε αυτούς τους κανόνες σε διά-
ϕορα πεδία της Επιστήµης και της Τεχνολογίας, προκειµένου να ϕτιάξουµε όλες
τις συσκευές της καθηµερινής µας Ϲωής· από τα ηλεκτρονικά συστήµατα των αυ-
τοκινήτων µας και τα κινητά µας τηλέφωνα, έως τα υπερσύγχρονα υπολογιστικά
συστήµατα.

Στα πρώτα ϐήµατα της Κβαντοµηχανικής, καθιερώθηκε ο όρος "Gedankenex-
perimenten" ή «Νοητικό Πείραµα», προκειµένου να περιγραφούν διάφορες εξιδα-
νικευµένες καταστάσεις που ϑα µπορούσαν να µας επιτρέψουν να κατανοήσουµε
τα προβλήµατα που ανέκυπταν, τα οποία σε πολλές περιπτώσεις ήταν ενάντια στη
«Φυσική ∆ιαίσθησή» µας.

Κατά πάσα πιθανότητα, το πιο γνωστό «Νοητικό Πείραµα» ήταν αυτό της περί-
ϕηµης «Γάτας του Schrödinger»1

΄Ενα άλλο διάσηµο Νοητικό Πείραµα, που αφορούσε την κατάσταση στην οποία
έχει παγιδευτεί ένα ϕωτόνιο σε ένα κουτί, χρησιµοποιήθηκε στα επιχειρήµατα
που αναπτύχθηκαν από τους Niels Bohr και Albert Einstein. Στις ανοιχτές επιστο-
λές που δηµοσίευσαν, η διαφωνία τους αφορά την παραβίαση της απροσδιοριστιας
ενέργειας-χρόνου, στην περίπτωση που ένα ϕωτόνιο παγιδευµένο σε ένα κουτί µε
κλείστρο, επιτρέπεται να διαφύγει από το κουτί καθώς ανοίγει το κλείστρο.

΄Ηταν αυτό το νοητικό πείραµα, που οδήγησε στα συστήµατα των σύγχρονων
Κοιλοτήτων Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής Cavity QED[6, 7], στα οποία, κατά δια-
ϐολική σύµπτωση, παρατηρήθηκε για πρώτη ϕορά η κατάσταση της γάτας του
Schroödinger. ΄Ολα ξεκίνησαν από τον Purcell το 1946 [8], στη µελέτη ενός από τα
πιο µυστήρια έως τότε ϕαινόµενα που συνόδευαν το ϕωτοηλεκτρικό ϕαινόµενο. Η
µελέτη των παραµέτρων που επηρρεάζουν τους ϱυθµούς της αυθόρµητης εκποµπής

1Στην πραγµατικότητα, ο Schrödinger συγκλονισµένος από το ενδεχόµενο να υπάρχει ένα σύ-
στηµα σε µια τέτοια εναγκαλισµένη κατάσταση, έδωσε αυτό το παράδειγµα µε σκοπό να δείξει πόσο
γελοίο ϑα ήταν το να υπάρχει ένα σύστηµα σε τέτοια κατάσταση.



vi Εισαγωγή

και η κβάντωση του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου [9], προετοίµασαν το έδαφος στο
οποίο στηρίχτηκαν τα lasers, τα masers και µια ολόκληρη εποχή στη Σύγχρονη Φυ-
σική, εµπλουτίζοντας τα πεδία της Κβαντικής Οπτικής [10, 11, 12, 13, 14, 15] και
προσφέροντας ένα αξιόπιστο πεδίο δοκιµών για το ανερχόµενο πεδίο της Κβαντικής
Πληροφορίας και της Κβαντικής Υπολογιστικής [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].

Πρωταρχικός στόχος σ΄ αυτή τη µεταπτυχιακή διατριβή είναι να γίνει µια σύν-
τοµη και περιεκτική περιγραφή στα χαρακτηριστικά της Κβαντικής Ηλεκτροδυνα-
µικής σε Κοιλότητες και να δείξουµε πώς αυτά τα συστήµατα µπορούν να χρησι-
µοποιηθούν για την υλοποίηση Κβαντικών Αλγορίθµων.

Στο Κεφάλαιο 1, περιγράφουµε την κβάντιση του ΗΜ πεδίου και το µοντέλο
Jaynes-Cummings, µε το οποίο περιγράφεται η απλούστερη, ιδανική περίπτωση
αλληλεπίδρασης ϕωτός-ύλης, όταν και το πεδίο και το άτοµο είναι πλήρως κβαντι-
σµένα. Συνεχίζουµε, δίνοντας µια σύντοµη περιγραφή των Κοιλοτήτων Κβαντικής
Ηλεκτροδυναµικής, ακολουθώντας κυρίως τα [7, 11, 14] και αναλύοντας τα ϐασικά
χαρακτηριστικά των Ανοικτών Συστηµάτων (Open Systems) όπως παρουσιάζονται
στα [25], [26, 27].

Στο Κεφάλαιο 2 δίνουµε το περίγραµµα του πεδίου της Κβαντικής Πληροφορίας
και περιγράφουµε την κλάση των κβαντικών αλγορίθµων αναζήτησης, δηλαδή των
αλγορίθµων Deutsch-Jozsa[22, 28, 23], Grover[29, 30, 31, 32] και του αλγορίθµου
παραγοντοποίησης του Shor[33].

Στο Κεφάλαιο 3 ϑα παρουσιάσουµε αναλυτικά την υλοποίηση των αλγορίθµων
Grover και Shor σε cavity QED, ακολουθώντας την προσέγγιση δύο πρώιµων
εργασιών από τους M.O. Scully [34] και της οµάδας του S. Haroche[35].

Στο Κεφάλαιο 4, ϑα συναντήσουµε το νέο πεδίο των «Συστοιχιών Συζευγµένων
Κοιλοτήτων»( Coupled Cavity Arrays) που ϐρίσκει εφαρµογές στην «Κβαντική Ε-
ξοµείωση»( Quantum Simulation)[21, 36, 37]. Αφού παρουσιάσουµε συντοµα το
πεδιο, προτείνουµε ένα νέο πρωτόκολλο για την υλοποίηση κβαντικών αλγορίθ-
µων σε µικρής κλίµακας συστοιχίες που αποτελούνται από Ϲευγάρια συζευγµένων
κοιλοτήτων. Θα δείξουµε το πώς καθίσταται υλοποιήσιµος ο αλγόριθµος Deutsch-
Jozsa σε αυτή τη διάταξη, καθώς και το πόσο αξιόπιστες είναι οι πύλες που µπορούν
να υλοποιηθούν µέσω αυτής όταν το σύστηµα έχει απώλειες.

Η παρούσα µεταπτυχιακή διατριβή εστιάζει κυρίως σε ϑέµατα που αφορούν
τις κοιλότητες που λειτουργούν στα µικροκύµατα και τις τις εφαρµογές τους στην
Κβαντική Υπολογιστική όπως διερευνάται από την οµάδα του S. Haroche στο ENS
Paris. Ισότιµα σηµαντική και σχολαστική δουλειά ωστόσο έχει πραγµατοποιηθεί
και από άλλες πειραµατικές οµάδες που δουλεύουν σε οπτικές συχνότητες στο
cavity QED, ανάµεσα στις οποίες οι οµάδες των J. Kimble[38],[39],[40, 41] και D.
Meschede[42],[43],[44].

Εκτός από το cavity QED, έχει σηµειωθεί εξαιρετική πρόοδος όσον αφορά την
υλοποίηση Κβαντικών Αλγορίθµων και σε άλλες πειραµατικές πλατφόρµες που
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παρέχονται από παγίδες ιόντων( ion traps) [45, 46, 47], Πυρηνικό Μαγνητι-
κό Συντονισµό [48] και πολύ πρόσφατα από την κοινότητα των Υπεραγώγιµων
Κυκλωµάτων και τις οµάδες στο Yale και το E.T.H., που αφορούν ένα νέο είδος
πειραµατικής επίδειξης του µοντέλου Jaynes-Cummings, που έχει οδηγήσει στην
καθιέρωση του πεδίου τηςΚβαντικής Ηλεκτροδυναµικής σε Κυκλώµατα(circuit
QED) [49], [50], [51].

Στη διάρκεια της συγγραφής αυτής της διατριβής, η οποία γράφτηκε κατά την
περίοδο Αυγούστου 2012-∆εκεµβρίου 2012, ανακοινώθηκε ότι «Το ϐραβείο Νόµπελ
Φυσικής για το 2012 απονέµεται από κοινού στους S. Haroche και David J. Wineland
για τις ϱηξικέλευθες πειραµατικές µεθόδους που ανέπτυξαν και δίνουν τη δυνατότητα
µέτρησης και µεταχείρισης µεµονοµένων κβαντικών συστηµάτων».
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Κεφάλαιο 1

Κβαντική Ηλεκτροδυναµική σε
Κοιλότητες

1.1 Κβάντωση του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου.

Στην απλή περίπτωση του αρµονικού ταλαντωτή 1, περιγράφουµε την ιδανική πε-
ϱίπτωση ενός σωµατιδίου µάζας m που κινείται υπό την επίδραση ενός αρµονικού
δυναµικού σε µία διάσταση. ΄Εχοντας ως σηµείο εκκίνησης την έννοια των ηλεκτρο-
µαγνητικών κυµάτων, σκοπός µας είναι να καταλήξουµε στις ισοδύναµες σχέσεις
που εµπεριέχουν τις αντίστοιχες ποσότητες του ηλεκτροµαγνητισµού, στην κβαντο-
µηχανική τους εκδοχή, πράγµα που δικαιολογεί την επιλογή του όρου «Κβάντωση
του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου». Οι εξισώσεις του Maxwell σε ένα χώρο όπου δεν
υπάρχουν ϕορτία, γράφονται ως :

~∇ · ~B = 0

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
~∇ · ~D = 0

~∇× ~H = −∂
~D

∂t

(1.1)

όπου ~B = µ0
~H, ~D = ε0 ~E , µ0 και ε0 είναι η µαγνητική επιδεκτικότητα και η

ηλεκτρική διαπερατότητα του κενού και µ0ε0 = 1
c2
.

Οι εξισώσεις Maxwell έχουν το χαρακτηριστικό της αναλλοίωτης ϐαθµίδας στην
περίπτωση που δεν υπάρχουν πηγές ΗΜ πεδίων. Αυτό στην ουσία µας επιτρέπει να

1Η απόδειξη της λεγόµενης ¨κβάντισης του ΗΜ πεδίου¨ περιγράφεται στα περισσότερα ϐιβλία
Κβαντοµηχανικής, ωστόσο ϑεωρούµε τις προσεγγίσεις στα [2] ,[4] και [12] να είναι από τις πιο
πλήρεις.
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επιλέξουµε µια ϐαθµίδα κατάλληλη για το πεδίο που επιθυµούµε να µελετήσουµε.
Μια ϐολική επιλογή ϐαθµίδας στα προβλήµατα Κβαντικής Οπτικής είναι η ϐαθµίδα
Coulomb, στην οποία αντικαθιστούµε το ηλεκτρικό ~E και το µαγνητικό ~B πεδίο
από τις εκφράσεις που προκύπτουν µε τη χρήση ενός νέου διανυσµατικού πεδιου
~A (~rt), ως :

~E = −∂
~A

∂t
(1.2)

~B = ~∇× ~A (1.3)

µε τη συνθήκη της ϐαθµίδας Coulomb να είναι :

~∇ · ~A = 0 (1.4)

Αντικαθιστώντας την έκφραση για το ~B από την εξίσωση 1.2 στο σύνολο εξισώ-
σεων 1.1 ϐρίσκουµε ότι το ~A (~r, t) ικανοποιεί την κυµατική εξίσωση:

~∇2 ~A (~r, t) =
1

c2

∂2 ~A (~r, t)

∂t2
(1.5)

Το γεγονός αυτό µας νοµιµοποιεί να διαχωρίσουµε το διανυσµατικό δυναµικό
σε δύο µιγαδικούς όρους :

~A (~r, t) = ~A(+) (~r, t) + ~A(−) (~r, t) (1.6)

όπου ο όρος ~A(+) (~r, t) περιέχει όλα τα πλάτη που µεταβάλλονται ανάλογα µε
το e−iωt για ω > 0 ενώ ο όρος ~A(−) (~r, t) περιέχει όλα τα πλάτη που µεταβάλλονται
ανάλογα µε την ποσότητα eiωt και ~A(−) =

(
~A(+)

)∗
Τώρα επιλέγουµε να περιορίσουµε τη διαδικασία σε ένα διακριτό σύνολο µε-

ταβλητών, αντί για ολόκληρο το συνεχές, δηλαδή ϑα περιγράψουµε ένα ΗΜ πεδίο
που είναι περιορισµένο σε µια συγκεκριµένη περιοχή του χώρου και ϑα αναπτύ-
ξουµε το διανυσµατικό δυναµικό σε ένα σύνολο εξισώσεων διακριτών,ορθογώνιων
τρόπων:

~A(+) (~r, t) =
∑
k

ck~uk(~r)e
−iωkt (1.7)

Εδώ, οι συντελεστές Fourier ck έχουν σταθερές τιµές για ένα ελεύθερο πεδίο. Το σύ-
νολο των συναρτήσεων που περιγράφουν τους τρόπους του διανυσµατικού πεδίου
~uk(~r) που αντιστοιχούν σε συχνότητες ωk ϑα ικανοποιούν την εξίσωση(

~∇2 +
ωk

2

c2

)
~uk(~r) = 0, (1.8)
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υπό τον όρο ότι στον όγκο δεν περιέχεται κάποιο διαθλαστικό υλικό. Επιπλέον, οι
συναρτήσεις των τρόπων απαιτούµε να ικανοποιούν την συνθήκη εγκαρσιότητας.

~∇ · ~uk(~r) = 0 (1.9)

Οι συναρτήσεις των τρόπων ταλάντωσης του πεδίου, συνιστούν ένα πλήρες, ορθο-
κανονικό σύνολο, το οποίο µπορούµε να δηλώσουµε µε τη σχέση:∫

V

~u∗k(~r)~uk′(~r)d~r = δkk′ (1.10)

Αυτές οι συναρτήσεις τρόπων ταλάντωσης καθορίζονται από τις οριακές συν-
ϑήκες του ϕυσικού όγκου που µελετάται κάθε ϕορά, γεγονός που ϑα αποδειχθεί
εξέχουσας σηµασίας στη συνέχεια. Αν ϑεωρήσουµε τις κατάλληλες εξισώσεις των
τρόπων ενός επιπέδου κύµατος για ένα κύβο πλευράς L, µπορούµε να τις γράψου-
µε ως :

~uk(~r) = L−
3
2 ê(λ) exp

[
i~k · ~r

]
(1.11)

όπου µε ê(λ) έχουµε ορίσει το µοναδιαίο διάνυσµα πόλωσης. Ο δείκτης k
κάθε τρόπου του κύµατος περιγράφει αρκετές διακριτές µεταβλητές, τον δείκτη της
πόλωσης (λ = 1, 2) καθώς και τις τρεις Καρτεσιανές συνιστώσες του διανύσµατος
διάδοσης ~k:

kx =
2πnx
L

, ky =
2πny
L

, kz =
2πnz
L

, nx, ny, nz = 0,±1,±2, ... (1.12)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τη συνθήκη εγκαρσιότητας,1.9, το διάνυσµα πόλωσης ê(λ)

πρέπει να ειναι κάθετο στο ~k, οπότε το διανυσµατικό δυναµικό µπορεί να ξαναγρα-
ϕτεί στη µορφή:

~A (~r, t) =
∑
k

√
~

2ωkε0

[
ak~uk (~r) e−iωkt + a†k~u

∗
k (~r) eiωkt

]
(1.13)

Η αντίστοιχη έκφραση για το ηλεκτρικό πεδίο, τώρα ϑα είναι :

~E (~r, t) = i
∑
k

√
~ωk
2ε0

[
ak~uk (~r) e−iωkt + a†k~u

∗
k (~r) eiωkt

]
(1.14)

Στην κλασσική ϑεωρία του Ηλεκτροµαγνητισµού, αυτά τα πλάτη Fourier είναι µι-
γαδικοί αριθµοί. Λόγω του ότι τα ϕωτόνια είναι µποζόνια, δηλαδή ισχύουν οι
γνώριµες µεταθετικές σχέσεις του µονοδιάστατου αρµονικού ταλαντωτή, είναι εύ-
κολο να επιλέξουµε τα âk και â†k να είναι µεταξύ τους αµοιβαία αναστροφοσυζυγείς
(adjoint) τελεστές.
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Η δυναµική συµπεριφορά των πλατών του ηλεκτρικού πεδίου µπορεί να περι-
γραφεί από ένα σύνολο ανεξάρτητων αρµονικών ταλαντωτών που υπακούουν στις
µεταθετικές σχέσεις των µποζονικών τελεστών :

[âk, âk′ ] =
[
â†k, â

†
k′

]
= 0,

[
âk, â

†
k′

]
= δkk′ (1.15)

Οι κβαντικές καταστάσεις κάθε τρόπου πλέον, µπορούν να αναλυθούν ανεξάρτητα
ο ένας από τον αλλο. Η κατάσταση στην οποία κάθε τρόπος µπορει να περιγραφεί
από ένα καταστασιακό διάνυσµα |Ψ〉k του χώρου Hilbert, κατάλληλα προσαρµο-
σµένο σ΄ αυτόν τον τρόπο. Οι καταστάσεις ολόκληρου του πεδίου ορίζονται τότε ως
το τανυστικό γινόµενο των χώρων Hilbert για όλους τους τρόπους ταλάντωσης. Η
Χαµιλτονιανή για το ηλεκτροµαγνητικό πεδιο δίδεται από τη σχέση [4]

H =
1

2

∫ (
ε0
~E2 + µ0

~H2
)
d~r (1.16)

Χρησιµοποιώντας την έκφραση 1.14 για το ηλεκτρικό πεδίο ~E, την ισοδύναµη
έκφραση για το ϐοηθητικό πεδίο ~H και κάνοντας χρήση των συνθηκών ορθοκανο-
νικότητας και εγκαρσιότητας η Χαµιλτονιανή ϕτάνει στην απλούστερη µορφή:

H =
∑
k

~ωk
(
âkâ

†
k +

1

2

)
(1.17)

Συνεπώς έχουµε αποδείξει ότι η ενέργεια του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου δεν
είναι τίποτα παραπάνω από το άθροισµα του αριθµού ϕωτονίων σε κάθε τρόπο
ταλάντωσης του πεδίου, συν την ποσότητα 1

2
~ωk, που αναπαριστά τις αυξοµειώ-

σεις του κενού σε κάθε τρόπο ταλάντωσης. Σ΄ αυτό το σηµείο είναι χρήσιµο να
αναφερθούµε στην αναπαράσταση του χώρου των ϕάσεων χρησιµοποιώντας τις τε-
τραγωνικές µορφές του πεδίου. Οι κανονικές µεταβλητές X̂1 και X̂2 αναπαριστούν
την κανονική ϑέση και ορµή αντίστοιχα.

X̂1 =

√
~

2ω

(
â+ â†

)
X̂2 = i

√
2~ω

(
â− â†

) (1.18)

Χρησιµοποιώντας αυτές τις εκφράσεις για ένα επίπεδο κύµα ενός µοναδικού
τρόπου ταλάντωσης, µπορούµε να γράψουµε την έκφραση για το ηλεκτρικό πεδίο
ως :

Ê(~r, t) =
1

L
3
2

(
~ω
2ε0

)1/2
εk

[
X̂1 sin

(
~k~r − ωt

)
− X̂2 cos(~k~r − ωt)

]
(1.19)

Οι κανονικές µεταβλητές X̂1 και X̂2 είναι τα πλάτη των τετραγωνικών µορφών
στις οποίες µπορεί να αναλυθεί το πεδίο.
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1.2 Κβαντικές καταστάσεις του ΗΜ πεδίου

Η διαδικασία της κβάντισης του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου, δηµιουργεί εύλογα
την περιέργεια της εφαρµογής ορισµένων τεχνικών της κβαντιµηχανικής για την
εξερεύνηση των ιδιοτιµών της Χαµιλτονιανής του πεδίου. Στα παρακάτω, ϑα ανα-
ϕέρουµε συνοπτικά ορισµένες από τις συχνότερα χρησιµοποιούµενες καταστάσεις
του ϕωτός στα πλαίσια της Κβαντοµηχανικής.

1.2.1 Καταστάσεις Fock

Η χαµιλτονιανή 1.17 έχει ιδιοτιµές ~ωk
(
nk + 1

2

)
όπου τπ nk είναι ϕυσικός αριθµός.

Οι ιδιοκαταστάσεις της γράφονται ως |nk〉 και ειναι γνωστές ως καταστάσεις Fock
ή καταστάσεις αρίθµησης (number states). Είναι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή
αρίθµησης N̂k = âkâk

†, δηλαδή:

â†âk|nk〉 = nkn̂k (1.20)

Η ϑεµελιώδης κατάσταση του αρµονικού ταλαντωτή στην οποία συνήθως αναφερό-
µαστε ως κατάσταση κενού (vacuum state), ορίζεται ως :

âk|0〉 = 0 = |0〉âk† (1.21)

πράγµα το οποίο σηµαίνει ότι οι µέση τιµή των τελεστών δηµιουργίας και κατα-
στροφής µηδενίζονται σ΄ αυτήν την κατάσταση. ∆ρώντας την Χαµιλτονιανή στην
κατάσταση κενού |0〉, παίρνουµε τη σχέση:

〈0|H|0〉 =
1

2

∑
k

~ωk (1.22)

Η παραπάνω εξίσωση έχει ένα ιδιαίτερο ενδιαφέρον. ΄Οπως ϕαίνεται, δεν υπάρχει
κάποιο συγκεκριµένο ανώτερο ϕράγµα στις συχνότητες του αθροίσµατος των τρό-
πων του ηλεκτροµαγνητικού πεδιου, οπότε η ενέργεια της ϑεµελιώδους κατάστασης
είναι άπειρη. Αυτή η απροσδιοριστία στο σηµείο µηδενικής ενέργειας (Z.P.E.) δεν
ειναι η µόνη περίπτωση ιδιότροπων απειρισµών στην Κβαντική Ηλεκτροδυναµική.
Η διαδικασία της επακανονικοποίησης καταφέρνει να διαχειριστεί σε µεγάλο ϐαθ-
µό αυτές τις περιπτώσεις. Στην πραγµατικότητα όµως, η ενέργεια του κενού και οι
διακυµάνσεις της, είναι η αιτία µιας µεγαλης ποικιλίας παρατηρήσιµων ϕαινοµέ-
νων όπως το ϕαινόµενο Cassimir και η µετατόπιση Lamb. Στη σύγχρονη ϑεωρία
ϐαθµωτών πεδίων, η έννοια της ¨θάλασσας Fermi¨ που περιγράφει το κενό ως µια
οντότητα κάθε άλλο παρά ΅αδεια¨, µε δισεκατοµµύρια σωµατίδια να δηµιουργούν-
ται και να εξαϋλώνονται ταυτόχρονα, δίνει την ακριβή εικόνα που περιγράφει ωµά
η εξίσωση 1.22. Μια άλλη σηµαντική λεπτοµέρεια που ϑα πρέπει να σηµειωθεί,
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είναι το γεγονός ότι η κατάσταση κενού, όπως και όλες οι στάσιµες καταστάσεις
του πεδίου είναι επίσης ιδιοτιµή της Χαµιλτονιανής, όµως όχι των τελεστών του
ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου. Συνεπώς στην κατάσταση κενού το ηλεκτρι-
κό και το µαγνητικό πεδίο δεν έχουν καθορίσιµες τιµές. Μπορούµε εύκολο να
υπολογίσουµε τη µηδενική µέση τιµή του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδιου
για την κατάσταση κενού, όµως στην πραγµατικότητα οι τιµές τους διακυµαίνονται
γύρω από τη µηδενική µέση τους τιµή για την περίπτωση του πεδίου ενός τρό-
που ταλάντωσης. Εκτενής συζήτηση για τα Ϲητήµατα που προκύπτουν από αυτές
τις ιδιαίτερες ιδιότητες της κατάστασης κενού, µπορούν να ϐρεθούν στα [13] και
[10]. ΄Οσον αφορά τα ονόµατα που χρησιµοποιήσαµε για τους τελεστές â και â†

, πλέον είναι προφανές ότι σε µια δεδοµένη κατάσταση Fock |n〉 µε n ϕωτόνια, ο
τελεστής δηµιουργίας â† δηµιουργεί ένα επιπλέον ϕωτόνιο δίνοντας την κατάσταση
|n+ 1〉, ενώ ο τελεστής καταστροφής â δίνει την |n− 1〉 µε τις αντίστοιχες σταθερές
κανονικοποίησης :

âk |nk〉 =
√
nk |nk − 1〉 , â†k |nk〉 =

√
nk + 1 |nk + 1〉 (1.23)

Ξεκινώντας από την κατάσταση κενού |0〉, είναι ξεκάθαρο ότι για να ϕτάσει το
σύστηµα στην κατάσταση |nk〉, ϑα πρέπει να δράσει ο τελεστής δηµιουργίας n
ϕορές, συνεπώς:

|nk〉 =

(
â†k

)nk
√
nk!
|0〉 , nk = 0, 1, 2, ... (1.24)

Οι καταστάσεις Fock είναι ορθοκανονικές και πλήρεις, πράγµα που δηλώνεται µε
τις σχέσεις :

〈nk|mk〉 = δnm (1.25)
∞∑

nk=0

|nk〉〈nk| = 1 (1.26)

Ενώ οι καταστασεις αρίθµησης αποτελούν µια χρήσιµη αναπαράσταση για ϕωτόνια
υψηλών ενεργειών, πχ. ακτίνες-γ, όπου ο αριθµός των ϕωτονίων είναι πολύ µικρός,
δεν είναι η καλύτερη δυνατή αναπαράσταση για οπτικά πεδία όπου ο συνολικός
αριθµός ϕωτονίων είναι πολύ µεγάλος. Επιπλέον, παρά το ότι µπορούν να παρα-
χθούν πειραµατικά, λ.χ. όταν ένα άτοµο αλληλεπιδρά µε ένα ΗΜ πεδίο σε µια
υψηλού συντελεστή ποιότητας Q κοιλότητα και εκπέµπει ένα µοναδικό ϕωτόνιο,
δεν είναι δυνατόν να δηµιουργηθούν πολλά ϕωτόνια στην ίδια κοιλότητα. Συνήθως
λέµε ότι οι καταστάσεις Fock είναι οι καταστάσεις που εκδηλώνεται περισ-
σότερο απ’ολες τις αναπαραστάσεις, ο κβαντικός χαρακτήρας του ϕωτός.
Χρησιµοποιώντας το χώρο των ϕάσεων, έχοντας στους άξονες τις κανονικές συντε-
ταγµένες σε ϕυσικές µονάδες, είµαστε σε ϑέση να οπτικοποιήσουµε τις ιδιότητες
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Σχήµα 1.1: Αναπαράσταση µιας κατάστασης αρίθµησης στο χώρο των ϕάσεων

των καταστάσεων Fock. Οι κανονικές συντεταγµένες όπως ορίστηκαν στις σχέσεις
1.18 δεν µετατίθενται, λέµε ότι το σύστηµα δεν είναι καλά εντοπισµένο στον χώρο
των ϕάσεων. Επιπλέον, µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι οι καταστάσεις αρίθµησης
µεγιστοποιούν την αβεβαιότητα της ϕάσης, δηλαδή ότι ∆φ = 2π.

1.2.2 Σύµφωνες Καταστάσεις

Οι σύµφωνες καταστάσεις ειναι υπερθέσεις των καταστάσεων αρίθµησης |n〉. Συµ-
ϐολίζοντας µε |α〉 και ϑα πρέπει να αποφεύγεται η σύγχιση µε τους τελεστές δη-
µιουργίας και καταστροφής. Οι εφαρµογές τους συµπεριλαµβάνουν την ακριβή
περιγραφή καταστάσεων µονοχρωµατικής ακτινοβολίας σε συνεχή κυµατοµορφή
(CW) πάνω από το όριο κατωφλίου ενώ τα κυµατοπακέτα που σχηµατίζονται α-
πό σύµφωνες καταστάσεις περιγράφουν µε καλή προσέγγιση τις καταστάσεις των
παλµικών laser.

΄Ισως ο πιο απλός τρόπος για την κατανόηση των σύµφωνων καταστάσεων να
είναι αυτός που ακολουθήθηκε ανεξάρτητα από τους Glauber[52] και Sudar-
shan[53], που δικαιολογεί την ονοµασία τους ως καταστάσεις Glauber-Sudarshan.

Αν ϑεωρήσουµε ένα µονοχρωµατικό κύµα, ούτως ώστε να αφήσουµε στην άκρη
τον δείκτη k, µπορούµε µε τη χρήση του τελεστή µετατόπισης

D̂ (α) = e(αâ
†−α∗â) (1.27)

και τον τύπο Baker-Haussdorf για δύο τελεστές Â και B̂ τέτοιους ώστε [A, [A,B]] =
[B, [A,B]] = 0, να γράψουµε:

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−[Â,B̂]/2 (1.28)

Συνεπώς η έκφραση για τον τελεστή µετατόπισης γινεται :

D̂ (α) = e−|a|
2/2eαâ

†
e−α

∗â (1.29)
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Η απόδειξη του τύπου Baker-Haussdorf εµπεριέχει τη χρήση της ακόλουθης ταυ-
τότητας που ισχύει για δύο οποιουσδήποτε τελεστές :

eÂB̂e−Â = B +
[A,B]

1!
+

[A, [A,B]]

2!
+ ... (1.30)

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω ταυτότητα έχουµε:

D̂† (α) âD̂ (α) = â+ α

D̂† (α) â†D̂ (α) = â† + α∗
(1.31)

Αυτή η έκφραση µας εξηγεί για ποιο λόγο ο τελεστής D̂(α) ονοµάζεται τελεστής
µετατόπησης. Πλέον είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε τη σύµφωνη κατάσταση|α〉, ως
µια µετατοπισµένη κατάσταση κενού |0〉.

|α〉 = D̂ (α) |0〉 (1.32)

Η εναλλακτική προσέγγιση στον ορισµό της σύµφωνης κατάστασης στηρίζεται στην
ακόλουθη ιδιότητα :

D̂† (α) â |α〉 = D̂† (α) âD̂ (α) |0〉
= α |0〉
= αD̂† (α) D̂ (α) |0〉
= αD̂† (α) |α〉

(1.33)

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι :

â |α〉 = α |α〉 (1.34)

〈α| â† = α∗ 〈α| (1.35)

Αν σταθούµε λίγο στις δύο αυτές εξισώσεις, διαπιστώνουµε ότι οι συµφωνες κατα-
στάσεις ειναι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή καταστροφής. Εφόσον ο τελεστής â δεν
είναι ερµιτιανός, οι ιδιοτιµές του είναι µιγαδικοί αριθµοί. Σε αντίθεση µε τις κα-
ταστάσεις αρίθµησης που περιέχουν ορισµένο και σταθερό αριθµό ϕωτονίων, οι
συµφωνες καταστάσεις είναι υπερθέσεις των καταστάσεων αρίθµησης µε µια αβε-
ϐαιότητα στον αριθµό των ϕωτονίων.Για να αποδείξουµε αυτή την ιδιότητα κάνουµε
χρήση του γεγονότος ότι |n〉 â =

√
n+ 1〈n+ 1|α〉 = α〈n|α〉 και της εξίσωσης 1.34,

που µας οδηγεί στη σχέση:

〈n|â|α〉 =
√
n+ 1〈n+ 1|α〉 = α〈n|α〉 ⇒

〈n|α〉 =
α√
n
〈n− 1|α〉 ⇒

〈n|α〉 =
αn√
n!
〈0|α〉

(1.36)
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Χρησιµοποιώντας τον τελεστή µετατόπισης 1.29, την ανάπτυξη του εκθετικού όρου
και την ιδιότητα â|0〉 = 0, ϕτάνουµε στη σχέση:

〈0|α〉 = 〈0|D̂(α)|0〉 = exp
(
− |α|2 /2

)
(1.37)

Σχήµα 1.2: Αναπαράσταση στο χώρο των ϕάσεων για µια σύµφωνη κατάσταση.

Συνεπώς, οι σύµφωνες καταστάσεις έχουν την ακόλουθη αναπαράσταση σε ό-
ϱους καταστάσεων αρίθµησης:

|α〉 =
∞∑
n=0

|n〉 〈n| α〉 = e−α
2/2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 (1.38)

Αν υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα να έχουµε n ϕωτονια,
είναι εύκολο να δείξουµε ότι αυτή η πιθανότητα ακολουθεί την κατανοµή Poisson.

pn = |〈n| α〉|2 =
|α|2n

n!
exp

[
−|α|2

]
(1.39)

Προκειµένου να υπολογιστεί ο µέσος αριθµός ϕωτονίων µπορούµε να δράσουµε
τον τελεστή αρίθµησης, οπότε προκύπτει ότι :

n̄ = 〈α| n̂ |α〉 = 〈α| â†â |α〉 = α∗ 〈α|α |α〉 = α∗α 〈α| α〉 = |α|2 (1.40)

Για να µελετήσουµε την ορθογωνιότητα των σύµφωνων καταστάσεων, υποθέτουµε
ότι υπάρχουν δύο σύµφωνες καταστάσεις, έστω α και β. Το εσωτερικό τους γινόµενο
είναι :

〈β| α〉 = 〈0| D̂†(β)D̂(α) |0〉 = exp

[
−|α|

2

2
− |β|

2

2
+ αβ∗

]
(1.41)

Αυτό σηµαίνει ότι οι σύµφωνες καταστάσεις δεν είναι µεταξύ τους ορθογώνιες, οπότε
η επικάλυψη δύο σύµφωνων καταστάσεων ϑα είναι :

|〈β| α〉|2 = exp
[
−|α− β|2

]
(1.42)
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1.2.3 Θερµικές Καταστάσεις

Οι καταστάσεις αρίθµησης και οι σύµφωνες καταστάσεις ανήκουν στις λεγόµενες
καθαρές καταστάσεις, υπό την έννοια ότι περιγράφονται επαρκώς από τα κατα-
στασιακά τους διανύσµατα και τον πίνακα πυκνότητάς τους ρ, για τον οποίο ισχύει

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|, (1.43)

κι έχει την ιδιότητα ρ2 = 1 (αφού είναι καθαρές καταστάσεις). ΄Ενα στατιστικό
µείγµα µπορεί να αναπαρασταθεί επαρκώς µε τη χρήση του πίνακα πυκνότητας.
Το κλασσικό παράδειγµα µιας ανάµεικτης κατάστασης (mixed state) είναι οι ϑερ-
µικές καταστάσεις. Εισάγοντας την έννοια των ϑερµικών καταστάσεων, οι οποίες
αντιστοιχούν στο είδος της ακτινοβολίας που συναντάµε στο µέλαν σώµα, έχου-
µε τη δυνατότητα να περιγράψουµε σε καλή προσέγγιση το ϑερµικό ϕως, δηλαδή
την ακτινοβολία που είναι παρούσα λόγω της ϑερµοκρασίας ενός σώµατος. Ανα-
καλώντας την συνάρτηση επιµερισµού Z από τη Στατιστική Φυσική και ορίζοντας
β = 1

kBT
,γράφουµε:

ρ ≡ e−βâ
†â

Z
=
(
1− e−β~ω

)
e−βâ

†â (1.44)

Ο µέσος αριθµός ϕωτονίων σε µια τέτοια κατάσταση δίδεται από τη σχέση:

n̄ =
(
1− e−β~ω

) ∞∑
n=0

ne−β~ωn =
e−β~ω

1− e−β~ω
(1.45)

συνεπώς είµαστε σε ϑέση να ξαναγράψουµε τον πίνακα πυκνότητας ρ ως:

ρ =
1

n̄

(
n̄

n̄+ 1

)â†â
(1.46)

Η κατανοµή του αριθµού των ϕωτονίων, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι είναι
γεωµετρική, δηλαδή:

pn =
1

n̄

(
n̄

n̄+ 1

)n
(1.47)

΄Ενα άλλο σηµαντικό χαρακτηριστικό των ϑερµικών καταστάσεων που κάνει ακόµα
πιο εµφανές το στοχαστικό τους χαρακτήρα, είναι το γεγονός ότι η τάξη της διακύ-
µανσης του µέσου αριθµού ϕωτονίων τους, που χαρακτηρίζει τη διακύµανση του
αριθµού των ϕωτονίων σε µια ϑερµική κατάσταση είναι :

(∆n)2 = n2 − n2 (1.48)
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Ο υπολογισµός για τη µέση τιµή n2 µας δίνει :

n2 =
∞∑
n=0

(
n2n̄2

n̄+ 1

)n+1

=
1

(n̄+ 1)
x
d

dx
x
d

dx

∞∑
n=0

xn
∣∣∣x= n̄

n̄+1
= 2n̄2 + n̄ (1.49)

΄Αρα ϐρίσκουµε ότι όντως η διακύµανση του αριθµού ϕωτονίων σε µια ϑερµική
κατάσταση, είναι της τάξης της µέσης τιµής του αριθµού ϕωτονίων, πράγµα που
υποδεικνύει πολύ µεγάλες διακυµάνσεις.

(∆n) = n2 + n (1.50)

1.3 Το µοντέλο Jaynes-Cummings

Η απλούστερη περίπτωση αλληλεπίδρασης ύλης-ακτινοβολίας, είναι η περίπτωση
ενός ατόµου δύο επιπέδων που αλληλεπιδρά µε ένα µοναδικό τρόπο ταλάντωσης
του κβαντισµένου πεδίου. Σε ό,τι ακολουθεί αναλύουµε τις ϐασικές µαθηµατικές
τεχνικές που χρησιµοποιούνται προκειµένου να αποδειχθεί η πλήρως κβαντιµηχα-
νική εκδοχή της αλληλεπίδρασης πεδίου-ύλης, το µοντέλο Jaynes-Cummings.

1.3.1 Αλληλεπίδραση ϕωτονίου ατόµου

Η πλήρως κβαντοµηχανική έκδοση του µοντέλου Rabi, που µπορεί να ϐρεθεί α-
ναλυτικά στο [11], ϑεωρεί την αλληλεπίδραση ενός ατόµου δύο επιπέδων µε κα-
ταστάσεις |g〉 (ϑεµελιώδη) και |e〉 (διεγερµένη), µε ένα µονοχρωµατικό πεδίο της
µορφής:

Ê = −→e
√

~ω
ε0V
·
(
â+ â†

)
sin(kz) (1.51)

Με −→e έχουµε συµβολίσει το αυθαίρετα κατευθυνόµενο διάνυσµα πόλωσης. Συµ-
ϐολίζοντας ως d̂ τον τελεστή διπολικής ϱοπής, η Χαµιλτονιανή ατόµου-πεδίου ϑα
είναι :

Ĥ = −d̂ · Ê (1.52)

Θέτοντας g = −
√

~ω
ε0V
· sin(kz), η Χαµιλτονιανή γράφεται στη µορφή:

Ĥ(I) = d̂g(â+ â†) (1.53)

Θα πρέπει να τονιστεί για την αποφυγή παρερµηνειών, ότι το g είναι αριθµός, ενώ
το |g〉 είναι µία κατάσταση του ατόµου. Θα αποδειχθεί χρήσιµο στη συνέχεια το να
ορίσουµε τους τελεστές που περιγράφουν τις ατοµικές µεταβάσεις. ∆εδοµένου ότι
µιλάµε για ένα σύστηµα δύο επιπέδων, ϑα πρέπει να υπάρχει ένας τελεστής για να
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περιγράψει τη µετάβαση του ατοµου από την κατάσταση |e〉 στην κατάσταση |e〉, τον
οποίο ϑα συµβολίζουµε µε σ̂+ κι ένας τελεστής που ϑα συµβολίζει την αντίστροφη
διαδικασία, δηλαδή τη µετάβαση του ατόµου από την |e〉 στην |g〉, τον οποίο και
συµβολίζουµε µε σ̂−. Συνεπώς, οι τελεστές ατοµικής αναβίβασης και καταβίβασης
ορίζονται από τις σχέσεις :

σ̂+ = |e〉 〈g|
σ̂− = |g〉 〈e|
σ̂3 = |e〉 〈e| − |g〉 〈g|

(1.54)

Ο τελεστής σ̂3 (ή συχνά στη ϐιβλιογραφία σ̂z) ονοµάζεται τελεστής ατοµικής ανα-
στροφής και η µέση του τιµή είναι µέτρο της αναστροφής πληθυσµών W (t) όπως
υποδεικνύει και η ονοµασία του. Οι τελεστές της σχέσης 1.54 υπακούουν στους
κανόνες των πινάκων Pauli, δηλαδή µπορούµε να επιβεβαιώσουµε τις µεταθετικές

σχέσεις µεταξύ τους ϑέτοντας ως : |g〉 =

(
1
0

)
και |e〉 =

(
1
0

)
, ή απλά χρησιµο-

ποιώντας τους ορισµούς τους από την 1.54.

[σ̂+, σ̂−] = σ̂3

[σ̂3, σ̂±] = 2σ̂±
(1.55)

Τα µόνα µη µηδενικά στοιχεία του τελεστή διπολικής ϱοπής είναι τα µη-διαγώνια
στοιχεία του καθώς 〈e| d̂ |e〉 = 〈g| d̂ |g〉 = 0, οπότε αποδεικνύεται ότι :

d̂ = d |g〉 〈e|+ d∗ |e〉 〈g| = dσ̂− + d∗σ̂+ = d (σ̂− + σ̂+) (1.56)

Εδώ ϑέσαµε 〈e| d̂ |g〉 = d και υποθέσαµε ότι το d είναι πραγµατικός αριθµός.
Συνεπώς, ϑέτοντας λ = dg

~
2, η Χαµιλτονιανή γράφεται στη µορφή:

Ĥ(I) = ~λ(σ̂+ + σ̂−)(â+ â†) (1.57)

Αν ορίσουµε ως σηµείο αναφοράς της ενέργειας το µέσο των ενεργειακών επιπέδων
των δύο καταστάσεων (ϐλ. σχήµα 1.3) , τότε η Χαµιλτονιανή του ελεύθερου ατόµου
γράφεται ως εξής :

ĤA =
1

2
(Ee − Eg) σ̂3 =

1

2
~ω0σ̂3 (1.58)

Εδώ το ω0 συµβολίζει την ιδιοσυχνότητα µετάβασης του ατόµου (που πολλές ϕορές
γράφεται και ως ωeg ). Η Χαµιλτονιανή του ελεύθερου πεδίου µετά την αλλαγή του
επιπέδου µηδενικής ενέργειας, µπορεί να εκφραστεί στη µορφή:

ĤF = ~ωα̂†α̂ (1.59)
2Συνήθως αυτή η σταθερά «λ» στη ϐιβλιογραφία συµβολίζεται ως «g» και ονοµάζεται σταθερά

σύζευξης ατοµου-πεδίου. ΄Οπως µπορούµε να διαπιστώσουµε έχει διαστάσεις συχνότητας.
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Σχήµα 1.3: Ενεργειακά επίπεδα του ατόµου µετά τον ορισµό του µέσου της διαφοράς των
Eg και Ee ως σηµείο µηδενικής ενέργειας. Η ιδιοσυχνότητα µετάβασης του ατόµου έχει
συµβολιστεί µε ω0.

Η συνολική Χαµιλτονιανή λοιπόν για την περιγραφή της αλληλεπίδρασης ατόµου-
πεδίου ϑα είναι :

Ĥ = ĤA + ĤF + Ĥ(I) =
1

2
~ω0σ̂3 + ~ωâ†â+ ~λ (σ̂+ + σ̂−)

(
â+ â†

)
(1.60)

Στην περίπτωση του ελεύθερου πεδίου, όπως είναι γνωστό, η χρονική εξέλιξη των
τελεστών δηµιουργίας και καταστροφής περιγράφεται από τις σχέσεις :

â(t) = â(0)e−iωt (1.61)

â†(t) = â†(0)eiωt (1.62)

Η χρονική εξέλιξη των ατοµικών τελεστών αναβίβασης και καταβίβασης είναι :

σ̂±(t) = σ̂±(0)e±iω0t (1.63)

Θεωρώντας λοιπόν τη χρονική εξέλιξη της Χαµιλτονιανής 1.60 αυτού του συστήµα-
τος, χρειάζεται να λάβουµε υπόψιν τις ακόλουθες αναλογίες :

σ̂+â ∼ ei(ω0−ω)t

σ̂−â
† ∼ e−i(ω0−ω)t

σ̂+â
† ∼ ei(ω0+ω)t

σ̂−â ∼ e−i(ω0+ω)t

(1.64)

Υποθέτοντας ότι ω0 ' ω το οποίο ουσιαστικά υποδηλώνει ότι η συχνότητα του µο-
νοχρωµατικού πεδίου είναι σχεδόν ίση µε την ιδιοσυχνότητα του ατόµου, οι δύο
τελευταίοι όροι δεν διατηρούν την ενέργεια του συστήµατος ! Ο όρος σ̂+â

† αντιστοι-
χεί στην εκποµπή ενός ϕωτονίου µε την αναβίβαση του ατόµου, ενώ ο όρος σ̂−â
περιγράφει την καταβίβαση του ατόµου µε απορρόφηση ϕωτονίου. Λαµβάνοντας
υπόψην την «Προσέγγιση Στρεφόµενου Κύµατος» (Rotating Wave Approximation),
οι ποσότητες που ειναι ανάλογες µε τους όρους ω0 +ω είναι ίσες µε 0 καθώς ταλαν-
τώνονται πολύ πιο γρήγορα από τους όρους που περιέχουν την ποσότηταω0 − ω,
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συνεπώς η Χαµιλτονιανή παίρνει τη µορφή:

Ĥ =
1

2
~ω0σ̂3 + ~ωâ†â+ ~λ

(
σ̂+â+ σ̂−â

†) (1.65)

Στη ϐιβλιογραφία η εξίσωση 1.65 αναφέρεται ως «µοντέλο Jaynes-Cummings»3.
Μια εξαίρετη αναθεώρηση του ϑέµατος υπάρχει στο [55]. ΄Εχοντας την Χαµιλτο-
νιανή, µπορούµε να υπολογίσουµε τη δυναµική συµπεριφορά του συστήµατος.
Πρώτα απ΄ όλα ϑα ορίσουµε δύο σταθερές της κίνησης : Τον τελεστή P̂e που µετρά
τον αριθµό των ηλεκτρονίων που εµπλέκονται στη διαδικασία και τον αριθµό των
συνολικών διεγέρσεων N̂e στο πεδίο και το άτοµο:

P̂E = |e〉 〈e|+ |g〉 〈g| = 1, [H,PE] = 0 (1.66)

N̂e = â†â+ |e〉 〈e| ,
[
Ĥ, N̂e

]
= 0 (1.67)

Η Χαµιλτονιανή της 1.65 παρατηρούµε ότι µπορεί να χωριστεί σε δύο µέρη:

ĤI = ~ωN̂e + ~
(ω0

2
− ω

)
P̂e (1.68)

ĤII = −~∆ + ~λ
(
σ̂+α̂ + σ̂−α̂

†) (1.69)

ούτως ώστε για τους δύο όρους να ισχύει η σχέση:
[
ĤI, ĤII

]
= 0. Ο πρώτος

όρος συνεισφέρει στη λύση µόνο κάποιους όρους ϕάσης, ενώ ο δεύτερος όρος
εµπεριέχει όλη τη δυναµική του προβλήµατος. Η ποσότητα ∆ = ω0−ω ονοµάζεται
«αποσυντονισµός» και προφανώς είναι η διαφορά της συχνότητας του πεδίου από
την ιδιοσυχνότητα του ατόµου.

Το µοντελο Jaynes Cummings στην περίπτωση του συντονισµού.

Υποθέτοντας ότι έχουµε ένα σύστηµα που ϐρίσκεται αρχικά στη διεγερµένη κα-
τάστασή του |e〉, ενώ το πεδίο ϐρίσκεται στην κατάσταση |n〉, ϑα µπορούσαµε να
συµβολίσουµε αυτή την αρχική κατάσταση του συστήµατος ως |i〉 = |e〉|n〉, ενώ η
αρχική ενέργεια ϑα είναι Ei = 1

2
~ω + n~ω. Η κατάσταση |i〉 είναι συζευγµένη µε

την τελική κατάσταση |f〉 = |g〉 |n+ 1〉, καθώς υποθέσαµε ότι υπάρχουν µόνο δύο
ατοµικά επίπεδα. Η τελική κατάσταση |f〉 έχει ενέργεια Ef = −1

2
~ω + (n + 1)~ω

και είναι τόσο προφανές όσο κι αναµενόµενο ότι οι δύο καταστάσεις έχουν ίσες

3Η αρχική εργασία [54] στην ουσία ήταν η διδακτορική διατριβή του Fred W. Cummings µε
επιβλέποντα τον E.T. Jaynes και για πολλά χρόνια από τη δηµοσίευσή της το 1963 ήταν διάσηµη
σε πολύ στενούς ακαδηµαϊκούς κύκλους, καθώς ήταν πειραµατικά πολύ δύσκολο το να επιτευχθούν
οι συνθήκες του ΗΜ πεδίου (υψηλού συντελεστή ποιότητας συντονιστής) καθώς και του ατόµου δύο
επιπέδων.
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ενέργειες. Εφόσον προσπαθούµε να πάρουµε µια εξίσωση που να περιγράφει ϱητά
τη χρονική εξάρτηση αυτού του συστήµατος, ϑα ξεκινήσουµε µε το καταστασιακό
διάνυσµα |ψ(t)〉 και ϑα λύσουµε την εξίσωση Schrödinger.

|ψ(t)〉 = Ci(t) |i〉+ Cf (t) |f〉 (1.70)

όπου Ci(0) = 1 αφού το άτοµο για t = 0 ϐρίσκεται στην αρχική κατάσταση,
ενώ Cf (0) = 0. Η χρήση του όρου ĤII της Χαµιλτονιανής 1.69στην εξίσωση
Schrödinger, δίνει :

i~
d |ψ(t)〉
dt

= ĤII |ψ(t)〉 ⇔ (1.71)

i~
d (Ci(t) |i〉+ Cf (t) |f〉)

dt
=
[
~λ
(
σ̂+α̂ + σ̂−α̂

†)] · [Ci(t) |i〉+ Cf (t) |f〉]⇔

i~
(
Ċi(t) |e〉 |n〉+ Ċf (t) |g〉 |n+ 1〉

)
= ~λCi(t)

(
σ̂+α̂ |e〉 |n〉+ σ̂−α̂

† |e〉 |n〉
)

+

+~λCf (t)
(
σ̂+α̂ |g〉 |n+ 1〉+ σ̂−α̂

† |g〉 |n+ 1〉
)
⇔

i~
(
Ċi(t) |e〉 |n〉+ Ċf (t) |g〉 |n+ 1〉

)
= ~λ

[
Ci(t)

(
|e〉 〈g| â |e〉 |n〉+ |g〉 〈e| α̂† |e〉 |n〉

)
+Cf (t)

(
|e〉 〈g| α̂ |g〉 |n+ 1〉+ |g〉 〈e| α̂† |g〉 |n+ 1〉

) ]
⇔

i
(
Ċi(t) |e〉 |n〉+ Ċf (t) |g〉 |n+ 1〉

)
= λCi(t) |g〉 〈e| α̂† |e〉 |n〉+

+λCf (t) |e〉 〈g| α̂ |g〉 |n+ 1〉 ⇔

i
(
Ċi(t) |e〉 |n〉+ Ċf (t) |g〉 |n+ 1〉

)
= λCi(t) |g〉 α̂† |n〉+ λCf (t) |e〉 α̂ |n+ 1〉 ⇔

i
(
Ċi(t) |e〉 |n〉+ Ċf (t) |g〉 |n+ 1〉

)
= λCi(t)

√
n+ 1 |g〉 |n+ 1〉+

+λCf (t)
√
n+ 1 |e〉 |n〉

Συνεπώς καταλήγουµε στο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων:

Ċi = −iλ
√
n+ 1Cf

Ċf = −iλ
√
n+ 1Ci

(1.72)

Απαλείφοντας το Cf παίρνουµε τη σχέση:

C̈i + λ2(n+ 1)Ci = 0 (1.73)

ενώ η αντικατάσταση στο σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων δίνει :

Cf (t) = −i sin(λt
√
n+ 1) (1.74)
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Συνεπώς η λύση του προβλήµατος ϑα είναι :

|ψ(t)〉 = cos(λt
√
n+ 1) |e〉 |n〉 − i sin(λt

√
n+ 1) |g〉 |n+ 1〉 (1.75)

Από το καταστασιακό διάνυσµα, µπορούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα του
να ϐρούµε το σύστηµα στην κατάσταση |i〉 ως:

Pi(t) = |Ci(t)|2 = cos2(λt
√
n+ 1) (1.76)

ενώ η πιθανότητα να ϐρούµε το σύστηµα στην |f〉 ϑα είναι :

Pf (t) = |Cf (t)|2 = sin2(λt
√
n+ 1) (1.77)

Η ατοµική αναστροφή, ως µέση τιµή του τελεστή ατοµικής αναστροφής, δίδεται
από τη σχέση:

W (t) = 〈ψ(t)| σ̂3 |ψ(t)〉
= Pi(t)− Pf (t)
= cos(2λt

√
n+ 1)

(1.78)

Σ΄ αυτό το σηµείο είµαστε πλέον σε ϑέση να ορίσουµε το ανάλογο της συχνότητας
Ραβι στην Κβαντική Ηλεκτροδυναµική, ως : Ω(n) = 2λ

√
n+ 1. Με τη χρήση της

«συχνότητας Rabi» η ατοµική αναστροφή ϑα γραφτεί ως :

W (t) = cos[Ω(n)t] (1.79)

΄Οπως είναι καθαρό από την εξίσωση 1.79 και την εικόνα 1.4, η ατοµική αναστροφή
για ένα πεδίο που δίδεται από µια κατάσταση αρίθµησης, είναι περιοδικό, όπως και
στην ηµικλασσική περιοχή του µοντέλου Rabi, όµως υπάρχουν κάποιες εξέχουσες
διαφορές.

Στην περίπτωση της κβαντικής ηλεκτροδυναµικής, υπάρχουν ταλαντώσεις Ra-
bi ακόµα και στην περίπτωση n = 0 δηλαδή για την κατάσταση κενού. Αυτές
ονοµάζονται «ταλαντώσεις Rabi του κενού» και δεν υπάρχει κλασσικό ανάλογό
τους. Οφείλονται στην αυθόρµητη απορρόφηση κι επανεκποµπή ενός ϕωτονίου,
ένα ϕαινόµενο που οφείλεται στο ϕαινόµενο Purcell[8] και µπορεί να παρατηρηθεί
σε κοιλότητες µεγάλου συντελεστή ποιότητας Q, όπως ϑα δούµε σύντοµα. ΄Ισως
είναι ενάντια στην διαίσθησή µας το γεγονός ότι οι καταστάσεις αρίθµησης, οι
πιο «κβαντικές» απ΄ όλες τις καταστάσεις του ϕωτός εκδηλώνουν αυτήν την σχεδόν
κλασσική συµπεριφορά. Μάλιστα, ϑα περίµενε κανείς αυτή η περιοδικότητα να
εµφανίζεται σε ένα αρχικά σύµφωνο πεδίο. Εξετάζοντας αυτή την περίπτωση, ας
υποθέσουµε ότι το άτοµο είναι αρχικά σε µια υπέρθεση της ϑεµελιώδους και της
διεγερµένης του κατάστασης, δηλαδή:

|ψ(0)〉atom = Cg |g〉+ Ce |e〉 (1.80)
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Σχήµα 1.4: Ατοµική αναστροφή για καταστάσεις αρίθµησης µε διαφορετικό αριθµό n ϕωτο-
νίων.

Αν το πεδιο είναι σε µια υπέρθεση καταστάσεων αρίθµησης, τότε

|ψ(0)〉field =
∞∑
n=0

Cn |n〉 (1.81)

Συνεπώς η αρχική κατάσταση του συστήµατος µπορεί να εκφραστεί µε τη σχέση:

|ψ(0)〉 = |ψ(0)〉atom ⊗ |ψ(0)〉field (1.82)

Η λύση της εξίσωσης Schrödinger για αυτή την περίπτωση µας δίνει :

|ψ(t)〉 =
∞∑
n=0

{[CeCn cos(λt
√
n+ 1)− iCgCn+1 sin(λt

√
n+ 1)] |e〉+

+[−iCeCn−1 sin(λt
√
n) + CgCn

(
cosλt

√
n
)
] |g〉} |n〉

(1.83)

Γενικά, αυτή είναι µια «εναγκαλισµένη κατάσταση» (entangled state). Στην περί-
πτωση που το άτοµο είναι αρχικά στην διεγερµένη κατάσταση όπου Ce = 1 και
Cg = 0 µπορούµε να γράψουµε τη λύση ως:

|ψ(t)〉 = |ψg(t)〉 |g〉+ |ψe(t)〉 |e〉 (1.84)

όπου, |ψg(t)〉 και |ψe(t)〉 είναι οι συνιστώσες του πεδίου που ορίζονται από τη
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σχέση:

|ψg(t)〉 = −i
∞∑
n=0

Cn sin(λt
√
n+ 1) |n+ 1〉 ,

|ψg(t)〉 =
∞∑
n=0

Cn cos(λt
√
n+ 1) |n〉

(1.85)

Τώρα, η ατοµική αναστροφή ειναι :

W (t) = 〈ψ(t)| σ̂3 |ψ(t)〉
= 〈ψe(t)| |ψe(t)〉 − 〈ψg(t)| |ψg(t)〉

=
∞∑
n=0

|Cn|2 cos(2λt
√
n+ 1)

(1.86)

κι υποθέτοντας ότι έχουµε µια σύµφωνη κατάσταση ούτως ώστε Cn = e−
|a|2

2
an√
n!
, η

αναστροφή ϑα γράφεται ως :

W (t) = e−n̄
∞∑
n=0

n̄n

n!
cos(2λt

√
n+ 1) (1.87)

Η διαφορά από την εξίσωση 1.79 γίνεται προφανής αν κάνουµε τη γραφική πα-
ϱάσταση της εξίσωσης 1.87, όπως ϕαίνεται στις εικόνες 1.5 και 1.6. Καταρχήν

5 10 15 20 25 30 35

- 0.4

- 0.2

0.2

0.4

0.6

Σχήµα 1.5: Ατοµική αναστροφή για n̄ = 10
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- 0.5
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1.0

Σχήµα 1.6: Ατοµική αναστροφή για n̄ = 5

παρατηρούµε ότι οι ταλαντώσεις Rabi καταρρέουν και αναγεννούνται, ωστόσο δεν
ανακάµπτουν πλήρως στο αρχικό πλάτος τους. Χρησιµοποιώντας µεγαλύτερα χρο-
νικά διαστήµατα είναι δυνατόν να παρατηρήσουµε αυτή την ακολουθία καταρρεύ-
σεων και αναγεννήσεων, µε τις αναγεννήσεις να γίνονται όλο και πιο δυσδιάκριτες
όσο εξελίσσεται το ϕαινόµενο. Αυτή είναι ίσως η σηµαντικότερη διαφορά µεταξύ
των µοντέλων Rabi και Jaynes-Cummings. Προκειµένου να εξηγήσουµε αυτή τη
διαφορά ϑα πρέπει να ϐρούµε µια έκφραση για τους χρόνους κατάρρευσης. Ο
µέσος αριθµός ϕωτονίων είναι n̄ = |α|2, συνεπώς η κυριαρχούσα συχνότητα Rabi
είναι :

Ω(n̄) = 2λ
√
n̄+ 1 ≈ 2λ

√
n̄, n̄� 1 (1.88)

Ωστόσο, ϑα υπάρχει ένα ϕάσµα δευτερευόντων συχνοτήτων, ως αποτέλεσµα του
εύρους των πιθανοτήτων |Cn|2 γύρω από το n̄, στην περιοχή n̄+∆n. Για παράδειγµα
οι συχνότητες στην περιοχή από Ω(n̄−∆n) έως Ω(n̄+∆n). Ο χρόνος κατάρρευσης
tc µπορεί να προσεγγιστεί από την απροσδιοριστία ενέργειας-χρόνου:

tc[Ω(n̄+ ∆n)− Ω(n̄−∆n)] ' 1 (1.89)

Εδώ ,το εύρος των συχνοτήτων είναι υπεύθυνο για τη διαφορά ϕάσης στις ταλαντώ-
σεις Rabi.Για µια σύµφωνη κατάσταση γνωρίζουµε ότι∆n =

√
n̄, συνεπώς:

Ω(n̄±
√
n̄) ' 2λ

√
n̄±
√
n̄

= 2λ
√
n̄

(
1± 1

2
√
n̄

)
= 2λ

√
n̄± λ

(1.90)
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΄Ετσι, µπορούµε να υπολογίσουµε το χρόνο κατάρρευσης tc = 1
2λ

, ο οποίος είναι
µια ποσότητα που δεν εξαρτάται από το µέσο αριθµό ϕωτονίων. Μια περισσότερο
«προσεκτική» εκτίµηση [11] του χρόνου κατάρρευσης µας δίνει την έκφραση

tc =

√
2

λ
(1.91)

΄Οσον αφορά το χρόνο αναγέννησης, µε µια παρόµοια διαδικασία ϐρίσκουµε ότι
είναι :

tR ' k

√
2πn̄

λ
(1.92)

Πώς ϕτιάχνονται οι γάτες του Schrödinger: Η περιοχή διασποράς.

Ορίζουµε ως «περιοχή διασποράς» dispersive regime το σύνολο των συχνοτήτων της
κοιλότητας που ικανοποιούν την απαίτηση:

∆ = (ω − ω0) , ~ |∆| � λ (1.93)

΄Οταν έχουµε πολύ υψηλές τιµές αποσυντονισµού σε σύγκριση µε τη σταθερά σύ-
Ϲευξης, η σύζευξη µεταξύ ατόµου και πεδίου δεν µπορεί να προκαλέσει µεταβάσεις,
όµως ακόµα και τότε ο όρος σύζευξης ατόµου-πεδίου επανακανονικοποιεί τις ενέρ-
γειες του συστήµατος. Με τη χρήση της ϑεωρίας διαταραχών για την παράµετρο
λ/∆ µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι η «ενεργός»(effective) Χαµιλτονιανή για αυτή
την περίπτωση διασποράς είναι :

Ĥdisp = −1

2

(
~ω0 +

λ2

~∆

)
σ̂z +

(
~ω − λ2

~∆
σ̂z

)
â†â (1.94)

Αυτή η έκφραση µας δείχνει το γεγονός ότι η ενεργός συχνότητα της κοιλότητας
τώρα εξαρτάται από την κατάσταση του ατόµου και ισοδύναµα η διαφορά των ενερ-
γειακών επιπέδων στον αριθµό των ϕωτονίων που περιέχει η κοιλότητα. Ο όρος που
ειναι ανάλογος µε το

(
σ̂zâ

†â
)

αναφέρεται στη ϐιβλιογραφία ως µετατόπιση Stark
AC, ενώ η µετατόπιση του επιπέδου του κενού (σ̂zλ

2/~∆) ονοµάζεται µετατόπιση
Lamb. Μια άλλη προσέγγιση για την περιοχή διασποράς, συνιστά το να επιστρέ-
ψουµε στον όρο της σχέσης 1.69 που περιέχει τη δυναµική του προβλήµατος και
να υπολογίσουµε την ενεργό Χαµιλτονιανή.

Ĥeff = ~χ
(
σ̂+α̂ + σ̂−α̂

†) (1.95)

όπου ορίσαµε ως χ = λ2

∆
. Υποθέτοντας ότι η αρχική κατάσταση του συστήµατος

είναι µια κατάσταση αρίθµησης

|ψ(0)〉 = |g〉|n〉, (1.96)



1.3 Το µοντέλο Jaynes-Cummings 21

η χρονική εξέλιξη του συστήµατος µας οδηγεί στην εξίσωση

|ψ(t)〉 = e−
iHεφφt

~ |ψ(0)〉 = eiχnt|g〉|n〉 (1.97)

Συνεπώς προκύπτει ένας παράγοντας ϕάσης που δεν µπορεί να µετρηθεί για να
µας δώσει κάποια επιπλέον πληροφορία.

Υποθέτοντας ότι αντί για µια κατάσταση αρίθµησης έχουµε µια σύµφωνη κα-
τάσταση |α〉, η χρονική εξέλιξη του συστήµατος µας οδηγεί στην εξίσωση:

|ψ(t)〉 = e−iχt|e〉
∣∣αe−iχt〉 (1.98)

Βλέπουµε ότι στην περίπτωση που το πεδίο ϐρίσκεται σε µια σύµφωνη κατάσταση,
το πλάτος του συστήµατος περιστρέφεται στο χώρο των ϕάσεων κατά µια γωνία χt,
ενώ η κατεύθυνση του καταστασιακού διανύσµατος εξαρτάται από την κατάστα-
ση του ατόµου |e〉. Υποθέτοντας τώρα ότι το άτοµο ειναι προετοιµασµένο σε µια
υπέρθεση καταστάσεων |g〉 και |e〉, ούτως ώστε :

|ψatom〉 =
|g〉+ eiφ|e〉√

2
, (1.99)

η αρχική κατάσταση του ατόµου γίνεται :

|ψ(0)〉 = |ψατοµ〉|α〉 (1.100)

Η χρονική εξέλιξη αυτής της εκδοχής του συστήµατος ϑα µας δώσει την έκφραση:

|ψ(t)〉 = e−i
Hεφφt

~ |ψ(0)〉 =
1√
2

(
|g〉
∣∣αeiχt〉+ e−i(χt−φ)|e〉

∣∣αe−iχt〉) (1.101)

Η παραπάνω έκφραση δηλώνει ξεκάθαρα ότι η χρονική εξέλιξη στην περιοχή δια-
σποράς οδηγεί στον εναγκαλισµό µεταξύ του ατόµου και του πεδίου. Επιλέ-
γοντας το χρόνο να είναι χt = π

2
(στο οποίο αναφερόµαστε ως παλµό π

2
ϐρίσκουµε

ότι : ∣∣∣∣ψ( π

2χ

)〉
=

1√
2

(
|g〉|iα〉 − ieiφ|e〉|−iα〉

)
(1.102)

Οι καταστάσεις |g〉|iα〉 και |−iα〉 διαφέρουν κατά 180o στο χώρο των ϕάσεων και
ονοµάζονται «µέγιστα διαχωρίσιµες καταστάσεις». Το µέτρο του |α| καθορίζει αν
ειναι µακροσκοπικά ή µεσοσκοπικά διαχωρίσιµες. Η παραπάνω διαδικασία µας
επιτρέπει να προετοιµάσουµε συστήµατα που εµφανίζουν την υπέρθεση της «γάτας
του Schrödinger».

Μια διαφορετική εκδοχή που χρησιµοποιείται πειραµατικά, συµπεριλαµβάνει
ένα ακόµα ενεργειακό επίπεδο του ατόµου, που είναι πολύ µακριά από τα επίπεδα
|e〉 και |e〉 και ϑα συµβολίζεται µε |f〉 (far), ούτως ώστε Ef � Eg, µε την µετάβαση
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|f〉 ↔ |g〉 να µην υποστηρίζεται από την πειραµατική διάταξη. Αυτή η ιδιότητα δεν
επιτρέπει τη χρονική εξέλιξη της κατάστασης |f〉|α〉, οπότε αν προετοιµάσουµε το
άτοµο σε µια υπέρθεση των |f〉 και |g〉, αυτό ϑα µας οδηγήσει στη χρονική εξέλιξη
του όρου που περιέχει το |g〉 και απλά ϑα συνεισφέρει έναν παράγοντα ϕάσης φ.
Η αναλυτική χρονική εξέλιξη αυτής της περίπτωσης, ϑα µας δώσει :

|Ψ (0)〉 = |Ψatom〉|α〉
time evolution−−−−−−−→ |Ψ (t)〉 =

(
|g〉
∣∣αeiχt〉+ eiφ|f〉|α〉

)
(1.103)

Θέτοντας το χρόνο αλληλεπίδρασης να είναι τέτοιος ώστε χt = π
2
παίρνουµε:∣∣∣∣ψ( π

2χ

)〉
=

1

2

(
|g〉|−α〉+ eiφ|f〉|α〉

)
(1.104)

το οποίο περιγράφει και πάλι µια «γάτα του Schrödinger» .

1.3.2 Η προσέγγιση των «ντυµένων» καταστάσεων.

Υπάρχουν αρκετοί τρόποι για να αποδείξει κανείς το σύνολο εξισώσεων του µο-
ντέλου Jaynes-Cummings. ΄Οπως είδαµε και νωρίτερα κατά τη διαδικασία της
αλληλεπίδρασης ενός ατόµου δύο επιπέδων µε ένα µονοχρωµατικό πεδίο, υπάρ-
χουν δύο πιθανές καταστάσεις για το σύστηµα: η |g〉|n+ 1〉 και η |e〉|n〉Μπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε αυτές τις λεγόµενες «γυµνές» καταστάσεις, καθώς δεν περιέ-
χουν κάποιον ξεκάθαρο περιορισµό για τον αριθµό ϕωτονίων, ως νέα ϐάση για να
λύσουµε τη δυναµική του προβλήµατος µε έναν πιο κοµψό τρόπο. Το γεγονός ότι
αναφερόµαστε σε καταστάσεις ενός ατόµου συζευγµένου µε ένα πεδίο µέσω της Χα-
µιλτονιανής Jaynes-Cummings, µας εξηγεί το λόγο για τον οποίο χρησιµοποιούµε
τον όρο «ντυµένες καταστάσεις του ατόµου» ή « διπλέτα Jaynes-Cummings». Ο
λόγος για τον οποίο εισαγάγουµε τη νέα αυτή ϐάση έχει να κάνει µε το γεγονός
ότι η Χαµιλτονιανή µέσω αυτής της διαδικασίας λύνεται µε απλούστερο τρόπο στην
περίπτωση που υπάρχει αποσυντονισµός, καθώς εµφανίζονται σε πιο απλή µορφή
οι ιδιοκαταστάσεις του συστήµατος. Αρχικά ορίζουµε τη ϐάση:

|ψ1n〉 = |e〉 |n〉
|ψ2n〉 = |g〉 |n+ 1〉

(1.105)

Αυτές οι καταστάσεις είναι ορθογώνιες και γράφοντας τα µητροστοιχεία της Χαµιλ-
τονιανής 1.65 Ĥ(n)

ij = 〈ψin| Ĥ |ψjn〉, ϐλέπουµε ότι :

Ĥ
(n)
11 = ~

[
nω +

1

2
ω0

]
Ĥ

(n)
22 = ~

[
(n+ 1)ω − 1

2
ω0

]
Ĥ

(n)
12 = ~λ

√
n+ 1 = Ĥ

(n)
21

(1.106)
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Το γεγονός αυτό µας οδηγεί σε µια Χαµιλτονιανή της µορφής

H(n) =

[
nω + 1

2
~ω0 ~λ

√
n+ 1

~λ
√
n+ 1 (n+ 1)ω − 1

2
ω0

]
(1.107)

Στην εικόνα 1.7 δείχνουµε τον ενεργειακό διαχωρισµό µεταξύ των γυµνών καταστά-

Σχήµα 1.7: ∆ιαχωρισµός
των ενεργειακών επιπέδων
των γυµνών καταστάσεων
(αριστερά) λόγω της αλλη-
λεπίδρασης µε το πεδίο και
οι «ντυµένες» καταστάσεις
(δεξιά).
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Energies versus detuning for the n=1,2,3 dressed state doublets
n+
n-

Σχήµα 1.8: Ενέργειες των ντυµένων καταστάσεων
|1,±〉, |2,±〉 και |3,±〉, συναρτήσει του αποσυντονι-
σµού.

σεων |ψ1n〉,|ψ2n〉 και των ντυµένων καταστάσεων |n,+〉,|n,−〉 λόγω της αλληλεπί-
δρασης ατόµου-πεδίου, που συχνά συναντάται ως διαχωρισµός Jaynes-Cummings.
Η έκφραση της Χαµιλτονιανής συµπεριλαµβάνει µόνο καταστάσεις που διαφέρουν
κατά±1 στον αριθµό ϕωτονίων, συνεπώς για ένα δεδοµένο n η ιδιοτιµή του γίνεται :

E±(n) =

(
n+

1

2

)
~ω ± ~Ωn(∆) (1.108)

όπου
Ωn(∆) =

√
∆2 + 4λ2(n+ 1), (∆ = ω0 − ω) (1.109)

είναι η συχνότητα Rabi, η οποία τώρα συµπεριλαµβάνει και τον αποσυντονισµό.
Στην εικόνα 1.8 δείχνουµε την εξάρτηση των ενεργειακών επιπέδων των ντυµένων
καταστάσεων από τον αποσυντονισµό, για τρεις διαφορετικές διπλέτες. Αυτή η
έκφραση για τη συχνότητα Rabi, µας δίνει τη δυνατότητα να γράψουµε µια πιο
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γενική έκφραση για το σύστηµα, δηλαδή τις «ντυµένες καταστάσεις».

|n,+〉 = cos

(
Φn

2

)
|ψ1n〉+ sin

(
Φn

2

)
|ψ2n〉

|n,−〉 = − sin

(
Φn

2

)
|ψ1n〉+ cos

(
Φn

2

)
|ψ2n〉

(1.110)

όπου Φn είναι η γωνία µείξης που διαισθητικά περιγράφει τη συνεισφορά καθενός
από τα διανύσµατα της ϐάσης στην υπέρθεση των καταστάσεων και ορίζεται ως :

Φn = tan−1

(
2λ
√
n+ 1

∆

)
= tan−1

(
Ωn(0)

∆

)
sin

(
Φn

2

)
=

√
Ωn(∆)−∆

2 · Ωn(∆)

cos

(
Φn

2

)
=

√
Ωn(∆) + ∆

2 · Ωn(∆)

(1.111)

Οι ντυµένες καταστάσεις µας επιτρέπουν να περιγράψουµε τη δυναµική του συ-
στήµατος, για οποιαδήποτε αρχική κατάσταση αυτού. Υποθέτοντας ότι έχουµε ένα
πεδίο σε µια αρχική κατάσταση που είναι υπέρθεση άλλων καταστάσεων, να αλλη-
λεπιδρά µε ένα άτοµο δύο επιπέδων που ϐρίσκεται στη διεγερµένη κατάστασή του,
η αρχική κατάσταση του συστήµατος «άτοµο-πεδίο», µπορεί να γραφεί ως :

|ψaf (0)〉 = |ψf (0)〉 |e〉

=
∑
n

Cn |n〉 |e〉

=
∑
n

Cn |ψ1n〉

(1.112)

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση 1.110 για να εκφράσουµε το |ψ1n〉 σε όρους ντυµένων
καταστάσεων, |n,±〉 ϑα πάρουµε:

|ψ1n〉 = cos

(
Φn

2

)
|n,+〉 − sin

(
Φn

2

)
|n,−〉 (1.113)

Συνεπώς το σύστηµα ατόµου-πεδίου, εκφράζεται από την κυµατοσυνάρτηση:

|ψaf (0)〉 =
∑
n

Cn

[
cos

(
Φn

2

)
|n,+〉 − sin

(
Φn

2

)
|n,−〉

]
, (1.114)



1.4 Πειράµατα σε Cavity QED 25

ενώ η χρονική εξέλιξη του συστήµατας δίδεται από τη σχέση:

|ψaf (t)〉 = e−
i
~ Ĥt · |ψaf (0)〉 =

=
∑
n

Cn

[
cos

(
Φn

2

)
|n,+〉 · e−

iE+(n)t

~ − sin

(
Φn

2

)
|n,−〉 e−

iE−(n)t

~

]
(1.115)

1.4 Πειράµατα σε Cavity QED

΄Εως τώρα έχουµε αναφερθεί στο ϑεωρητικό µοντέλο της αλληλεπίδρασης ενός
κβαντισµένου µονοχρωµατικού πεδίου µε ένα άτοµο δυο επιπέδων. ΄Οπως σε κάθε
περίπτωση, η ϑεωρία προβλέπει πολλά ενδιαφέροντα αποτελέσµατα, που πρέπει
όµως να απορριφθούν ή να επαληθευθούν µέσα στο εργαστήριο, προκειµένου να
υιοθετηθεί, τροποποιηθεί ή εντελώς απορριφθεί ένα συγκεκριµένο ϑεωρητικό µο-
ντέλο. Οι κοιλότητες (cavities ή microcavities) είναι οι συσκευές µε τη ϐοήθεια των
οποίων έχει γίνει εφικτή η πειραµατική επιβεβαίωση µιας πληθώρας ϕαινοµένων
της Κβαντοµηχανικής 4. Η απλότητα της ϐασικής ιδέας του συστήµατος (δεν διαφέ-
ϱει πολύ από το «κουτί ϕωτονίων» ), σε συνδυασµό µε το σχολαστικό και αναλυτικό
έργο που έχει επιδειχθεί από πολλές πειραµατικές οµάδες σε ολόκληρο τον κόσµο
µε κυριότερες τις οµάδες των S. Haroche, J. Kimble, D. Meschede, G. Rempe and H.
Walther [56],[57] και άλλους, έχει προσφέρει στην τεχνογνωσία της προετοιµασία,
ελέγχου και καθορισµού ατόµων σε τέτοιο ϐαθµό, που πλέον να είναι αυτά τα ά-
τοµα κατάλληλοι υποψήφιοι για εφαρµογές της Κβαντικής Πληροφορίας. Βέβαια,
δεν είναι το cavity QED ο µόνος υποψήφιος για την υλοποίηση αλγορίθµων σε
πλήρη κλίµακα. Στην πραγµατικότητα υπάρχουν πάρα πολλοί περιορισµοί όπως
η «αποσυµφώνηση» (decoherence) λόγω της αλληλεπίδρασης ενός συστήµατος µε
το περιβάλλον του [27] που περιορίζει αυτά τα συστήµατα από το να είναι ιδανικά
για την υλοποίηση Κβαντικών Αλγορίθµων.

Στη διάρκεια της τελευταίας δεκαετίας, έκανε την εµφάνισή της µία νέα γενιά
νονοδιατάξεων στις οποίες έγινε εφικτός ο έλεγχος των ϑεωρητικών προβλέψεων της
Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής σε Κοιλότητες, για διάφορες συνθήκες, σε συσκευές
στερεάς κατάστασης. Αυτές περιλαµβάνουν Φωτονικούς Κρυστάλλους στους ο-
ποίους έχουν ενσωµατωθεί Κβαντικές Τελείες και πιο πρόσφατα το Circuit QED
(Κβαντική Ηλεκτροδυναµική σε Κυκλώµατα. Το τελευταίο εξ αυτών, εµφανίζει πο-
λύ χαµηλούς ϱυθµούς απωλειών, συνεπώς ϑεωρείται µια από τις πιο υποσχόµενες
τεχνικές όσον αφορά την επίτευξη του στόχου της δηµιουργίας ενός Κβαντικού
Υπολογιστή.

4Αυτή η αξιοσηµείωτη πρόοδος αναγνωρίστηκε στους ιδρυτές του πεδίου µε το ϐραβείο Nobel
Φυσικής για το 2012

http://en.wikipedia.org/wiki/Photonic_crystal
http://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_dot
http://en.wikipedia.org/wiki/Circuit_quantum_electrodynamics
http://en.wikipedia.org/wiki/Circuit_quantum_electrodynamics
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1.4.1 Ρυθµίζοντας ενεργειακά επίπεδα και ϱυθµούς αυθόρµη-
της εκποµπής σε κοιλότητες

Ο τύπος του Purcell [8] για την τροποποίηση του ϱυθµού αυθόρµητης εκποµπής,
έχει ως εξής :

Γcavity

Γfree
=
ρc(ω0)

ρf (ω0)
=

2πQ

Vcω0
3

= Q
λ0

3

4π2Vc
, (1.116)

όπου Γcavity, Γfree είναι οι ϱυθµοί αυθόρµητης εκποµπής στο εσωτερικό της κοιλό-
τητας και στον ελεύθερο χώρο, τα ρi(ω0) συµβολίζουν τις πυκνότητες καταστάσεων
για τη συχνότητα ω0, το Q είναι ο συντελεστής ποιότητας της κοιλότητας, λ0 είναι
το µήκος κύµατος της ακτινοβολίας στο κενό και Vc είναι ο όγκος της κοιλότητας.

Η ϕυσική διάταξη που µας επιτρέπει να αλλάξουµε τον ϱυθµό αυθόρµητης
εκποµπής, είναι µία κοιλότητα που αποτελείται από υπεραγώγιµους καθρέφτες,
σε πολύ χαµηλές ϑερµοκρασίες. Αρχικά, οι κοιλότητες χρησιµοποιήθηκαν για να
παρατηρηθεί αυτή καθεαυτή η µεταβολή στο ϱυθµό αυθόρµητης εκποµπής. Για
όγκο κοιλότητας V ' λ3

0 (όπου λ0 το µήκος κύµατος της ακτινοβολίας στο κενό,
ο ϱυθµός αυθόρµητης εκποµπής αυξάνεται κατά έναν παράγοντα σχεδόν ίσο µε
το συντελεστή ποιότητας Q της κοιλότητας. Ωστόσο, αν η κοιλότητα δεν είναι σε
συντονισµό, παρατηρείται µείωση του ϱυθµού αυθόρµητης εκποµπής. Η πρώτη
παρατήρηση της ενίσχυσης του ϱυθµού της αυθόρµητης εκποµπής σε µια κοιλό-
τητα σε συντονισµό δηµοσιεύτηκε από τους Goy et al. το 1983 [9]. Σ΄ αυτά τα
πειράµατα χρησιµοποιήθηκαν τα λεγόµενα άτοµα Rydberg, τα οποία είναι άτο-
µα αλκαλίων στα οποία το ηλεκτρόνιο της εξωτερικής στοιβάδας έχει διεγερθεί σε
τροχιακά µε πολύ υψηλό κύριο κβαντικό αριθµό, µε αποτέλεσµα να έχουν για τη
µετάβαση n = 51 → n = 50 µια τεράστια διπολική ϱοπή της τάξης των ' 1776ea0

µε ωeg/2π = 51.1GHz. Πρόκειται για άτοµα τεράστια σε µέγεθος, καθώς έχουν
διάµετρο της τάξης µερικών µm. Στο πείραµα αυτο, χρησιµοποιήθηκαν άτοµα
νατρίου διεγερµένα στην κατάσταση 23s, τα οποία διοχετεύθηκαν µέσα σε µια υπε-
ϱαγώγιµη κοιλότητα νιοβίου, που υποστήριζε τη συχνότητα 340 GHz. Η ψύξη της
κοιλότητας έδινε τη δυνατότητα ελάττωσης του ϑερµικού πεδίου εντός της κοιλό-
τητας. Σε µια άλλη κατηγορία παρεµφερών πειραµάτων σε οπτικά µήκη κύµατος,
αυτό το ϑερµικό πεδίο µπορεί να κατασταλλεί εντελώς και τα πρώτα πειράµατα έγι-
ναν από την οµάδα του Feld το 1987 [58],[59], όπου παρατηρήθηκε η ενίσχυση του
ϱυθµού της αυθόρµητης εκποµπής σε οπτικές κοιλότητες ΄Οσον αφορά τις µετατο-
πίσεις των ενεργειακών επιπέδων, η πόλωση του ατόµου από τα αποσυντονισµένα
µέρη ενός ΗΜ πεδίου µεγάλου εύρους, προκαλεί µετατοπίσεις στα ενεργειακά επί-
πεδα, µε τη µετατόπιση Lamb να είναι η πιο εξέχουσα. Η µετατόπιση Lamb µπορεί
να περιγραφεί ως το αποτέλεσµα της εκποµπής κι επαναπορρόφησης ιδεατών ϕω-
τονίων, οπότε λαµβάνοντας υπόψιν το γεγονός ότι ο αληθινός ϱυθµός εκποµπής
µπορεί να τροποποιηθεί σε έναν κατάλληλα περιορισµένο χώρο, το ίδιο ϑα πρέπει
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να ισχύσει και για τα «ιδεατά» αυτά ϕωτόνια, ενώ η µετατόπιση ενέργειας της ακτι-
νοβολίας έχει τις ϱίζες της στις «διακυµάνσεις του κενού» και είναι ανάλογη µε το
ϕαινόµενο Casimir [60].

1.4.2 Κοιλότητες µικροκυµάτων και η περιοχή ισχυρής σύ-
Ϲευξης

Η επιλογή της κατάλληλης περιοχής στην οποία τα ϕαινόµενα που µελετάµε µπο-
ϱούν να παρατηρηθούν, δίνει δύο εξέχοντες υποψήφιους : την περιοχή των µικρο-
κυµάτων και τις οπτικές συχνότητες. Στα επόµενα, περιορίζουµε τη συζήτησή µας
στις συχνότητες µικροκυµάτων, ωστόσο µια πολύ καλή αναθεώρηση για ότι αφορά
τις οπτικές συχνότητες µπορεί να ϐρεθεί στο [56]. Τις κοιλότητες µπορούµε να
τις ϕανταστούµε ως ένα πολύ µικρό σωλήνα laser µε υψηλής ανακλαστικότητας
κάτοπτρα και διαστάσεις τέτοιες ώστες ο ϱυθµός αυθόρµητης εκποµπής να τρο-
ποποιείται για την επιθυµητή περιοχή συχνοτήτων. Σε συχνότητες µικροκυµάτων,
η κύρια τεχνική που χρησιµοποιείται συµπεριλαµβάνει κοιλότητες µε υψηλής α-
νακλαστικότητας υπεραγώγιµα κάτοπτρα κατασκευασµένα από νιόβιο, τα οποία
ειναι ικανά να αναγκάσουν ένα ϕωτόνιο να ανακλαστεί γύρω στις 1010 ϕορές στο
εσωτερικό της κοιλότητας, πριν ϐρει το δρόµο της εξόδου στο περιβάλλον. Τα ϕω-
τόνια στις περιοχές µικροκυµάτων είναι ιδιαίτερα δύσκολο να ανιχνευτούν, οπότε
η κατάσταση του πεδίου της κοιλότητας συνάγεται από την αλληλεπίδραση που
προκαλούν σε άτοµα Rydberg που χρησιµοποιούνται ως «µετρητές». Στις οπτικές
συχνότητες συµβαίνει η αντίστροφη διαδικασία, δηλαδή η κατάσταση της κοιλότη-
τας χρησιµοποιείται για να συναχθεί η κατάσταση του ατόµου. Η ϱοή των ατόµων
ελέγχεται κυρίως µέσω της επιλογής των ταχυτήτων τους χρησιµοποιώντας laser
που λειτουργούν ως «παγίδες» ή χρησιµοποιώντας κλείστρο για να ελεγχθεί η ϱο-
ή των ατόµων. Προκειµένου να παρατηρηθούν τα ϕαινόµενα που περιγράψαµε
νωρίτερα, η σταθερά σύζευξης ατόµου πεδίου g ϑα πρέπει να είναι µεγαλύτερη
από τους ϱυθµούς ανάκαµψης του ατόµου και της κοιλότητας T−1

a και T−1
c και

πολύ µεγαλύτερη από το αντίστροφο του χρόνου αλληλεπίδρασης του ατόµου µε
την κοιλότητα. Σ΄ αυτές τις δύο συνθήκες συνοψίζεται η ιδέα της «περιοχής ισχυρής
σύζευξης». Η ισχυρή σύζευξη µεταξύ της κοιλότητας και του ατόµου υποδηλώνει
ότι ακόµα και ένα ϕωτόνιο µέσα στην κοιλότητα είναι αρκετό για να προκαλέσει
ισχυρά µη γραµµικά ϕαινόµενα στο άτοµο, καθώς και ότι ακόµα κι ένα άτοµο στην
κοιλότητα είναι αρκετό για να υποστηρίξει µια ταλάντωση laser. Μια ενδεικτική
παράµετρος του σθένους της σύζευξης ατόµου-πεδίου, είναι η «συνεργασιµότητα
του συστήµατος» (cooperativity), η οποία ορίζεται ως :

C =
g2

κγ
(1.117)

http://en.wikipedia.org/wiki/Casimir_effect
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Σχήµα 1.9: Φωτογραφία της κοιλότητας που χρησιµοποιήθηκε στο [61] πριν την τοποθέτηση
του πάνω κατόπτρου. Απεικονίζεται η πορεία της δέσµης των ατόµων µε το ϐέλος, ενώ οι
τέσσερις υποδοχές χρησιµοποιούνται για την εγκατάσταση του πάνω κατόπτρου.

όπου g είναι η σταθερα σύζευξης ατοµου-πεδίου, κ είναι ο ϱυθµός απωλειών λόγω
του περιβάλλοντος και γ ο ϱυθµός αυθόρµητης εκποµπής, όπως απεικονίζονται
στο σχήµα 1.10. Στο [61], η κατασκευή µιας σύγχρονης υπεραγώγιµης κοιλότητας

Σχήµα 1.10: Αναπαράσταση των κύριων παραµέτρων µιας διάταξης cavity QED

περιγράφεται αναλυτικά. Σ΄ αυτή την κοιλότητα ο συντελεστής ποιότητας για την
επιθυµητή συχνότητα (51.1GHz) είναι Q = 4.2×1010, επιτρέποντας σε ένα ϕωτόνιο
να µείνει µέσα στην κοιλότητα για χρόνο Tc = 130ms. Σ΄ αυτή τη διάταξη, χρησι-
µοποιώντας τη σχέση Q = ωcav

κ
µπορούµε να υπολογίσουµε ότι ο ϱυθµός απωλειών

είναι κ = 1, 26 Hz. Παλαιότερες διατάξεις για την περιοχή των µικροκυµάτων,
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χρησιµοποιούσαν κοιλότητες µε συντελεστή ποιότητας Q = 3 × 108 στην ίδια συ-
χνότητα [62]. ΄Οσον αφορά τους ϱυθµούς αυθόρµητης εκποµπής, χρησιµοποιώντας
τον κανόνα του Fermi([1], µπορούµε να ϐρούµε ότι :

Γresonantcav = Γfree
3Q

4π2

(
λ3

0

V

)
with λ0 = 2π

c

ω
(1.118)

Στην περίπτωση που το άτοµο είναι εκτός συντονισµού µε την κοιλότητα ο ϱυθµός
µειώνεται σύµφωνα µε τη σχέση:

Γoff resonant
cav = Γfree

3

16Qπ2

(
λ3

0

V

)
with λ0 = 2π

c

ω
(1.119)

Αυτές οι σχέσεις µοιάζουν µε τον τύπο του Purcell 1.116 για την ενίσχυση της
αυθόρµητης εκποµπής. Προκειµένου να έχουµε µια εικόνα για κάποιες συνήθεις
τιµές των (g, κ, γ) , ανατρέχουµε στα [62], [38], όπου και ϐρίσκουµε ότι :

(g, κ, γ) /2π = (120, 40, 5.2) MHz µε C = 69 για οπτικές συχνότητες
(g, κ, γ) /2π = (25, 0.36, 0.005) kHz µε C = 3.4× 105 για µικροκύµατα

(1.120)

1.5 Η µη-ιδανική περίπτωση· διαδικασίες µε απώ-
λειες

Master Equation για τις απώλειες µιας κοιλότητας

Χρησιµοποιώντας τις τεχνικές που περιγράφονται συνοπτικά µε ϐάση τα [25, 26,
27] στο Παράρτηµα Β. Θεωρητικά εργαλεία Κβαντικής Οπτικής, ϑεωρούµε µια
κοιλότητα που υποστηρίζει µια συχνότητα ωc, ενώ το πεδίο της κυβερνάται από
τη δράση των τελεστών δηµιουργίας και καταστροφής â† και â. Το περιβάλλον
της είναι µια συλλογή αρµονικών ταλαντωτών µε συχνότητες ωj, ενώ κάθε τρό-
πος του περιβάλλοντος συνοδεύεται από τους τελεστές r̂†j και r̂j. Υποθέτοντας ότι η
συχνότητα που επιζεί στην κοιλότητα συζεύγεται µε τον τρόπο ταλάντωσης j του πε-
ϱιβάλλοντος µέσω του ϱυθµού κj, οι Χαµιλτονιανές στην προσέγγιση στρεφόµενου
κύµατος, αγνοώντας τη συνεισφορά των διακυµάνσεων του κενού, ϑα είναι :

ĤS = ~ωcâ†â

ĤR =
∑
j

~ωj r̂†j r̂j

ĤSR =
∑
j

~
(
κ∗j âr̂

†
j + h.c

)
= ~

(
âΓ̂† + â†Γ̂

) (1.121)
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Επιστρέφοντας στη γενική διαδικασία απόδειξης της ΄Αρχουσας Εξίσωσης µπορού-
µε να αντικαταστήσουµε τους όρους της, σε αυτούς του συγκεκριµένου µας παρα-
δείγµατος.

s1 = â

s2 = â†

R1 = Γ̂†

R2 = Γ̂

(1.122)

Χρησιµοποιώντας την εικόνα αλληλεπίδρασης για τους παραπάνω τελεστές, έχου-
µε :

s̃1 = ˜̂ae−iωct

s̃2 = ˜̂a†eiωct

R̃1 =
˜̂
Γ†eiωct

R̃2 =
˜̂
Γe−iωct

(1.123)

Οι συναρτήσεις συσχέτισης για το περιβάλλον µε τη χρήση της προσέγγισης Markov
δίδονται από τις σχέσεις :

〈Γ̃(t)Γ̃(t)〉 = 0

〈Γ̃†(t)Γ̃†(t)〉 = 0

〈Γ̃†(t)Γ̃(t)〉 = κn̄δ (t− t′)
〈Γ̃(t)Γ̃†(t)〉 = κ (n̄+ 1) δ (t− t′)

(1.124)

Στις παραπάνω εκφράσεις, είναι n̄ =
(
e

~ωc
kT − 1

)−1

, κ είναι ο ϱυθµός απωλειών της
κοιλότητας., k η σταθερά του Boltzmann και T η ϑερµοκρασία του περιβάλλοντος
ή πιο αφηρηµένα η ϑερµοκρασία της «µπανιέρας» των ταλαντωτών του περιβάλ-
λοντος. Χρησιµοποιώντας αυτές τις συναρτήσεις συσχέτισης, προκύπτει η Master
Equation5 για τον πίνακα πυκνότητας στην εικόνα αλληλεπίδρασης, ως :

˙̃ρ = −κn̄
(
ââ†ρ̃− â†ρ̃â

)
− κ (n̄+ 1)

(
â†âρ̃− âρ̃â†

)
+ η.ς. (1.125)

Η περαιτέρω ενασχόληση µε αυτή την εξίσωση, µας ϕέρνει σε ϑέση να διαχωρίσουµε
τους όρους που έχουν το n̄, κι έτσι η Master Equation γράφεται στη µορφή:

˙̃ρ(t) = −κ
(
â†âρ̃+ ρ̃â†â− 2âρ̃â†

)
− 2κn̄

(
ââ†ρ̃+ â†âρ̃− â†ρ̃â− âρ̃â†

)
(1.126)

5Στα Ελληνικά, ο όρος που ϑεωρούµε κατάλληλο για την απόδοση της έννοιας της Master Equa-
tion, είναι «΄Αρχουσα Εξίσωση», καθώς είναι η εξίσωση που «κυβερνά» την εξέλιξη ενός συστήµατος
µε απώλειες.
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Στο «ακαδηµαϊκό» όριο n̄ = 0, η εξίσωση γίνεται :

˙̃ρ = −κ
(
â†âρ̃+ ρ̃â†â− 2âρ̃â†

)
(1.127)

Ουσιαστικά, οι αριθµητικές εφαρµογές για τον υπολογισµό της χρονικής εξέλιξης ε-
νός συστήµατος µε απώλειες χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της ΄Αρχουσας Εξίσωσης,
συγκλίνουν στην επίλυση ενός συστήµατος διαφορικών εξισώσεων µε διαστάσεις
που καθορίζονται από τις καταστάσεις αρίθµησης που περιέχει αρχικά η κοιλότη-
τα. Θέτοντας ϕερ΄ ειπείν τις τιµές που παρουσιάστηκαν στην 1.120, µπορούµε να
απεικονίσουµε τη χρονική εξέλιξη ενός συστήµατος που περιέχει µία διέγερση στην
κοιλότητα, ϑέτοντας τις τιµές ως : (g, κ, γ) = (1000, 10, 0), µένοντας στις απαιτήσεις
της περιοχής ισχυρής σύζευξης.
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Σχήµα 1.11: Απώλειες µιας κοιλότητας που περιέχει την κατάσταση αρίθµησης |15〉 µε κ =
10 και µέσο αριθµό ϑερµικών ϕωτονίων n̄th = 0, χρησιµοποιώντας την µέθοδο αριθµητικής
επίλυσης της Master Equation (πράσινη γραµµή) και των κβαντικών τροχιών (µπλε γραµµή).

1.5.1 Προσοµείωση Monte Carlo- Κβαντικές Τροχιές

Μια άλλη µέθοδος αριθµητικής επίλυσης του προβλήµατος της κοιλότητας µε α-
πώλειες, είναι η στοχαστική ανέλιξη του συστήµατος στο χρόνο και η διεξαγωγή
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προσοµείωσης Monte Carlo. Θα δώσουµε ένα παράδειγµα εφαρµογής της µεθό-
δου, υποθέτοντας ότι έχουµε ϱυθµό απωλειών κ και ϑερµοκρασία T = 0. Ξεκινάµε
γράφοντας την Master Equation του συστήµατος :

dρ

dt
= Lρ = − i

~
+
κ

2

(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
(1.128)

Κάνοντας τις απαρα·ιτητες πράξεις για να διαχωρίσουµε το αναστρέψιµο κοµµάτι
της δυναµικής του προβλήµατος από τη συνολική δυναµική, παίρνουµε την

dρ

dt
= L0ρ+ κ

(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
(1.129)

Η επίσηµη λύση της ΄Αρχουσας Εξίσωσης δίδεται από τη σχέση:

ρ(t) = eLtρ(0) (1.130)

Ξαναγράφοντας τον Υπερτελεστή Lindblad L ως:

L = T + (L − T ) , (1.131)

όπου το αποτέλεσµα του υπερτελεστή T στον πίνακα πυκνότητας δίδεται από την :

T = ĈρĈ† (1.132)

Ο τελεστής Ĉ αναφέρεται ως «τελεστής καράρρευσης»[26, 63]. Ουσιαστικά, περι-
γράφει το πώς το περιβάλλον καταστρέφει την συµφωνία που υπάρχει µέσα στην
κοιλότητα, οδηγώντας το πεδίο της κοιλότητας να καταρρέει µη-αναστρέψιµα. Η
χρήση του µας εφοδιάζει µε µια µη-µοναδιαία πράξη που σταδιακά καταστρέφει το
πεδίο της κοιλότητας. Είναι ανάλογος µε τον τελεστή καταστροφής της κοιλότητας
και δίδεται από τη σχέση:

Ĉ =
√

2κâ (1.133)

Πλέον, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα των υπερτελεστών

e(L+aS)x =
∞∑
k=0

ak
x∫

0

dxk

xk∫
0

dxk−1 · · ·
x2∫

0

(
eL(x−xk)SeL(xk−xk−1)S · · · SeLx1

)
dx1,

(1.134)
προκειµένου να ϐρούµε µια έκφραση για τον πίνακα πυκνότητας σε χρόνο t.

ρ(t) = eLtρ(0) = e[T +(L−T )]tρ(0) =

=
∞∑
k=0

t∫
0

dtm

tm∫
0

dtm−1 · · ·
t2∫

0

[S(t− tm)T S(tm − tm−1) · · · T S(t1)ρ(0)] dt1

(1.135)
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Εδώ, χρησιµοποιήσαµε το S που ορίζεται ως : S = e(L−T )t. Η παραπάνω ανάπτυξη
ισχύει για κάθε T . Ωστόσο για αυτή τη συγκεκριµένη επιλογή του T = ĈρĈ†, οι
όροι στο ανάπτυγµα του ρ(T ) έχουν µια µοναδική ϕυσική σηµασία. Η πιθανότητα
για έναν τέλειο ϕωτοανιχνευτή που είναι εγκατεστηµένος µε τέτοιο τρόπο ούτως
ώστε να ανιχνεύει όλα τα ϕωτόνια που ϑα διαφύγουν από την κοιλότητα µέσα
σε ένα χρονικό διάστηµα [0, t] να καταγράψει ακριβώς m γεγονότα, ένα σε κάθε
απειροστά µικρό χρονικό διάστηµα [tm, tm + dtm] ∈ [0, t] δίδεται από:

pm (t1, t2, . . . , tm; [0, t]) = Tr [S (t− tm) T S (tm − tm−1) . . .ST (t1)ρ(0)] (1.136)

Στην παραπάνω εξίσωση ως ρ(0) ορίσαµε την αρχική κατάσταση του πεδίου της
κοιλότητας. Μπορούµε να ορίσουµε ένα µη-κανονικοποιηµένο υπό-συνθήκη πί-
νακα πυκνότητας ρ̃c(t) του συστήµατος, που ϑα καθορίζεται κάθε ϕορά από την
καταγραφή του ϕωτορρεύµατος -όπως το ορίσαµε πριν-, ως :

ρ̃c(t) = S(t− tm)T S(tm − tm−1) . . . T S(t1)ρ(0) (1.137)

Αυτος ο ορισµός µας ϕέρνει σε ϑέση να γράψουµε ότι :

pm (t1, t2, . . . , tm; [0, t]) = Tr [ρ̃c(t)] (1.138)

Αν έχουµε έναν κανονικοποιηµένο, υπο-συνθήκη πίνακα πυκνότητας ρc(t) του
συστήµατος, αυτός συνδέεται µε τον µη κανονικοποιηµένο πίνακα πυκνότητας
από τη σχέση:

ρc(t) =
ρ̃c(t)

Tr [ρ̃c(t)]
(1.139)

Χρησιµοποιώντας αυτές τις σχέσεις µπορεί κανείς να γράψει τον «άνευ συνθηκών»
πίνακα πυκνότηταςρ(t) ως:

ρ(t) =
∞∑
m=0

t∫
0

dtm

tm∫
0

dtm−1 . . .

t2∫
0

dt1pm (t1, t2, . . . tm; [0, t]) ρc(t) (1.140)

Μετά από αυτή τη µαθηµατική συζήτηση, ϑα πρέπει να συζητήσουµε το ϕυσικό
νόηµα. Ο υπό-συνθήκη πίνακας πυκνότητας ρc(t) µπορεί να ερµηνευθεί ως η
«πραγµατική» κατάσταση του συστήµατος, υπό τον όρο ότι γνωρίζουµε ακριβώς
το ιστορικό της ϕωτοανίχνευσης. Για να πάρουµε τον «άνευ-συνθήκης» πίνακα
πυκνότητας,ρ(t), πρέπει να πάρουµε τη µέση τιµή ενός συνόλου από αυτούς τους
«υπό-συνθήκη» πίνακες πυκνότητας, σταθµισµένη από τις πιθανότητες καταγραφής
των αντίστοιχων πιθανοτήτων ανίχνευσης. Ο τρόπος υπολογισµού της δυναµικής
είναι η διεξαγωγή αριθµητικών προσοµειώσεων και τον οποίο συνήθως συναντά-
µε ωςQuantum Trajectory Simulation ή «Προσοµείωση Κβαντικών Τροχιών»
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κατ΄ αντιστοιχία µε τους «Τυχαίους Περιπάτους» των Στοχαστικών Ανελίξεων. Για
να πραγµατοποιηθεί µια αριθµητική προσοµείωση µε ένα πεπερασµένο χρονικό
«ϐήµα» ∆t, ϑα πρέπει να δηµιουργήσουµε έναν τυχαίο αριθµό r στο διάστηµα από
0 έως 1. Η πιθανότητα να ανιχνεύσουµε ένα ϕωτόνιο -η οποία στην ουσία δίδεται
από τη µέση τιµή του τελεστή κατάρρευσης- σε αυτό το διάστηµα [t, t+ dt], ενώ
καταγράφουµε το ιστορικό των ανιχνεύσεων, είναι :

pc = Tr [T ρc(t)] (1.141)

Ο πίνακας πυκνότητας εξελίσσεται χρονικά προς τα εµπρός, αποφασίζοντας µε
κριτήριο τη σύγκριση του τυχαίου αριθµού r µε το γινόµενο pc∆t. Αν r ≤ pc∆t,
τότε έχει συµβεί ένα γεγονός ϕωτοανίχνευσης και η νέα κατάσταση ϑα διδεται από
τη σχέση:

ρ̃c(t+ ∆t) = T ρc(t)∆t (1.142)

Σ΄ αντιθετη περίπτωση, δεν έχει ανιχνευθεί ϕωτόνιο, οπότε η κατάσταση ϑα ειναι :

ρ̃c(t+ ∆t) = S(∆t)ρc(t) (1.143)

Το νόηµα του όρου «Πορεία» πρέπει τώρα να είναι εµφανές· ∆ηλώνει την τυχαία
έκβαση ενός γεγονότος. Μετά την επανάληψη αυτής της διαδικασίας για µια σειρά
τυχαίων αριθµών r, αθροίζουµε πάνω τους για να πάρουµε την έκβαση της κοιλό-
τητας και κανονικοποιούµε το αποτέλεσµα ώστε το ίχνος του κανονικοποιήµένου
πίνακα πυκνότητας να είναι ίσο µε τη µονάδα. Αυτός ο τρόπος στοχαστικής ανέ-
λιξης ενός πίνακα πυκνότητας, επίσης ονοµάζεται «Στοχαστική Master Equation».
Ωστόσο, για ένα σύστηµα Ν διαστάσεων ο πίνακας πυκνότητας περιέχει N2 στοι-
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Σχήµα 1.12: Το µοντέλο Jaynes-Cummings σε µια κοιλότητα µε απώλειες χρησιµοποιώντας
την προσέγγιση των Κβαντικών Τροχιών για ntraj = 1000 ω0 = ω = 1000, g = 100, κ = 10.
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χεία, το οποίο καθιστά τη µέθοδο υπολογιστικά απαιτητική. ΄Ενας πιο εύκολος
τρόπος για να υπολογιστεί η δυναµική του συστήµατος είναι η επίλυση της εξίσω-
σης Schrödinger, που ϐέβαια είναι χειρότερη ως προσέγγιση όµως είναι λιγότερο
απαιτητική. Απ΄ όσα είπαµε πριν, γνωρίζουµε πλέον ότι µπορούµε να γράψουµε:
S = e(L−T )t. Για να υπολογίσουµε το αποτέλεσµα αυτού του υπερτελεστή στον
πίνακα πυκνότητας ρ, χρειάζεται πρώτα να υπολογίσουµε το :

[(L − T ) t] ρ = (Lρ) t− (T ρ) t

= −it
~

[H0, ρ] + κt
(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
− t (T ρ)

= −it
~

[H0, ρ] + κt
(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
− t (T ρ)− t (T ρ)

=

[(
H0

i~
− κâ†â

)
t, ρ

] (1.144)

Συνεπώς, το αποτέλεσµα της δράσης του υπερτελεστή, µπορεί να εκφραστεί ως :

S(t)ρ = N̂(t)ρN̂ †(t) (1.145)

όπου ο τελεστής N̂(t) δίδεται από τη σχέση

N(t) = exp
[(

H0

i~
− κâ†â

)
t

]
(1.146)

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του πίνακα πυκνότητας για µια καθαρή κατάσταση
και την προηγούµενη σχέση, µπορούµε να γράψουµε ότι :

ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| = N̂ρ(0)N̂(t) = N̂(t)|ψ(0)〉〈ψ(0)|N̂ †(t) (1.147)

Συνεπώς, µπορούµε επίσης να γράψουµε τη χρονική εξέλιξη της κυµατοσυνάρτη-
σης |ψ(t)〉 ως:

|ψ(t)〉 = N̂(t)|ψ(0)〉 = exp
[(

H0

i~
− κâ†â

)
t

]
|ψ(0)〉 (1.148)

Συµβολίζοντας την ενεργό Χαµιλτονιανή ως:

Ĥeff = Ĥ0 −
i~
2
Ĉ†Ĉ

= Ĥ0 − i~κâ†â
(1.149)

µπορούµε εν τέλει να γράψουµε ότι :

|ψ(t)〉 = exp

[
Ĥeff

i~
t

]
|ψ(0)〉 (1.150)
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Εκ πρώτης όψεως, αυτό µπορεί να ϕαίνεται ως ένας πολύ εξεζητηµένος τρόψος να
αποδείξουµε την εξίσωση Schrödinger. Πάραυτα, εφόσον η Χαµιλτονιανή Ĥeff

περιέχει µη-µοναδιαίους όρους για τη δυναµική της, δεν πρόκειται ακριβώς για
την ίδια περίπτωση. Για να λυθεί αριθµητικά η στοχαστική εξίσωση Schrödinger,
χρειαζόµαστε µια γεννήτρια τυχαίων αριθµών για να πάρουµε τον αριθµό r και
να πραγµατοποιήσουµε τη σύγκριση που ϑα µας δώσει την έκβαση της πορείας,
εξελίσσοντας την κατάσταση µε δύο διαφορετικούς τρόπους. Συνεπώς, η πολυπλο-
κότητα της διαδικασίας είναι της τάξης O(N), σε αντίθεση µε το O(N2) για την
ανέλιξη της στοχαστικής ΄Αρχουσας Εξίσωσης. Η πιθανότητα ϕωτοανίχνευσης και
οι κανόνες εξέλιξης της κατάστασης, σε όρους της υπό-συνθήκη κατάστασης αυτή
τη ϕορά (|ψ(t)〉), περιγράφονται µε τις σχέσεις :

pc = 〈ψc(t)|Ĉ†Ĉ|ψc(t)〉 (1.151)

Στη συνέχεια συγκρίνουµε το γινόµενο pc∆t µε το r. ΄Οταν το r ≤ pc∆t, τότε
υπάρχει ϕωτοανίχνευση, συνεπώς η κατάσταση εξελίσσεται ως :∣∣∣ψ̃c(t+ ∆t)

〉
= Ĉ|ψc(t)〉

√
∆t (1.152)

Αν το r > pc∆t, τότε η εξέλιξη του συστήµατος για τη µη ανίχνευση ϕωτονίου, ϑα
είναι : ∣∣∣ψ̃c(t+ ∆t)

〉
= N̂(∆t)|ψc(t)〉 (1.153)



Κεφάλαιο 2

Κβαντικοί Αλγόριθµοι και Κβαντική
Υπολογιστική

Η καθιέρωση του όρου «Κβαντική Υπολογιστική» συχνά αποδίδεται στον Richard
Feynman που σε µια εργασία του [21], προσπάθησε να προσοµειώσει τη Κβαντο-
µηχανική µε Κλασσικούς Υπολογιστές. Στην πραγµατικότητα, ο David Deutsch
είχε κυκλοφορήσει µια προεκτύπωση της εργασίας του στην οποία πρότεινε έναν
έλεγχο της εξήγησης των πολλών-συµπάντων το 1978, η οποία δεν δηµοσιεύτηκε
έως και το 1985[22], ενώ ο Bennioff το 1980[20], δηµοσίευσε το πρώτο µοντέλο
ενός υπολογιστή που λειτουργούσε µε «εξαρτήµατα» που υπάκουαν στους νόµους
της Κβαντοµηχανικής. Σε αντιθεση µε τον Feynman ο Bennioff έκανε το ακριβώς
αντίθετο· προσπάθησε να χρησιµοποιήσει Κβαντοµηχανική για να προσοµειώσει έ-
ναν κλασσικό υπολογιστή. Η κεντρική ιδέα πίσω από την «Κβαντική Υπολογιστική»
ήταν να αντικατασταθούν τα 0 και 1 των ηµιαγώγιµων συσκευών, από καταστάσεις
υπέρθεσης ή από εναγκαλισµένες καταστάσεις των |0〉 και |1〉 που εµφανίζονται
στην Κβαντοµηχανική. Μετά από αυτή τη δήλωση που συγκέντρωσε την προσο-
χή ένός µεγάλου µέρους της ακαδηµαϊκής κοινότητας στην εποχή της, υπήρξαν
εξαίρετες εργασίες που περιέγραφαν την αφηρηµένη έννοια και τη λειτουργικότη-
τα ενός Κβαντικού Υπολογιστή. Αναφορές για όλα αυτά µπορούν να ϐρεθούν στο
καθιερωµένο ϐιβλίο των Nielsen, Chuang, Quantum Computation and Quantum
Information[16], ενώ µια πιο εκλαϊκευµένη προσέγγιση ακολουθείται στο [24].

Σε ό,τι ακολουθεί ϑα προσπαθήσουµε να περιγράψουµε τις κύριες πύλες που
χρησιµοποιούνται για την εκµετάλλευση αυτού του νέου πόρου που µας δίνει η ε-
ϕαρµογή της Κβαντοµηχανική στην Επιστήµη των Υπολογιστών, δηλαδή τις «Κβαν-
τικές Πύλες» που δείχνουν τις αρχές που χρησιµοποιούνται για να γίνουν διάφορες
διεργασίες της Κβαντικής Υπολογιστικής, ανεξάρτητα από το σύστηµα στο οποίο γί-
νεται η υλοποίηση των πυλών και του αλγορίθµου. Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε
τρεις αλγόριθµους ϑεµελιώδους σηµασίας για την κατανόηση του πεδίου: 1) Τον
αλγόριθµο Deutsch-Jozsa που χρησιµοποιείται για να ελεγχθεί το κατά πόσον έ-
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να νόµισµα είναι µεροληπτικό (έχει πχ. δύο κορώνες) ή αµερόληπτο. ΄Οπως ϑα
δούµε, στο συγκεκριµένο αλγόριθµο γίνεται χρήση της ιδιότητας του «Κβαντικού
Παραλληλισµού» και αξίζει να αναφέρουµε ότι ιστορικά, ήταν ο αλγόριθµος που
εγκαινίασε το πεδίο της Κβαντικής Υπολογιστικής. 2) Ο αλγόριθµος αναζήτησης
του Grover, που χρησιµοποιείται για να διεξάγει σε µια αναζήτηση σε µη ταξι-
νοµηµένη ϐάση δεδοµένων, κάνοντας τον χρόνο υλοποίησης πολύ µικρότερο από
τους κλασσικούς αλγόριθµους. 3) Ο αλγόριθµος του Shor για την επίλυση του ϑε-
µελιώδους προβλήµατος της ϑεωρίας αριθµών που αφορά την εύρεση των πρώτων
παραγόντων ενός αριθµού. Ιδιαίτερα ο αλγόριθµος του Shor είναι η απάντηση σε
ένα ερώτηµα που απασχολεί τα Μαθηµατικά εδώ και 2.000 περίπου χρόνια και
έχει ένα τεράστιο εύρος εφαρµογών.

2.1 Κβαντικά Bits και Πύλες

Ο σχεδιασµός κβαντικών αλγορίθµων, απαιτεί αρχικά τον προσδιορισµό του «υπο-
λογιστικού πόρου» που ϑα υποστεί επεξεργασία. Στην κλασσική επιστήµη υπολο-
γιστών, αυτή η ποσότητα ορίζεται από την κατάσταση ενός κυκλώµατος, δηλαδή
αν το ϱεύµα περνάει (1) ή δεν περνάει (0), επιτρέποντάς µας να έχουµε µια άµεση
ϐάση στην επικοινωνία µας µε το κύκλωµα και συνεπώς να διεξάγουµε συγκεκρι-
µένες πράξεις που πραγµατοποιούνται µε τη χρήση των κλασσικών πυλών. Στην
Κβαντική Υπολογιστική, τα πράγµατα είναι κάπως ενάντια στη διαίσθησή µας.
΄Εχοντας µια πληθώρα συστηµάτων τα οποία έχουν πολλές διαφορετικές καταστά-
σεις, χρειάζεται να ορίσουµε σε κάθε σύστηµα, σε τι ϑα αντιστοιχεί το |0〉 και το
|1〉, πράγµα που όπως ϑα δούµε καθορίζεται από τα ϕυσικά χαρακτηριστικά του
συστήµατος. Στο Κβαντική Ηλεκτροδυναµική σε Κοιλότητες είδαµε τι συµβαίνει
στην απλή περίπτωση αλληλεπίδρασης ϕωτός-ύλης και είδαµε τα συστήµατα δύ-
ο επιπέδων. Από τα πρώτα ϐήµατα του κλάδου της Κβαντικής Υπολογιστικής, η
κβαντική ηλεκτροδυναµική σε κοιλότητες, έδειχνε ότι είναι ένας εξαιρετικός υπο-
ψήφιος για τη δηµιουργία κβαντικών πυλών µε τη χρήση ατόµων δύο επιπέδων και
τις καλές δυνατότητες ανάγνωσης των καταστάσεων των συστηµάτων µε τις µετρή-
σεις Κβαντικής Μη Κατάρρευσης (Quantum Non Demolition Measurements[7].
Αυτός ο νέος υπολογιστικός πόρος που προκύπτει από την κβαντική ϕύση αυτών
των συστηµάτων, µας δίνει τη δυνατότητα αφενός να σχεδιάσουµε όλες τις κλασσι-
κές πύλες εκ νέου, αφετέρου να ϕτιάξουµε πύλες µε αποκλειστική εφαρµογή και
νέα χαρακτηριστικά για την Κβαντική Υπολογιστική. Ο ιδιαίτερα ενδιαφέρων αυτός
υπολογιστικός πόρος, ϕαίνεται στο στο σχήµα 2.1, όπου έχουµε χρησιµοποιήσει
τη σφαίρα Bloch για να απεικονίσουµε ένα qubit στην κατάσταση |0〉. Το διάνυσµα
(σηµειωµένο µε κόκκινο χρώµα) στην Κβαντική Υπολογιστική, έχει τη δυνατότητα
να δείξει οποιοδήποτε σηµείο της επιφάνειας της σφαίρας.

Η αναθεώρηση των ϐασικών πράξεων που συµβαίνουν στα διάφορα στάδια ενός
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x
y

|0〉

|1〉

Σχήµα 2.1: Αναπαράσταση ενός qubit στην κατάσταση |0〉 (κόκκινη γραµµή), µε χρήση της
σφαίρας Bloch. Οι µοναδιαίοι µετασχηµατισµοί µετακινούν την κόκκινη γραµµή σε διαφορε-
τικά σηµεία στην επιφάνεια της σφαίρας χωρίς να αλλοιώνουν το µήκος της. Η εικόνα έγινε
µε τη χρήση του Qubits on the Bloch Sphere

κβαντικού αλγόριθµου και περιγράφουν τα κύρια χαρακτηριστικά τους, ακολουθεί.
Θα παρουσιάσουµε πρώτα τις κβαντικές πύλες ανάλογα µε το πόσα qubits δέχονται
ως δεδοµένα καθώς και το ποιες διεργασίες υφίστανται τα qubits από πλευράς
Φυσικής.

http://demonstrations.wolfram.com/QubitsOnThePoincareBlochSphere/
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2.1.1 Πράξεις µε ένα qubit

Προκειµένου να ϕτιάξουµε ένα κβαντικό αλγόριθµο, τα qubits ϑα πρέπει να υφί-
στανται ορισµένους µοναδιαίους (και αναστρέψιµους) µετασχηµατισµούς. Οι πρά-
ξεις που εµπλέκουν ένα qubit στην ουσία κάνουν «περιστροφές» του διανύσµατος
του qubit πάνω στη σφαίρα Bloch.

Πύλη ΄Ονοµα Πίνακας

X Pauli X
[

0 1
1 0

]
Y Pauli Y

[
0 −i
i 0

]
Z Pauli Z

[
1 0
0 −1

]
H Hadamard 1√

2

[
1 1
1 −1

]
S Φάσης

[
1 0
0 i

]
T

π
8

[
1 0

0 e
iπ
4

]
Πίνακας 2.1: Κβαντικές πύλες που δρουν σε ένα qubit

Η πύλη Pauli Q κάνει µια στροφή του διανύσµατος του qubit γύρω από τον
άξονα x κατά π. Ουσιαστικά είναι η κβαντική πύλη NOT , αφού απεικονίζει το |0〉
στο |1〉 και αντίστροφα. Η πύλη Pauli U κάνει µια στροφή του διανύσµατος του
qubit γύρω από τον άξονα y κατά π. Απεικονίζει το |0〉 στο i|1〉 και το |1〉 στο −i|0〉
Η πύλη Pauli Z αναπαριστά µια περιστροφή γύρω από τον άξονα z κατά π. Οι
περιστροφές γύρω από τον z, αλλάζουν τη ϕάση του qubit, δηλαδή η γωνία ϑ στη
σφαίρα Bloch. Η πύλη Pauli Z, αφήνει αναλλοίωτο το |0〉 και απεικονίζει το |1〉
στο −|1〉. Η πύλη Hadamard είναι ίσως η πιο σηµαντική απ΄ όλες τις πύλες που
αφορούν ένα µοναδικό qubit. Στην αναπαράσταση Bloch περιστρέφει ένα qubit
κατά γωνία π γύρω από τους άξονες x και z, δηλαδή απεικονίζει την κατάσταση |0〉
στην |0〉+|1〉√

2
και την ket1 στην |0〉−|1〉√

2
, δηµιουργώντας υπερθέσεις καταστάσεων. Η

πύλη κβαντικής ϕάσης S αφήνει το |0〉 ως έχει και αλλάζει τη ϕάση του |1〉 σε e iπ2 |1〉.
Ανήκει στην οικογένεια των πυλών αλλαγής ϕάσης που διεξάγουν περιστροφές µόνο
όσον αφορά τη ϕάση του qubit, δηλαδή δεν αλλάζουν την πιθανότητα να µετρηθεί
ένα εκ των |0〉 ή |1〉 , αλλά στην ουσία αφήνουν το ίχνος ενός ισηµερινού που
καλύπτει γωνία θ. Για την πύλη ϕάσης S είναι θ = π

2
. Καλό ϑα ήταν να πούµε

ότι στην ουσία η πύλη Pauli-Z είναι υποπερίπτωση της κβαντικής πύλης ϕάσης
για θ = π. Μια ακόµα συνηθισµένη πύλη αλλαγής ϕάσης είναι η πύλη π

8
, όπου
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θ = π
4
. Αφήνει το |0〉 ως έχει και αλλάζει τη ϕάση του |1〉 ώστε να δείχνει στη ϑέση

e
iπ
4 |1〉. Ο πίνακας 2.1 παρουσιάζει συγκεντρωτικά τα σύµβολα, τα ονόµατα και τις

αναπαραστάσεις πινάκων των πιο σηµαντικών πράξεων σε ένα qubit.

2.1.2 Πύλες µε δύο qubits

Οι πράξεις µε δύο qubits είναι ϑεµελιώδους σηµασίας για όλους τους αλγορίθµους.
Στην κλασσική επιστήµη υπολογιστών, χρησιµοποιούµε συγκεκριµένες πύλες για
να να κάνουµε τη λογική πράξη πχ. «Αν Α τότε κάνε το Β». Στην κβαντική υπο-
λογιστική, τα πράγµατα είναι αρκετά πιο περίπλοκα. ∆εδοµένου ότι υπάρχουν
περιορισµοί όσον αφορά τις διαδικασίες που περιέχονται στους κβαντικούς αλγό-
ϱιθµους, για να αποφύγουµε την καταστροφή της κβαντικής πληροφορίας. Από
τα σηµαντικότερα εγχειρίδια στις αρχές της Κβαντικής Υπολογιστικής, υπήρξαν οι
σηµειώσεις του Preskill στις οποίες εξετάζονται εκτός των άλλων και αυτοί οι πε-
ϱιορισµοί. Μας αρκεί να πούµε ότι δεν επιτρέπεται η αντιγραφή µιας κατάστασης,
που είναι πιο γνωστό µε τον όρο no-cloning theorem, οπότε είµαστε αναγκασµένοι
να χρησιµοποιήσουµε αντιστρέψιµες διαδικασίες (που χρησιµοποιούν δηλαδή µο-
ναδιαίους τελεστές) για να διατηρήσουµε τις κβαντικές ιδιότητες του συστήµατος.
Ευτυχώς, η διαδικασία χρήσης αναστρέψιµων αλγορίθµων, υπήρξε αντικείµενο έ-
ϱευνας πολλά χρόνια πριν την εµφάνιση της Κβαντικής Υπολογιστικής και αποδεί-
χθηκε ότι ϐοήθησε αποφασιστικά σ΄ αυτό που ϑα ϕαινόταν σε κάποιον ανυπέρβλητο
εµπόδιο. ΄Ενα άλλο χαρακτηριστικό που δεν επιτρέπεται, είναι οι ϐρόχοι πάνω σε
ένα αλγόριθµο, οπότε ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι οι κβαντικοί αλγόριθµοι είναι
άκυκλοι (acyclic). Η πρώτη πύλη δύο qubit που ϑα παρουσιάσουµε είναι η πύλη
control-NOT ή πύλη C-NOT. ∆έχεται ως δεδοµένα δύο qubits που παίζουν το ϱόλο
του «ελεγκτή» και του «στόχου» αντίστοιχα. Η πράξη που πραγµατοποιείται από την
C-NOT είναι |c〉 |t〉 → |c〉 |t⊕ c〉, όπου ϕυσικά |c〉 το qubit-ελεγκτής και |t〉 qubit-
στόχος. Το συµβολο ⊕ αναπαριστά την πράξη modulo 2, η οποία µεταφράζεται σε
«ανθρώπινη γλώσσα» ως : αν το qubit-ελεγκτής είναι |1〉, το qubit-στόχος αναποδο-
γυρίζει, ειδάλλως µένει ως έχει. Η πύλη SWAP κάνει αυτό ακριβώς που δηλώνει η
ονοµασία της· εναλάσσει δύο qubits. Μπορεί να ϕαίνεται απλή, όµως ϑα αποδει-
χθεί στη συνέχεια πάρα πολύ χρήσιµη αυτή η διαδικασία. Η πύλη Control-Z είναι
παρόµοια µε την C-NOT, ωστόσο αντί να κάνει την πράξη NOT, διεξάγει µια στροφή
Pauli Z στο qubit-στόχο αν αυτό ϐρίσκεται στην κατάσταση |1〉, ειδάλλως το αφήνει
όπως είναι. Γενικεύοντας, µπορούµε να ϕτιάξουµε οποιαδήποτε πύλη του τύπου
Controlled-U, όπου U είναι ένας οποιοσδήποτε µοναδιαίος µετασχηµατισµός. ΄Ενα
ακόµα παράδειγµα ειναι η πύλη ελεγχοµενης ϕάσης (ή πύλη κβαντικής ϕάσης)
(Controlled-Phase Gate ή Quantum Phase Gate), η οποία αλλάζει τη ϕάση αν το
qubit-στόχος ϐρεθεί στην κατάσταση |1〉, µετατρέποντάς στο στην κατάσταση i|1〉 ,
αλλάζοντας τη ϕάση του κατά π

2
.

http://www.theory.caltech.edu/people/preskill/ph229/index.html#lecture
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Πύλη ΄Ονοµα Πίνακας

• Control NOT


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


×
×

SWAP


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


•
Z

Controlled Z


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


•
S

Controlled -Phase


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 i


Πίνακας 2.2: Πύλες µε δύο qubits

2.1.3 Πύλες µε τρία qubits

Λέµε ότι µια λογική πύλη L είναι αναστρέψιµη, αν για ένα οποιοδήποτε αποτέ-
λεσµά της y, υπάρχει ένα µοναδικό δεδοµένο εισόδου x τέτοιο ώστε εφαρµόζοντας
την L να πάρουµε L(x) = y. Αν µια πύλη L είναι αναστρέψιµη, τότε υπάρχει µια
αντίστροφη πύλη L′ τέτοια ώστε L′(y) = x.

Από τις κοινές πύλες λογικής, µόνο ηNOT ειναι αναστρέψιµη. Η γνωστήAND
για παράδειγµα, δεν είναι αναστρέψιµη. Ωστόσο υπάρχει ένας τρόπος για να παρα-
καµφθεί η ανάγκη της. ∆ύο εξαιρετικά παραδειγµατα παράκαµψης των κλασσικών
λογικών πυλών ειναι οι πύλες Toffoli και Fredkin, οι οποίες περιγράφονται παρα-
κάτω. Η πύλη Toffoli, επίσης πύλη CCNOT προτάθηκε από τον Tomasso Toffoli
το 1980 και ανήκει στην κατηγορία των «καθολικών» αναστρέψιµων πυλών, πράγ-
µα το οποίο σηµαίνει ότι οποιαδήποτε συνάρτηση µπορεί να ϕτιαχτεί αποκλειστικά
µε τη χρήση της. Χρησιµοποιεί τρία qubits εισόδου (ας πούµε |a〉, |b〉, |c〉) και τα
απεικονίζει στα |a〉,|b〉 και |c〉XOR (|a〉 AND |b〉). Αργότερα αποδείχτηκε ότι µια
πύλη Toffoli µπορεί να κατασκευαστεί χρησιµοποιώντας 5 πύλες για 2 qubits[64].
Μια άλλη συχνά χρησιµοποιούµενη καθολική αναστρέψιµη λογική πύλη είναι η
πύλη Fredkin, η οποία εναλάσσει τα δύο τελευταία qubits αν το qubit είναι στην
κατάσταση |1〉.
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Πύλη ΄Ονοµα Πίνακας

•
• Πύλη Toffoli



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0



•
×
×

Fredkin (Control Swap)



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 1


Πίνακας 2.3: Πύλες τριών qubits

2.2 Ο αλγόριθµος Deutsch-Jozsa

΄Εχοντας περιγράψει και ορίσει τα ϐασικά στοιχεία ενός κβαντικού αλγόριθµου, ϑα
περιγράψουµε τον πρώτο κβαντικό αλγόριθµο που ϑα µας απασχολήσει σ΄ αυτή
την εργασία. Αναφερόµαστε στον αλγόριθµο Deutsch-Jozsa, που παρά το ότι δεν
λύνει κάποιο ιδιαίτερα δύσκολο πρόβληµα, αποδεικνύει την ισχύ των κβαντικών
αλγορίθµων.

Το πρόβληµα: Υποθέτοντας ότι έχουµε µια συνάρτηση f(x) που έχει ως πεδίο
ορισµού τις τιµές x = 0 ορ x = 1 και τις απεικονίζει στο 0, 1, ϑέλουµε να γνωρί-
Ϲουµε αν η f είναι σταθερή ή όχι. ΄Ενα απλό παράδειγµα για να κατανοήσουµε
τι σηµαίνει η παραπάνω πρόταση ειναι ϕανταστούµε ότι έχουµε ένα νόµισµα το
οποίο ϑέλουµε να µάθουµε αν έχει και στις δύο πλευρές του κορώνα/γράµµατα ή
αν είναι κανονικό. Η αρχική δηµοσίευση από τον Deutsch[22] , περιέγραφε ένα
µη-ντετερµινιστικό αλγόριθµο, ο οποίος έδινε την απάντηση µε πιθανότητα 1/2.
΄Εκτοτε, ακολούθησε η εκδοχή του στη δηµοσίευση µαζί µε τον Jozsa το 1992
[28], η οποία τελειοποιήθηκε από τους Arthur Ekert, Richard Cleve και Michele
Mosca[23].

Ο αλγόριθµος δέχεται ως δεδοµένα την κατάσταση n + 1 και την |0〉⊗n|1〉. ∆η-
λαδή, τα πρώτα n qubits είναι στην κατάσταση |0〉 και το επιπλέον qubit στην
κατάσταση |1〉. Μια πύλη Hadamard εφαρµόζεται σε κάθε qubit για να λάβουµε
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|0〉 /n H⊗n

Uf

H⊗n

|1〉 H

Σχήµα 2.2: Αλγόριθµος Deutsch-Jozsa

τελικά την κατάσταση:
1√
2n+1

2n−1∑
x=0

|x〉(|0〉 − |1〉) (2.1)

Η πύλη Uf είναι η καρδιά του συστήµατος. Απεικονίζει την κατάσταση |x〉|y〉 στην
|x〉|y ⊕ f(x)〉. Εφαρµόζοντας την Uf παίρνουµε την κατάσταση:

1√
2n+1

2n−1∑
x=0

|x〉(|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉) (2.2)

Για κάθε x, f(x) = 0 ή 1,οπότε µπορούµε να γράψουµε:

1√
2n+1

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)|x〉(|0〉 − |1〉) (2.3)

Σε αυτό το σηµείο το ϐοηθητικό qubit που αρχικά προετοιµάστηκε στην κατάσταση
|1〉 µπορεί να αγνοηθει. Εφαρµόζοντας µια ακόµα πύλη Hadamard σε καθένα από
τα qubits παίρνουµε

1

2n

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)

2n−1∑
y=0

(−1)x·y|y〉 =
1

2n

2n−1∑
y=0

[
2n−1∑
x=0

(−1)f(x)(−1)x·y

]
|y〉 (2.4)

όπου x ·y = x0y0⊕x1y1⊕· · · xn−1yn−1 είναι το άθροισµα των γινοµένων των qubits.
Τελικά, εξετάζουµε την πιθανότητα µέτρησης του |0〉⊗n∣∣∣∣ 1

2n

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)

∣∣∣∣2 (2.5)

Αυτή µας δινει 1 αν η f(x) είναι σταθερή και 0 αν η f(x) είναι σταθµισµέ-
νη. Αξίζει να αναφερθεί ότι ακόµα και στην απλούστερη περίπτωση ενός qubit
χρειαζόµαστε το ϐοηθητικό qubit. Αυτό το επιπλέον qubit είναι το κόστος για την
υλοποίηση των αναστρέψιµων αλγορίθµων.

Η ϐελτίωση του αλγορίθµου που συνεισφέρθηκε από τους Ekert et al[23], χρη-
σιµοποίησε ως ϐοηθητικό qubit την κατάσταση |0〉 − |1〉, χωρίς έτσι να υπάρχει
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|0〉 /n H⊗n

Uf

H⊗n

|0〉 − |1〉

Σχήµα 2.3: Βελτιωµένη έκδοση του αλγορίθµου Deutsch-Jozsa[23]

ανάγκη για µια πύλη Hadamard σε αυτό. Η προετοιµασία των qubits εισόδου
στην κατάσταση υπέρθεσης, είναι που µας δίνει τη δυνατότητα να κάνουµε χρήση
του χαρακτηριστικού του κβαντικού παραλληλισµού. Στο συγκεκριµένο παράδειγ-
µα, ο αλγόριθµος αποφαίνεται σε ένα µόλις ϐηµα, καθώς οι πύλες Hadamard
δηµιουργούν υπερθέσεις των καταστάσεων |0〉 και |1〉, δίνοντάς µας τη δυνατότητα
να χειριστούµε παράλληλα τα qubits εισόδου, και να πάρουµε το αποτέλεσµα του
µοναδιαίου µετασχηµατισµού Uf .

2.3 Ο αλγόριθµος αναζήτησης του Grover

Ο αλγόριθµος του Deutsch σηµατοδότησε µια σειρά δηµοσιεύσεων σχετικά µε τα
πιθανά προβλήµατα που ϑα µπορούσαν να επιλύσουν οι Κβαντικοί Υπολογιστές.
΄Οπως είδαµε, η χρήση του µετασχηµατισµού Uf στην ουσία ϑέτει στα δεδοµένα το
ερώτηµα για το αν η συνάρτηση f είναι σταθερή ή σταθµισµένη για να αποφανθεί
σε ένα µόνο ϐήµα του αλγορίθµου. Αυτή η λειτουργία, έδωσε την ιδέα της χρή-
σης αντίστοιχων µετασχηµατισµών για προβλήµατα µεγαλύτερης πολυπλοκότητας,
προβλήµατα σαν αυτό που χειρίζεται ο αλγόριθµος του Grover.

Το πρόβληµα: ∆εδοµένης µιας µη ταξινοµηµένης ϐάσης δεδοµένων µεγέθους
N = 2n ϐρείτε το αντικείµενο που έχει την ετικέτα i.

΄Ενα πρακτικό παράδειγµα είναι η αντίστροφη αναζήτηση σε έναν τηλεφωνικό
κατάλογο, δηλαδή, γνωρίζοντας τον αριθµό τηλεφώνου κάποιου, να ϐρούµε το όνο-
µα στο οποίο αντιστοιχεί. Αυτή είναι µια πολύ απαιτητική (υπολογιστικά) εργασία,
καθώς κλασσικά αν εξετάσουµε k καταγραφές του καταλόγου, έχουµε πιθανότητα
k
N

να ϐρούµε το επιθυµητό αντικείµενο. Ο κλασσικός αλγόριθµος µε την καλύτερη
απόδοση έχει κόστος της τάξης Ο(ν/2) για να εντοπίσει το επιθυµητό αντικειµενο.

Ο αλγόριθµος αναζήτησης του Grover [29],[30], δεν είναι κάτι διαφορετικό από
µια επέκταση του αλγορίθµου Deutsch-Jozsa. Η ϐασική ιδέα είναι η δηµιουργία
µιας συνάρτησης που ϑα λειτουργεί ως «µάντης» για να υποδείξει το επιθυµητό
αντικείµενο. Συνεπώς, για κάθε αντικείµενο πρέπει να ορίσουµε µια διαφορετική
συνάρτηση, προκειµένου να ολοκληρώσουµε επιτυχώς τον αλγόριθµο. Ο αλγόριθ-
µος του Grover είναι επίσης ντετερµινιστικός, που σηµαίνει ότι πάντα ϑα δίνει το
σωστό αποτέλεσµα, ενώ ο αριθµός των επαναλήψεων που απαιτούνται είναι πολύ
µικρότερος από τους κλασσικούς αλγόριθµους όπως ϑα διαπιστώσουµε στη συνέ-
χεια. Η περίεργη οντότητα του «µάντη» έχει κάποιες ιδιότητες οι οποίες ϑα µας
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απασχολήσουν σε αυτό το σηµείο. Μια καλή διαισθητική προσέγγιση ακολουθεί-
ται από τον Jozsa στο [32] για το πώς ακριβώς δουλεύει ο «µάντης». Πρόκειται στην
ουσία για έναν µοναδιαίο µετασχηµατισµό, που ορίζεται από τη σχέση:

Ix0 |x〉 =

{
|x〉 ιφ ξ 6= ξ0
− |x0〉 ιφ ξ = ξ0

(2.6)

Για απλότητα ϑα χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό Iτ για να αναφερθούµε στον
«µάντη» που εντοπίζει το στοιχείο τ της ϐάσης δεδοµένων. ΄Οπως µπορούµε να
διαπιστώσουµε από τον ορισµό του, ο τελεστής Iτ , αντιστρέφει το στοιχείο |τ〉.
Μπορούµε να δειξουµε ότι :

U · I|τ〉 · U−1 = IU |τ〉 (2.7)

καθώς επίσης και
− Iυ = Iυ⊥ (2.8)

Μια ακόµα πιο χρήσιµη µορφή του τελεστή «µάντη» είναι η

Iτ = In − 2 |τ〉 〈τ | (2.9)

όπου In είναι ο µοναδιαίος πίνακας µε διαστάσεις n. Αν χρησιµοποιήσουµε το |0〉
στην παραπάνω έκφραση, παίρνουµε τον τελεστή

I0 = In − 2|0〉〈0| (2.10)

ο οποίος ονοµάζεται τελεστής διάχυσης.
Τα ϐήµατα του αλγορίθµου έχουν ως εξής :

1. Φτιάξε µια υπέρθεση όλων των διανυσµάτων που ορίζουν τα αντικείµενα, στην
κατάλληλη ϐάση

2. Εφάρµοσε τον τελεστή µάντη για να ταυτοποιήσεις το επιθυµητό αντικειµενο
αντιστρέφοντας το πλάτος του.

3. Εφάρµοσε τον τελεστή διάχυσης προκειµένου να ενισχύσεις το πλάτος της
επιθυµητής κατάστασης.

Η γεωµετρική απόδειξη της λειτουργικότητας του αλγορίθµου του Grover µας
δίνει διαίσθηση για το πώς ακριβώς δουλεύει ο αλγόριθµος και γιατί οι τελεστές Iτ
και I0 έχουν την µορφή που δώσαµε πριν [18].

Ας ϑεωρήσουµε το επίπεδο που ορίζεται από τα διανύσµατα |s′〉 και |ω〉, όπου
|s′〉 είναι ένα ket στον υπόχωρο που είναι κάθετος στο |ω〉. Στην πρώτη επανάληψη
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του αλγορίθµου πάνω στην αρχική κατάσταση |s〉, εφόσον το |ω〉 είναι ένα από τα
διανύσµατα της ϐάσης του |s〉 η επικάλυψή τους ειναι :

|s′〉 =

√
N − 1

N
(2.11)

Σε γεωµετρικούς όρους, η γωνία θ/2 µεταξύ του |s〉 και του |s′〉 δίδεται από τη
σχέση:

sin θ/2 =
1√
N

(2.12)

Σχήµα 2.4: Γεωµετρική απόδειξη του αλγορίθµου του Grover

Ο τελεστής Uω είναι µια ανάκλαση στο υπερεπίπεδο που είναι κάθετο στο |ω〉
για διανύσµατα στο επίπεδο που ορίζεται από τα διανύσµατα |s′〉 και |ω〉, δηλαδή
λειτουργεί ως ανάκλαση πάνω στο |s′〉. Ο τελεστής Us είναι µια ανάκλαση διαµέσου
του |s〉. Συνεπώς, το διάνυσµα παραµένει στο επίπεδο που ορίζουν τα |s′〉 και |ω〉
µετά από κάθε εφαρµογή των τελεστών Us και Uω, ενώ είναι στο ίδιο µοτίβο το
να ελέγξουµε το γεγονός ότι ο τελεστής UsUω κάθε µιας από τις επαναλήψεις του
αλγορίθµου περιστρέφει το διάνυσµα κατά µια γωνία θ = 2 arcsin 1√

N
. Πρέπει να

σταµατήσουµε όταν το διάνυσµα ϕτάσει κοντά στο |ω〉, καθώς αν περάσουµε από
αυτό, ο αλγόριθµος ϑα έχει µικρότερη πιθανότητα να δώσει τη σωστή απάντηση. Η
ακριβής πιθανότητα να λάβουµε τη σωστή απάντηση είναι :

sin2

((
r +

1

2

)
θ

)
όπου r είναι ο ακέραιος αριθµός των επαναλήψεν του αλγορίθµου Grover. Ο
µικρότερος χρονος στον οποίο µπορούµε να έχουµε τη ϐέλτιστη απάντηση ειναι
συνεπώς τοσος ώστε να γινουν επαναλήψεις πλήθουςr ≈ π

√
N

4
.
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΄Εχοντας περιγράψει πώς ο «µάντης» µας οδηγεί στο επιθυµητό αποτέλεσµα,
είµαστε έτοιµοι να περιγράψουµε τη διαδικασία που µας επιτρέπει να πάρουµε το
επιθυµητό αντικειµενο. Πρώτα απ΄ όλα πρέπει να προετοιµάσουµε το σύστηµά µας
σε µια υπέρθεση όλων των πιθανών καταστάσεων, οι οποίες όπως είπαµε πρέπει να
εκφραστούν σε µια κατάλληλη ϐάση. Σάυτή την υπέρθεση καταστάσεων, ϑα δρά-
σουµε τον «µάντη» του στοιχείου τ δηλαδή τον Iτ ο οποίος ϑα αντιστρέψει το πλάτος
της επιθυµητής κατάστασης. Η λειτουργία του αλγορίθµου κάνει χρήση του χα-
ϱακτηριστικού του κβαντικού παραλληλισµού, το οποίο απαιτεί τον εναγκαλισµό.
Προκειµένου να εναγκαλιστούν δύο (ή περισσότερα) qubits χρησιµοποιούµε µια
πύλη Hadamard. Το επόµενο ϐήµα ϑα είναι να εφαρµόσουµε τον τελεστή διάχυσης
I0 = I − 2|0〉〈0|, προκειµένου να ενισχυθεί η κατάσταση που αντιστράφηκε από
τον τελεστή Iτ και τελικά να εφαρµόσουµε άλλη µια πύλη Hadamard για να γίνει
αναγνώσιµο το αποτέλεσµα του αλγορίθµου. Συνεπώς ο αγλόριθµος του Grover
είναι µια σειρά από επαναλήψεις του µοναδιαίου µετασχηµατισµού

Q = −HI0HIτ (2.13)

όπου I0 = I − 2|0〉〈0|,Iτ = I − 2|τ〉〈τ | και H =
n∏
i=1

Hi είναι το γινόµενο των

πυλών Hadamard που δρουν στο qubit-i. Αυτή η άκφραση του αλγορίθµου [32],
είναι ισοδύναµη µε την αρχική έκφραση όπως διατυπώθηκε στα [29],[30].

QGR = −I0HIτH (2.14)

Η ακριβής έκφραση του µετασχηµατισµού που πραγµατοποιεί η πύλη Hadamard
είναι :

Hi =

{
|0〉i →

1√
2

(|0〉i + |1〉i)
|1〉i →

1√
2

(|0〉i − |1〉i)
(2.15)

Στην πραγµατικότητα ο αλγόριθµος του Grover µπορεί να χρησιµοποιήσει οποιο-
δήποτε µοναδιαίο µετασχηµατισµό αντί για την πύλη Hadamard, πράγµα που στη
χειροτερη των περιπτώσεων προκαλεί µια σταθερή αύξηση του αριθµού των επανα-
λήψεων που χρειάζεται για να συγκλίνει ο αλγόριθµος στο επιθυµητό αποτέλεσµα
[31], οπότε µπορεί να γραφεί στη γενική µορφή:

Q = −UI0U
−1Iτ (2.16)

2.3.1 Παράδειγµα της χρήσης του Grover µε τέσσερα αντικεί-
µενα.

Αν ϕανταστούµε ότι έχουµε χρωµατιστές κάρτες (Κόκκινη, Πράσινη, Μπλε και Κί-
τρινη) οι οποίες είναι γυρισµένες µε την δεύτερη πλευρά τους που ειναι σε όλες
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µαύρη, όπως σε µια τράπουλα και ϑέλουµε να ϐρούµε ποια από αυτές είναι η
πράσινη. Κλασσικά, αυτό το πρόβληµα απαιτεί 2,25 επαναλήψεις κατά µέσο ό-
ϱο, προκειµένου να εντοπίσουµε την επιθυµητή κάρτα, ωστόσο ο αλγόριθµος του
Grover µας υπόσχεται να ϐρούµε την απάντηση µε ένα ϐήµα. Πρώρα πρέπει να
ορίσουµε την κατάλληλη ϐάση για το πρόβληµά µας. Αυτή η ϐάση µπορεί να
εκφραστεί ως :

|Y 〉 = |0〉 =
(

1 0 0 0
)⊥

|G〉 = |1〉 =
(

0 1 0 0
)⊥

|B〉 = |2〉 =
(

0 0 1 0
)⊥

|R〉 = |3〉 =
(

0 0 0 1
)⊥

(2.17)

΄Εχοντας ορίσει τη ϐάση, πρέπει να δηµιουργήσουµε µια υπέρθεση |Ψ〉 όλων των
καταστάσεων ως:

|Ψ〉 =
|0〉+ |1〉+ |2〉+ |3〉√

4
(2.18)

Εφόσον ϑέλουµε να εντοπίσουµε την πράσινη κάρτα, ϑα ορίσουµε τον αντίστοιχο
«µάντη» ως :

IG = I4 − 2 |G〉 〈G| (2.19)

ενώ ο τελεστής διάχυσης I0 ϑα ορίζεται ως :

I0 = I4 − 2 |Ψ〉 〈Ψ| (2.20)
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Σχήµα 2.5: Πλάτη πιθανό-
τητας για τις τέσσερις κατα-
στάσεις σε υπέρθεση.
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Σχήµα 2.6: Πλάτη πιθανότη-
τας µετά την εφαρµογή του τε-
λεστή αναστροφής
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Σχήµα 2.7: Πλάτη πιθα-
νότητας µετά την εφαρµογή
του τελεστή διάχυσης

Στις εικόνες 2.5,2.6,2.7, ϕαίνεται το πώς αλλάζει το πλάτος πιθανότητας των
τεσσάρων καταστάσεων µετά τη δράση κάθε τελεστή.

2.4 Ο αλγόριθµος του Shor

Η κρυπτογράφηση και η αποκρυπτογράφηση υπάρχουν όσο υπάρχει η ανάγκη
για την προστασία «ευαίσθητων» δεδοµένων. Στη διάρκεια του Β Παγκοσµίου Πο-
λέµου έγινε ξεκάθαρο ότι προκειµένου να αποκτήσει κάποια από τις δύο πλευρές
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το πλεονέκτηµα σε µια συγκεκριµένη ϕάση του πολέµου, η αποτελεσµατικότη-
τα της αντικατασκοπείας και η ικανότητα παρακολούθησης των τηλεπικοινωνιών
του αντιπάλου ϑα ήταν καθοριστική σηµασίας για την έκβαση του πολέµου. Η
κρυπτογράφηση πληροφοριών εξασφαλίζει ότι µόνο ο επιθυµητός παραλήπτης ϑα
µπορέσει να αποκωδικοποιήσει το µήνυµα, πράγµα που στην εποχή µας ϐρίσκει
εφαρµογές από τις τραπεζικές συναλλαγές έως τις τηλεπικοινωνίες σε µια ιδαίτερα
απαιτητικά εποχή. Ο αλγόριθµος RSA (για περισσοτερες πληροφορίες ϐλ. [65]),
στον οποίο στηρίζονται όλες οι σύγχρονες µέθοδοι κρυπτογράφησης χρησιµοποιεί
τρία ϐήµατα: ∆ηµιουργία κλειδιού, κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση.
Η διαδικασία δηµιουργιας κλειδιών, η κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση ενός
µηνήµατος Μ, µεταξύ δύο ατόµων, (ας τους πούµε Αλίκη και Βασίλη) έχει ως
εξής :

1. ∆ιαλέγουµε δύο διακριτούς πρώτους αριθµούς p και q. Για λόγους ασφαλείας
ϑα πρέπει αυτοί οι δύο αριθµοί να είναι τυχαίοι και να έχουν το ίδιο µήκος
σε bits.

2. Υπολογίζουµε το γινόµενο n = pq

3. Υπολογίζουµε το φ(n) = (p− 1)(q− 1) όπου φ είναι η συνάρτηση υπολοίπου
του Euler (Euler’s totient function).

4. Επιλέγουµε έναν αριθµό e τέτοιον ώστε 1 < e < φ(n) και ο µέγιστος κοινός
διαιρέτης των (e, φ(n)) = 1 (να είναι πρώτοι µεταξύ τους). Ο αριθµός e
αποδεσµεύεται ως το δηµόσιο κλειδί επικοινωνίας

5. Προσδιορίζουµε έναν αριθµό d τέτοιον ώστε : d = e−1(mod φ(n)). Ο d ϕυ-
λάσσεται ως το ιδιωτικό εκθετικό του κλειδιού. Κατά τη διάρκεια της κρυ-
πτογράφησης συµβαινει η ακόλουθη διαδικασία :

6. Η Αλίκη στέλνει το δηµόσιο κλειδί της (n,e) στον Βασίλη και κρατάει µυστικό
το ιδιωτικό της κλειδί.

7. Ο Βασίλης τότε επιθυµεί να στειλει ένα µήνυµα Μ στην Αλίκη, οπότε πρώτα
µετατρέπει το µήνυµά του Μ σε έναν ακέραιο m ούτως ώστε 0 < m < n
χρησιµοποιώντας ένα προσυµφωνηµένο πρωτόκολλο και µετά υπολογίζει το
κρυπτοκείµενο (ciphertext (ς» υπολογίζοντας την ποσότητα m = cd(mod n).

8. ΄Εχοντας αποκρυπτογραφήσει το µήνυµα, ο Βασίλης στέλνει το κρυπτοκεί-
µενο c στην Αλίκη. Η Αλίκη, µπορεί να πάρει τον ακέραιο m από το κρυ-
πτοκείµενο c υπολογίζοντας το m = cd(mod n) και χρησιµοποιώντας το προ-
συµφωνηµένο πρωτόκολλο για να το µετατρέψει ξανά στο Μ.
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Είναι εµφανές ότι η ισχύς του αλγορίθµου RSA στηρίζεται στο γεγονός ότι δεν υπάρ-
χουν κλασσικοί αλγόριθµοι αρκετά αποδοτικοί για να παραγοντοποιήσουν µεγάλους
αριθµούς, καθώς ο καλύτερος αλγόριθµος για έναν αριθµό µήκους b− bits (µεγα-
λύτερος από 100 bits είναι ο αλγόριθµος «γενικού κόσκινου» (general number field
sieve), που έχει χρόνο υποεκθετικό, της τάξης

O
(

exp
((

64
9
b
)1/3

(log b)2/3
))

(2.21)

Ο αλγόριθµος του Shor χρειάζεται χρόνο τάξης µόλις O(b3) (πολυωνυµικό) και χώ-
ϱο της τάξης O(b) για τα δεδοµένα που χρησιµοποιεί. Η αποτελεσµατικότητα του
αλγορίθµου του Shor οφείλεται στην αποδοτικότητα του Κβαντικού Μετασχηµα-
τισµού Fourier όπως ϑα δούµε σε λίγο.

Η ϑεωρία αριθµών µας παρέχει µια συντοµευση για την παραγοντοποίηση
µεγάλων αριθµών Εµπεριέχει την εύρεση της περιόδου µιας συγκεκριµένης συ-
νάρτησης. Για να κάνουµε τα πράγµατα πιο απλά, ϑα δώσουµε ένα αριθµητικό
παράδειγµα:

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να παραγοντοποιήσουµε το 15.

1. Βρίσκουµε έναν αριθµό πρώτο µε το 15 (ας πούµε το 11).

2. ∆ιαιρούµε το 11 µε το 15 για να πάρουµε 0 µε υπόλοιπο 11

3. Υψώνουµε στο τετράγωνο το υπόλοιπο για να πάρουµε 121.

4. ∆ιαιρούµε το 121 µε το 15 για να πάρουµε 8 µε υπόλοιπο 1.

5. Υψώνουµε στην τριτη δύναµε το 11 για να πάρουµε 1331.

6. ∆ιαιρούµε το 1331 µε το 15 για να πάρουµε 88 µε υπόλοιπο 11.

• Παρατηρούµε ότι τα υπόλοιπα 11 και 1 εναλάσσονται µε περίοδο 2.
Λέµε λοιπόν ότι «η περίοδος του 11 όταν διαιρείται µε το 15 είναι 2»

7. Γνωρίζοντας την περίοδο (2) υψώνουµε το 11 στην περίοδό του µε τη διαίρεση
µε το 15, δηλαδή το 2 για να πάρουµε 112 = 121.

8. Βρίσκουµε τη ϱίζα του
√

121 = 11.

9. Αφαιρούµε και προσθέτουµε 1 για να πάρουµε το Ϲευγάρι αριθµών 10 και 12.

10. Βρίσκουµε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη των Ϲευγαριών (10, 15) = 5 και (12, 15) =
3 (µε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη).

http://mathworld.wolfram.com/NumberFieldSieve.html
http://mathworld.wolfram.com/NumberFieldSieve.html
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Αυτή η διαδικασία είναι τουλάχιστον γελοίο να γίνει για µικρούς αριθµούς, όµως
για µεγάλους αριθµούς ο κβαντικός µετασχηµατισµός Fourier για την εύρεση της
περιόδου, δίνει τεράστια ταχύτητα στον αλγόριθµο. Πριν περιγράψουµε αυτή την
υπορουτίνα του Shor, ϑα δώσουµε τη γενική µορφή του αλγορίθµου. Το πρό-
ϐληµα: ΄Εχοντας έναν περιττό (οι άρτιοι έχουν τον τετριµµένο διαιρέτη 2), σύνθετο
αριθµό N , ϐρείτε έναν ακέραιο d αυστηρά µεταξύ των 1 και N που να διαιρεί τον
N . Η λύση:

1. Τρέξε ένα κριτήριο για να επαληθεύσεις αν ο N είναι όντως σύνθετος αριθµός
και όχι πρώτος.

2. ∆ιάλεξε έναν τυχαίο αριθµό a < N

3. Υπολόγισε τον Μ.Κ.∆. gcd(a,N) µε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη.

4. Ανgcd(a,N) 6= 1 τότε υπάρχει ένας µη τετριµµένος παράγοντας του Ν, οπότε
σταµατάµε.

5. Αλλιώς, χρησιµοποίησε την υπορουτίνα εύρεσης της περιόδου, για να ϐρεις
το r, την περίοδο δηλαδή της ακόλουθης συνάρτησης :

f(x) = ax mod N (2.22)

δηλαδή την τάξη r του a στο (ZN)×,το οποίο ειναι ο µικρότερος ϑετικός
αριθµός r για τον οποίο f(x + r) = f(x) ή f(x + r) = ax+r mod N =
ax mod N .

6. Αν ο r είναι περιττός γύρνα στο ϐήµα 1.

7. Αν
√
a ≡ −1( mod N) γύρνα στο ϐήµα 1.

8. Ο gcd(
√
a ± 1, N) είναι ένας µη τετριµµένος παράγοντας του Ν και ο αλγό-

ϱιθµος ολοκληρώθηκε.

2.4.1 Ο Κβαντικός µετασχηµατισµός Fourier

Η σηµασία του Κβαντικού Μετασχηµατισµού Fourier τον καθιστά ικανό να ορίζει
ένα ολόκληρο σύνολο προβληµάτων που µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε αυτόν.
Τέτοια προβλήµατα εκτός από τον αλγόριθµο του Shor είναι ο αλγόριθµος εκτί-
µησης ϕάσης που επιτρέπει την εκτίµηση των ιδιοτιµών ενός µοναδιαίου τελεστή
και το πρόβληµα της κρυµµένης υποοµάδας[66],[67]. Ο κβαντικός µετασχηµατι-
σµός Fourier είναι το ανάλογο του κλασσικού ∆ιακριτού Μετασχηµατισµού Fourier
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(D.F.T., ο οποίος παίρνει ένα διάνυσµα στον CN , (x0, x1, x2, ..., xN−1) και το απει-
κονίζει σε ένα διάνυσµα (y0, y1, y2, ..., yN−1) σύµφωνα µε τον τύπο:

yk =
1√
N

N−1∑
j=0

xjω
jk (2.23)

Ανακαλώντας την ταυτότητα του Euler eiπ + 1 = 0 ϑέτουµε ως ω την Ν-οστή πρώ-
τεύουσα ϱίζα της µονάδας, δηλαδή: ω = e

2πi
N Παρόµοια ο QFT µετατρέπει ένα

διάνυσµα
ketψ = a0|ψ〉+ a1|ψ〉+ ...aN−1|ψ〉 (2.24)

εφαρµόζοντας τον DFT στα πλάτη του, δίνοντας δηλαδή:

|ψ〉 = β0|ψ〉+ β1|ψ〉+ ...βN−1|ψ〉 (2.25)

∆εδοµένου ενός τυχαίου διανύσµατος|ψ〉

|ψ〉 =
2n−1∑
x=0

ax|x〉 (2.26)

όπου n εϊναι ο αριθµός των qubits, ο QFT |ψ〉ορίζεται ως :

|ψ′〉 = QFT |ψ〉 =
2n−1∑
x=0

2n−1∑
y=0

axe
2πi
2n
xy

√
2n
|y〉 (2.27)

Ξαναγράφοντας το προηγούµενο άθροισµα ϑέτοντας Mxy = e2πixy/2n ϐρίσκουµε
ότι :

2n−1∑
x=0

2n−1∑
y=0

axe
2πi
2n
xy

√
2n
|y〉 =

1√
2n

2n−1∑
x=0

(
2n−1∑
y=0

Mxyax

)
|ψ〉 (2.28)

Συνεπώς ο πίνακας µετασχηµατισµού που ορίζει ο QFT αποτελείται από τα στοι-
χεία Mxy και µπορεί να υπολογιστεί ότι είναι :

FN =
1√
N



1 1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 ω3 · · · ωN−1

1 ω2 ω4 ω6 · · · ω2(N−1)

1 ω3 ω6 ω9 · · · ω3(N−1)

...
...

...
...

...
1 ωN−1 ω2(N−1) ω3(N−1) · · · ω(N−1)(N−1)


(2.29)

Το κύκλωµα που υλοποιεί τον QFT απεικονίζεται στην εικόνα 2.8
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|xn〉 • • · · · • · · · • H |y1〉

|xn−1〉

ΧΦΤn−1

· · · · · · Rπ/2 |y2〉
...

...
|xi〉 · · · Rπ/2n−i · · · |yn−i+1〉
...

...
|x2〉 Rπ/2n−2 · · · · · · |yn−1〉

|x1〉 Rπ/2n−1 · · · · · · |yn〉

Σχήµα 2.8: Αναπαράσταση του Κβαντικού Αλγορίθµου που απεικονίζει τον Κβαντικό Μετα-
σχηµατισµό Fourier για n qubits

2.4.2 Εύρεση της περιόδου µιας συνάρτησης µε τον QFT

Η υλοποίηση του αλγορίθµου του Shor όπως δηλώνεται από το ίδιο το πρόβληµα,
απαιτεί συγκεκριµένα κυκλώµατα για κάθε πρόβληµα. Στη γενική περιπτωση
ενός αριθµού N κι ενός τυχαίου a, απαιτούµε δύο µητρώα για input και ouput
που αποτελούνται από L qubits, ούτως ώστε N2 ≤ 2L ≤ 2N2. Αυτή η απαίτηση
εξασφαλίζει ότι υπάρχουν τουλάχιστον Ν διαφορετικά x τα οποία ϑα παράγουν την
ίδια f(y), ακόµα κι αν η περίοδος r πλησιάζει το N/2. Αυτή η διαδικασία για την
εύρεση της περιόδου, έχει ως εξής :

1. Προετοίµασε 2 µητρώα µε L qubits στην αρχική τους κατάσταση. 1√
2L

2L−1∑
x=0

|x〉

 |0〉 (2.30)

2. Εφάρµοσε τον µοναδιαίο µετασχηµατισµόUfπου ορίζει τις fa,N(x) = ax µοδ N : 1√
2L

2L−1∑
x=0

|x〉

 |0〉 →
 1√

2L

2L−1∑
x=0

|x〉

 |fa,N(x)〉 (2.31)

3. Εφάρµοσε τον QFT στο πρώτο µητρώο: 1√
2L

2L−1∑
x=0

|x〉

 |fa,N(x)〉 → 1

2L

2L−1∑
y=0

2L−1∑
y=0

e2πixy/2L|y〉

 |f(x)〉 (2.32)
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4. Κάνε µια µέτρηση στο πρώτο µητρώο για να ϐρεις το y.

5. Βρες την περίοδο της συνάρτησης, r, κατασκευάζοντας συνεχόµενα κλάσµατα
για το y

2L
. Αν αποτύχει αυτό το ϐήµα επέστρεψε στο ϐήµα 1.
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Κεφάλαιο 3

Υλοποίηση αλγορίθµων σε
συστήµατα Cavity QED

Οι αλγόριθµοι που αναφέραµε, στην ουσία είναι οδηγίες που εξηγούν ποιοι µε-
τασχηµατισµοί πρέπει να εφαρµοστούν σε ένα σύστηµα από qubits προκειµένου
να υλοποιηθεί ένας αλγόριθµος. Η προσαρµοστικότητα των κβαντικών συστηµά-
των επιτρέπει µια πολύ µεγάλη ποικιλία από πιθανές πειραµατικές υλοποιήσεις
των κβαντικών αλγορίθµων. Τα τελευταία χρόνια υπάρχει έντονη ερευνητική δρα-
στηριότητα στο σχεδιασµό και την ανάπτυξη συστηµάτων που επιτρέπουν το να
χειριστούµε qubits, πράγµα που είναι και το Ϲητούµενο για την κατασκευή διατά-
ξεων που ϑα µπορούν να εκτελέσουν µε υψηλή πιστότητα κβαντικούς αλγόριθµους.
Αυτές οι τεχνικές συµπεριλαµβάνουν τις παγίδες ιόντων [68, 45, 69], τον Πυρηνικό
Μαγνητικό Συντονισµό [48], ϕωτονικά συστήµατα([70],[71]), την Κβαντική Ηλε-
κτροδυναµική σε Κυκλώµατα circuit QED[49],[50],[51] και ϐέβαια το cavity QED.
Θα αναφέρουµε το πώς οι αλγόριθµοι Grover και Shor µπορούν να υλοποιηθούν
σε microwave QED, ακολουθώντας δύο εργασίες των οµάδων του Serge Haroche
(Grover)[35] και του Marlan O. Scully (Shor) [34]. Το πρώτο πράγµα που χρειάζε-
ται να αναφέρουµε για να συνεχίσουµε, είναι το γεγονός ότι στα συστήµατα cavity
QED έχουµε την ελευθερία επιλογής µεταξύ ατοµικών καταστάσεων ή καταστάσεων
της κοιλότητας όταν πρέπει να ορίσουµε «τι είναι το qubit» στη συγκεκριµένη διά-
ταξη. Αυτό το γεγονός επιτρέπει πολλές παραλλαγές και τροποποιήσεις οι οποίες
πάντα γίνονται στα όρια που ϑέτει η πειραµατική διάταξη και οι απαιτήσεις του
αλγορίθµου. Υπάρχει µια µεγάλη κληρονοµιά πειραµατικών τεχνικών που έχουν
ναπτυχθεί στις διατάξεις cavity QED που µας επιτρέπουν να δηµιουργούµε εναγ-
καλισµένες καταστάσεις κατά ϐούληση [72], να διαξάγουµε Κβαντικές Μετρήσεις
Μη-Κατάρρευσης [73], [74] και να χειριζόµαστε µε εξαιρετική ακρίβεια τις κατα-
στάσεις και των ατόµων και των πεδίων των κοιλοτήτων χρησιµοποιώντας τεχνικές
που αναφέρονται αναλυτικά στα [6, 7].
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3.1 Υλοποίηση του Grover

Η µεγαλύτερη πρόκληση που αντιµετωπίζουµε στην υλοποίηση του αλγορίθµου
του Grover είναι το να καθορίσουµε µια σειρά παλµών και αλληλεπιδράσεων που
ϑα αποτελέσουν τον τελεστή «µάντη», ο οποίος στην ουσία είναι µια πύλη con-
ditional phase (ή συχνότερα Quantum Phase Gate) που αναστρέφει το πλάτος
πιθανότητας της επιθυµητής κατάστασης. Η ελευθερία επιλογής του κατάλληλου
µετασχηµατισµού προκειµένου να επιτευχθεί η ισοδύναµη διεργασία στον αλγό-
ϱιθµο του Grover όπως τον γράψαµε στη σχέση 2.16, µας προτείνει ότι µπορούµε
να ϐρούµε µια έκφραση που να µπορει να υλοποιηθεί στο cavity QED µε τη χρή-
ση απλών περιστροφών (µε τη ϐοήθεια των Ϲωνών Ramsey) και εξωτερικών πηγών
µικροκυµάτων. Τα qubits που χρησιµοποιούνται σε αυτή τη διαδικασία είναι δύο
άτοµα σε κυκλικές καταστάσεις Rydberg A1 και A2 που προετοιµάζονται σε κα-
τάλληλη διάταξη και εξέρχονται από έναν ϕούρνο που τους δίνει τη δυνατότητα να
έχουν συγκεκριµένες ταχύτητες, συνεπώς να ελεγχθεί ο χρόνος αλληλεπίδρασης
που ϑα έχουν µε την κοιλότητα, ενώ είναι προετοιµασµένα στην ϑεµελιώδη κατά-
στασή τους. Για να χειριστούµε κάθε άτοµο χωριστά, χρειάζεται να ορίσουµε ποια
ϕυσική κατάσταση των ατοµων αντιστοιχεί στα «λογικά» |0〉 και |1〉.

Για το άτοµο A1, η κατάσταση |g〉 ορίζεται ως |0〉 και η κατάσταση |e〉 ως |1〉. Κα-
ϑώς οι παλµοί πρέπει να δράσουν ταυτόχρονα και στα δύο άτοµα, οι καταστάσεις
|0〉 και |1〉 για το A2 πρέπει να οριστούν µε διαφορετικό τρόπο για να αποφευ-
χθούν σφάλµατα στον χειρισµό των ατόµων. Συνεπώς, η χρήση ενός χαµηλότερου
ενεργειακού επιπέδου |i〉 για το λογικό |1〉 του A2 και το |g〉 για το λογικό |0〉 αν-
τιµετωπίζει αυτό το πρόβληµα. Πρέπει εδώ να τονίσουµε ότι η κατάσταση |i〉 δεν
ορίζει ένα άτοµο τριών επιπέδων αλλά πρόκειται για ένα επίπεδο εκτός συντονι-
σµού µε τη συχνότητα της ακτινοβολίας που συντηρεί η κοιλότητα, όπως ϕαινεται
στο σχήµα 3.1. Η απλούστερη περιπτωση στην οποία ο αλγόριθµος µπορεί να
διεξαχθεί, απαιτεί 2 qubits n = 2, συνεπώς αυτή η περίπτωση λύνει το παράδειγµα
των τεσσάρων καρτών που είδαµε στην αντίστοιχη υποενότητα του προηγούµενου
κεφαλαίου1, δίνοντας τέσσερις καταστάσεις :

|0〉 =
(

1 0 0 0
)⊥

|1〉 =
(

0 1 0 0
)⊥

|2〉 =
(

0 0 1 0
)⊥

|3〉 =
(

0 0 0 1
)⊥

(3.1)

Οι πύλες Hadamard είναι πύλες ενός qubit που µπορούν να υλοποιηθούν µε τη
χρήση παλµών π/2, οπότε ϑα ασχοληθούµε κυρίως µε την υλοποίηση των τελεστών
ανάκλασης (Iτ ) και διάχυσης I0. Καθώς µπορούµε να χειριστούµε κάθε άτοµο

1Για n = 2 στην ουσία ο αλγόριθµος Grover είναι ο αλγόριθµος Deutsch-Jozsa
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Σχήµα 3.1: Αντιστοιχία των λογικών καταστάσεων στα 2 άτοµα για τον αγλόριθµο Grover.

ξεχωριστά, πρέπει να ϐρούµε ισοδύναµες εκφράσεις για τον τελεστή Q του Grover
που ϑα κάνουν τις απαιτούµενες περιστροφές σε κάθε qubit. Η απαιτούµενη ϕωνία
περιστροφής κάθε qubit εξαρτάται από τον «µάντη» που ϑέλουµε να κατασκευά-
σουµε, οπότε ορίζουµε τις γωνίες θ1 και θ2 κατά τις οποίες ϑα περιστρέφεται κάθε
qubit ακολουθώντας την παρακάτω σύµβαση: Στη συνέχεια ορίζουµε τον τελεστή

Περιστροφές για : θ1 θ2

|0〉 π π
|1〉 0 π
|2〉 π 0
|3〉 0 0

Πίνακας 3.1: Ορισµός της γωνίας περιστροφής για την υλοποίηση των απαιτούµενων
τελεστών-«µαντών».

Xj(θ) (όπου ο δεικτης j δηλώνει σε ποιο από τα δύο άτοµα εφαρµόζεται ο τελεστής),
µε την κλειστή έκφραση:

Xj(θ) :

{
|0j〉 → cos θ

2
|0j〉+ i sin θ

2
|1j〉

|1j〉 → i sin θ
2
|0j〉+ cos θ

2
|1j〉

(3.2)

Η δραση της πύλης Hadamard πριν και µετά τη πράξη Xj µας δίνει το µετασχη-



60 Υλοποίηση αλγορίθµων σε συστήµατα Cavity QED

µατισµό:
Zi(±θ) = HiXi(∓θ)Hi (3.3)

Η ισοδύναµη έκφραση για τους τελεστές Iτ χρησιµοποιώντας τη σύµβαση γωνιών
όπως την περιγράψαµε στον πίνακα 3.1 και η χρήση της Κβαντικής Πύλης Φάσης
που ορίζεται από τον µοναδιαίο πίνακα,

IQPG =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 , (3.4)

µπορεί τώρα να γραφει στη µορφή:

Iτ = IQPG[Z1(θ1)H1][Z2(θ2)H2] (3.5)

Είναι εύκολο να δειξουµε ότι η δράση του τελεστή της Κβαντικής Πύλης Φασης
(IQPG) µπορεί να διεξαχθεί είτε µετά είτε πριν τις περιστροφές των ατόµων, ούτως
ώστε :

IQPG[Z1(θ1)][Z2(θ2)] = [Z1(θ1)][Z2(θ2)]IQPG (3.6)

Συνεπώς, ο τελεστής διάχυσης I0 µποροεί να ϕραφτεί ϑέτοντας θ1 = π και θ2 = π
ως:

[H1Z1(π)] [H2Z2(π)] IQPG (3.7)

Χρησιµοποιώντας τις συντοµεύσεις :

Si = Xi(−π)Hi (3.8)
Pi(θ) = HiXi(−θ) (3.9)

µπορούµε να ξαναγράψουµε τον τελεστή του Grover, Q ως:

Q = SIQPGHIQPGP (3.10)

Η κλειστού τύπου εκφράσεις για τις συντοµεύσεις Sj, Pj είναι :

Sj :

{
|0j〉 → i√

2
(− |0j〉 − |1j〉)

|1j〉 → i√
2

(|0j〉 − |1j〉)
(3.11)

Pj :

 |0j〉 →
1√
2

(
e−i

θ
2 |0j〉+ ei

θ
2 |1j〉

)
|1j〉 → 1√

2

(
e−i

θ
2 |0j〉 − ei

θ
2 |1j〉

) (3.12)
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Ο πίνακας του τελεστή «µάντη» (Iτ ) έχει τη µορφή

Iτ =


e−

i
2

(θ1+θ2) 0 0 0

0 e−
i
2

(θ1−θ2) 0 0

0 0 e
i
2

(θ1−θ2) 0

0 0 0 −e i2 (θ1+θ2)

 (3.13)

Χρησιµοποιώντας τον πίνακα όλων των τελεστών όπως τους αναφέραµε πριν, µπο-
ϱούµε να γράψουµε τον τελεστή Grover ως:

Q =
1

2


e−

1
2
i(θ1+θ2) −e− 1

2
i(θ1−θ2) −e 1

2
i(θ1−θ2) e

1
2
i(θ1+θ2)

−e− 1
2
i(θ1+θ2) e−

1
2
i(θ1−θ2) −e 1

2
i(θ1−θ2) e

1
2
i(θ1+θ2)

−e− 1
2
i(θ1+θ2) −e− 1

2
i(θ1−θ2) e

1
2
i(θ1−θ2) e

1
2
i(θ1+θ2)

−e− 1
2
i(θ1+θ2) −e− 1

2
i(θ1−θ2) −e 1

2
i(θ1−θ2) −e 1

2
i(θ1+θ2)

 (3.14)

Οµολογουµένως, το πιο απαιτητικό κοµµάτι της υλοποίησης έχει να κάνει µε την
υλοποίηση της Κβαντικής Πύλης Φάσης. Για να γίνει αυτός ο µετασχηµατισµός,
προτάθηκε η «σύγκρουση» των δύο ατόµων (ή ίσως πιο σωστά η ελεγχόµενη αλλη-
λεπίδρασή τους) µέσω της αλληλεπίδρασης van der Vaals που υποβοηθάται από
την κοιλότητα όποτε αυτό απαιτείται. Για να καταλάβουµε πώς ακριβώς πραγµα-
τοποιείται η αλληλεπίδραση, ϑα µελετήσουµε την αλληλεπίδραση του συστήµατος
αναλυτικά. Η Χαµιλτονιανή αλληλεπίδρασης που περιγράφει την αλληλεπίδραση
µεταξύ δύο ατόµων µε το πεδίο της κοιλότητας στην εικόνα αλληλεπίδρασης, είναι
:

Hi = g
∑
j=1,2

(
e−iδtâ†Ŝ−j + eiδtâŜ+

j

)
(3.15)

όπου Ŝ+
j = |ej〉〈gj| και Ŝ−j = |gj〉〈ej| µε |gj〉 και |ej〉, (j = 1, 2) οι ϑεµελιώδεις και

διεγερµένες καταστάσεις του ατόµου j αντίστοιχα. Αν ϑεωρήσουµε ότι ϐρισκόµαστε
στην περιοχή διασποράς, δηλαδή ότι δ >> g, δεν υπάρχει ανταλλαγή ενέργειας
µεταξύ των ατόµων και της κοιλότητας, συνεπώς τα άτοµα µπορούν να αλληλε-
πιδράσουν άµεσα µεταξύ τους. Η αποτελεσµατική Χαµιλτονιανή που περιγράφει
αυτή την αλληλεπίδραση δίδεται από τη σχέση[75]:

Hi = λ

[∑
j=1,2

(
|ej〉〈ej|ââ† − |gj〉〈gj|â†â

)
+
(
Ŝ+

1 Ŝ
−
2 + Ŝ−1 Ŝ

+
2

)]
(3.16)

όπου λ = g2/δ. Οι πρώτοι δύο όροι περιγράφουν τις µετατοπίσεις Stark που ε-
πηρρεάζονται τον αριθµό ϕωτονίων, ενώ οι δύο τελευταίοι όροι περιγράφουν την
ανταλλαγή ενέργειας µεταξύ δύο ατόµων. Αν η κοιλότητα είναι αρχικά στην κατά-
σταση κενού, η Χαµιλτονιανή γίνεται (ϐλ Κεφ. 19 [14]):

Heff = λ

[∑
j=1,2

|ej〉〈ej|+
(
Ŝ+

1 Ŝ
−
2 + Ŝ−1 Ŝ

+
2

)]
(3.17)
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B

Rotations produced by classical 

external microwave sources

IQPG due to van der Waals 
interaction between atoms

D1

D2

A1

A2

Interaction time 
controlled by atom 
speed (~few m/s)

HP SIQPGIQPG

Σχήµα 3.2: Πειραµατική διάταξη για την υλοποίηση του αλγορίθµου του Grover. Τα ά-
τοµα 1 και 2 διέρχονται από την κοιλότητα µε τις ίδιες ταχύτητες, όµως σε διαφορετικές
(κατακόρυφες) ϑέσεις και υπόκεινται στους µετασχηµατισµούς S, P,H από εξωτερικές πηγές
µικροκυµάτων, ενώ αλληλεπιδρούν δύο ϕορές µέσα στην κοιλότητα µέσω υποβοηθούµενων
αλληλεπιδράσεων van der Vaals.

Σ΄ αυτή την έκφραση ο πρώτος όρος περιγράφει τη µετατόπιση Lamb ενώ ο δεύτερος
όρος την ανταλλαγή ενέργειας µεταξύ των δύο ατόµων που υποβοηθάται από την
κοιλότητα. ΄Οταν ο χρόνος αλληλεπίδρασης (που όπως είπαµε καθορίζεται από τις
ταχύτητες των ατόµων) επιλέγεται ούτως ώστε λt = π, το σύστηµα υφίσταται το
µετασχηµατισµό:

|g1〉|g2〉 → |g1〉|g2〉
|g1〉|i2〉 → |g1〉|i2〉
|e1〉|g2〉 → |e1〉|g2〉
|e1〉|i2〉 → −|e1〉|i2〉

(3.18)

Η διαδικασία αυτή αντιστοιχεί στην υλοποίηση της Κβαντικής Πύλης Φάσης. Α-
ναφέροντας µερικά από τα πειραµατικά χαρακτηριστικά του πειράµατος, πρέπει
να τονίσουµε ξανά ότι η κοιλότητα ϐρίσκεται στην κατάσταση κενού, µε τη ϑερµο-
κρασία της να ειναι T = 1.3K, που σηµαίνει ότι υπάρχει µέσος αριθµός ϑερµικών
ϕωτονίων 0,7. Προκειµένου να ψυχθεί περαιτέρω η κοιλότητα, µια µέθοδος είναι
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να σταλεί µια ακολουθία από άτοµα στη ϑεµελιώδη κατάσταση για να απορροφήσει
αυτά τα ϑερµικά ϕωτόνια και να έχει τελικά η κοιλότητα n̄ = 0.12 ϕωτόνια [76]. Ο
συντελεστής ποιότητας της κοιλότητας στο εν λόγω πείραµα ήταν Q = 3× 108), µε
τη σταθερά σύζευξης ατόµου-πεδίου να είναι Ω/2π = 50kHz και δ/2π = 200kHz,
δηλαδή ικανοποιειται η απαίτηση της περιοχής διασποράς όπως αυτή περιγράφε-
ται στην εξίσωση 3.17. Προκειµένου να υπάρχει ο απαραιτητος χρόνος (2.5×10−4s)
για να δράσει δύο ϕορές η αλληλεπίδραση που υλοποιεί τη Κβαντική Πύλη Φά-
σης, ϑα πρέπει τα άτοµα να έχουν ταχύτητες της τάξη των ∼ 40m/s. Ο συνολικός
χρόνος αλληλεπίδρασης µε τον επιθυµητό τρόπο της κοιλότητας είναι 120µs, δη-
λαδή πολύ µικρότερος από τον χρόνο Ϲωής ενός ϕωτονίου µέσα σε µια κοιλότητα
µε Q = 3× 108, που είναι περίπου 1ms.

3.1.1 Εναλλακτική υλοποίηση της κβαντικής πύλης ϕάσης

Η πρόκληση που ϑέτει η υλοποίηση της κβαντικής πύλης ϕάσης 2 qubits, έχει
οδηγήσει σε διάφορες προτάσεις µε αυτό το σκοπό. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η
πρόταση που παρουσιάζεται στο [77], όπου οι συγγραφείς περιγράφουν µια διάταξη
που πραγµατοποιεί την πύλη και δίνουν ενα παράδειγµα µε τον αλγόριθµο του
Grover. Αν συµβολίσουµε το µετασχηµατισµό που προκαλεί η κβαντική πύλη
ϕάσης δύο qubit µε Qη, µπορούµε να τον γράψουµε στη µορφή:

Qη|α1, β2〉 = exp [iηδa1,1δβ2,1] |α1, β2〉 (3.19)

όπου τα |α1〉 και |β2〉 συµβολίζουν τις καταστάσεις ϐάσης |0〉 ή |1〉 των qubits 1 και
2 αντίστοιχα. Η κλειστή µορφή του Qη είναι :

Qη = |01, 02〉〈01, 02|+ |01, 12〉〈01, 12|+
+|11, 02〉〈11, 02|+ eiη|11, 12〉〈11, 12|

(3.20)

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις |0〉〈0| = (1 + σz)/2 και |1〉〈1| = (1− σz)/2, η αναπα-
ϱάσταση πίνακα του Qη είναι :

Qη = I1I2 −
1

4

(
1− eiη

)
(I1I2 − I1σz2 − σz1I2 + σz1σz2) (3.21)

Η περίπτωση που µας ενδιαφέρει είναι για η = π. Στο σχήµα 3.3, περιγράφεται
η προτεινόµενη διάταξη. Μια κοιλότητα που υποστηρίζει δύο συχνότητες ν1 και
ν2, ενώ σε αυτή την περίπτωση η κατάσταση του πεδιου της κοιλότητας |0〉 και |1〉
αναπαριστά τα λογικά bits αντίστοιχα. Αν οι συχνότητες κενού Rabi που συνδέονται
µε τις συχνότητες που υποστηρίζονται από τις συχνότητες της κοιλότητας ν1 και ν2

είναι g1 και g2 και έχουµε αποσυντονισµό ∆ τέτοιο ώστε ωab = ν2 και ωbc = ν2 + ∆,
τότε η Ϲητούµενη πύλη µπορεί να υλοποιηθεί µε ένα άτοµο τριών επιπέδων αρχικά
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Σχήµα 3.3: Σύστηµα τριών επιπέδων για την εναλλακτική υλοποίηση της κβαντικής πύλης
ϕάσης για δυο qubits[77].

στη ϑεµελιώδη του κατάσταση (εδώ |c〉) καθώς αυτό περνάει από την κοιλότητα,
όταν : α) Ο αποσυντονισµός ∆ = g2.

ϐ) Ο χρονος αλληλεπίδρασης ατοµου-κοιλότητας είναι τέτοιος ώστε :g1τ =
√

2π.
Στην περίπτωση που η κοιλότητα έχει ένα ϕωτόνιο σε καθένα από τους δύο τρόπους
της, η αποτελεσµατική Χαµιλτονιανή για την αλληλεπίδραση µε τις προσεγγίσεις
διπόλου και στρεφόµενου κύµατος είναι :

H = H0 +H1 (3.22)

όπου
H0 = ~ν1â

†
1â1 + ~ν2â

†
2â2 + ~ωbc|b〉〈b|+ ~ωac|a〉〈a| (3.23)

και
H1 = ~g1

(
â1|b〉〈c|+ â†1|c〉〈b|

)
+ ~g2

(
â2|a〉〈b|+ â†2|b〉〈a|

)
(3.24)

Αν τις τροποποιήσουµε στην εικόνα αλληλεπίδρασης, παίρνουµε:

HI = e−
iH0t

~ H1e
iH0t

~ = H1 +H2 (3.25)

Εφόσον οι µόνες καταστάσεις που επιτρέπονται για το σύστηµα ατόµου-πεδιου
είναι αυτές που διατηρούν την ενέργεια και το συνολικό αριθµό διεγέρσεων του
συστήµατος, οι µόνες επιτρεπτές κατάστάσεις είναι οι |a, 0, 0〉,|b, 0, 1〉 και |c, 1, 1〉,
οπότε οι όροι H1 και H2 ϑα γίνουν :

H1 = ~g1

(
â1|b〉〈c|e−i∆t + â†1|c〉〈b|ei∆t

)
= ~g1

(
|b, 0, 1〉〈c, 1, 1|e−i∆t + |c, 1, 1〉〈b, 0, 1|ei∆t

) (3.26)
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και

H2 = ~g2

(
â2|a〉〈b|+ â†2|b〉〈a|

)
= ~g2 (|a, 0, 0〉〈b, 0, 1|+ |b, 0, 1〉〈a, 0, 0|)

(3.27)

Αν ορίσουµε τις ντυµένες καταστάσεις που αντιστοιχούν στον τρόπο της κοιλότητας
που υποστηρίζει τη συχνότητα ν2, ως :

|+〉 ≡ 1√
2

(|a, 0, 0〉+ |b, 0, 1〉)

|−〉 ≡ 1√
2

(|a, 0, 0〉 − |b, 0, 1〉)
(3.28)

µπορούµε να ξαναγράψουµε την έκφραση για την H2 ως:

H2 = ~g2 (|+〉〈+| − |−〉〈−|) , (3.29)

η οποία έχει ιδιοτιµές ~g2 και −~g2. Γράφοντας τη Χαµιλτονιανή H1 στην εικόνα
αλληλεπίδρασης µε την H2 προκύπτει ότι :

H1I =
~g1√

2

(
|+〉〈c, 1, 1|e−i(∆+g2)t − |−〉〈c, 1, 1|e−i(∆−g2)t

+|c, 1, 1〉〈+|ei(∆+g2)t − |c, 1, 1〉〈−|ei(∆−g2)t
) (3.30)

Αν ϑέσουµε g2 = ∆ τότε η παραπάνω έκφραση απλοποιείται ως :

H1I =
~g1√

2

(
|+〉〈c, 1, 1|e−i2∆t − |−〉〈c, 1, 1|

+|c, 1, 1〉〈+|e−i2∆t − |c, 1, 1〉〈−|
) (3.31)

Υποθέτοντας ότι ο αποσυντονισµός είναι µεγάλος, µπορούµε από αυτή την έκφραση
να αγνοήσουµε τους όρους που έχουν µεγάλη συχνότητα στο εκθετικό τους, οπότε

H1I = −~g1√
2

(|−〉〈c, 1, 1|+ |c, 1, 1〉〈−|) (3.32)

Η συχνότητα Rabi µεταξύ των επιπέδων |−〉 και |c, 1, 1〉 είναι g1/
√

2, πράγµα το
οποίο σηµαίνει ότι αν επιλέξουµε την αλληλεπίδραση έτσι ώστε g1τ =

√
2π, ϑα

πάρουµε το µετασχηµατισµό:

|c, 1, 1〉 → −|c, 1, 1〉 (3.33)

Αυτό σηµαίνει ότι η παραπάνω διαδικασία δίνει την κβαντική πύλη ϕάσης Qπ.
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3.2 Υλοποίηση του Κβαντικού Μετασχηµατισµού Fou-
rier

Μια παρόµοια προσέγγιση όπως αυτή που αναλύσαµε για τον εναλλακτικό τρόπο
υλοποίησης της κβαντικής πύλης ϕάσης, προτάθηκε από τους ίδιους συγγραφείς
στο [34], προκειµένου να περιγράψουν µια διάταξη που να υλοποιεί την «καρδιά»
του αλγορίθµου του Shor, δηλαδή τον Κβαντικό Μετασχηµατισµό Fourier, ο οποίος
όπως είδαµε είναι αρκετά πιο απαιτητικός όσον αφορά το πλήθος των qubits που
απαιτεί. Υποθέτοντας ότι ϑέλουµε να δράσουµε τον Q.F.T. σε µια κατάσταση |a〉
για την οποία 2q < a < 2q−12, τότε ϑα παίρναµε:

NQFT =
1√
2q

2q−1∑
c=0

e2πiac/2q |c〉 (3.34)

Προκειµένου να πραγµατοποιηθεί ο αλγόριθµος είναι επαρκές να περιγράψουµε
την λειτουργία της πύλης ενός qubit και την κβαντική πύλη ϕάσης για 2 qubits.
Οι πύλες ενός qubit όπως είδαµε και πριν είναι πολύ εύκολο να υλοποιηθούν κα-
ϑώς είναι περιστροφές που υλοποιούνται µε µεγάλη ακρίβεια στις διατάξεις Cavity
Q.E.D.

Ûθ,φ = cos(θ)Ι− cos(φ) sin(θ)σ̂x − i sin(φ) sin(θ)σ̂y (3.35)

Για δύο qubits j και k, η κβαντική πύλη ϕάσης για η = π δίδεται µε τον αντίστοιχο
τρόπο της 3.20 ως:

Qj,k
π = |0j, 0j〉〈0j, 0k|+ |0j, 1k〉〈0j, 1k|+

+|1j, 0k〉〈1j, 0k|+ eiπ|1j, 1k〉〈1j, 1k|
(3.36)

Προκειµένου να πραγµατοποιηθεί ο Q.F.T. για q = 3, χρειάζεται να γίνουν οι
µετασχηµατισµοί :

A0B01B02A1B12A2, (3.37)

όπου µε Ai ≡ Uπ/4,π/2 συµβολίζουµε τις πύλες ενός qubit και µε Bjk ≡ Qπ/2k−j τις
πύλες κβαντικής ϕάσης για 2 qubits. Η µοναδιαία πύλη για ένα qubit µπορεί να
υλοποιηθεί εφαρµόζοντας ένα κλασσικό πεδίο σε ένα άτοµο 2 επιπέδων, οδηγώντας
στη Χαµιλτονιανή:

H =
~Ω

2

(
e−iφ|a〉〈b|+ eiφ|b〉〈a|

)
, (3.38)

2Αν ϑέλαµε να απεικονεισουµε την κατάσταση |9〉 ≡ |1, 0, 0, 1〉 ϑα χρειαζόµασταν 4 qubits, αφού
24 < 9 < 23
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q2 A2 • •

q1 B12 A1 •

q0 B02 B01 A0

Σχήµα 3.4: Κβαντικό κύκλωµα που υλοποιεί τον QFT για q = 3. Με Ai ≡ Uπ/4,π/2
αναπαριστούµε τις πύλες ενός qubit, ενώ µε Bjk ≡ Qπ/2k−j αναπαριστούµε τις κβαντικές
πύλες ϕάσης για 2 qubits.

΄Οπου |a〉 είναι η διεγερµένη κατάσταση και |b〉 η ϑεµελιώδης. Ο τελεστής χρονικής
εξέλιξης του συστήµατος είναι :

UI(t) = exp

[
− i
~
Ht

]
= cos(Ωt/2) (|a〉〈a|+ |b〉〈b|)− i sin(Ωt/2)

(
e−iφ|a〉〈b|+ eiφ|b〉〈a|

) (3.39)

Στην παραπάνω εξίσωση, ο µετασχηµατισµός που περιγράφεται είναι µια πύλη ενός
qubit µε θ = Ωt

2
. Θεωρώντας την κβαντική πύλη ϕάσης, καθώς είναι απαραίτητο

να γίνουν παραπάνω από µία πύλες για την περιπτωση όπου q = 3, ϑα πρέπει
να εξετάσουµε την περίπτωση της χρήσης ενός ατόµου τριών επιπέδων σε διάταξη
V , όπως ϕαινεται στο σχήµα 3.5. Η µετάβαση |b〉 → |a〉 είναι εντελώς εκτός
συντονισµού µε το πεδίου της κοιλότητας, ενώ η |b〉 → |c〉 είναι συζευγµένη όντας
σε περιοχή διασποράς. Η αποτελεσµατική Χαµιλτονιανή του συστήµατος δίδεται

Σχήµα 3.5: ΄Ατοµο σε διάταξη V . Η µετάβαση |b〉 → |a〉 είναι εντελώς εκτός συντονισµού
µε την κοιλότητα, ενώ η |b〉 → |c〉 υποστηρίζεται µε σύζευξη διασποράς.

από τη σχέση:

Heff = −~g2

∆

(
ââ†|c〉〈c| − â†â|b〉〈b|

)
(3.40)
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όπου ∆ = ωcb − ν είναι ο αποσυντονισµός. Υποθέτοντας ως αρχική κατάσταση του
συστήµατος πεδίου-ατόµου την :

1

2
(|0, a〉+ |0, b〉+ |1, a〉+ |1, b〉) , (3.41)

τότε το πέρασµα του ατόµου µέσα σε µια κοιλότητα αντιστοιχεί σε αλλαγή ϕάσης
η = g2τ/∆ του όρου |1, b〉, δηλαδή:

1

2

(
|0, a〉+ |0, b〉+ |1, a〉+ eiη|1, b〉

)
(3.42)

Θέτοντας κατάλληλες τιµές για τον αποσυντονισµό ∆ και το χρόνο αλληλεπίδρασης
τ , µπορούµε να υλοποιήσουµε την Ϲητούµενη πύλη για η = π. Επιστρέφοντας στην
υλοποίηση του αλγορίθµους για q=3, προκειµένου να υλοποιηθούν οι πύλες που
απαιτούνται (B01, B02, B12), κάποιος ϑα σκεφτόταν ότι απαιτούνται τρεις διαφορετι-
κοί τύποι ατόµων. ΄Ενα από τα κύρια πλεονεκτήµατα της χρήσης ατόµων Rydberg,
είναι η ικανότητα να χρησιµοποιούµε τα ατοµικά τους υποεπίδπεδα εφαρµόζοντας
ένα εξωτερικό µαγνητικό πεδίο, συνεπώς, αίροντας τον εκφυλισµό και δηµιουρ-
γώντας τις κατάλληλες αποστάσεις µεταξύ των ατοµικών επιπέδων, προκειµένου να
έχουµε «3 διαφορετικά άτοµα». Για παράδειγµα, χρησιµοποιώντας ένα εξωτερικό
µαγνητικό πεδίο, µπορούµε να επιτύχουµε το διάγραµµα ενεργειακών επιπέδων
του σχήµατος 3.6. Η ϑεµελιώδης κατάσταση |b〉 των ατόµων αντιστοιχεί στο |1〉
ενώ οι καταστάσεις |ai〉 στο |0〉. Με αυτόν τον κοµψό τρόπο µπορούµε να είµαστε
ϐέβαιοι ότι οι µεταβάσεις |b〉 → |ai〉 είναι σε συντονισµό µόνο µε την κοιλότητα i
η οποία υποστηρίζει τη συχνότητα νi, ενώ οι πύλες ενός qubit Ai ≡ U i

π/4,π/2 που
πραγµατοποιούνται από κλασσικά πεδία συχνότητας νi κάνουν τους αναγκαίους
µετασχηµατισµούς. Οι παλµοί U i

π/2,0 χρησιµοποιούνται για να «αναποδογυρίσουν»
τις καταστάσεις |ai〉 και |b〉 πριν το άτοµο i εισέλθει στην κοιλότητα και είναι απα-
ϱαίτητοι, καθώς οι καταστάσεις έχουν οριστεί να αντιστοιχούν οι µεν |b〉 στο |1〉, οι
δε |ai〉 στο |0〉. Το σχήµα απεικονίζεται στο 3.7.

Οι χρόνοι αλληλεπίδρασης τ , η σταθερά σύζευξης g και οι αποσυντονισµοί δi
επιλέγονται ώστε g2τ

δj−k
= π/2j−k. Ιδιαίτερα όσον αφορά το χρόνο αλληλεπίδρασης

και τις σταθερές σύζευξης, επιλέγονται ώστε καθώς το άτοµο i να περνάει µέσα από
την κοιλότητα Ci, να µεταφέρει την καταστασή του στην κοιλότητα και να ϐγαίνει
στη ϑεµελιώδη κατάσταση, ούτως ώστε η «πληροφορία» να µένει στις κοιλότητες.
Η ανάγνωση της κατάστασης απαιτεί µια τριάδα ατόµων προετοιµασµένων στην
ϑεµελιώδη κατάσταση και σε συντονισµό µε την κάθε κοιλότητα, ούτως ώστε αν
ένα άτοµο εξέλθει στην ϑεµελιώδη κατάσταση το αποτέλεσµα να συµπεράνουµε ότι
είναι 0, ενώ αν εξέλθει στη διεγερµένη κατάσταση να αντιστοιχεί στο 1. Αυτή η
διάταξη µπορεί ϑεωρητικά να υλοποιηθεί για n qubits. Στο επόµενο κεφάλαιο
ϑα δούµε πώς µπορούµε να επεκτείνουµε τη χρήση των Κοιλοτήτων, ϕτιάχνοντας
εξαιρετικά µοντέλα για άλλες εφαρµογές, συµπεριλαµβανοµένης της Κβαντικής
Προσωµείωσης.
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Σχήµα 3.6: Ατοµικά επίπεδα υπό την επίδραση του µαγνητικού πεδίου. Για κάθε άτοµο η
ϑεµελιώδης κατάσταση |b〉 αντιστοιχεί στο |1〉 και η |ai〉 στο |0〉.

Σχήµα 3.7: Πρόταση πειραµατικής διάταξης για τον αλγόριθµο του Κβαντικού Μετασχηµα-
τισµού Fourier για 3 qubits.
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Κεφάλαιο 4

Υλοποίηση κβαντικών πυλών σε
συστοιχίες συζευγµένων
κοιλοτήτων

Στην περιγραφή της πειραµατικής υλοποίησης του αλγορίθµου του Shor, συζητή-
σαµε το πώς ένα σύστηµα τριών κοιλοτήτων ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για
να πραγµατοποιηθούν οι απαραίτητες πύλες στην περίπτωση των δύο qubits. Οι
ϕωτονικές κοιλότητες υποστήριζαν διαφορετικές συχνότητες, προκειµένου να αλ-
ληλεπιδρούν µε συγκεκριµένα άτοµα κάθε ϕορά, για να γίνουν οι απαραίτητες
πύλες στα qubits. Επιπλέον, δεν απαιτήσαµε να υπάρχει δυνατότητα µεταφοράς
του πεδίου από τη µια κοιλότητα στην άλλη, αλλά απλά να επιτρέπεται η διέλευση
των ατόµων καθώς και η ϱύθµιση της ταχύτητας των ατόµων ώστε να επιτυγχάνεται
η ακριβής υλοποίηση της επιθυµητής πύλης µέσω της αλληλεπίδρασής τους µε το
πεδίο της κοιλότητας.

Πέρα από την ιδέα των Κβαντικών Υπολογιστών, ο Feynman σε µια εργασία
του το 1982 πρότεινε και την ιδέα των «Κβαντικών Προσοµοιωτών»(Quantum Si-
mulators) [21],[36],[78],[79], η οποία συνίσταται στο γεγονός ότι η συµπεριφορά
πολύπλοκων κβαντικών συστηµάτων για τα οποία είναι αδύνατη η προσοµοίωση
µε κλασσικούς υπολογιστές, µπορεί να µελετηθεί χρησιµοποιώντας άλλα κβαντι-
κά συστήµατα στα οποία έχουµε περισσότερο έλεγχο. Με αυτόν τον τρόπο έγινε
εµφανές ότι είναι δυνατός ο προσδιορισµός της συµπεριφοράς διαφόρων ϕαινοµέ-
νων που έχουν ελλιπή ϑεωρητική εξήγηση, όπως οι κβαντικές µεταβάσεις ϕάσης
στη Φυσική Στερεάς Κατάστασης και το µοντέλο Hubbard. Πιο πρόσφατα, έγιναν
προσπάθειες για την περιγραφή εξωτικών ϕυσικών ϑεωριών της Φυσικής Υψηλών
Ενεργειών, όπως το µοντέλο Thirring που προβλέπει την επανακανονικοποίηση της
µάζας [80, 81].

Για την υλοποίηση των Κβαντικών Προσοµοιωτών έχουν χρησιµοποιηθει οπτικά
πλέγµατα στα οποία είναι ενσωµατωµένα ψυχρά άτοµα (optical lattices trapping
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cold atoms)[82, 83, 84, 85], παγίδες ιόντων [45, 86, 87, 88, 89] καθώς και διατάξεις
Πυρηνικού Μαγνητικού Συντονισµού[90, 91]. Η ιδέα της χρήσης συζευγµένων κοι-
λοτήτων κάθε µία εκ των οποίων έχει ενσωµατωµένο ένα σύστηµα δύο επιπέδων ως
Κβαντικό Προσοµοιωτή, αρχικά προτάθηκε για τη µελέτη ϕαινοµένων όπως οι µε-
ταβάσεις Mott και µοντέλα spin XY [37]. Ακολούθησαν µελέτες των διαγραµµάτων
ϕάσης του συστήµατος και εφαρµογές που αφορούσαν την προσοµείωση «εξωτικών»
ϕαινοµένων της Φυσικής Στερεάς Κατάστασης [92, 93, 94, 95, 96, 97, 98].

Τελευταία, µελέτες συστοιχιών Jaynes-Cummings µε απώλειες έχουν εµφανι-
στεί, στις οποίες µελετάται το µοντέλο Jaynes-Cummings-Hubbard εκτός στατικής
ισορροπίας, καθώς και η «επιβίωση» ϕαινοµένων των αποτελεσµάτων από την κα-
τάσταση ισορροπίας στην πραγµατική κατάσταση του συστήµατος [99, 100, 101,
102, 103, 104].

Αυτή η εκπληκτική καινούρια προοπτική διέγειρε έντονο ερευνητικό ενδιαφέ-
ϱον και οδήγησε στην πειραµατική πρόοδο συγκεκριµένων διατάξεων, που µπο-
ϱούν να έχουν και ως απώτερο σκοπό τον Κβαντικό Υπολογιστή. Η πιο συναρπα-
στική πρόοδος έχει επιτευχθεί κυρίως σε πειράµατα circuit QED [105].

Σε αυτό το τελευταίο κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την απλή περίπτωση δύο συ-
Ϲευγµένων κοιλοτήτων και ϑα εξερευνήσουµε τη δυνατότητα υλοποίησης κβαντικών
αλγορίθµων µε τη χρήση αυτής της διάταξης.

4.1 ∆υναµική στο µοντέλο δύο συζευγµένων κοιλο-
τήτων

Το µοντέλο Jaynes-Cummings για την περιγραφή της αλληλεπίδρασης ενός α-
τόµου δύο επιπέδων µε ένα µονοχρωµατικό ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, είδαµε ότι
περιγράφεται από τη Χαµιλτονιανή:

ĤJ−C =
1

2
~ω0σ̂3 + ~ωâ†â+ ~g

(
σ̂+â+ σ̂−â

†) (4.1)

Αν ϑεωρήσουµε ένα σύστηµα δύο άδειων κοιλοτήτων, κάθε µία εκ των οποίων
υποστηρίζει µια συχνότητα ωi, οι οποίες έχουν συζευχθεί (πχ µε το να ϕέρουµε
τις κοιλότητες κοντά ούτως ώστε να επικαλύπτονται οι τρόποι ταλάντωσής τους) ϑα
επιτρέπεται στο πεδίο της κοιλότητας C1 να µεταφέρεται στη C2, µε ϱυθµό J , οπότε
έχουµε µια Χαµιλτονιανή της µορφής:

Ĥ = ~ω1â
†
1â1 + ~ω2â

†
2â2 + J

(
â†1â2 + â†2â1

)
(4.2)

Εδώ, συµβολίζουµε µε âi , â†i τους τελεστές δηµιουργίας και καταστροφής των
ϕωτονίων και µε J την παράµετρο (ή ϱυθµό) µεταπήδησης του πεδίου από τη µια
κοιλότητα στην άλλη. Αξίζει να αναφέρουµε ότι αυτή η παράµετρος µεταπήδησης
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Σχήµα 4.1: Σύστηµα δύο συζευγµένων κοιλοτήτων αλληλεπιδρώντων µε άτοµα.

που ως ϱυθµός, έχει διαστάσεις συχνότητας [106],[107], ορίζεται ως η επικάλυψη
των πεδίων των δύο κοιλοτήτων και είναι ανάλογος µε την ποσότητα:

J ∝
∫
d~r~u1 (~r − ~r1) · ~u2 (~r − ~r2) (4.3)

΄Οπου ~ui (~r − ~ri) είναι το διανυσµατικό πεδίο της κατανοµής του κάθε τρόπου,
~r το διάνυσµα ϑέσης ενός σηµείου µέσα στην κοιλότητα και ~ri είναι ένα σηµείο
αναφοράς µέσα σε κάθε κοιλότητα. Υποθέτοντας ότι ω1 = ω2 = ω 1 µπορούµε να
ορίσουµε τις ποσότητες :

Â1 =
1√
2

(â1 + â2)

Â2 =
1√
2

(â1 − â2) ,
(4.4)

οι οποίες µας οδηγούν στην εξίσωση:

Ĥfield = ~ωc1Â†1Â1 + ~ωc2Â†2Â2 (4.5)

Οι νέες συχνότητες ωc1,2 = ω ± J αντιστοιχούν στους αντίστοιχους τρόπους ταλάν-
τωσης ενός µηχανικού συστήµατος που αποτελείται από δύο συζευγµένα ελατήρια.
Η γενική περίπτωση εξετάζεται αναλυτικά στο [106]. Είναι εύκολο να επαληθεύσει
κανείς ότι αυτοί οι «απεντοπισµένοι» delocalised τρόποι ταλάντωσης του πεδίου,

1Σε αυτή την εκφυλισµένη περίπτωση ο παράγοντας µεταπήδησης περιορίζεται ϑεωρητικά από
την τιµή |J | < ω/2
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υπακούουν στις µεταθετικές σχέσεις µποζονικών τελεστών (όπως άλλωστε ϑα περί-
µενε κανείς), δηλαδή ότι : [

Ai, A
†
i

]
= 1 , i = 1, 2, ... (4.6)

Υποθέτοντας ότι κάθε κοιλότητα τώρα έχει στο εσωτερικό της ένα σταθερό σύστηµα
δύο επιπέδων, η συνολική Χαµιλτονιανή του συστήµατος ϑα δίνεται ως :

Ĥ = ĤJ−C,1 + ĤJ−C,2 + J
(
â†1â2 + â†2â1

)
⇔

Ĥ =
∑
j=1,2

[
~ω0σ̂j3

2
+ ωj â

†
j âj + g

(
âjσ̂j+ + â†jσ̂j−

)]
+ J

(
â†1â2 + â†2â1

) (4.7)

Αυτή η Χαµιλτονιανή περιγράφει πλήρως την αλληλεπίδραση του συστήµατος. ΄Ο-
πως είναι εµφανές, ο συνολικός αριθµός διεγέρσεων διατηρείται. Θα µελετήσουµε
τη δυναµική του συστήµατος για την περίπτωση της µίας διέγερσης. Σ΄ αυτήν την
περίπτωση ϑεωρούµε τη γενική κατάσταση του συστήµατος :

|ψ(t)〉 = a(t)|g1g210〉+ b(t)|g1g201〉+ c(t)|e1g200〉+ d(t)|g1e200〉 (4.8)

Οι πρώτοι δύο όροι σε κάθε ket περιγράφουν την κατάσταση των ατόµων 1 και 2
αντίστοιχα, ενώ οι τελευταίοι 2 έχουν την πληροφορία της κατάστασης των κοιλοτή-
των 1 και 2. Η χρονική εξέλιξη αυτής της κατάστασης για µία διέγερση µε τη χρήση
των απεντοπισµένων τρόπων ταλάντωσης, δίδεται από την εξίσωση Schrödinger µε
τη χρήση των απεντοπισµένων τρόπων (j = 1, 2):

αj(t) = a(t) + (−1)jb(t)

βj(t) = c(t) + (−1)jd(t)
(4.9)

Η εξίσωση Schrödinger χρησιµοποιώντας τους παραπάνω απεντοπισµένους τρό-
πους δίνει :

αj(t) = e−i(ω0−Ωj/2)t

[
αj(0) cos (νjt) +

i

νj

(
Ωj

2
αj(0)− gβj(0)

)
sin (νjt)

]
βj(t) = e−i(ω0−Ωj/2)t

[
βj(0) cos (νjt)−

i

νj

(
Ωj

2
βj(0)− gαj(0)

)
sin (νjt)

] (4.10)

΄Οπου ϑέσαµε

νj =

√(
Ωj

2

)2

+ g2 και (4.11)

Ω1,2 = ∆± J (4.12)
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση 4.4 κι ένα νέο σύνολο τελεστών για να περιγράψουµε
τους ατοµικούς συλλογικούς τρόπους, οι οποίοι ορίζονται µε τη σχέση

Ŝ1+ =
1√
2

(σ̂1+ + σ̂2+)

Ŝ2+ =
1√
2

(σ̂1+ − σ̂2+) ,
(4.13)

είµαστε σε ϑέση να ξαναγράψουµε την πλήρη Χαµιλτονιανή του συστήµατος στη
µορφή:

Ĥ =
∑
j=1,2

[
ω0Ŝj+Ŝj− + ωcjÂ

†
jÂj + g

(
ÂjŜj+ + Â†jŜj−

)]
(4.14)

Προκειµένου να διερευνήσουµε την περιοχή παραµέτρων που µας επιτρέπεται
να χρησιµοποιηθεί αυτή η διάταξη ώστε να υλοποιηθεί η επιθυµητή κβαντική πύ-
λη, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αναλυτικές µεθόδους και υπολογιστικές, οι
οποίες παρουσιάζονται στα επόµενα.

4.2 Αναλυτική µέθοδος

Η µορφή της εξίσωσης 4.14, µοιάζει µε τη µορφή της σχέσης 4.1. Πράγµατι,
µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι αν ϑεωρήσουµε τη Χαµιλτονιανή αλληλεπίδρασης

ĤI =
∑
j=1,2

[
g
(
ÂjŜj+ + Â†jŜj−

)]
(4.15)

και γράψουµε τη µορφή της στην εικόνα αλληλεπίδρασης σε σχέση µε τον όρο

Ĥ0 =
∑
j=1,2

(
ω0Ŝj+Ŝj− + ΩjÂ

†
jÂj

)
, (4.16)

τότε έχουµε µια παρόµοια διαδικασία σαν αυτή που κάναµε για να περιγράψουµε
την χρονική εξέλιξη µιας κατάστασης για το µοντέλο Jaynes-Cummings. Πράγµατι,
εφόσον

[
Ĥ0, ĤI

]
, η Χαµιλτονιανή αλληλεπίδρασης στην εικόνα αλληλεπίδρασης ϑα

έχει τη µορφή:

ĤI = g
(
Â†1Ŝ1−e

−iΩ1t + Â†2Ŝ2−e
−iΩ2t + Hermitian Conjugate

)
(4.17)

Αυτή η µορφή µας δείχνει ότι κάθε όρος της Χαµιλτονιανής ταλαντώνεται στην
αντίστοιχη συχνότητα Ωi, ωστόσο, αυτή η µορφή δεν επιτρέπει την ξεκάθαρη πα-
ϱατήρηση της µεταφοράς της κατάστασης µεταξύ των δύο ατόµων, που είναι και
το ϐασικό χαρακτηριστικό για την επιθυµητή πύλη όπως είδαµε και στη συζήτηση
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για τον αλγόριµο Grover [75]. Προκειµένου να πάρουµε αυτή την έκφραση, στο
[108] ακολουθείται η διαδικασία που προτείνεται από το [109] για την εξαγωγή της
ενεργής Χαµιλτονιανής του συστήµατος, που απλοποιεί τη Χαµιλτονιανή χωρίς να
απαλείφει την αλληλεπίδραση ατόµου-πεδίου. Η «ενεργή» (effective) Χαµιλτονιανή
ορίζεται από τη χρονική παράγωγο του µέσου (χρονικά) τελεστή χρονικής εξέλιξης :

i
∂

∂t
Û(t) = Ĥeff Û(t) (4.18)

Η χρονικά µέση τιµή ενός τελεστή Ô ορίζεται ως :

Ô(t) =

∫ ∞
−∞

f (t− t′) Ô(t′)dt′ (4.19)

Η συνάρτηση f(t − t′), εξυπηρετεί το σκοπό της απαλοιφής των γρήγορα ταλαν-
τούµενων όρων που περιέχονται στους τελεστές, λειτουργώντας ως «ϐαθυπερατό
ϕίλτρο» για τη διαδικασία της εύρεσης της χρονικά µέσης τιµής της Χαµιλτονια-
νής2. Η σύγκριση µε την εξίσωση Schrödinger i ∂

∂t
Û(t) = ĤIÛ(t) για τον τελεστή

εξέλιξης για τον οποίο δεν παίρνουµε τη µέση τιµή του, µας επιτρέπει να γράψουµε
την ενεργή Χαµιλτονιανή ως µια σειρά των ĤI και Û . Απαλείφοντας τους όρους που
είναι παραπάνω από δεύτερης τάξης για το ĤI σ΄ αυτό το ανάπτυγµα, παίρνουµε
την έκφραση:

Ĥeff = ĤI(t) +
1

2

{[
ĤI(t), Û1(t)

]
−
[
ĤI(t), Û1(t)

]}
(4.20)

Αντικαθιστώντας το Û1(t) από την έκφραση που προέρχεται από το ανάπτυγµα σε
όρους του ĤI(t) για τον τελεστή χρονικής εξέλιξης Û(t), παίρνουµε:

Û1(t) =
1

i

∫ t

t0

ĤI(t
′)dt′ (4.21)

Ο άµεσος υπολογισµός αυτού του ολοκληρώµατος για τη Χαµιλτονιανή αλληλεπί-
δρασης 4.17, µας οδηγεί στο µοναδιαίο τελεστή της µορφής:

V̂ (t) = g

(
Â†1Ŝ1−e

−iΩ1t

Ω1

+
Â†2Ŝ2−e

−iΩ2t

Ω2

− Herm. Conj.

)
(4.22)

2∆εν ϑα ορίσουµε κάποια συγκριµένη συνάρτηση εδώ. Απλά ϑα χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες
αυτής της συνάρτησης για την απαλοιφή των γρήγορα ταλαντούµενων όρων.
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Ακολουθώντας αυτή τη διαδικασία προκειµένου να προκύψει η έκφραση για την
ενεργή Χαµιλτονιανή, πρέπει να υπολογίσουµε το µεταθέτη :

[
ĤI(t), V̂ (t)

]
:

[
ĤI(t), V̂ (t)

]
=

2g2

Ω1

[
Â1Ŝ1+, Â

†
1Ŝ1−

]
+

2g2

Ω2

[
Â2Ŝ2+, Â

†
2Ŝ2−

]
+

+g2e2iJt

(
1

Ω1

+
1

Ω2

)[
Â1Ŝ1+, Â

†
2Ŝ2−

]
+

+g2e2iJt

(
1

Ω1

+
1

Ω2

)[
Â2Ŝ2+, Â

†
1Ŝ1−

] (4.23)

Η µορφή της εξίσωσης 4.23 δεν µπορεί να αντιµετωπιστεί αναλυτικά πλήρως, οπότε
ϑα πρέπει να κάνουµε συγκεκριµένες προσεγγίσεις για την επίλυσή της.

4.2.1 Περιοχή υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης

Αρχικά λοιπόν, ας ϑεωρήσουµε την περίπτωση όπου έχουµε έναν πολύ µεγάλο
ϱυθµό µεταπήδησης J >> {∆, g}. Οι δυο τελευταίοι όροι ταλαντώνονται µε συ-
χνότητα 2J . ΄Οπως έγινε σε όλη τη διαδικασία που ακολουθήσαµε για να πάρουµε
αυτή τη σχέση, οι όροι που εµφανίζουν το Ωi ή J έχουν µηδενική χρονική µέση
τιµή, οπότε απαλείφονται. Συνεπώς, η έκφραση για την ενεργή Χαµιλτονιανή Ĥeff

ϑα δίδεται από τη σχέση:

Ĥeff =
g2

Ω1

[
Â1Ŝ1+, Â

†
1Ŝ1−

]
+
g2

Ω2

[
Â2Ŝ2+, Â

†
2Ŝ2−

]
(4.24)

Αυτή η µορφή δεν περιγράφει απτά τον τρόπο µε τον οποίο η διέγερση του συ-
στήµατος µεταπηδά απευθείας από το ένα άτοµο στο άλλο. Η χρονική εξέλιξη
του συστήµατος µας επιβάλλει να χρησιµοποιήσουµε τη Χαµιλτονιανή στην εικόνα
Schrödinger. Μετά από αρκετές πράξεις ϑα πάρουµε το αποτέλεσµα:

Ĥ′ = Ĥ0 +

αλληλεπίδραση αποσυντονισµού µεταξύ ατόµων και απεντοπισµένων τρόπων του πεδίου︷ ︸︸ ︷
2∑

i,j=1

g2

2Ωi

(
ÂiÂ

†
i |e〉j〈e| − Â

†
i Âi|g〉j〈g|

)
+

+
g2

Ω1Ω2

J (σ̂1+σ̂2− + σ̂2+σ̂1−)︸ ︷︷ ︸
µεταφορά κατάστασης χωρίς µεσολάβηση των πεδίων των κοιλοτήτων

(4.25)

Ο όρος Ĥ0 αντιστοιχεί στην ενέργεια των απεντοπισµένων τρόπων των ατόµων και
των πεδίων και είναι ο όρος που γράψαµε στην εξίσωση 4.16. Ο δεύτερος όρος
περιγράφει την αλληλεπίδραση αποσυντονισµού µεταξύ των ατόµων και των απεν-
τοπισµένων τρόπων των πεδίων. ΄Οπως συζητήσαµε σε προηγούµενες περιπτώσεις
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Σχήµα 4.2: Πλάτη πιθανότητας που αντιστοιχούν στη διέγερση ενός συγκεκριµένου τρόπου
ή ατόµου ως συνάρτηση του χρόνου για την περίπτωση µεγάλου ϱυθµού µεταπήδησης, υπο-
ϑέτοντας ότι το σύστηµα ξεκίνσηε από την κατάσταση |eg00〉. Εδώ, J = 10g, ∆ = 0.1g και
ω = 1000g, ενώ ο χρόνος είναι σε µονάδες gJ

2π

αλληλεπιδράσεων αποσυντονισµού, δεν υπάρχει ανταλλαγή ενέργειας µεταξύ ατό-
µων και πεδίων, όµως τα άτοµα έµφανίζουν µετατόπιση Stark. Ο τελευταίος όρος
είναι που περιγράφει την µεταφορά κατάστασης µεταξύ των ατόµων χωρίς διέγερ-
ση στα πεδία των κοιλοτήτων. Θέτοντας G = g2/Ω1Ω2 και χρησιµοποιώντας τις
εξισώσεις κίνησης 4.9, 4.10, παίρνουµε τη σχέση:

a(t) = e−i(ω−G∆)t [a(0) sin(Jt)− b(0) cos(Jt)]

b(t) = e−i(ω−G∆)t [−ia(0) cos(Jt) + ib(0) sin(Jt)]

c(t) = e−i(ω0+G∆)t [c(0) cos(GJt)− id(0) sin(GJt)]

d(t) = e−i(ω0+G∆)t [−ic(0) sin(GJt) + d(0) cos(GJt)]

(4.26)

΄Οπως είναι εµφανές, η κατάσταση µεταφέρεται από το ένα άτοµο στο άλλο µε
ϱυθµό GJ , όπου

G =
g2

Ω1Ω2

=
g2

(∆ + J)(∆− J)
(4.27)

Μία κατάλληλη επιλογή παραµέτρων για αυτή την περίπτωση υψηλού ϱυθµού
µεταπήδησης είναι να ϑέσουµε J = 10g,∆ = 0.1g,g = 5.10−3ω0. Θέτοντας την
αρχική κατάσταση του συστήµατος στην |ψ(0)〉 = |eg00〉 και χρησιµοποιώντας την
πλήρη µορφή της Χαµιλτονιανής για τη χρονική εξέλιξη του συστήµατος, λαµβά-
νουµε τα πλάτη πιθανότητας για τη µετάβαση της διέγερσης από το ΄Ατοµο 1 στο
΄Ατοµο 2, καθώς και τα αντίστοιχα πλάτη πιθανότητας για τη µετάβαση της διέγερ-
σης στους τρόπους ταλάντωσης του πεδίου. Αυτές οι πιθανότητες απεικονίζονται
συναρτήσει του χρόνου στη γραφική παράσταση 4.2.
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Η γραφική παράσταση δείχνει ξεκάθαρα ότι στην περίπτωση υψηλού ϱυθµού
µεταπήδησης ϕωτονίων, η διέγερση έχει πολύ µεγαλύτερη πιθανότητα να ϐρεθεί
σε ένα από τα άτοµα, παρά στα πεδία των κοιλοτήτων. Η σηµασία αυτού του
γεγονότος ϑα ϕανεί ξεκάθαρα όταν ϑα έχουµε να µελετήσουµε µια µη ιδανική
κοιλότητα όπως ϑα δούµε αργότερα. Αυτή η αµοιβαία ανταλλαγή κατάστασης,
συµβαίνει µε συχνότητα GJ όπως προβλέπει η αναλυτική λύση 4.26.

Θέτοντας τις αριθµητικές τιµές για τις παραµέτρους αυτής της περίπτωσης στην
έκφραση της ποσότητας GJ µπορούµε να υπολογισουµε ότι η περίοδος µετάβασης
της κατάστασης από το ΄Ατοµο 1 στο ΄Ατοµο 2 ϑα είναι :

TLH =
2π

GJ
=

2π
g2

Ω1Ω2
J

=
2π
g2

(∆+J)(∆−J)
J

=
2π(∆2 − J2)

g2J
' 2πJ

g2
,αφού ισχύει ότι ∆ << J

(4.28)

4.2.2 Περιοχή µεγάλου αποσυντονισµού

Η συµπεριφορά του µοντέλου Jaynes-Cummings στην περιοχή µεγάλου αποσυντο-
νισµού µας οδηγεί στο να ελέγξουµε το κατά πόσον υπάρχει ενδιαφέρουσα ϕυσική
και σε αυτή την περιοχή παραµέτρων. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως
και για την περίπτωση υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης, πρέπει και πάλι να υπολο-
γίσουµε την ενεργή Χαµιλτονιανή. Λόγω του ότι ϑεωρούµε ότι ο αποσυντονισµός
είναι πολύ µεγαλύτερος από τη σταθερά σύζευξης ατόµου-πεδίου και του ϱυθµού
µεταπήδησης, δηλαδή ∆� {J, g}, οι όροι που ταλαντώνονται µε ϱυθµούς Ω1 ή Ω2

απαλείφονται στη διαδικασία υπολογισµού του χρονικού µέσου όρου. Συνεπώς η
ενεργή Χαµιλτονιανή στην εικόνα Schrödinger γίνεται :

Ĥ′ = Ĥ0 +
2∑
j=1

g2∆

Ω1Ω2

(
âj â
†
j|e〉j〈e| − â

†
j âj|g〉j〈g|

)
+

g2J

2Ω1Ω2

(
Â†2Â2 − Â†1Â1

)
(σ̂1z + σ̂2z) +

+
g2J

Ω1Ω2

(σ̂1+σ̂2− + σ̂2+σ̂1−)

(4.29)

Ο τελευταίος όρος αυτής της έκφρασης είναι ο ίδιος που υπολογίσαµε για την
περίπτωση µεγάλου ϱυθµού µεταπήδησης και περιγράφει την άµεση αλληεπίδρα-
ση των ατόµων. Ωστόσο, παρατηρούµε ότι οι όροι της µετατόπισης Stark είναι δια-
ϕορετικοί. Στην προηγούµενη πείπτωση κάθε άτοµο µπορούσε να αλληλεπιδράσει
µε τους απεντοπισµένους τρόπους του συνολικού πεδίου, όµως τώρα, καθώς ϐρι-
σκόµαστε στην περιοχή αποσυντονισµού, η µετατόπιση χωρίζεται σε δύο όρους. Ο
πρώτος όρος περιγράφει την αλληλεπίδραση κάθε ατόµου µε την κοιλότητα στην



80 Υλοποίηση κβαντικών πυλών σε συστοιχίες συζευγµένων κοιλοτήτων

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Time in units of period T=π∆2 /(g2 J)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

A
m

p
lit

u
d
e
 P

ro
b
a
b
ili

ty

Probability amplitudes for the large detuning case. 
 ω0 =1000,g=5 ∗10−3ω0 ,∆ =10g,J=2g/5

Excitation in Atom 1
Excitation in Atom 2
Excitation in Cavity 1
Excitation in Cavity 2

Σχήµα 4.3: Πλάτη πιθανότητας που αντιστοιχούν στη διέγερση ενός συγκεκριµένου τρόπου
των ατόµων ή των πεδιων ως συνάρτηση του χρόνου, για παραµέτρους στην περιοχή αποσυν-
τονισµού, υποθέτοντας ότι η αρχική κατάσταση του συστήµατος είναι η |eg00〉. Οι παράµετροι

είναι ∆ = 10g, g = 5.10−3ω0, J = (2/5)g, ενώ ο χρόνος είναι σε κλίµακα του π
2

∆2

g2J

οποία ϐρίσκεται, ενώ ο δεύτερος τη µετατόπιση λόγω του απεντοπισµένου πεδίου
και είναι πολύ µικρότερος από τον πρώτο, οπότε για µεγάλες τιµές αποσυντονι-
σµού µπορούµε να τον αγνοήσουµε. ΄Οσον αφορά τις εξισώσεις κίνησης ϑα έχουν
ακριβώς την ίδια µορφή µε τις 4.26. Συνεπώς µπορούµε να επαληθεύσουµε το
γεγονός ότι δεν υπάρχει µεταφορά ενέργειας µεταξύ των τρόπων του πεδίου και
των ατόµων καθώς και ότι µια διέγερση µεταφέρεται περιοδικά από το ένα άτοµο
στο άλλο µε σταθερό ϱυθµό, ίσο µε GJ . Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία που
ακολουθήθηκε για την εύρεση της περιόδου µεταφοράς της διέγερσης από το έ-
να άτοµο στο άλλο στην περίπτωση υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης ϕωτονίων, αλλά
πλέον µε τις συνθήκες της περιοχής αποσυντονισµού, η ϐρίσκουµε ότι η περίοδος
σάυτήν την περιοχή ϑα είναι :

Tdisp '
π∆2

g2J
(4.30)

Οι απαιτήσεις της περιοχής αποσυντονισµού είναι ∆� {J, g}, οπότε µια καλή
επιλογή παραµέτρων ϑα είναι g = 5× 10−3ω0, ∆ = 10g, J = (2/5)g. Στην εικόνα
4.3 παρουσιάζουµε τα αριθµητικά αποτελέσµατα για αυτήν την περίπτωση. Μπο-
ϱούµε να διαπιστώσουµε ότι και σε αυτήν την περίπτωση, η πιθανότητα µετάβασης
της κατάστασης στους τρόπους του πεδίου είναι πάρα πολύ µικρή, όπως και στην
περίπτωση υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης.
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Ωστόσο ο χρόνος που απαιτείται για να γίνει αυτή η µεταφορά κατάστασης από
το άτοµο 1 στο άτοµο 2 είναι κατά πολύ αυξηµένος, µειώνοντας την απόκριση του
συστήµατος. Παρατηρούµε ότι η περίοδος µετάβασης της κατάστασης από το ένα
άτοµο στο άλλο είναι T = π∆2

g2J
. Θέτοντας διαφορετικές τιµές για τις παραµέτρους,

παρατηρήσαµε (χωρίς να το δείχνουµε εδώ) ότι για µικρές τιµές του ∆, όπως ανα-
µένεται άλλωστε, υπάρχει µια µεγάλη πιθανότητα η κατάσταση να περάσει στους
τρόπους του πεδίου, όµως καθώς αυξάνεται ο αποσυντονισµός (µε τα g και J στα-
ϑερά), παρατηρήσαµε ότι ελαχιστοποιείται. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι η
µεταφορά της κατάστασης από τους συλλογικούς ατοµικούς τρόπους στους τρό-
πους του πεδίου, απαιτεί ένα σηµαντικό ποσό ενέργειας, οπότε στην περίπτωση
αποσυντονισµού σχεδον εξαλείφεται.

4.2.3 Περίπτωση συντονισµού

Η τελευταία περιοχή που ϑα διερευνήσουµε είναι η περίπτωση που οι απεντοπισµέ-
νοι τρόποι του πεδίου είναι σε συντονισµό µε τους απεντοπισµένους συλλογικούς
ατοµικούς τρόπους. Σάυτή την περίπτωση τα άτοµα ανταλλάσουν ενέργεια όχι ά-
µεσα µεταξύ τους, αλλά µέσω των απεντοπισµένων τρόπων του πεδίου, σε αντίθεση
µε τις δύο προηγούµενες περιπτώσεις. Προκειµένου να υπολογίσουµε την ενεργή
Χαµιλτονιανή στην εικόνα Schrödinger, τώρα απαλείφουµε τους όρους που περιέ-
χουν συχνότητες 2J και Ω1. Η Χαµιλτονιανή για αυτή την περίπτωση, µπορεί να
αποδειχθεί ότι είναι :

Ĥ′ = Ĥ0 + g
(
Â†2Ŝ2− + Â2Ŝ2+

)
+

g2

2Ω1

[
Â1Â

†
1 (|e〉1〈e|+ |e〉2〈e|)−

−Â†1Â1 (|g〉1〈g|+ |g〉2〈g|)− (σ̂1+σ̂2− + σ̂2+σ̂1−)
] (4.31)

Ο δεύτερος όρος περιγράφει την ανταλλαγή ενέργειας µεταξύ των συντονισµένων,
απεντοπισµένων τρόπων των ατόµων και των πεδίων.Ŝ2 και Â2. Ο τρίτος όρος πε-
ϱιγράφει την αλληλεπίδραση αποσυντονισµού µεταξύ των τρόπων Ŝ1 και Â1 καθώς
είναι πολύ αποσυντονισµένοι. Επιπλέον παρατηρούµε µια µετατόπιση Stark των
ατόµων, η οποία εξαρτάται τώρα από την κατάσταση του Â1, ενώ ο τελευταίος όρος
περιγράφει την άµεση µεταφορά ενέργειας µεταξύ των ατόµων, χωρίς τη µεσολά-
ϐηση του πεδίου. Για αυτή την περίπτωση οι εξισώσεις κίνησης ϑα δώσουν την
ακριβή συµπεριφορά του συστήµατος. Καθώς η αλληλεπίδραση αποσυντονισµού
µπορεί να αγνοηθεί

(
g2

2Ω1
� g

)
για χρόνους µικρότερους από Ω1/g

2, αναµένου-
µε µια συµπεριφορά παρόµια µε την περίπτωση ενός ατόµου συζευγµένου σε µια
κοιλότητα. Η διαφορά εδώ είναι πλέον ότι το ϱόλο του πεδίου (της παλιάς περίπτω-
σης), πλέον τον έχει το απεντοπισµένο πεδίο Â2, ενώ το αντίστοιχο ισχύει και για τα
άτοµα µε τον Ŝ2. Αν ϑεωρήσουµε ότι οι τρόποι του πεδίου για t = 0 δεν περιέχουν
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Σχήµα 4.4: Πλάτη πιθανότητας που αντιστοιχούν στη διέγερση ενός συγκεκριµένου τρόπου
των ατόµων ή των πεδιων ως συνάρτηση του χρόνου, για παραµέτρους στην περιοχή συν-
τονισµού, υποθέτοντας ότι η αρχική κατάσταση του συστήµατος είναι η |eg00〉. Σε αυτή την
περίπτωση, g = 5.10−3ω0,∆ = 10g,, J = 10g, ενώ ο χρόνος εκφράζεται συναρτήσει της
περιόδου 2π

g

διέγερση (αj(0) = 0), τότε η εξέλιξη των ατοµικών τρόπων ϑα είναι :

β1(t) = e−i(ω0+g2/Ω1)tβ1(0)

β2(t) = e−i(ω0+g2/Ω2)tβ2(0) cos

[(
g +

Ω2
2

8g

)
t

] (4.32)

Η συζευξη του τρόπου Ŝ1, µε αποσυντονισµό, στο πεδίο κρατάει τον πληθυσµό του
σταθερό, ενώ ο ατοµικός τρόπος Ŝ2 ταλαντώνεται µε ϱυθµό περίπου g (καθώς ο
όρος Ω2

2

8g
είναι αµελητέος) λόγω της µεταφοράς της διέγερσης µεταξύ των Â2 και Ŝ2.

Η διαφορά ϕάσης µεταξύ τους είναι :

δ =
Ω2

2
+
g2

Ω1

(4.33)

Αν έχουµε συντονισµό, ούτως ώστε Ω2 = 0 και g2/Ω1 � 1 αυτή η διαφορά ϕάσης
είναι σχεδόν µηδέν, συνεπώς οι δύο απεντοπισµένοι τρόποι ταλαντώνονται µε σχε-
δόν ίσες συχνότητες. Θέτοντας τις αρχικές συνθήκες a(0) = 0, b(0) = 0, d(0) = 0
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ϐρίσκουµε ότι :

a(t) = b(t) = −ic(0)

2
e−iω0t sin(gt)

c(t) = c(0)e−iω0t cos2

(
gt

2

)
d(t) = c(0)e−iω0t sin2

(
gt

2

) (4.34)

Συνεπώς η µεταφορά της διέγερσης από το ένα άτοµο στο άλλο µέσω αυτού του
µηχανισµού, είναι πολύ πιο γρήγορη σε σχέση µε τις άλλες δύο περιπτώσεις, καθώς
η περίοδος του ϕαινοµένου είναι πλέον TR = 2π/g. Ωστόσο αυτή η σηµαντική
αύξηση στην «απόκριση» του συστήµατος έρχεται µε το κόστος της έκθεσής του
στην αποσυµφωνία (decoherence) που επιβάλλει το περιβάλλον σε µη ιδανικές
κοιλότητες.

Για τις αριθµητικές προσοµοιώσεις, χρησιµοποιήσαµε για τις παραµέτρους του
προβλήµατος τις τιµές : g = 5.10−3ω0, ∆ = 10g, J = 10g. Αυτό το συνολο τιµών
καλύπτει τις απαιτήσεις αυτή της περίπτωσης και όπως είναι εύκολο να διαπιστώ-
σει κανείς και από τις αναλυτικές λύσεις, το ϕαινόµενο έχει περίοδο TR = 2π/g.
Επιβεβαιώνεται επίσης µε τη γραφική παράσταση 4.4 το γεγονός ότι αυξάνεται
η πιθανότητα η διέγερση να µεταφερθεί από τα άτοµα στο πεδίο των κοιλοτήτων
σε αντίθεση µε τις προηγούµενες τιµές παραµέτρων. Αυτό εξηγείται αν λάβουµε
υπόψιν ότι πλέον οι συλλογικοί τρόποι των ατόµων αλληλεπιδρούν µε τους απεν-
τοπισµένους τρόπους των κοιλοτήτων.

4.3 ∆υναµική του συστήµατος δύο συζευγµένων κοι-
λοτήτων παρουσία απωλειών.

Επιστρέφοντας σε ϱεαλιστικές συνθήκες, όπως έγινε σαφές και στο αντίστοιχο µέρος
του πρώτου κεφαλαίου, δεν είµαστε σε ϑέση να αγνοήσουµε πλήρως το αποτέλε-
σµα των απωλειών του συστήµατος. ΄Εχουµε αναφέρει νωρίτερα το γεγονός ότι
αν ϑέλουµε να πραγµατοποιήσουµε αυτήν την πειραµατική διάταξη ϑα πρέπει να
εξασφαλίσουµε ότι ϑα χρησιµοποιήσουµε είτε την περιοχή µεγάλου ϱυθµού µετα-
πήδησης, είτε την περιοχή µεγάλου αποσυντονισµού προκειµένου να αποφύγουµε
το να µεταβεί η διέγερση από τα άτοµα στα πεδία, ούτως ώστε να αποφευχθεί ή
έστω να µειωθεί η επίδραση της αναπόφευκτης διαδικασίας της αποσυµφωνίας του
συστήµατος λόγω των απωλειών του.

Η master equation για αυτό το σύστηµα, πλέον ϑα πρέπει να εµπεριέχει τελεστές
που ϑα περιγράφουν τον τρόπο µε τον οποίο οι κοιλότητες χάνουν ϕωτόνια καθώς
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αλληλεπιδρούν µε το περιβάλλον τους. Θα πρέπει συνεπώς να έχει τη µορφή:

dρ

dt
= −i [H, ρ] +

κ

2
(L[â1] + L[â2]) =

= −i [H, ρ] +
κ

2

[(
2â1ρâ

†
1 − â1â1ρ− ρâ1

†â1

)
+
(

2â2ρâ
†
2 − â2â2ρ− ρâ†2â2

)]
(4.35)

Για τις αριθµητικές προσοµοιώσεις µας χρησιµοποιήσαµε το σύνολο τελεστών κα-
τάρρευσης

Ĉ1 = â1

√
2κ

Ĉ2 = â2

√
2κ

(4.36)

Συγκρίνοντας τις εκφράσεις για τις περιόδους του ϕαινοµένου µεταφοράς της ατο-
µικής κατάστασης TLH µε τον TR (για την περίπτωση υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης
και συντονισµού αντίστοιχα) µπορούµε να ϐρούµε εκφράζοντάς τους συναρτήσει
της σταθεράς σύζευξης ατόµου-πεδίου g ως:

TLH
TR
' JLH

g
>> 1 για την περιοχή υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης (4.37)

Αυτό σηµαίνει ότι η αλληλεπίδραση σ΄ αυτή την περιοχή απαιτεί χρόνο περίπου
J × TR. ΄Οσον αφορά την περιοχή αποσυντονισµού, αν συγκρίνουµε την περίοδο
µεταφοράς της διέγερσης µε αυτήν της περιοχής υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης,
ϑα ϐρούµε ότι είναι :

Tdisp
TR

=
∆2
disp

gJdisp
(4.38)

Χρησιµοποιώντας τα ίδια σύνολα παραµέτρων για τις τρεις περιοχές µε αυτά που
χρησιµοποιήσαµε στην ιδανική περίπτωση, έχουµε:

• Περιοχή υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης (LH): g = 5 × 10−3ω0, J = 10g,
∆ = 0.1g, TLH = 2πJ/(g2)

• Περιοχή υψηλού αποσυντονισµού (disp): g = 5.10−3ω0, J = 2/5g, ∆ = 10g,
Tdisp = 2π∆2/g2J

• Περιοχή συντονισµού (R): g = 5.10−3ω0, J = 2/5g, ∆ = 10g, TR = 2π/g

Αυτό σηµαίνει ότι για τις αριθµητικές τιµές που επιλέξαµε, αν εκφράσουµε τις
περιόδους των τριών περιοχών συναρτήσει της περιόδου της περιοχής συντονισµού
TR, ϑα έχουµε:

TLH ' 10× TR
Tdisp ' 100× TR

(4.39)
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Σχήµα 4.5: Περιοχή συν-
τονισµού µε κ = 0.1g
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Σχήµα 4.6: Περιοχή συν-
τονισµού µε κ = g
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Σχήµα 4.7: Περιοχή συν-
τονισµού µε κ = 10g
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Σχήµα 4.8: Περιοχή υψη-
λού ϱυθµού µεταπήδησης
µε κ = 0.1g
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Σχήµα 4.9: Περιοχή υψη-
λού ϱυθµού µεταπήδησης
µε κ = 1g
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Σχήµα 4.10: Περιοχή υ-
ψηλού ϱυθµού µεταπήδη-
σης µε κ = 10g
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Σχήµα 4.11: Περιοχή απο-
συντονισµού µε κ = 0.1g
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Σχήµα 4.12: Περιοχή απο-
συντονισµού µε κ = 1g
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Σχήµα 4.13: Περιοχή απο-
συντονισµού µε κ = 10g

Αυτή η σύγκριση µας δείχνει ξεκάθαρα πλέον ότι η περιοχή συντονισµού έχει
τη µικρότερη περίοδο. Η µικρή αυτή περίοδός της, της επιτρέπει µεν να συντηρεί
αρχικά πρισσότερες ταλαντώσεις, ωστόσο, καθώς η διέγερση µεταβαίνει στα πεδία,
µειώνεται η πιθανότητα να µεταφερθεί η διέγερση από ένα άτοµο σε άλλο, καθώς
εξελίσσεται ο χρόνος. Στη συνέχεια κάνουµε τις γραφικές παραστάσεις των πλατών
πιθανότητας µετάβασης των διεγέρσεων, δείχνοντας τη συµπεριφορά του ιδανικού
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συστήµατος και του συστήµατος µε απώλειες. Από τις γραφικές παραστάσεις 4.5-
4.7, παρατηρούµε ότι το σύστηµα στην περίπτωση συντονισµού είναι ευάλωτο στην
αποσυµφωνία που προκαλεί το περιβάλλον, όπως προβλέπει και η ϑεωρία, καθώς
η διέγερση µεταβαίνει στους τρόπους του πεδίου.

Οι αριθµητικές προσοµοιώσεις για την περίπτωση υψηλού ϱυθµού µεταπή-
δησης µας δίνουν τις γραφικές παραστάσεις 4.8-4.10. Σε αυτές ϕαίνεται ότι το
σύστηµα επιδεικνύει καλύτερη απόκριση καθώς αυξάνεται ο ϱυθµός απωλειών.
΄Οπως αναµενόταν, υπάρχει σηµαντική πιθανότητα να περάσει η διέγερση από το
ένα άτοµο στο άλλο, ακόµα και για κ = 1, παρά το γεγονός ότι είναι σηµαντικά πιο
«αργή» διαδικασία σε σχέση µε την περίπτωση συντονισµού.

΄Οσον αφορά την περιοχή αποσυντονισµού, από τις γραφικές παραστάσεις που
προέκυψαν για αυτή από τις αριθµητικές προσοµοιώσεις και εµφανίζονται στις
εικόνες 4.11-4.13, παρατηρούµε το αποτέλεσµα που έχει η µεγαλη χρονική κλί-
µακα του ϕαινοµένου. Συγκεκριµένα, το γεγονός οτι η γραφική παράσταση της
4.9 για την περιοχή υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης µε κ = 1 µοιάζει µε τη γραφική
παράσταση της περιοχής αποσυντονισµού 4.11 για κ = 0.1, µας υποδεικνύει ότι η
περιοχή υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης αποκρίνεται εµφανώς καλύτερα σε συστή-
µατα µε απώλειες, καθώς είναι πιο γρήγορη διαδικασία και το σύστηµα εκτίθεται
για λιγότερο χρόνο στο περιβάλλον.

Στην επόµενη ενότητα ϑα υπολογίσουµε ακριβώς ποιο είναι το αποτέλεσµα των
απωλειών σε µία διάταξη που υλοποιεί την απαραίτητη µη-τοπική πύλη εναγκαλι-
σµού (πύλη 2 qubits) µέσω αυτού του µηχανισµού. Αυτό ϑα γίνει στο πλαίσιο της
περιγραφής της υλοποίησης του αλγορίθµου Deutsch-Jozsa.

4.4 Πρόταση για την υλοποίηση του αλγορίθµου Deutsch-
Jozsa σε ένα σύστηµα δύο συζευγµένων κοιλο-
τήτων.

Στα προηγούµενα αποδείξαµε αναλυτικά και αριθµητικά τη δυναµική του συστή-
µατος δύο συζευγµένων κοιλοτήτων καθώς αλληλεπιδρούν µε σταθερά άτοµα και
στην ιδανική περίπτωση αλλά και στην περίπτωση απωλειών. Αξίζει να αναφέρουµε
ότι αυτή η συγκεκριµένη διάταξη ϑα µπορούσε να πραγµατοποιηθεί µε τη χρήση
ϕωτονικών κρυστάλλων που περιέχουν τεχνητά άτοµα (quantum dots), καθώς και
µε διατάξεις circuit QED[105, 110]

Προκειµένου να εξετάσουµε πόσο αποδοτικά ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί
αυτός ο µηχανισµός για την υλοποίηση µια πύλης CNOT, που εν γένει απαιτεί
µη τοπικές αλληλεπιδράσεις όπως αυτές που µελετάµε εδώ, ϑα εκτιµήσουµε τον
δείκτη πιστότητας του συστήµατος [16] για κάθε µια από τις τρεις περιπτώσεις,
υποθέτοντας ότι δεν υπάρχει αυθόρµητη εκποµπή του ατόµου στο σύστηµά µας
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(γ = 0):

F (ρideal, ρdissipative) = Tr

[√√
ρidρdis

√
ρid

]
(4.40)

Από την προηγούµενη ανάλυσή µας γνωρίζουµε ότι το σύστηµα µπορεί να υλοποι-
ήσει µια πύλη SWAP , η οποία ωστόσο δεν είναι καθολική πύλη. Αντίθετα η πύλη√
SWAP που στο σύστηµά µας υλοποιείται για χρόνους T/4 είναι µια καθολική

πύλη [111], υπό την έννοια ότι µε τη χρήση αυτής και ενός µηχανισµού που να δί-
νει πύλες ενός qubit, έχουµε τη δυνατότητα να πάρουµε όποιο κβαντικό κύκλωµα
επιθυµούµε.

Για την υλοποίηση λοιπόν ενός αλγορίθµου ϑα χρειαστούµε και µια πύλη ε-
νός qubit. Στις διατάξεις cavity QED είναι εύκολο να υλοποιηθεί η πύλη X µε
τη χρήση παλµών π, ενώ η πύλη H υλοποιείται µε τη χρήση παλµών π/2 α-
πό εξωτερικές κλασσικές πηγές σε συντονισµό µε τις ιδιοσυχνότητες των ατόµων.
Ο µετασχηµατισµός της πύλης

√
SWAP στην πύλη CNOT που απαιτεί ο αλ-

γόριθµος Deutsch-Jozsa απεικονίζεται στην εικόνα 4.14. Χρησιµοποιώντας την
αναπαράσταση πίνακα της

√
SWAP

√
SWAP =


1 0 0 0
0 1

2
+ i

2
1
2
− i

2
0

0 1
2
− i

2
1
2

+ i
2

0
0 0 0 1

,

 (4.41)

καθώς και τις αναπαραστάσεις των πυλών H,Q

X =

(
0 1
1 0

)
H =

1√
2

(
1 1
1 −1

)
,

(4.42)

µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι όντως το κύκλωµα της 4.14, είναι ισοδύναµο µε
την πύλη CNOT . Συνεπώς το κύκλωµα που υλοποιεί τον αλγόριθµο ϑα είναι αυτό
της εικόνας 4.15. ΄Οσον αφορά την ανάγνωση των αποτελεσµάτων µπορούµε να
ακολουθήσουµε την τεχνική shelving που δίνει αξιόπιστα αποτελέσµατα[69].

΄Οπως είδαµε και στην προηγούµενη ενότητα, στην περιοχή υψηλού ϱυθµού
µεταπήδησης και υψηλού αποσυντονισµού το σύστηµα παραµένει σύµφωνο για
µεγάλους χρόνους, ακόµα και όταν υπάρχει µεγάλος ϱυθµός απωλειών (κ ' g).
Συνεπώς, είναι δυνατόν κάποιος να υλοποιήσει την απαραίτητη µη-τοπική πύλη
τουλάχιστον µερικές ϕορές πριν την πλήρη αποσυµφωνία του συστήµατος.

Προκειµένου να υπολογίσουµε τον δείκτη πιστότητας της πύλης
√
SWAP για

κάθε περιοχή, ϑα πρεπει να ορίσουµε το επιθυµητό χρονικό διάστηµα που ϑα
πρεπει να αφήσουµε το σύστηµα να αλληλεπιδρά, δηλαδή το 1/4 της περιόδου της
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Σχήµα 4.14: Κβαντικό κύκλωµα που απαικονίζει τους µετασχηµατισµούς που απαιτούνται
για την υλοποίηση της πύλης CNOT χρησιµοποιώντας τις πύλες

√
SWAP , Χ, Η.

Σχήµα 4.15: Απεικόνιση του κβαντικού κυκλώµατος του αλγορίθµου Deutsch-Jozsa.

αλληλεπίδρασης σε κάθε περίπτωση και να εξελίξουµε στοχαστικά την περίπτωση
απωλειών για να λάβουµε τον πίνακα πυκνότητάς του εκείνη τη στιγµή, ο οποίος
ϑα είναι ρdissipative(T/4), χρησιµοποιώντας την Master Equation της εξίσωσης 4.35.

Η ιδανική περίπτωση ϑα µας δώσει έναν πίνακα πυκνότητας ρideal(T/4), ο οποί-
ος στην περιπτωσή µας ϑα είναι ο πίνακας πυκνότητας της µέγιστα εναγκαλισµένης
κατάστασης |eg00〉−|ge00〉√

2
. Συνεπώς, οι απαιτούµενες χρονικές στιγµές που πρέπει

να επιλέξουµε για τις παραµέτρους µας σε κάθε περιοχή που αναφέραµε, ϑα είναι :

TLH/4 = πJ/2(g2)

Tdisp/4 = π∆2/2g2J

TR/4 = π/2g

(4.43)

Οι αριθµητικές προσοµοιώσεις, µας δίνουν την πιστότητα της πύλης
√
SWAP ,

την εξάρτηση της οποίας συναρτήσει του ϱυθµού απωλειών κ απεικονίζουµε στη
γραφική παράσταση 4.16. Παρατηρούµε ότι η πιστότητα στην περίπτωση συντονι-
σµού πέφτει ϱαγδαία καθώς αυξάνεται το κ, το οποίο αιτιολογείται από την υψηλή
αποσυµφωνία του συστήµατος στην περιοχή συντονισµού, λόγω της µεσολάβησης
των πεδίων των κοιλοτήτων στη διαδικασία της µεταφοράς της ατοµικής κατάστασης
από το ένα άτοµο στο άλλο.
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Σχήµα 4.16: Πιστότητα της πύλης
√
SWAP συναρτήσει του κ, µε το κ εκπεφρασµένο σε

σχέση µε το ϱυθµό σύζευξης g των κοιλοτήτων για την περιοχή υψηλού αποσυντονισµού
(µπλε γραµµή, g = 5.10−3ω0, J = 2/5g, ∆ = 10g, Tdisp/4 = π∆2/2g2J ), την περιοχή
συντονισµού (κόκκινη γραµµή, g = 5.10−3ω0, J = 10g, ∆ = 10g, TR/4 = π/2g) και
την περιοχή υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης (πράσινη γραµµή, g = 5 × 10−3ω0, J = 10g,
∆ = 0.1g, TLH/4 = πJ/(2g2)).

Θα αναµέναµε την περιοχή υψηλού αποσυντονισµού να δίνει υψηλότερες τιµές
πιστότητας, ωστόσο µε µια πιο προσεκτική µατιά παρατηρούµε ότι ο απαιτούµενος
χρόνος για την υλοποίηση της πύλης

√
SWAP σε αυτή την περίπτωση, είναι πολύ

µεγαλύτερος από τον αντίστοιχο χρόνο στην περιοχή υψηλού ϱυθµού µεταπήδησης
ϕωτονίων (Tdisp ' 10TLH ). Αυτό σηµαίνει ότι στην περιοχή υψηλού ϱυθµού µετα-
πήδησης ϕωτονίων, το σύστηµα είναι εκτεθιµένο στην αποσυµφωνία που επιβάλλει
το περιβάλλον για µικρότερους χρόνους, οπότε δίνει µε διαφορά τις υψηλότερες
τιµές για το συντελεστή πιστότητας.
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Κεφάλαιο 5

Επίλογος

Σε αυτή τη µεταπτυχιακή διατριβή κάναµε µια ανασκόπηση των πιο σηµαντικών
ϑεωρητικών πτυχών της Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής σε ϕωτονικές κοιλότητες,
εστιάζοντας κυρίως στις Κοιλότητες Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής που λειτουργούν
στην περιοχή των µικροκυµάτων. ΄Οπως είδαµε, είναι δυνατόν χρησιµοποιώντας τις
ϐασικές αρχές που εφαρµόζονται στο cavity QED να επεκτείνουµε τη χρήση τους
και σε άλλες διατάξεις, συµπεριλαµβανοµένων και των Συστοιχειών Συζευγµένων
Κοιλοτήτων.

Αρχικά αναλύσαµε πώς µπορούν να χρησιµοποιηθούν συστήµατα ανεξάρτη-
των Κοιλοτήτων µε διαφορετικούς τρόπους ώστε να υλοποιηθούν Αλγόριθµοι της
Κβαντικής Πληροφορίας.

Στη συνέχεια ασχοληθήκαµε µε την αναλυτική και αριθµητική επίλυση του
µοντέλου δύο συζευγµένων κοιλοτήτων, τόσο για την ιδανική περίπτωση (k = 0, γ =
0), όσο και για την περίπτωση µε απώλειες της κοιλότητας (κ 6= 0) και δείξαµε πώς
µπορεί αυτό το σύστηµα να χρησιµοποιηθεί για την υλοποίηση της πύλης CNOT ,
ενώ δώσαµε και την περιγραφή του τρόπου υλοποίησης του αλγορίθµου Deutsch-
Jozsa.

Οι αρχές της Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής σε Κοιλότητες έχουν πρόσφατα ε-
πεκταθεί και σε άλλες πειραµατικές εκδοχές, όπως το circuit QED, το οποίο σκο-
πεύουµε να εξερευνήσουµε λεπτοµερώς στο µέλλον.

Θα ϑέλαµε να σηµειώσουµε ότι οι αριθµητικές προσοµειώσεις των Ανοικτών
Κβαντικών Συστηµάτων ήταν µία από τις σηµαντικότερες πτυχές αυτής της διατρι-
ϐής και ϑα αποτελέσει τη ϐάση για οποιαδήποτε µελλοντική εργασία που ϑα αφορά
τη µελέτη πιο περίπλοκων συστηµάτων που ϑα ϐρίσκουν εφαρµογές στην υλοποί-
ηση Κβαντικών Αλγορίθµων. Επίσης ϑα µελετήσουµε διαφορετικές πειραµατικές
πλατφόρµες, συµπεριλαµβανοµένων των Συστοιχιών Κυµατοδηγών ((waveguide ar-
rays) και συγκεκριµένες υλοποιήσεις του circuit QED.
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Παράρτηµα Α. Υπολογιστικές
Τεχνικές Κβαντικής Οπτικής

1 Υπολογιστικά πακέτα για την Κβαντική Οπτική

Μία από τις πιο σηµαντικές πτυχές στην παρούσα διατριβή ήταν η εκτενής ενασχό-
ληση µε αριθµητικές προσωµειώσεις. Υπολοτιστικά πακέτα όπως η Mathematica
µπορούν σε πολύ µεγάλο ϐαθµό να ικανοποιήσουν τις περισσότερες ανάγκες, ό-
µως καθόσον προκειται για µια «αργή» γλώσσα προγραµµατισµού, επιστρατεύτηκε
η Γλώσσα Ανοικτού Κώδικα Python η οποία τα τελευταία χρόνια έχει καθιερωθεί
στους κύκλους των προγραµµατιστών για αριθµητικές προσωµειώσεις και για πολ-
λές άλλες εφαρµογές, καθώς είναι αρκετά ευέλικτη και έχουν αναπτυχθεί πολλά
πακέτα που την κάνουν εφάµιλλη µε εµπορικά πακέτα όπως η MatLab.

Προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε ένα αξιόπιστο και αξιολογηµένο πακέτο,
ανατρέξαµε στο πακέτο QuTiP[112] το οποίο είναι µια συλλογή από ϱουτίνες που
χρησιµοποιούνται συχνά στην Κβαντική Οπτική. Θα παρουσιάσουµε ένα µέρος των
προγραµµάτων που συντάξαµε µε τη χρήση του εν λόγω πακέτου, προκειµένου να
αναδείξουµε την απλότητα του κώδικα, καθώς και µερικές όχι και τόσο τετριµµένες
λεπτοµέρειες για το πώς χρησιµοποιήθηκε η Mathematica.

2 Λεπτοµέρειες για τον κώδικα της Mathematica

Η ικανότητα διάφορων υπολογιστικών πακέτων να διεξάγουν αποτελεσµατικά αριθ-
µητικούς υπολογισµούς, σε συνδυασµό µε τον καθιερωµένο τρόπο χρήσης πινάκων
στην Κβαντοµηχανική για την έκφραση τελεστών και καταστάσεων, καθιστά αρκετά
εύκολη τη διερεύνηση χαρακτηριστικών για πολύπλοκα συστήµατα. Η Mathemati-
ca έχει ορισµένα προβλήµατα να χειριστεί µεγάλους πίνακες όταν αυτοί περιέχουν
αρκετά µηδενικά και έχουν µεγάλες διαστάσεις όπως πχ. οι τελεστές δηµιουργίας-
καταστροφής για πολλά ϕωτόνια.

Αρχικά, χρειάζεται να ορίσουµε όµως µια ϐάση των διανυσµάτων στα οποί-
α ϑα δράσουµε τους τελεστές που ϑα χρησιµοποιηθούν. Σε αυτή τη διαδικασία
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ϑα δείξουµε ένα γενικό σενάριο για την περίπτωση των δύο κοιλοτήτων όπως το
δουλέψαµε αρχικά για να το επαληθεύσουµε µε άλλα υπολογιστικά πακέτα.

Basis[n_,i_]: = Normal[SparseArray[{i+ 1, 1} → 1, {n, 1}]];
e = Basis[2, 1]; g = Basis[2, 0];

f [n_]: = Basis[Ne + 1, n− 1];

sigmap = e.gT;sigmam = g.eT;sigmaz = e.eT − g.gT;

Destroy[n_]: = SparseArray[{Band[{1, 2}]→ Sqrt[Range[n− 1]]}, {n, n}]
Id[n_]: = IdentityMatrix[n];

(1)

Σε αυτές τις γραµµές ορίσαµε µια συνάρτηση Basis[n_, i_], η οποία δηµιουρ-
γεί τα διανύσµατα ϐάσης για έναν χώρο n διαστάσεων. Χρησιµοποιώντας αυτή τη
συνάρτηση ορίσαµε τις καταστάσεις |e〉 και |g〉. Αυτός ο άµεσος τρόπος ορισµού
των καταστασιακών διανυσµάτων για άτοµα δύο επιπέδων, δεν µπορεί να χρησι-
µοποιηθεί για την περίπτωση που υπάρχουν πολλές διεγέρσεις (Ne) στο σύστηµα,
οπότε ορίσαµε µε έναν διαφορετικό τρόπο τις καταστάσεις της κοιλότητας, µε τη
χρήση δηλαδή της f [n_], για να µπορούµε να γενικεύσουµε αν το επιθυµούµε στη
συνέχεια. Ο ορισµός των ατοµικών τελεστών σ̂+, σ̂− και σ̂3, ακολουθείται από τον
ορισµό του τελεστή καταστροφής â, ενώ χρησιµοποιήσαµε και µια συντόµευση για
το µοναδιαίο πίνακα. Για να ορίσουµε το τανυστικό γινόµενο χρησιµοποιούµε την
εντολή KroneckerProduct ώστε να χειριστούµε τους 4 χώρους που ορίζονται από
το σύστηµα υπό έλεγχο. Για παράδειγµα, η κατάσταση |gg10〉 ϑα γράφεται ως :

gg10 = KroneckerProduct[g, g, f [2], f [1]];

Ο τελεστής σ̂+,2 δηλώνεται ως :

sp2 = KroneckerProduct[Id[2],sigmap,Id[Ne + 1],Id[Ne + 1]];

το οποίο δηλώνει ξεκάθαρα ότι η δράση του τελεστή περιορίζεται στον υπόχωρο του
ατόµου 2. Κρατώντας αυτές τις ϐασικές αρχές κατά νου, µπορούµε να ορίσουµε
τη Χαµιλτονιανή και µετά, ορίζοντας µια αρχική κατάσταση του συστήµατος, να
χρησιµοποιήσουµε την εντολή Expm[...] για να µελετήσουµε τη χρονική εξέλιξη
του συστήµατος εφαρµόζοντας το µοναδιαίο τελεστή χρονικής εξέλιξης.
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3 Κώδικας της Python

Η µελέτη της δυναµικής του συστήµατος που εξετάσαµε, έγινε αρχικά στη Mathe-
matica και στη συνέχεια µε τη χρήση της Python. Στις ακόλουθες σελίδες παρου-
σιάζοµε µερικά προγράµµατα που δίνουν ορισµένες από τις γραφικές παραστάσεις
αυτής της διατριβής.

Jaynes Cummings model with dissipation using master equation or
quantum trajectories
# -*- coding: utf-8 -*-

#
# Vacuum Rabi oscillations in the Jaynes-Cummings model with dissipation
#
from qutip import *
from pylab import *

def run():

# Configure parameters
wc = 10000 # cavity frequency
wa = 10000 # atom frequency
g = 0.001*wc # coupling strength
kappa = 0.2*g # cavity dissipation rate
gamma = 0 # atom dissipation rate
N = 2 # for two possible states of the field
use_rwa = True

# intial state for the system cavity-atom
psi0 = tensor(basis(N,0), basis(2,1)) # start with an excited atom

# Hamiltonian operators
a = tensor(destroy(N), qeye(2))
sm = tensor(qeye(N), destroy(2))

if use_rwa:
# use the rotating wave approxiation
H = wc * a.dag() * a + wa * sm.dag() * sm + g * (a.dag() * sm + a * sm.dag())

else:
H = wc * a.dag() * a + wa * sm.dag() * sm + g * (a.dag() + a) * (sm + sm.dag())

# collapse operators for non-unitary dynamics
c_op_list = []

n_th_a = 0.0 # zero temperature
rate = kappa * (1 + n_th_a)
if rate > 0.0:

c_op_list.append(sqrt(rate) * a)

rate = kappa * n_th_a
if rate > 0.0:

c_op_list.append(sqrt(rate) * a.dag())

rate = gamma
if rate > 0.0:

c_op_list.append(sqrt(rate) * sm)

# evolve and calculate expectation values
tlist = linspace(0,5*pi/g,1000)
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output = mesolve(H, psi0, tlist, c_op_list, [a.dag() * a, sm.dag() * sm])

# plot the results
plot(tlist/(g*pi), output.expect[0])
plot(tlist/(g*pi), output.expect[1])
legend(("Cavity", "Atom excited state"))
xlabel(’Time’)
ylabel(’Occupation probability’)
title(’Vacuum Rabi oscillations for a damped cavity using master equation’)
show()

if __name__==’__main__’:
run()
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Two coupled cavities without dissipation for large hopping case.

from qutip import *
from pylab import *

def run():

# Define constants
G = 5
omega_atom = 1000
detuning = 0.1*G
omega_field = omega_atom + detuning
J = 10*G
N = 2 # number of possible states for cavity 1
timestep=2000

# Define basis. In total we have 4 Hilbert space dimensions to describe the system.
#
# choose an order for composite system: A1-A2-C1-C2
# then compute the operators for the full Hilbert space and use them to
# construct the hamiltonian.
#

# cavity operators in full hilbert space
a1 = tensor([qeye(2), qeye(2), destroy(N), qeye(N)])
a2 = tensor([qeye(2), qeye(2), qeye(N), destroy(N)])

# atomic operators in full hilbert space C1-A1-C2-A2
e=basis(2,0)
g=basis(2,1)
f1=basis(N,0)
f2=basis(N,1)

e1e = tensor([e*dag(e), qeye(2), qeye(N), qeye(N)])
e2e = tensor([qeye(2), e*dag(e), qeye(N), qeye(N)])
sp1 = tensor([sigmap(), qeye(2), qeye(N), qeye(N)])
sm1 = tensor([sigmam(), qeye(2), qeye(N), qeye(N)])
sp2 = tensor([qeye(2), sigmap(), qeye(N), qeye(N)])
sm2 = tensor([qeye(2), sigmam(), qeye(N), qeye(N)])

# Write the Hamiltonians in 4 seperate terms to avoid mistakes.
H1 = omega_atom * (e1e + e2e)
H2 = omega_field * (a1.dag()*a1 + a2.dag()*a2)
H3 = G * (a1 * sp1 + a1.dag() * sm1) + G * (a2 * sp2 + a2.dag() * sm2)
H4 = J * (a1.dag() * a2 + a1 * a2.dag())

H = H1 + H2 + H3 + H4

#Time evolution of the system
gg01 = tensor([g, g, f1, f2])
gg10 = tensor([g, g, f2, f1])
eg00 = tensor([e, g, f1, f1])
ge00 = tensor([g, e, f1, f1])

psi0=eg00 #initially excitation in atom 1

# evolve and calculate expectation values
Gkap=abs(G**2/((detuning + J)*(detuning - J)))
T=pi/(Gkap*J)
tlist = linspace(0,T,timestep)
output = mesolve(H, psi0, tlist, [], [])
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# plot the results
plot(tlist/T, expect(a1.dag()*a1, output.states))
plot(tlist/T, expect(sm1.dag() * sm1, output.states))
plot(tlist/T, expect(a2.dag()*a2, output.states))
plot(tlist/T, expect(sm2.dag() * sm2, output.states))

legend(("Cavity 1", "Atom 1","Cavity 2", "Atom 2"))
xlabel(’Time scaled by period $T=2\pi /G J$’)
ylabel(’Probability’)
title(’Probability amplitudes for the large hopping case: \n $\Delta=0.1g,\omega_0

=1000, g=5x10^{-3}\omega_0, J=10g$’)
show()

if __name__==’__main__’:
run()
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Fidelity versus κ for large hopping

# Calculate the fidelity of a system of two coupled cavities under dissipation
from qutip import *
from pylab import *

#collapse operators for non-unitary dynamics

def rho_compute(Ham,psi0,tlist,kappa_max,kappalist, cav1, cav2,rho_ideal):

#fid_list=zeros((len(kappalist)))
rho_dis_list= []
index=0
for kappa in kappalist:

c_op_list = []
c_op_list.append(sqrt(kappa) * cav1)
c_op_list.append(sqrt(kappa) * cav2)
dissipative = mesolve(Ham, psi0, tlist, c_op_list, [])
rho_dissipative = dissipative.states
rho_dissipative_final=rho_dissipative[-1]
rho_dis_list.append(rho_dissipative_final)
index +=1

return rho_dis_list

# Define constants
G=5
omega_atom = 1000
detuning = 0.1*G
omega_field = omega_atom - detuning
J = 10*G
kappa_max = 10*G # cavity dissipation rate
kappalist = linspace(0,kappa_max,10)
gamma = 0.0 # atom dissipation rate

N = 1 # number of excitations

# cavity operators in full hilbert space
a1 = tensor([qeye(2), qeye(2), destroy(N+1), qeye(N+1)])
a2 = tensor([qeye(2), qeye(2), qeye(N+1), destroy(N+1)])

# atomic operators in full hilbert space C1-A1-C2-A2
e=basis(2,0)
g=basis(2,1)
f1=basis(N+1,0)
#f2=basis(N+1,1)
eg00=tensor(e,g,f1,f1)
ge00=tensor(g,e,f1,f1)

e1e = tensor([e*dag(e), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
e2e = tensor([qeye(2), e*dag(e), qeye(N+1), qeye(N+1)])
g1g = tensor([g*dag(g), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
g2g = tensor([qeye(2), g*dag(g), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sp1 = tensor([sigmap(), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sm1 = tensor([sigmam(), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sp2 = tensor([qeye(2), sigmap(), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sm2 = tensor([qeye(2), sigmam(), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sz1 = tensor([sigmaz(), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sz2 = tensor([qeye(2), sigmaz(), qeye(N+1), qeye(N+1)])
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# Define the Hamiltonian terms
H1 = omega_atom * (e1e + e2e)
H2 = omega_field * (a1.dag()*a1 + a2.dag()*a2)
H3 = G * (a1 * sp1 + a1.dag() * sm1) + G * (a2 * sp2 + a2.dag() * sm2)
H4 = J * (a1.dag() * a2 + a1 * a2.dag())
H = H1 + H2 + H3 + H4

psi0 = tensor([e, g, f1, f1])

#Set the time interval for the evolution of the system
Gkap=abs(G**2/((detuning + J)*(detuning - J)))
T=pi/(Gkap*J)
tlist = linspace(0,T/4,500)

#Calculate the density matrix for the ideal case
ideal=(eg00-ge00)/sqrt(2)
#psi_ideal_list = ideal.states
#psi_ideal=psi_ideal_list[-1]
rho_ideal = ket2dm(ideal)
#n1_ideal= expect(sm1.dag() * sm1,ideal.states)
#n2_ideal= expect(sm2.dag() * sm2,ideal.states)
#pf1_ideal = expect(a1.dag() * a1, ideal.states)
#pf2_ideal = expect(a2.dag() * a2, ideal.states)

#Use the rho_compute function to calculate the density operators at t=T
rho_list=rho_compute(H,psi0,tlist,kappa_max,kappalist,a1,a2,rho_ideal)
flist=[]
for i in range (0,10):

flist.append(fidelity(rho_ideal,rho_list[i]))
output_data = vstack((kappalist/G, flist))
file_data_store(’large_hopping.dat’, output_data.T, numtype="real")

plot(kappalist,flist)
show()



Παράρτηµα Β. Θεωρητικά εργαλεία
Κβαντικής Οπτικής

1 Αρµονικός ταλαντωτής µε ϕορµαλισµό Dirac

Στην κλασσική µηχανική ένα σωµατίδιο µάζας m κινούµενο µέσα σε δυναµικό της
µορφής V (x) = κx2, ϑα ταλαντώνεται µε συχνότητα ω =

√
κ
m
, όπου κ η σταθερά

της δύναµης επαναφοράς. Η χαµιλτονιανή αυτού του µονοδιάστατου αρµονικού
ταλαντωτή, αποτελείται από δύο διακριτούς όρους ενέργειας, για την κινητική και
τη δυναµική ενέργεια, οπότε γράφουµε:

H = T + V =
p2
x

2m
+
mω2

2
x2 (1)

όπου η ορµή του σωµατιδίου (στον άξονα των x (px) ορίζεται από τη σχέσηmdx
dt
. Στην

κβαντοµηχανική, η κλασσική ορµή αντικαθίσταται από τον τελεστή p̂x = −i~ ∂
∂x

,
οπότε η Χαµιλτονιανή ϑα γίνει :

Ĥ =
p̂2
x

2m
+
mω2

2
x̂2 (2)

Από καθαρά αλγεβρικής άποψης, παρατηρούµε ότι σ΄ αυτή την εξίσωση έχουµε δύο
τελεστές να εµφανίζονται µε το τετράγωνό τους, πράγµα το οποίο µας οδηγεί στο
να παραγοντοποιήσουµε την εξίσωση, ώστε να είναι γραµµική ως προς p̂x και x̂.
΄Εχοντας αυτό κατά νου, ορίζουµε δύο νέους τελεστές :

α̂ =

√
mω

2~

(
x̂+

ip̂x
mω

)
(3)

α̂† =

√
mω

2~

(
x̂− ip̂x

mω

)
(4)

Το συνολο των εξισώσεων 3 και 4 περιγράφει τους τελεστές «αναβίβασης» και «κατα-
ϐίβασης» ή πιο δραµατικά, «δηµιουργίας» και «καταστροφής» των καταστάσεων του
αρµονικού ταλαντωτή. Το Ϲευγάρι εξισώσεων που κάνει την αντίστροφη διαδικασία
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για την έκφραση της ορµής και της ϑέσης συναρτήσει των τελεστών δηµιουργίας-
καταστροφής, εκφράζεται ως :

x̂ =

√
~

2mω

(
α̂ + α̂†

)
(5)

p̂x =

√
~

2mω

(
α̂− α̂†

)
(6)

(7)

Η Χαµιλτονιανή της εξίσωσης 2 που εκφράζεται µε τη χρήση των τελεστών δηµιουρ-
γίας και καταστροφής, ϑα είναι πλέον

Ĥ =
~ω
2

(
α̂α̂† + α̂†α̂

)
(8)

Είναι αρκετά απλό να δείξει κανείς ότι η µεταθετική σχέση µεταξύ των τελεστών
είναι

[
α̂, α̂†

]
= 1, όπου χρησιµοποιήσαµε τη µεταθετική σχέση [p̂x, x̂] = −i~.

Με τη χρήση της µεταθετικής σχέσης των τελεστών, µπορούµε να γράψουµε την
εξίσωση 8 στη µορφή:

Ĥ =
~ω
2

(
α̂α̂† + α̂†α̂

)
=

~ω
2

(
α̂α̂† − α̂α̂† + 2α̂†α̂

)
=

~ω
2

(
1 + 2α̂†α̂

)
(9)

Είναι αρκετά σηµαντικό σε αυτό το σηµείο να δείξουµε ακριβώς τη δράση τους όταν
είναι σε µορφή πινάκων, καθώς είναι µια πολύ χρήσιµη διαδικασία σε αριθµητικές
εφαρµογές : Πρώτα απ΄ όλα χρειάζεται να ξεκαθαρίσουµε ότι οι ιδιοκαταστάσεις του
ταλαντωτή ψn = |n〉, είναι ορθοκανονικές, πράγµα που δηλώνει η σχέση:

〈n′|n〉 = δn′,n (10)

Σε αυτό το συµβολισµό, η ποσότητα 〈n′|α̂†|n〉 είναι ένα µητροστοιχείο. Μπορούµε
να δείξουµε ότι αυτά τα µητροστοιχεία είναι µη-µηδενικά όταν αφορούν καταστά-
σεις του αρµονικού ταλαντωτή που διαφέρουν κατά ένα επίπεδο, ούτως ώστε :

〈n′|α̂†|n〉 =
√
n+ 1δn′=n+1 (11)

〈n′|α̂|n〉 =
√
nδn′=n−1 (12)

Αν γράψουµε όλα τα µητροστοιχεία για τις διαφορετικές καταστάσεις του αρµονι-
κού ταλαντωτή (αν υποθέσουµε ότι έχει Ν καταστάσεις), ϑα πάρουµε έναν πίνακα
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της µορφής:

â =


0
√

1 0 0 0

0 0
√

2 0 0

0 0 0
. . . ...

... 0 0
. . .
√
N − 1

0 0 0 0 0

 (13)

â† =


0 0 0 0 0√
1 0 0 0 0
...
√

2 0
. . . ...

... 0
. . . . . . ...

0 0 0
√
N − 1 0

 (14)

΄Οπως περιµέναµε, οι αναπαραστάσεις σε πίνακες των τελεστών δηµιουργίας και
καταστροφής είναι ανάστροφοι πίνακες, το οποίο µας διευκολύνει στα αριθµητικά
προβλήµατα, καθώς µπορούµε να ορίσουµε µόνο έναν από αυτούς. Αν κάποιος
ήθελε να ορίσει τον πίνακα του τελεστή καταστροφής στη Mathematica, ϑα έγραφε:

Destroy[n_]:=SparseArray[{Band[{1, 2}]→ Sqrt[Range[n−1]]}, {n, n}]
Στην πραγµατικότητα, αυτός ο τρόπος ορισµού πινάκων στη Mathematica εί-
ναι και ο πιο αποτελεσµατικός όταν πρόκειται για πίνακες µε πολλά µηδενικά
στοιχεία[113].

Επιστρέφοντας στη µεταθετική άλγεβρα του αρµονικού ταλαντωτή, ϑα πρέπει
να τονίσουµε την ανάγκη να οριστεί άλλος ένας τελεστής που εµφανίζεται συνε-
χώς στα προβλήµατα που εµπίπτουν στη «δικαιοδοσία» του αρµονικού ταλαντωτή.
Αναφερόµαστε στον τελεστή αρίθµησης, τον οποίο ορίζουµε µε τη σχέση:

N̂ = α̂†α̂ (15)

Για τον τελεστή αρίθµησης, µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι οι µεταθετικές σχέ-
σεις των α̂ και α̂† δίδονται από τις εκφράσεις :[

N̂ , α̂
]

=− α̂ (16)[
N̂ , α̂†

]
=− α̂† (17)

Το πρόβληµα του αρµονικού ταλαντωτή έχει µόνο έναν προφανή περιορισµό. Αυτός
ο περιορισµός αφορά το γεγονός ότι υπάρχει µόνο µία ϑεµελιώδης κατάσταση
ενέργειας, µε µια κυµατοσυνάρτηση που την περιγράφει. Θα περιγράψουµε τη
διαδικασία υπολογισµού αυτής της ενέργειας της ϑεµελιώδους κατάστασης και της
αντίστοιχης κυµατοσυνάρτησης, προκειµένου να εξηγήσουµε ακριβώς σε τι µας
χρησιµεύει ο ϕορµαλισµός του αρµονικού ταλαντωτή.
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Για να εξάγουµε την κυµατοσυνάρτηση και την τιµή της ενέργειας του µονοδιά-
στατου αρµονικού ταλαντωτή, ξεκινάµε από την εξίσωση Scrödinger.

Ĥψn = ~ω
(
â†â+

1

2

)
ψn = Enψn (18)

∆ρώντας από αριστερά τον â, παίρνουµε:

~ω
(
â†â+

â

2

)
ψn = Enâψn, (19)

ενώ λαµβάνοντας υπόψιν τις µεταθετικές σχέσεις,[
â†, â

]
= 1⇔ ââ† = â†â+ 1 (20)

παίρνουµε την εξίσωση

~ω
(

(1 + ââ†)â+
â

2

)
ψn = Enâψn (21)

Παραγοντοποιώντας τον όρο α̂ψn στο πρώτο µέλος της προηογούµενης σχέσης ϐρι-
σκουµε ότι

~ω
(

(1 + ââ†) +
1

2

)
(âψn) = En (âψn) (22)

Ο όρος ~ωâψn µπορεί να αφαιρεθεί κι από τα δύο µέλη, επιτρέποντάς µας να
γράψουµε τις εξισώσεις :

~ω
(
â†â+

1

2

)
(âψn) = (En − ~ω) (âψn) (23)

~ω
(
â†â+

1

2

)
ψn−1 = En−1ψn−1 (24)

Αυτή η τελευταία εξίσωση δείχνει ότι η ψn−1 = âψn είναι µια νέα ιδιοσυνάρτηση,
µε ιδιοτιµή ενέργειας (En − ~ω). Με παρόµοιο τρόπο, µπορει να αποδειχθεί ότι ο
τελεστής â† δρώντας στην ιδιοσυνάρτηση ψn δηµιουργεί µια νέα ιδιοσυνάρτηση ψn+1

µε ιδιοενέργεια (En + ~ω). Στη ϐιβλιογραφία, είναι συχνό να αναφερόµαστε στη
«σκάλα» του αρµονικού ταλαντωτή για να εξηγήσουµε τη χρήση των όρων «τελεστής
αναβίβασης» και «τελεστής καταβίβασης».

΄Εως τώρα πρέπει να ειναι σαφές το γεγονός ότι ο τελεστής καταστροφής â µπο-
ϱεί να χρησιµοποιηθεί για να µειώσει την ενεργειακή ιδιοτιµή µιας ιδιοκατάστασης.
Υποθέτουµε την ύπαρξη µιας ϑεµελιώδους κατάστασης στην οποία έχουµε τη χα-
µηλότερη ενεργειακή τιµή. Αυτό µας υποχρεώνει να δηλώσουµε ότι ο τελεστής
καταστροφής, δρώντας σ΄ αυτήν την κατάσταση, µας δινει

âψ0 = 0 (25)



1 Αρµονικός ταλαντωτής µε ϕορµαλισµό Dirac 105

Είµαστε πλέον σε ϑέση να υπολογίσουµε την κυµατοσυνάρτηση για τη ϑεµελιώδη
κατάσταση. Εφόσον

â =

√
mω

2~

(
x̂+

ip̂x
mω

)
=

√
mω

2~

(
x̂+

~
mω

∂

∂x

)
(26)

ο ορισµός µας για το âψ0 = 0 απαιτεί√
mω

2~

(
x̂+

~
mω

∂

∂x

)
ψ0 = 0 (27)

Η λύση για αυτήν την κυµατοσυνάρτηση είναι Γκαουσιανής µορφής:

ψ0 = A0e
−x

2mω
2~ (28)

όπου η σταθερά κανονικοποίησης A0 ϐρίσκεται από την απίτηση κανονικοποίησης
〈ψ0|psi0〉 = 1 ότι είναι :

A0 = 4

√
mω

π~
(29)

Προκειµένου να υπολογίσουµε την ιδιοενέργεια για την κυµατοσυνάρτηση της ϑε-
µελιώδους κατάστασης ψ0, το µόνο πράγµα που αποµένει να γίνει είναι το να
ϐάλουµε την εξίσωση 28 στην εξίσωση Schrödinger 18 για τον µονοδιάστατο αρ-
µονικό ταλαντωτή. Η εξίσωση εξίσωση Schrödinger µας δίνει ότι :(
− ~2

2m

d2

dx2
+
mω2

2
x2

)
ψ0 =

(
−~2

2m

(
2mω

~
+ 4x2

(mω
2~

)2
)

+
mω2

2
x2

)
ψ0 (30)(

~ω
2
− mω2

2
x2 +

mω2

2
x2

)
ψ0 = E0ψ0 (31)

Συνεπώς, η τιµή της ενέργειας της ϑεµελιώδους καταστασης E0 είναι :

E0 =
~ω
2

(32)

Οι µη ϑεµελιώδεις καταστάσεις του αρµονικού ταλαντωτή, ονοµάζονται διεγερµένες
καταστάσεις. Ξεκινώντας από τη ϑεµελιώδη κατάσταση, µπορούµε να «ϕτιάξουµε»
τις διεγερµένες καταστάσεις, δρώντας στη ϑεµελιώδη τον τελεστή δηµιουργίας. Για
την πρώτη διεγερµένγη κατάσταση, δρούµε στη ϑεµελιώδη κατάσταση τον τελεστή
δηµιουργίας â† στην εξίσωση εξίσωση Schrödinger :

â†~ω
(
α̂†â+

1

2

)
ψn = â†Enψn = â†Ĥψn (33)

~ω
(
â†â†â+

â†

2

)
ψn = Enâ

†ψn = â†Ĥψn (34)
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Με τη χρήση της µεταθετικής σχέσης
[
â, â†

]
= 1, και λίγες πράξεις, µπορούµε να

δείξουµε ότι :

~ω
(
â†
(
ââ† − 1

)
+
â†

2

)
ψn =

(
~ω
(
â†ââ† − â†

)
+
â†

2

)
ψn = Enâ

†ψn (35)

~ω
((
ââ† − 1

)
â† +

â†

2

)
ψn =

(
~ω
(
â†â− 1

)
+

1

2

)
â†ψn = Enâ

†ψn (36)

~ω
(
â†â+

1

2

)(
â†ψn

)
= (En + ~ω)

(
â†ψn

)
(37)

Είναι ξεκάθαρο τώρα ότι η ιδιοενέργεια της n-οστής κατάστασης του ταλαντωτή
δίδεται από τη σχέση:

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, (38)

όπου είναι προφανές ότι έχουµε χρησιµοποιήσει τον τελεστή αρίθµησης προκειµέ-
νου να πάρουµε τις ιδιοτιµές του όρου â†â = N̂ και συνεπώς την ιδιοενέργεια του
n-οστού επιπέδου. ΄Εως τώρα έχουµε δείξει ότι οι τελεστές â και âdag δρουν πάντω
στην κατάσταση ψn, µε τρόπο τέτοιο ώστε :

âψn = An+1ψn+1 (39)

â†ψn = An−1ψn−1 (40)

Οι σταθερές κανονικοποίησης υπολογίζονται ϑέτοντας την απαίτηση 〈n|n〉 = 〈n −
1|n−1〉 = 1 και

[
â, âdag

]
= 1. Εφοσον η κατάσταση âψn = |n+ 1〉 επίσης απαιτείται

να ειναι κανονικοποιηµένη, µπορούµε να γράψουµε ότι :

|An+1|2〈â†n|â†n〉 = 1 (41)

Η εξίσωση 41 µπορεί να γραφτεί ως :

|An+1|2〈â|â†〉 = |An+1|2〈n|
(
â†â+ 1

)
n〉 = |An+1|2(n+ 1)〈n|n〉 = 1 (42)

Συνεπώς, εφόσον απαιτούµε το An+1 να είναι πραγµατικός αριθµός, η κανονικο-
ποίηση µας δινει το αποτέλεσµα:

An+1 =
1√
n+ 1

(43)

Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε ότι :

|n+ 1〉 =
1√
n+ 1

∣∣â†n〉↔ ∣∣â†n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉 (44)
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Με παρόµοι τρόπο, αποδεικνύεται ότι :

|ân〉 =
√
n|n〉 (45)

Είναι αρκετά χρήσιµο να ϐγάλουµε µια σχέση που να µας δίνει τη n-οστή κατά-
σταση χρησιµοποιώντας τη ϑεµελιώδη κατάσταση |0〉:

|n〉 =

(
â†
)n√

(n!)
|0〉 (46)

και

â†|n〉 =

(
â†
)n+1

√
n!
|0〉 =

√
n+ 1

(
â†
)n+1√

(n+ 1)!
|0〉 =

√
(n+ 1)|n〉 (47)

΄Οσον αφορά τη µορφη της κυµατοσυνάρτησης n-οστού επιπέδου του ταλαντωτή,
ϑα ακολουθήσουµε παρόµοια διαδικασία, δρώντας τον τελεστή δηµιουργίας â στην
κυµατοσυνάρτηση της ϑεµελιώδους στάθµης ψ0 που αποδείξαµε στην 28. Προκει-
µένου να απλοποιήσουµε το συµβολισµό, ϑα χρησιµοποιήσουµε µια νέα χωρική
µεταβλητή, η οποία ϑα είναι :

ξ = 4

√(mω
π~

)
x (48)

Με τη χρήση αυτής της νέας χωρικής µεταβλητής ξ, µπορούµε να ξαναγράψουµε
την έκφραση για τον τελεστή δηµιουργίας, ως :

â† =
1√
2

[√(mω
~

)
x−

√(
~
mω

)
∂

∂x

]
=

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
(49)

΄Ετσι, η έκφραση της εξίσωσης 28, ϑα γίνει :

ψ0(ξ) = A0e
− ξ

2

2 (50)

όπου η σταθερά κανονικοποίησης έχει τώρα γίνει

A0 = 4

√(
1

π

)
(51)

Ξεκινώντας από τη ϑεµελιώδη κατάσταση και χρησιµοποιώντας την εξίσωση 46 για
να εξασφαλίσουµε ότι το αποτέλεσµά µας είναι κανονικοποιηµένο, παίρνουµε την
ακολουθία κυµατοσυναρτήσεων:

ψ0 (52)

ψ1 = â†ψ0 (53)
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ψ2 =
1√
2
â†ψ1 =

1√
2

(
â†
)2
ψ0 (54)

ψ3 =
1√
2
â†ψ2 =

1√
2
√

3

(
â†
)2
ψ1 =

1√
3!

(
â†
)3
ψ0 (55)

ψn =
1√
n!

(
â†
)n
ψ0 (56)

Τώρα, χρησιµοποιώντας την έκφραση για την κυµατοσυνάρτηση της ϑεµελιώδους
κατάστασης µε τη χρήση της µεταβλητής ξ 50, ϑα γράψουµε την έκφραση για τις
πρώτες 5 καταστάσεις του αρµονικού ταλαντωτή.

ψ0 = A0e
− ξ

2

2 (57)

ψ1 = â†ψ0 =
1√
1!

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
A0e

− ξ
2

2 =
1√
2

2ξA0e
− ξ

2

2 =
1√
2

2ξψ0 (58)

ψ2 = â†ψ1 =
1√
2!

(
â†
)2
ψ0 =

1√
2!

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
1√
2

2A0e
− ξ

2

2 =

=
1√
2

1√
4

(
4ξ2 − 2

)
ψ0

(59)

ψ3 = â†ψ2 =
1√
3!

(
â†
)3
ψ0 =

1√
3!

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
1

2
(4ξ2 − 2)ψ0 =

=
1√
6

1√
8

(
8ξ3 − 12

)
ψ0

(60)

ψ4 = â†ψ3 =
1√
4!

(
â†
)4
ψ0 =

1√
24

1√
16

(
16ξ4 − 48ξ2 + 12

)
ψ0 (61)

ψ5 = â†ψ4 =
1√
5!

(
â†
)5
ψ0 =

1√
120

1√
32

(
32ξ5 − 160ξ3 + 120ξ

)
ψ0 (62)

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι οι συναρτήσεις είναι εναλλάξ άρτιες και
περιττές, ενώ η µορφή των κυµατοσυναρτήσεων µπορεί να εκφραστεί µε τη ϐρήση
των πολυωνύµων Hermite Hn(ξ) ·έτσι ώστε :

ψn(ξ) = â†ψn−1(ξ) =
1√
2nn!

Hn(ξ)ψ0(ξ) (63)

ενώ η δηλωτική έκφραση των πολυωνύµων Hermite είναι

Hn(ξ) =

(
dn

dtn
e−t

2+2tξ

)
t=0

= (−1)neξ
2 dn

dξn
eξ
−2

(64)
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Αν ϑέλαµε να γράψουµε την έκφραση για την κυµατοσυνάρτηση του αρµονικού
ταλαντωτή στο αρχικό σύστηµα συντεταγµένων, ϑα πρέπει να αντικαταστήσουµε το
ξ από τη σχέση 48στη σχέση 50 για να πάρουµε τη σχέση:

ψn(x) =

√
1

2nn!

√
mω

π~
e−

mω
2~ x

2

Hn

(√
mω

~
x

)
(65)

Χρησιµοποιώντας τη Mathematica, παίρνουµε το σχήµα 1, στο οποίο ϕαίνονται
οι γραφικές παραστάσεις για τις 5 πρώτες κυµατοσυναρτήσεις του µονοδιάστατου
αρµονικού ταλαντωτή, καθώς και το δυναµικό V = ξ2

2

Σχήµα 1: Οι πέντε πρώτες κυµατοσυναρτήσεις το µονοδιάστατου αρµονικού ταλαντωτή και

το δυναµικό V = ξ2

2 .

2 Η εικόνα Schrödinger

Είναι ευκολο να αποδειξουµε ότι οι µέση τιµή ενός µετρήσιµου µεγέθους Ô δεν
αλλάζει όταν εφαρµόζεται σε αυτό ένας µοναδιαίος µετασχηµατισµός Û που αλλάζει
την ϐάση του συστήµατος

Ô → Ô′ = ÛÔÛ †, (66)
ενώ τα διανύσµατα ϐάσης γίνονται :

|ψ〉 → |ψ′〉 = Û |ψ〉
〈ψ| → 〈ψ′| = Û †〈ψ|

(67)
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Η αλλαγή ϐάσης από αυτή που ορίζει το διάνυσµα |ψ〉 σ΄ αυτή του διανύσµατος
|ψ′〉, γίνεται µε τον ακόλουθο τρόπο:

〈ψ|Ô|ψ〉 = 〈ψ|Û †ÛÔÛ †Û |ψ〉 = 〈ψ′|Ô′|ψ′〉 (68)

Συνήθως, όταν εξελίσσουµε χρονικά µια κατάσταση δεν ακολουθούµε κατά γράµµα
αυτή τη διαδικασία. Η χρονική εξέλιξη του αρχικού διανύσµατος |psi(0)〉 γράφεται
ως :

|ψ(t)〉 = e−i
Ĥt
~ |ψ(0)〉 (69)

Αυτό είναι άµεσο αποτέλεσµα της εξίσωσης Schrödinger και τα µετρήσιµα µεγέθη
δεν αλλάζουν στο χρόνο. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι αν για το µετρήσιµο µέγεθος
x̂ ϑέλουµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή σε χρόνο t, πρέπει να υπολογίσουµε την
ποσότητα:

x̂(t) = 〈ψ(t)|x̂|ψt〉 (70)

Θα πρέπει λοιπόν να πάρουµε το x̂ ως δεδοµένο και να χρησιµοποιήσουµε τις
καταστάσεις στο χρόνο t. Αυτή η διαδικασία υπολογισµού των µέσων τιµών ενός
µεγέθους είναι που δίδεται από την εικόνα Schrödinger picture. ∆εν είναι δυνατόν
να ακολουθήσουµε την ίδια διαδικασία για το µοναδιαίο µετασχηµατισµό Û(t) της
χρονικής εξέλιξης. Αν ακολουθούσαµε τη διαδικασία των εξισώσεων 66,67, ϑα
παίρναµε το αποτέλεσµα:

x̂(t) = x̂(0), (71)

που δηλώνει ότι η µέση τιµή της µετρήσιµης ποσότητας δεν αλλάζει καθώς εξε-
λίσσεται ο χρόνος, σαν το σύστηµα να έµενε στάσιµο. Συνήθως συµβολίζουµε τις
ποσότητες που είναι εκπεφρασµένες στην εικόνα Schrödinger µε τον δείκτη S, π.χ.
|ψS(t)〉, που σηµαίνει ότι αυτή είναι µια κατάσταση στην εικόνα Schrödinger, όπου
οι καταστάσεις εξελίσσονται αλλά οι µετρήσιµες ποσότητες όχι.

3 Εικόνα Heisenberg

Υποθέτοντας τώρα ότι υπάρχει χρονική εξέλιξη όχι µόνο στην κατάσταση αλλά
και στις µετρούµενες ποσότητες, αλλά µε τέτοιο τρόπο ώστε να πάρουµε το ίδιο
αποτέλεσµα που ϑα παίρναµε και στην εικόνα Schrödinger, ϑα χρειαστούµε την
εικόνα Heisenberg. Ας συµβολίσουµε µια κατάσταση στην εικόνα Heisenberg ως
|ψH(t)〉. Για να την υπολογίσουµε αν η κατάστασή µας αρχικά ήταν στην εικόνα
Schrödinger, πρέπει να τη µετασχηµατίσουµε σύµφωνα µε τη σχέση:

|ψH(t)〉 = Ŝ†|ψS(t)〉 (72)

όπου
Ŝ† = ei

Ĥt
~ (73)
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Αυτή η έκφραση είναι παρόµοια µε τη χρονική εξέλιξη µιας κατάστασης στην εικόνα
Schrödinger.

|ψS(t)〉 = e−i
Ĥt
~ |ψS(0)〉 (74)

Αντικαθιστώντας στην έκφραση του |ψH(t)〉 ϑα πάρουµε τη σχέση

|ψH(t)〉 = Ŝ†|ψS(t)〉 = ei
Ĥt
~ |ψS(t)〉 = ei

Ĥt
~ e−i

Ĥt
~ |ψS(0)〉 = |ψS(0)〉 (75)

Συνεπώς, οι καταστάσεις στην εικόνα Heisenberg σε οποιαδήποτε στιγµή t, είναι
ίσες µε τις καταστάσεις στην εικόνα Schrödinger για t = 0. Υποθέτοντας τώ-
ϱα ότι ϑέλουµε να µετασχηµατίσουµε ένα µετρήσιµο µέγεθος ÔS από την εικόνα
Schrödinger στο ίδιο µέγεθος της εικόνας Heisenberg ÔH , ϑα το κάναµε χρησιµο-
ποιώντας τον µοναδιαίο τελεστή Ŝ† σύµφωνα µε τα παρακάτω.

ÔH = Ŝ†ÔSŜ = ei
Ĥt
~ ÔSe

−i Ĥt~ (76)

Με αυτόν τον τρόπο, είναι ξεκάθαρο ότι πλέον, ότι ακόµα κι αν το ÔS δεν εξαρτά-
ται δηλωτικά από το χρόνο, το ÔH εξαρτάται από το χρόνο, συνεπώς συνήθως το
γράφουµε ως ÔH(t). Προκειµένου να µελετήσουµε τη χρονική εξέλιξη του ÔH(t),
υπολογίζουµε την χρονική του παράγωγο:

dÔH(t)

dt
=

d

dt

[
eiĤt/~ÔSe

−iĤt/~
]

=

=
d

dt

[
eiĤt/~

]
ÔSe

−iĤt/~ + eiĤt/~ÔS
d

dt

[
e−iĤt/~

]
=

=
i

~
ĤeiĤt/~ + eiĤt/~ÔS

(
− i
~
Ĥ

)
e−iĤt/~ =

=
i

~
ÔH(t)− eiĤt/~ÔSe

−iĤt/~
(
− i
~
Ĥ

)
=

=
i

~
ĤÔH(t)− i

~
ÔH(t)Ĥ =

i

~

[
Ĥ, ÔH(t)

]
⇔

dÔH(t)

dt
=
i

~

[
Ĥ, ÔH(t)

]

(77)

Μια ιδιαίτερη εξαίρεση τελεστών που είναι ίδιοι και στην εικόνα Heisenberg και
στην εικόνα Schrödinger, είναι οι Χαµιλτονιανές. ΄Οπως είναι εύκολο να διαπιστώ-
σει κανείς

ĤH(t) = eiĤt/~ĤSe
−iĤt/~ = eiĤt/~e−iĤt/~ĤS = ĤS (78)

΄Οσον αφορά τη µέση τιµή µεγεθών σε αυτές τις δύο εικόνες, µπορούµε να γρά-
ψουµε:

〈ψH(t)|ÔH(t)|ψH(t)〉 = 〈ψS(t)|e−iĤt/~eiĤt/~ÔSe
−iĤt/~eiĤt/~|ψS(t)〉 =

= 〈ψS(t)|ÔS|ψS(t)〉
(79)
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Η παραπάνω έκφραση δείχνει ότι η µέση τιµή ενός µετρήσιµου µεγέθους, είναι ίδια
και στις δύο εικόνες. Μια χρήσιµη διαδικασία στην περίπτωση χρονοεξαρτηµάνων
Χαµιλτονιανών, είναι ο υπολογισµός της χρονικής εξέλιξης της µέσης τιµής ενός
µεγέθους. Υποθέτοντας ότι εξετάζουµε το µέγεθος Ô και ϑέλουµε να υπολογίσουµε
τη µέση τιµή του στην εικόνα Schrödinger, ϑα γράψουµε:

Ô(t) = 〈ψ(t)|Ô|ψ(t)〉 (80)

Υπολογίζοντας τη χρονική παράγωγο παίρνουµε:

d

dt
Ô(t) =

d

dt

[
〈ψ(t)|Ô|ψ(t)〉

]
=

=
d〈ψ(t)|
dt

Ô|ψ(t)〉+ 〈ψ(t)|Ôd|ψ(t)〉
dt

(81)

Τώρα, ξαναγράφοντας τη χρονοεξαρτηµένη Schrödinger ως:

d|ψ(t)〉
dt

= − i
~
Ĥ|ψ(t)〉 ⇔ d

dt
〈ψ(t)| = 〈ψ(t)|Ĥ i

~
(82)

Επιστρέφοντας στην έκφραση για τη χρονική παράγωγο, 79, έχουµε ότι

d

dt
Ô(t) =

i

~
〈ψ(t)|ĤÔ|ψ(t)〉 − i

~
〈ψ(t)|ÔĤ|ψ(t)〉 =

=
i

~
〈ψ(t)|

[
Ĥ, Ô

]
|ψ(t)〉 =

=
i

~

[
Ĥ, Ô

] (83)

4 Εικόνα Αλληλεπίδρασης

Η εικόνα αλληλεπίδρασης είναι µια ενδιάµεση εικόνα, υπό την έννοια ότι η χρονική
εξέλιξη των καταστάσεων, µεταφέρεται «µερικώς» στα µετρούµενα µεγέθη.

Γενικά, προκειµένου να µεταφερθούµε στην εικόνα αλληλεπίδρασης, πρέπει
να διαχωρισουµετη Χαµιλτονιανή που µελετάµε, σε δύο µέρη: Το ελεύθερο µέρος
Ĥ

(0)
S που είναι το ακριβώς επιλύσιµο µέρος της Χαµιλτονιανής και το µέρος της

αλληλεπίδρασης V̂S, όπως ακριβώς αντιµετωπίζονται τα προβλήµατα µε τη ϑεωρία
διαταραχών. Συνεπώς, η Χαµιλτονιανή µπορεί να διαχωριστεί ως :

ĤS = Ĥ
(0)
S + V̂S (84)

Στη συνέχεια ορίζουµε το µοναδιαίο τελεστή

Ŝ†0 = eiĤ
(0)
S t/~ (85)
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∆ρώντας αυτόν τον τελεστή, ορίζεται η εικόνα αλληλεπίδρασης και ϑα χρησιµοποι-
ήσουµε τον δείκτη I (Interaction), σύµφωνα µε τους κανόνες :

|ψI(t)〉 = Ŝ†0|ψS(t)〉 = eiĤ
(0)
S t/~|ψS(t)〉 (86)

ÔI(t) = Ŝ†0ÔSŜ0 = eiĤ
(0)
S t/~ÔSe

−iĤ(0)
S t/~ (87)

Ξεκινώντας από τον ορισµό του ψI(t) και παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο, ϑα
πάρουµε µια έκφραση για τη χρονική του εξέλιξη :

d

dt
|ψI(t)〉 =

i

~
Ĥ

(0)
S |ψS(t)〉+ eiĤ

(0)
S t/~ d

dt
|ψS(t)〉 =

=
i

~
Ĥ

(0)
S |ψI(t)〉 −

i

~
eiĤ

(0)
S t/~

[
Ĥ

(0)
S + V̂S

]
|ψS(t)〉 = − i

~
eiĤ

(0)
S t/~V̂S|ψS(t)〉 =

= − i
~
eiĤ

(0)
S t/~V̂Se

−iĤ(0)
S t/~eiĤ

(0)
S t/~|ψS(t)〉 ⇔

d

dt
|ψI(t)〉 = − i

~
V̂I(t)|ψI(t)〉 ⇔

i~
d

dt
|ψI(t)〉 = V̂I(t)|ψI(t)〉

(88)

Αυτή η έκφραση είναι ανάλογη µε την εξίσωση Schrödinger, όµως στην εικόνα
αλληλεπίδρασης, που µας επιτρέπει όπως είδαµε επανειληµµένα στο κείµενό µας
να αντιµετωπίζουµε χρονοεξαρτώµενα προβλήµατα.

Σε ότι αφορά τη χρονική εξέλιξη ενός τελεστή στην εικόνα αλληλεπίδρασης,
ξεκινάµε από τη σχέση:

ÔI(t) = eiĤ
(0)
S t/~ÔSe

−iĤ(0)
S t/~ (89)

Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο και στα δύο µέλη, ϑα έχουµε:

d

dt
ÔI(t) =

i

~
Ĥ

(0)
S eiĤ

(0)
S t/~ÔSe

−iĤ(0)
S t/~Ĥ

(0)
S =

=
i

~
Ĥ

(0)
S ÔI −

i

~
ÔIĤ

(0)
S

=
i

~

[
Ĥ

(0)
S , ÔI

] (90)

Στην εικόνα αλληλεπίδρασης η Χαµιλτονιανή Ĥ(0)
S γίνεται :

Ĥ
(0)
I = eiĤ

(0)
S t/~Ĥ

(0)
S e−iĤ

(0)
S t/~ = Ĥ

(0)
S eiĤ

(0)
S t/~e−iĤ

(0)
S t/~ = Ĥ

(0)
S (91)



114 Παράρτηµα Β. Θεωρητικά εργαλεία Κβαντικής Οπτικής

Συνεπώς, η Ĥ
(0)
I είναι ίδια µε την Ĥ(0)

S και η αντικατάσταση στη σχέση 90ϑα µας
δώσει :

d

dt
ÔI =

i

~

[
Ĥ

(0)
I , ÔI

]
(92)

Συνοψίζοντας, ϑα πρέπει να τονίσουµε ότι στην εικόνα αλληλεπίδρασης, η χρονική
εξέλιξη των καταστάσεων κυβερνάται από τον όρο V̂ της συνολικής Χαµιλτονιανής,
ενώ η χρονική εξέλιξη των µεγεθών από τον όρο Ĥ(0).

5 ∆ιαδικασίες µε απώλειες σε cavity QED

Το µοντέλο Jaynes-Cummings κάνει µια σιωπηρή αλλά πολύ σηµαντική υπόθεση·
ότι η κοιλότητα είναι τέλεια αποµονωµένη από το περιβάλλον της (δηλαδή κ = 0),
δεν υπάρχουν ϑερµικές καταστάσεις µέσα στην κοιλότητα (n̄th = 0) καθώς και οτι
δεν υπάρχει καθόλου αυθόρµητη εκποµπή (γ = 0)

Αυτά τα όρια, ϕυσικά και είναι χρήσιµα για να αποδείξουµε τους νόµους που
διέπουν αυτές τις ϕυσικές διαδικασίες που συµβαίνουν µέσα στο απλό αυτό σύστη-
µα, ωστόσο η Φύση έχει νόµους που µας απαγορεύουν ακόµα και να ϕανταστούµε
ότι ϑα µπορούσαµε να επιτύχουµε αυτές τις ιδανικές τιµές σε ένα πείραµα.

Οι ϑεωρητικές προσεγγίσεις για την επίλυση του προβλήµατος ενός Ανοικτού
συστήµατος περιγράφονται εξαίσια από τους Carmichael[25], [26] και Scully[14].
∆εν είναι σκοπός αυτής της διατριβής να µελετηθεί στην πλήρη έκτασή της η δια-
δικασία απόδειξης των µεθόδων που χρησιµοποιούνται στις παραπάνω αναφορές,
ωστόσο ϑα δούµε τις ϐασικές πτυχές των µεθόδων για να γινει κατανοητός ο ση-
µαντικός ϱολος της αλληλεπίδρασης του περιβάλλοντος στο µοντέλο µας.

Ο κύριος λόγος για την καθιέρωση αυτού του σχετικά νέου πεδίου που πε-
ϱιγράφεται µε τον τίτλο Ανοικτά Κβαντικά Συστήµατα (Open Quantum Systems)
είναι το γεγονός ότι όταν λαµβάνουµε υπόψιν ένα σύστηµα που αλληλεπιδρά µε το
περιβάλλον του, ο χώρος Hilbert που περιέχει όλη την απαιτούµενη πληροφορία
για την περιγραφή του συστήµατος έχει τόσες πολλές διαστάσεις που ϑα ήταν αν-
ϑρωπίνως αδύνατο να µελετηθεί η συµπεριφορά συστηµάτων που δεν ϐρίσκονται
παρά σε ένα πάρα πολύ περιορισµένο υποσύνολο ϱεαλιστικών σεναρίων, όπως για
παράδειγµα ο «Συντονισµένος Φθορισµός» (Resonance Fluorescence» που περι-
γράφεται στο [14]. Επιπλέον, η περιγραφή των ϕαινοµένων που συµβαίνουν δεν
µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε τη χρήση κυµατοσυναρτήσεων που όπως ξέρουµε
περιγράφουν καθαρές καταστάσεις, αλλά ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τη χρο-
νική εξέλιξη των πινάκων πυκνότητας για να παρατηρήσουµε την υποβάθµιση ενός
Ανοικτού Συστήµατος. Ο λόγος είναι ότι σε αντίθεση µε όσα έχουµε δει έως τώρα,
η χρονική εξέλιξη του συστήµατος προσδιορίζεται από µη αναστρέψιµες διαδικασί-
ες, ή µε άλλα λόγια διαδικασίες που συµπεριλαµβάνουν µη-µοναδιαίους τελεστές
, που µας απαγορεύουν να χρησιµοποιήσουµε αναλυτικές µεθόδους. Τα οφε-
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λη της ανάπτυξης αυτού του ϕορµαλισµού, είναι ξεκάθαρα αν σκεφτεί κανείς ότι
τα σηµερινά υπολογιστικά συστήµατα µας επιτρέπουν να κάνουµε προσοµειώσεις
κάνοντας χρήση αυτού του ϕορµαλισµού, που εισαγάγει την έννοια των «Υπερτελε-
στών» (Superoperators), δηλαδή τελεστών που δρουν σε τελεστές και των «τελεστών
κατάρρευσης» που περιγράφουν την καταστροφική επιρροή του περιβάλλοντος σε
ένα κλειστό σύστηµα. Στα ακόλουθα ϑα δώσουµε µια «συµπιεσµένη» περιγραφή
της προσέγγισης της «Master Equation» ή ελληνιστί «΄Αρχουσας Εξίσωσης» καθώς
και της «Μεθόδου των ΚβαντικώνΤροχιών» (Quantum Trajectories Method) και
ϑα συµπεριλάβουµε τα αριθµητικά αποτελέσµατα για µερικά απλά παραδείγµατα
που προέκυψαν µε τη χρήση του πακέτου ανοικτού λογισµικού QuTiP[112], που
δουλεύει µε τη γλώσσα προγραµµατισµού Python. Οδηγούς σε αυτή τη διαδικασία
αποτέλεσαν οι διαλέξεις του καθηγητή Carmichael στο Singapore School of Physics
τον Ιούνιο του 2012, καθώς και τα [25],[26].

51 Η Lindblad Master Equation

Ο πίνακας πυκνότητας ενός συστήµατος περιέχει όλη τη χρήσιµη πληροφορία όσον
αφορά τη στατιστική κατανοµή ενός συστήµατος (καθαρή ή µεικτή κατάσταση) και
ορίζεται ως :

ρ =
∑
n

pn|ψn〉〈ψn| (93)

όπου pn είναι η κλασσική πιθανότητα το σύστηµα να ϐρίσκεται στην κατάσταση
|psin〉. Η ϐασική µέθοδος για να γράψει κανείς τις εξισώσεις κίνησης ενός συστή-
µατος S που αλληλεπιδρά µε µια δεξαµενή ϑερµότητας (όπως είναι το περιβάλλον)
R είναι το να επεκτείνει την έννοια του όρου «Σύστηµα», ούτως ώστε να συµπερι-
λάβει το κλειστό σύστηµα, το περιβάλλον και την αλληλεπίδρασή τους. Αυτό το
συνδυασµένο σύστηµα που µπορεί να ϑεωρηθεί κλειστό καθώς και η χρονική του
εξέλιξη µπορεί να περιγραφεί από την εξίσωση:

ρ̇ = − i
~

[H, ρ] (94)

όπου τώρα η ΧαµιλτονιανήH, περιέχει τις πληροφορίες για το αρχικό σύστηµα (την
κοιλότητα), το περιβάλλον και την αλληλεπίδρασή τους, υποθέτοντας ότι ορισµένοι
από τους άπειρους τρόπους ταλάντωσης που επιζούν µέσα στη δεξαµενή ϑερµότη-
τας που ορίζει το περιβάλλον, µπορούν να συζευχθούν µε τους τρόπους ταλάντωσης
που υποστηρίζει η κοιλότητα, µε τη µεσολάβηση του ϱυθµού κ της κοιλότητας. ΄Ε-
χοντας αυτές τις έννοιες κατά νου, µπορούµε να γράψουµε την Χαµιλτονιανή H
στη µορφή:

H = HS +HR +HSR (95)

Οι όροι HS και HR είναι οι Χαµιλτονιανές του συστήµατος και του περιβάλλον-
τος αντίστοιχα (System, Reservoir), ενώ ο όρος HSR περιέχει την αλληλεπίδραση
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µεταξύ τους. Αν ο πίνακας πυκνότητας ρ(t) περιγράφει την εξέλιξη του κλειστού
συστήµατος αλλά και του περιβάλλοντος, στον χώρο Hilbert (S ⊕R) µπορούµε να
πάρουµε τον «ανηγµένο πίνακα πυκνότητας» του συστήµατος ρS(t), υπολογίζον-
τας το µερικό ίχνος του πίνακα πυκνότητας του συνολικού συστήµατος, πάνω στις
καταστάσεις του περιβάλλοντος.

ρs(t) = TrRρ(t) (96)

Αν µετατρέψουµε την εξίσωση Schrödinger στην εικόνα αλληλεπίδρασης, για να
ξεφορτωθούµε τους γρήγορα περιστρεφόµενους όρους, ο τροποποιηµένος πίνακας
πυκνότητας γίνεται :

ρ̃(t) = ei/~)(HS+HR)tρ(t)e−i/~)(HS+HR)t (97)

Γενικά, η αλληλεπίδραση µεταξύ συστήµατος και περιβάλλοντος περιγράφεται από
µια χρονοεξαρτηµένη Χαµιλτονιανή H̃SR(t), η οποία δίδεται από τη σχέση:

H̃SR(t) = ei/~)(HS+HR)tHSRe
−i/~)(HS+HR)t (98)

Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση Schrödinger ως:

˙̃ρ(t) = − i
~

[
H̃SR(T ), ρ̃(t)]

]
(99)

Ολοκληρώνοντας αυτή την εξίσωση, έχουµε µπορστά µας µια ολοκληροδιαφορι-
κή εξίσωση η οποία µπορεί να υπολογιστεί επαναληπτικά, δίνοντας κάθε ϕορά
υψηλότερης τάξης προσεγγίσεις.

ρ̃(t) = ρ̃(0)− i

~

∫ t

0

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)

]
dt′ (100)

Αντικαθιστώντας αυτή την έκφραση του ρ̃(t) προκειµένου να κάνουµε µία ϕορά τη
διαδικασία αυτής της εξίσωσης, παίρνουµε:

ρ̃(t) = − i
~

[
H̃SR(t), ρ̃(0)

]
− 1

~2

∫ t

0

[
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)

]]
dt′ (101)

Αυτή η έκφραση µας παρέχει µια πλήρη έκφραση που περιγράφει το σύστηµα αν
υπολογισθεί πολλές ϕορές, καθώς δεν έχει γίνει κάποια προσέγγιση. Ωστόσο, µπο-
ϱούµε να κάνουµε κάποιες προσεγγίσεις για να την απλοποιήσουµε: Πρώτα απ΄
όλα πρέπει να υποθέσουµε ότι για t = 0 (δηλαδή όταν «ανοίγουµε» την αλληλεπί-
δραση), δεν υπάρχει συσχέτιση ανάµεσα στο σύστηµα και το περιβάλλον. ∆ηλαδή,
ότι ο συνδυασµένος πίνακας πυκνότητας µπορεί να γραφτεί ως :

ρ(0) = ρS(0)R0 (102)
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όπου R0 είναι ο αρχικός πίνακας πυκνότητας του περιβάλλοντος. Υπολογίζοντας
το ίχνος του πάνω από το περιβάλλον, έχουµε:

trR
(

˙̃ρ(t)
)

=− i

~
trR

([
H̃SR(t), ρ̃(0)

])
−

− 1

~2

∫ t

0

trR

([
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)

]])
dt′

(103)

Θέτοντας τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος ούτως ώστε να µπορούµε να α-
γνοήσουµε τον πρώτο όρο αυτής της έκφρασης, γράφουµε:

˙̃ρS(t) = − 1

~2

∫ t

0

trR

([
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)

]])
dt′ (104)

Η πρώτη προσέγγιση που κάναµε σ΄ αυτό το πρόβληµα, ήταν το γεγονός ότι το
σύστηµα και το περιβάλλον δεν έχουν συσχέτιση αρχικά (δεν είναι «εναγκαλισµένα»
). Γενικά, καθώς περνά ο χρόνος, ϑα αρχίσουν να έχουν εναγκαλισµό µεταξύ τους,
ωστόσο στις περισσοτερες περιπτώσεις, αυτή η συσχέτιση µεταξύ του συστήµατος
και του περιβάλλοντος είναι πάρα πολύ ασθενής και ο συνδυασµένος πίνακας
πυκνότητας µπορεί να γραφτεί ως :

ρ(t) = ρS(t)R0 +O (HSR) (105)

Τώρα είναι η στιγµή για να κάνουµε την πρώτη «σοβαρή» προσέγγιση στο πρόβληµά
µας, στην οποία ϑα αναφερόµαστε ως «προσέγγιση Born». Το περιβάλλον µπορεί
να ϑεωρηθεί πολύ µεγαλύτερο από το σύστηµα, ούτως ώστε οι αλλαγές του συστή-
µατος δεν ϑα επηρρεάσουν το περιβάλλον, κι έτσι το περιβάλλον ϑα µείνει στην
ίδια αρχική κατάσταση. Η δεύτερη υπόθεση της προσέγγισης Born απαιτεί από το
σύστηµα και το περιβάλλον να παραµείνουν διαχωρισµένα σε όλη τη διάρκεια της
αλληλεπίδρασής τους η οποία δικαιολογείται από την υπόθεση της «ασθενούς αλ-
ληλεπίδρασής» τους. Συνοψίζοντας την προσέγγιση Born µπορούµε να γράψουµε
ότι :

ρ(t) ' ρ(t)⊗ ρR (106)

Η επόµενη σηµαντική προσέγγιση αναφέρεται στη ϐιβλιογραφία ως «προσέγγιση
Markov» και ϑεωρεί ότι η χρονική κλίµακα της ϕυγής ενός ϕωτονίου στο περι-
ϐάλλον (ας την ονοµάσουµε τR), είναι πολύ µικρότερη από την µικροτερη χρονική
κλίµακα της δυναµικής του συστήµατος, η οποία συνοψίζεται ως :

τS � τR (107)

Η προσέγγιση Markov σε πρώτη µατιά ϕαίνεται αρκετά χονδροειδής. Ωστόσο,
δηλώνει ένα πάρα πολύ σηµαντικό γεγονός : Παρά το γεγονός ότι η παρελθούσα
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εξέλιξη του συστήµατος αποτυπώνεται στο περιβάλλον µέσω της σύζευξής τους, ε-
πηρρεάζοντας και τη µελλοντική εξέλιξή του, αν το ϑεωρήσουµε πολύ µεγάλο, οι
αλλαγές του περιβάλλοντος λόγω του συστήµατος δεν «επιζούν» για πολύ, το οποίο
αφαιρεί το χαρακτηριστικό της «µνήµης» από το περιβάλλον. Για να κατανοήσου-
µε το πώς η προσέγγιση Markov επηρρεάζει την µέθοδο που ακολουθούµε, ϑα
γράψουµε τη Χαµιλτονιανή αλληλεπίδρασης ως:

HSR = ~
∑
i

siRi (108)

όπου si καιRi είναι οι τελεστές του χώρου Hilbert για το σύστηµα και το περιβάλλον
αντίστοιχα. Γράφοντας το σύστηµα στην εικόνα αλληλεπίδρασης και εκτελώντας την
προσέγγιση Born προκύπτει :

˙̃ρ(t) = −
∑
i,j

∫ t

0

TrR

([
s̃i(t)R̃i(t),

[
s̃j(t

′)R̃j(t
′), ρ̃S(t′)R0

]])
dt′ (109)

Συνεπώς, αυτή η εξίσωσης µπορεί να γραφεί ως :

˙̃ρS(t) = −
∑
i,j

∫ t

0

(
A〈R̃i(t)R̃j(t

′)〉R +B〈R̃j(t
′)R̃i(t)〉R

)
dt′ (110)

όπου τα A και B δίδονται από τις σχέσεις :

A = s̃i(t)s̃j(t
′)ρ̃S(t′)− s̃j(t′)ρ̃S(t′)s̃i(t)

B = ρ̃S(t′)s̃j(t
′)s̃i(t)− s̃i(t)ρ̃S(t′)s̃j(t

′)
(111)

Το αποτέλεσµα του περιβάλλοντος είναι εµφανές στους όρους :

〈R̃i(t)R̃j(t
′)〉R = TrR

(
R0R̃i(t)R̃j(t

′)
)

〈R̃j(t
′)R̃i(t)〉R = TrR

(
R0R̃j(t

′)R̃i(t)
) (112)
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4.16Πιστότητα της πύλης
√
SWAP συναρτήσει του κ, µε το κ εκπεφρα-

σµένο σε σχέση µε το ϱυθµό σύζευξης g των κοιλοτήτων για την περιο-
χή υψηλού αποσυντονισµού (µπλε γραµµή, g = 5.10−3ω0, J = 2/5g,
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g = 5× 10−3ω0, J = 10g, ∆ = 0.1g, TLH/4 = πJ/(2g2)). . . . . . . 89
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ποτε πρόοδο ϐλέπουν να συµβαίνει. Από τον Οκτώβριο του 2010, που εγγράφηκα
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Η ενασχόληση µε το πεδίο της Κβαντικής Οπτικής και των Κβαντικών Υπολο-
γιστών ήταν κάτι που δεν περίµενα όταν ήρθα στο Πολυτεχνείο Κρήτης, ενώ το να
επισκεφθώ το Κέντρο Κβαντικών Τεχνολογιών της Σιγκαπούρης ήταν πέρα από ο-
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Abstract

Cavity QED systems have been proved to be excellent platforms for the implementation

of quantum information processing algorihms. In this thesis we review the major results

in this field and conclude by proposing how to implement the Deutch-Josza in a system

of two evanescently coupled cavities. In the first part we review the physics of both the

ideal and dissipative cases of a two-level-atom coupled to an optical cavity mode. We

analyze in detail the corresponding Jaynes-Cummings model and derive the dynamics of

the system in the presence of dissipation using both the Master Equation and the

Quantum Trajectories approach. We then proceed with a presentation of the

Deutsch-Jozsa, Grover and Shor search algorithms and review in detail some early

results regarding their implementation using flying Rydberg atoms in open microwave

cavities. We extend our study to novel systems by analyzing the quantum dynamics of a

system of two evanescently coupled optical cavities, each interacting with atomic

emitters. This is done for different regimes of interactions (dispersive, resonant and

strongly coupled) using both the Schrödinger and the Master equation approach. We

conclude with a proposal for the implementation of Deutsch-Jozsa algorithm in the

presence of significant cavity losses and analyze the robustness for different regimes by

calculating the fidelity of the basic entangling gate of the algorithm.



Περίληψη

΄Εχει γινεί αποδεκτό ότι τα συστήµατα κοιλότητων Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής

αποτελούν πολύ καλές πλατφόρµες για την υλοποιήση αλγοριθµων κβαντικής

πληροφορίας. Σε αυτή τη διπλωµατική διατριβή κάνουµε ανασκόπηση των

σηµαντικότερων αποτελεσµάτων σε αυτό το ερευνητικό πεδίο και καταλήγουµε

προτείνοντας µια µέθοδο υλοποίησης του αλγορίθµου Deutsch-Jozsa σε ένα σύστηµα δύο

συζευγµένων κοιλοτήτων. Στο πρώτο µέρος κάνουµε ανασκόπηση της ιδανικής

περίπτωσης καθώς και της περίπτωσης µε απώλειες για ένα σύστηµα ενός ατόµου δύο

επιπέδων συζευγµένου µε έναν τρόπο ταλάντωσης της οπτικής κοιλότητας. Αναλύουµε

λεπτοµερώς το µοντέλο Jaynes-Cummings και ϐρίσκουµε τις εξισώσεις της δυναµικής του

συστήµατος παρουσία απωλειών χρησιµοποιώντας την Master Equation, αλλά και τη

Μέθοδο Κβαντικών Τροχιών. Συνεχίζουµε µετέπειτα µε την παρουσίαση των κβαντικών

αλγορίθµων αναζήτησης Deutsch-Jozsa, Grover και Shor και παρουσιάζουµε αναλυτικά

δύο από τις αρχικές προτάσεις που αφορούν την υλοποίησή τους χρησιµοποιώντας

ιπτάµενα άτοµα Rydberg σε ανοικτές κοιλότητες µικροκυµάτων. Επεκτείνουµε τη µελέτη

µας αναλύοντας τη δυναµική συµπεριφορά ενός νέου συστήµατος δύο συζευγµένων

κοιλοτήτων, κάθε µία εκ των οποίων αλληλεπιδρά µε άτοµα ξεχωριστά. Αυτή η µελέτη

γίνεται για διάφορες περιοχές αλληλεπίδρασης (περιοχή αποσυντονισµού, συντονισµού

και ισχυρής σύζευξης), χρησιµοποιώντας και την εξίσωση Schrödinger και την Master

Equation. Καταλήγουµε, παρουσιάζοντας µια καινούργια πρόταση υλοποίησης του

αλγορίθµου Deutsch-Jozsa και αναλύουµε την αποτελεσµατικότητα της υλοποίησής του,

παρουσία σηµαντικών απωλειών, υπολογίζοντας την πιστότητα (fidelity) της ϐασικής

πύλης εναγκαλισµού του αλγορίθµου.
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Introduction - Motivation

Indisputably, one of the most important scientific fields developed during the

20th century, was the field of Quantum Mechanics [1, 2, 3, 4, 5]. We are endowed

with a set of the basic rules that govern our Universe and we have actually

managed to teach ourselves how to use these rules in different fields of Science

and Technology to construct many of the modern devices of our everyday life;

these include the electronical systems of our cars and our mobile phones, to the

state-of-the-art super-clusters of computers.

In the early days of Quantum Mechanics, the term "Gedankenexperimenten"
(thought experiments) was established, in order to describe an idealised situation

that could help us understand the problems that emerged. Probably the most

famous case of this sort of examples, is the famous "Schrödinger’s cat".1 An-

other famous Gedanken experiment regarding the situation of having a photon
in a box, was used in the famous public correspondence between Niels Bohr

and Albert Einstein. In their correspondence, the main argument regards the

violation of energy-time uncertainty principle, in the case when a photon that is

trapped in a box with a shutter, is allowed to exit the shutter, at a specific time

instant.

Interestingly, it was the idea of the photon in a box that gave rise to the

modern Cavity Quantum Electrodynamics (Cavity QED) [6, 7], which in twist of

fate later allowed the first experimental realization of the Schrödinger’s cat. It all

started by Purcell in 1946[8], in the study of one of the most mysterious effects

that came along with the photoelectric effect. The study of the factors that affect

the spontaneous emission rate and the quantization of the electromagnetic field

[9], opened the road for lasers, masers and a whole new era in Modern Physics,

enriching the field of Quantum Optics [10, 11, 12, 13, 14, 15] and offering

a solid testbed for the emerging field of Quantum Information and Quantum

Computation [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].

The primary objective of the current thesis is to give a short introduction on

1
Actually Schrödinger being "shocked" about the possibility of a system being in a superposition

of states, trying to reject this scenario, used the example of the cat as "reductio ad absurdum" ie.

stating that it is ridiculous to suppose a physical system could be in such a state.
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aspects of Cavity QED and demonstrate how those systems can be used in order

to implement certain Quantum Algorithms.

In Chapter 1 , we describe the quantization of the electromagnetic field and

the Jaynes-Cummings model [25, 26], that describes the simplest, ideal, case of

light-matter interaction when both the atom and the field are fully quantized. We

continue by giving a short description of cavity QED systems following mainly

[7] and discussing the primary features of lossy cavity QED system as laid out

in [27], [28, 29]. In Chapter 2 we will give the outline of the notion of Quantum
Computation and describe the class of search algorithms, namely Deutsch-Jozsa

algorithm [22, 30, 23], Grover’s search algorithm [31, 32, 33, 34] and Shor’s

factoring algorthm[35]. In Chapter 3, we present in detail the implementation of

Grover’s search algorithm and Shor’s factoring algorithm, following the approach

of two early papers from M.O. Scully [36] and the Haroche group[37].

In Chapter 4, we briefly touch the novel field of Coupled Cavity Arrays
for quantum information and simulation applications [21, 38, 39]. After briefly

introducing the field, we propose a new protocol on implementing quantum

computation in small scale arrays comprised of pairs of coupled resonators. We

specifically discuss a case to implement the Deutch-Josza algortihm and study

the robustness of the implementation against experimental errors due to the

finite lifetime of the photonic excitations in the arrays. This is done using both

numerical and analytical techniques.

The present thesis primarily focuses on aspects of microwave QED and its

applications on Quantum Information Processing as explored by the Haroche

group in ENS in Paris. Equivalently important and thorough work has been

performed by other experimental groups working on optical QED, among which,

the groups of J. Kimble [40],[41],[42, 43] and D. Meschede [44],[45],[46]. Apart

from optical and cavity QED, there have been great advancements regarding

the implementation of Quantum Computation in other experimental platforms

supplied by ion traps [47, 48, 49], Nuclear Magnetic Resonance [50] and last

but not least, from the superconducting circuit community and the Yale and

E.T.H. groups, regarding a new kind of experimental demonstration of Jaynes

Cummings model, which has led to the establishment of the field of circuit QED

[51], [52], [53]. In future work we would like to explore this novel direction.

We would like to add that, during the writing of this thesis, which took place

in the period between August 2012 - December 2012, it was announced that

"The Nobel Prize in Physics 2012 is awarded jointly to Serge Haroche and David J.
Wineland "for ground-breaking experimental methods that enable measuring and
manipulation of individual quantum systems".



Chapter 1

Introduction to Cavity Q.E.D.

1.1 Quantization of the electromagnetic field
1

In the simple case of the harmonic oscillator, we describe ideally the case of a

particle of mass m moving under action of an harmonic potential in a 1D confined

space. Starting from the notion of electromagnetic fields as waves, we will derive

the equivalent expression that includes the correspondent quantities in their

quantum mechanical form, which is the reason that we refer to this process as

the quantization of the electromagnetic field. The equations of electromagnetism

in free space, read:

~∇ · ~B = 0

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
~∇ · ~D = 0

~∇× ~H = −∂
~D

∂t

(1.1)

where ~B = µ0
~H, ~D = ε0 ~E , µ0 and ε0 are the magnetic permeabillity and

electric permittivity of free space and µ0ε0 = 1
c2

.

Maxwell’s equation have the characteristic of gauge invariance when no

sources are present. This actually enables us to choose a suitable gauge which

depends on the field we wish to study. A convenient choice of gauge for problems

in quantum optics is the Coulomb gauge, in which we substitute both the electric

1
The derivation for the quantization of the EM field, is virtually described in any textbook of

quantum mechanics, though we consider the treatments described in [2] ,[4] and [12] to be quite

extensive and didactic.
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~E and magnetic ~B fields by expressions derived from a new vector potential ~A (~rt)
as follows:

~E = −∂
~A

∂t
(1.2)

~B = ~∇× ~A (1.3)

with the Coulomb gauge condition

~∇ · ~A = 0 (1.4)

Substituting the expression for ~B from 1.2 into the set of equations 1.1 we

find that ~A (~r, t) satisfies the wave equation :

~∇2 ~A (~r, t) =
1

c2

∂2 ~A (~r, t)

∂t2
(1.5)

Since wave-equation holds, we are able to separate the vector potential into

two complex terms:

~A (~r, t) = ~A(+) (~r, t) + ~A(−) (~r, t) (1.6)

where ~A(+) (~r, t) contains all amplitudes which vary as e−iωt for ω > 0,

~A(−) (~r, t) contains all amplitudes which vary as eiωt and ~A(−) =
(
~A(+)

)∗
Now, we choose to restrict our discussion to a discrete set of variables rather

than the whole continuum, namely, describe the electromagnetic field restricted

to a certain definite volume of space and expand the vector potential in terms of

a discrete set of orthogonal mode functions:

~A(+) (~r, t) =
∑
k

ck~uk(~r)e
−iωkt (1.7)

where the Fourier coefficients ck are constant for a free field. The set of vector

mode functions ~uk(~r) which correspond to the frequency ωk will satisfy the

equation (
~∇2 +

ωk
2

c2

)
~uk(~r) = 0 (1.8)

provided the volume contains no refracting material. The mode functions are

also required to satisfy the transversality condition

~∇ · ~uk(~r) = 0 (1.9)

The mode functions form a complete orthonormal set, which is stated by the

expression
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∫
V

~u∗k(~r)~uk′(~r)d~r = δkk′ (1.10)

Those mode functions are defined by the boundary conditions of the physical

volume under consideration, which will prove to be of crucial importance in what

follows. If we consider the plane wave mode functions appropriate to a cubical

volume of side L, we may write them us:

~uk(~r) = L−
3
2 ê(λ) exp

[
i~k · ~r

]
(1.11)

where ê(λ)
is the unit polarization vector. The mode index k describes several

discrete variables, the polarization index (λ = 1, 2) and the three Cartesian

components of the propagation vector ~k take the values

kx =
2πnx
L

, ky =
2πny
L

, kz =
2πnz
L

, nx, ny, nz = 0,±1,±2, ... (1.12)

Regarding the transversality condition 1.9, the polarization vector ê(λ)
is

required to be perpendicular to ~k, so we may rewrite the vector potential in the

form:

~A (~r, t) =
∑
k

√
~

2ωkε0

[
ak~uk (~r) e−iωkt + a†k~u

∗
k (~r) eiωkt

]
(1.13)

The corresponding form for the electric field now becomes:

~E (~r, t) = i
∑
k

√
~ωk
2ε0

[
ak~uk (~r) e−iωkt + a†k~u

∗
k (~r) eiωkt

]
(1.14)

In classical electromagnetic theory these Fourier amplitudes are complex

numbers. Since photons are bosons, i.e. they are ruled by the commutator

relations that are described in the 1D harmonic oscillator, it is easy to choose âk
and â†k to be mutually adjoint operators.

The dynamical behaviour of the electric-field amplitudes may then be de-

scribed by an ensemble of independent harmonic oscillators obeying the boson

commutation relations:

[âk, âk′ ] =
[
â†k, â

†
k′

]
= 0,

[
âk, â

†
k′

]
= δkk′ (1.15)

The quantum states of each mode may now be discussed independently of

one another. The state in each mode may be described by a state vector |Ψ〉k of

the Hilbert state appropriate to that mode. The states of the entire field are then

defined as the tensor product space of the Hilbert spaces for all the modes.



4 Introduction to Cavity Q.E.D.

The Hamiltonian for the electromagnetic field is given by [15]

H =
1

2

∫ (
ε0
~E2 + µ0

~H2
)
d~r (1.16)

Using the expression 1.14 for ~E and the equivalent expression for ~H and

making use of the transversality and orthonormality conditions, the Hamiltonian

can be reduced to the form

H =
∑
k

~ωk
(
âkâ

†
k +

1

2

)
(1.17)

Therefore we have argued that the energy of the electromagnetic field is

nothing more than the sum of the number of photons in each mode, plus
1
2
~ωk,

representing the energy of the vacuum fluctuations in each mode.

Before getting an insight into the applications of the above procedure, it is

useful to give the relations for the so-called field field quadratures. As it is quite

easy to show, the canonical variables X̂1 and X̂2 represent the canonical position

and momentum respectively.

X̂1 =

√
~

2ω

(
â+ â†

)
X̂2 = i

√
2~ω

(
â− â†

) (1.18)

Using the quadratures and considering a single mode plane wave we may

right the expression for the electric field as:

Ê(~r, t) =
1

L
3
2

(
~ω
2ε0

)1/2
εk

[
X̂1 sin

(
~k~r − ωt

)
− X̂2 cos(~k~r − ωt)

]
(1.19)

The canonical variables X̂1 and X̂2 are the amplitudes of the quadratures

into which the EM field can be decomposed.

1.2 Quantum states of the electromagnetic Field

The quantization of the electromagnetic field, namely the explicit expression of

the Hamiltonian of the field in terms of operators, gives rise to the exploration of

the eigenvalues of the Hamiltonian, regarding the energy levels and the respective

wave functions.
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1.2.1 Fock States

The Hamiltonian 1.17 has the eigenvalues ~ωk
(
nk + 1

2

)
where nk is a natural

number. The eigenstates are written as |nk〉 and are known as number or Fock
states. They are eigenstates of the number operator N̂k = âkâk

†

â†âk|nk〉 = nkn̂k (1.20)

The ground state of the harmonic oscillator in which we usually refer to as

vacuum state is defined by

âk|0〉 = 0 = |0〉âk† (1.21)

which means that the expectation values of creation and annihilation operators

vanish at this state.

Acting the Hamiltonian that we previously derived on the vacuum state, we

obtain the relation:

〈0|H|0〉 =
1

2

∑
k

~ωk (1.22)

The above equation is quite intriguing. There is no explicit upper bound to

the frequencies in the sum over the electromagnetic field modes, therefore the

energy of the ground state is infinite. This infinite value of the zero-point energy

(ZPE) is not the only case of "peculiar" infinities in quantum electrodynamics.

The renormalization procedure manages to deal with most of these cases. In fact,

the vacuum energy and fluctuations is responsible for a big variety of observable

effects, like Cassimir effect and Lamb shift. In modern gauge field theory, the

notion of "Fermi-sea", describing the vacuum as an entity which is everything

than empty, with millions of particles being created and annihilated at the same

time, describes exactly the point made out by equation 1.22. Another important

detail that should be noted is the fact that the vacuum state, like all stationary

states of the field, is an eigenstate of the Hamiltonian but not the electric and

magnetic field operators. In the vacuum state therefore the electric and magnetic

fields do not have definite values. We may easily calculate the mean value for

electric and magnetic field for the vacuum state to be zero, but they do not have

a definite value. Actually, they fluctuate about their mean values of zero for the

case of a single mode of the field. Extensive discussion on the issues arising from

the strange properties of the vacuum state may be found in the books [13] and

[10]. Regarding the names we used for operators â and â† now it is clear that

given a Fock state |n〉 with n photons, creation operator "adds" a photon leading

to the state |n+ 1〉, while annihilation operator "removes" a photon, leading to
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the state |n− 1〉, with the respective normalization constants:

âk |nk〉 =
√
nk |nk − 1〉 , â†k |nk〉 =

√
nk + 1 |nk + 1〉 (1.23)

Starting from the vacuum state, it is obvious that in order to get the system into

the state |nk〉, we should act the creation operator n times, therefore:

|nk〉 =

(
â†k

)nk
√
nk!
|0〉 , nk = 0, 1, 2, ... (1.24)

The Fock states are orthonormal and complete, which is stated by the relations:

〈nk|mk〉 = δnm (1.25)

∞∑
nk=0

|nk〉〈nk| = 1 (1.26)

While the number states form a useful representation for high-energy photons,

e.g. γ-rays where the number of photons is very small, they are not the most

suitable representation for optical fields where the total number of photons is

large. Moreover, though they can produced experimentally, eg. when an atom

interacts with an electromagnetic field in a high quality optical resonator (cavity)

and emits a single photon, it is not possible to create many photons in the very

same cavity. We usually say that Fock states are the states in which the quantum
character manifests more than in every other representation of light.

Figure 1.1: Optical phase space representation for a Fock state.

In the optical phase space representation, using as axes the canonical co-

ordinates in natural units, we are able to visualize the properties of the Fock
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states. Since canonical coordinates, as they were defined in equations 1.18

do not commute, we say that the system is not well localized in optical phase
space. Moreover, one is possible to verify that the Fock states maximize the

phase uncertainty, so that ∆φ = 2π.

1.2.2 Coherent States

Coherent states are superpositions of Fock states |n〉. They are denoted by |α〉 and

we need to be careful when dealing with the action of creation and annihilation

operators on them. One could consider different possible superpositions but the

coherent state is of particular importance in practical applications. Coherent

states describe with great accuracy, states of CW monochromatic lasers above

threshold and wave packets formed by coherent states describe very well states

of pulsed lasers.

Probably the most practical way of introducing coherent states is the one

deduced by Glauber in [54] and Sudarshan in [55] which also justifies the fact

that they are also called Glauber-Sudarshan states. We will consider a single

mode, so that we will get rid of index k. First of all, we need to define the

displacement operator:

D̂ (α) = e(αâ
†−α∗â)

(1.27)

The Baker-Haussdorf formula for two operators Â and B̂ such that [A, [A,B]] =
[B, [A,B]] = 0, reads:

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−[Â,B̂]/2
(1.28)

Using the above formula for the expression we introduced for the displacement

operator, we obtain:

D̂ (α) = e−|a|
2/2eαâ

†
e−α

∗â
(1.29)

The proof of the Baker-Haussdorf formula employs the following identity, valid

for arbitrary operators:

eÂB̂e−Â = B +
[A,B]

1!
+

[A, [A,B]]

2!
+ ... (1.30)

Using the above identity we derive:

D̂† (α) âD̂ (α) = â+ α

D̂† (α) â†D̂ (α) = â† + α∗
(1.31)

The above expressions explain why D̂(α) is called displacement operator. We

are now in position to define coherent state |α〉, as displaced vacuum state |0〉.

|α〉 = D̂ (α) |0〉 (1.32)
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Another approach on defining the coherent states relies on the following

property:

D̂† (α) â |α〉 = D̂† (α) âD̂ (α) |0〉
= α |0〉
= αD̂† (α) D̂ (α) |0〉
= αD̂† (α) |α〉

(1.33)

We thus, conclude the equations:

â |α〉 = α |α〉 (1.34)

〈α| â† = α∗ 〈α| (1.35)

The above equations mean that coherent states are eigenstates of the annihilation

operator. Since operator â is not hermitian, its eigenvalues are complex. Contrary

to the Fock states that contain finite and fixed number of photons, coherent

states are superpositions of Fock states with arbitrary photon numbers. To prove

this property, we will make use of the fact that |n〉 â =
√
n+ 1〈n+ 1|α〉 = α〈n|α〉

and equation 1.34, which leads us to:

〈n|â|α〉 =
√
n+ 1〈n+ 1|α〉 = α〈n|α〉 ⇒

〈n|α〉 =
α√
n
〈n− 1|α〉 ⇒

〈n|α〉 =
αn√
n!
〈0|α〉

(1.36)

Using the equation 1.29, the expansion of the exponential and the property

â|0〉 = 0, we get the relation:

〈0|α〉 = 〈0|D̂(α)|0〉 = exp
(
− |α|2 /2

)
(1.37)

Therefore the coherent states have the following Fock-states representation:

|α〉 =
∞∑
n=0

|n〉 〈n| α〉 = e−α
2/2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 (1.38)

Supposing we want to calculate the probability of having n photons, it is easy

to show that this probability follows the poissonian distribution:

pn = |〈n| α〉|2 =
|α|2n

n!
exp

[
−|α|2

]
(1.39)
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Figure 1.2: Optical phase space representation for a coherent state.

In order to obtain the mean number of photons we may use the number

operator, therefore we obtain:

n̄ = 〈α| n̂ |α〉 = 〈α| â†â |α〉 = α∗ 〈α|α |α〉 = α∗α 〈α| α〉 = |α|2 (1.40)

Regarding the orthogonality of coherent states, let’s suppose we have two

coherent states, namely α and β. Their scalar product is

〈β| α〉 = 〈0| D̂†(β)D̂(α) |0〉 = exp

[
−|α|

2

2
− |β|

2

2
+ αβ∗

]
(1.41)

This means that coherent states are not orthogonal, therefore we may calculate

that the state overlap is:

|〈β| α〉|2 = exp
[
−|α− β|2

]
(1.42)

1.2.3 Thermal states

Fock states and coherent states are pure states, in the sense that they are

adequately described by their state vectors and their density matrix ρ which is

defined by the equation:

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|, (1.43)

has the property that ρ2 = 1, which denotes that they are indeed pure states.

A statistical mixture can be represented only by its density matrix. The typical

example of a mixed state is the case of the so-called thermal states. Introducing

the notion of thermal states, which correspond very well to the states of radiating
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black body, one is able to describe adequately thermal light, i.e. the light that

is unavoidably present due to the black-body radiation. Recalling the partition

function Z from statistical physics and defining β = 1
kBT

, we may write:

ρ ≡ e−βâ
†â

Z
=
(
1− e−β~ω

)
e−βâ

†â
(1.44)

The mean number of photons in such state is defined by

n̄ =
(
1− e−β~ω

) ∞∑
n=0

ne−β~ωn =
e−β~ω

1− e−β~ω
(1.45)

therefore, we are able to rewrite ρ as:

ρ =
1

n̄

(
n̄

n̄+ 1

)â†â
(1.46)

The photon number distribution for a thermal state is given by the relation

pn =
1

n̄

(
n̄

n̄+ 1

)n
(1.47)

which means that their distribution is geometric. Another important characteris-

tic of thermal states, that makes clear the fact that they are chaotic, is the the

order of the variance of the number of photons, which signifies the fluctuation of

the number of photons in a thermal state.

(∆n)2 = n2 − n2
(1.48)

The calculation for n2 gives us:

n2 =
∞∑
n=0

(
n2n̄2

n̄+ 1

)n+1

=
1

(n̄+ 1)
x
d

dx
x
d

dx

∞∑
n=0

xn
∣∣∣x= n̄

n̄+1
= 2n̄2 + n̄ (1.49)

Therefore we find that indeed the variance of the number of photons in a thermal

state is of the order of the mean value, which signifies very strong fluctuations,

since

(∆n) = n2 + n (1.50)

1.3 The Jaynes-Cummings model

The simplest case of light-matter interaction is the case of a two-level atom

interacting with a single mode of the quantized field. In the following, we discuss

the basic mathematical techniques that are used to derive the fully quantized

version of the field-matter interaction model, the Jaynes-Cummings model.
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1.3.1 Photon-atom interaction

The fully quantized version of the Rabi model, which may be found analytically

presented in [11], considers a two-level atom with states |g〉 for the ground state

and |e〉 for the excited state, interacting with a single mode field of the form:

Ê = −→e
√

~ω
ε0V
·
(
â+ â†

)
sin(kz) (1.51)

With
−→e we denote the arbitrary directioned polarization vector. Denoting with d̂

the dipole moment operator, the atom-field Hamiltonian may be written as:

Ĥ = −d̂ · Ê (1.52)

Setting g = −
√

~ω
ε0V
· sin(kz), then the Hamiltonian may be written in the form:

Ĥ(I) = d̂g(â+ â†) (1.53)

It should be pointed out that g is a number, while |g〉 is a state of the system!

It will prove useful for what follows to define at this point the operators describing

the atomic transitions. Since we are talking for a two-level atom there should

be an operator describing the transition of the atom from state |g〉 to state |e〉,
which we denote as σ̂+ and from state |e〉 to |g〉, which will be denoted as σ̂−.

Therefore we set:

σ̂+ = |e〉 〈g|
σ̂− = |g〉 〈e|
σ̂3 = |e〉 〈e| − |g〉 〈g|

(1.54)

Operator σ̂3 is called atomic inversion operator and its average value mea-

sures the atomic population inversion W (t) as its name implies. The operators

described in 1.54 obey the rules of Pauli matrices algebra, therefore the following

commutation relations hold and this can be easily verified setting |g〉 =

(
1
0

)
and |e〉 =

(
1
0

)
or by just using their definition as it is described in 1.54.

[σ̂+, σ̂−] = σ̂3

[σ̂3, σ̂±] = 2σ̂±
(1.55)

The only non-zero elements of the dipole moment operator are non-zero, since

〈e| d̂ |e〉 = 〈g| d̂ |g〉 = 0, therefore we can show that

d̂ = d |g〉 〈e|+ d∗ |e〉 〈g| = dσ̂− + d∗σ̂+ = d (σ̂− + σ̂+) (1.56)
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where we have set 〈e| d̂ |g〉 = d and we supposed that d is a real number. Thus,

setting λ = dg
~ , the Hamiltonian may be written in the form:

Ĥ(I) = ~λ(σ̂+ + σ̂−)(â+ â†) (1.57)

If we define as a zero-energy level the middle between the energy levels as in

figure 1.3 then the Hamiltonian of the free atom may be written as:

ĤA =
1

2
(Ee − Eg) σ̂3 =

1

2
~ω0σ̂3 (1.58)

where ω0 denotes the atomic transition frequency (also denoted with ωeg in many

textbooks. The Hamiltonian of the free field after changing the energy zero point

Figure 1.3: Atom energy levels after setting the zero energy level in the middle of the two
levels Eg and Ee. The atomic transition frequency is denoted with ω0

level, may be written as:

ĤF = ~ωα̂†α̂ (1.59)

The total Hamiltonian that describes the interaction of the two-level atom with

the single mode electromagnetic field, takes the form:

Ĥ = ĤA + ĤF + Ĥ(I) =
1

2
~ω0σ̂3 + ~ωâ†â+ ~λ (σ̂+ + σ̂−)

(
â+ â†

)
(1.60)

In the case of the free field, as it is known, the time evolution of the creation and

annihilation operators is described by the relations

â(t) = â(0)e−iωt (1.61)

â†(t) = â†(0)eiωt (1.62)

The time evolution for the raising and lowering operators of the atom are:

σ̂±(t) = σ̂±(0)e±iω0t
(1.63)
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Considering the time evolution of the total Hamiltonian 1.60 of the system, we

need to take under consideration the following proportions:

σ̂+â ∼ ei(ω0−ω)t

σ̂−â
† ∼ e−i(ω0−ω)t

σ̂+â
† ∼ ei(ω0+ω)t

σ̂−â ∼ e−i(ω0+ω)t

(1.64)

Supposing that ω0 ' ω which in fact means that the frequency of the single-mode

field is almost equal to the eigen-frequency of the atom, the last two terms do not

conserve energy! The term σ̂+â
†

corresponds to the emission of a photon while

an atom raises from its ground state to the excited, while the term σ̂−â describes

the absorption of a photon while the atom transits from its excited state to the

ground state. Taking under consideration the Rotating Wave Approximation,

the quantities that are proportionate to the terms ω0 + ω are equal to 0 since

they oscillate much faster than the terms with the quantity ω0 − ω, therefore the

Hamiltonian takes the form:

Ĥ =
1

2
~ω0σ̂3 + ~ωâ†â+ ~λ

(
σ̂+â+ σ̂−â

†)
(1.65)

In literature, the equation 1.65 is referred to as Jaynes-Cummings model. The

original paper was published in 1963 [25], while an exquisite topical review may

be found in [26]. Having obtained the Hamiltonian, what remains to be done is

to study the dynamics of the system. First of all, we will define two constants of

motion, P̂e which in fact counts the electrons that are involved in the process of

the interaction and N̂e which is the number of excitations. Those constants are

defined by the relation:

P̂E = |e〉 〈e|+ |g〉 〈g| = 1, [H,PE] = 0 (1.66)

N̂e = â†â+ |e〉 〈e| ,
[
Ĥ, N̂e

]
= 0 (1.67)

Looking into equation 1.65 we observe that we can split the Hamiltonian Ĥ it

into two commuting parts,

ĤI = ~ωN̂e + ~
(ω0

2
− ω

)
P̂e (1.68)

ĤII = −~∆ + ~λ
(
σ̂+α̂ + σ̂−α̂

†)
(1.69)

so that the for the two terms holds the relation

[
ĤI, ĤII

]
= 0. The first term

contributes only some phase terms, while the second terms contains the dynamics

of the problem. The quantity ∆ = ω0 − ω is called detuning and obviously

signifies the difference between the frequency of the single mode field and the

eigenfrequency of the two-level atom.



14 Introduction to Cavity Q.E.D.

Jaynes Cummings model in the resonant case

Supposing we have a system having initially the atom in its excited state |e〉 and

the field in the state |n〉, so this initial state may be written as |i〉 = |e〉|n〉 and the

initial energy is Ei = 1
2
~ω+n~ω. State |i〉 is coupled to the state |f〉 = |g〉 |n+ 1〉,

since we supposed there are only two atomic levels. The final state |f〉 has energy

Ef = −1
2
~ω + (n+ 1)~ω and it is obvious (as it was expected) that the two states

have equal energies. We want to obtain an equation describing explicitly the

time-dependence of this system, so we will write down the state vector and solve

the Schrödinger equation. The state vector |ψ(t)〉 is

|ψ(t)〉 = Ci(t) |i〉+ Cf (t) |f〉 (1.70)

where Ci(0) = 1 since the atom at t = 0 is in the initial state and Cf (0) = 0. The

use of the ĤII term of the Hamiltonian 1.69in the Schrödinger equation reads:

i~
d |ψ(t)〉
dt

= ĤII |ψ(t)〉 ⇔ (1.71)

Therefore we end up with the system of differential equations

Ċi = −iλ
√
n+ 1Cf

Ċf = −iλ
√
n+ 1Ci

(1.72)

If we eliminate Cf we obtain the equation:

C̈i + λ2(n+ 1)Ci = 0 (1.73)

and by substitution in the system of differential equations we find that

Cf (t) = −i sin(λt
√
n+ 1) (1.74)

Therefore the solution of the problem is:

|ψ(t)〉 = cos(λt
√
n+ 1) |e〉 |n〉 − i sin(λt

√
n+ 1) |g〉 |n+ 1〉 (1.75)

Therefore, the probability of finding our system in state |i〉 is:

Pi(t) = |Ci(t)|2 = cos2(λt
√
n+ 1) (1.76)

while the probability of finding the system in state |f〉 is:

Pf (t) = |Cf (t)|2 = sin2(λt
√
n+ 1) (1.77)
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The atomic inversion is calculated as

W (t) = 〈ψ(t)| σ̂3 |ψ(t)〉
= Pi(t)− Pf (t)
= cos(2λt

√
n+ 1)

(1.78)

We are in position to define the quantum electrodynamic analogue of Rabi

frecuency, as Ω(n) = 2λ
√
n+ 1, thus the atomic inversion may be written in the

form:

W (t) = cos[Ω(n)t] (1.79)

As it is clear from both equation 1.79 and figure 1.4, the atomic inversion for a

1.5 2.0

- 1.0

- 0.5

0.5

1.0

n = 20

n = 10

n = 5

Figure 1.4: Atomic inversion for number states with different number of n

field that is initially in a number state is periodical, just like in the semiclassical

case of Rabi model. Though, there are some striking differences. In the quantum

electrodynamic case, there are Rabi oscillations even for the case when n = 0 ie

the vacuum state. Those are called vaccum Rabi oscillations and do not have

a classical analogue. They are arising from the spontaneous absorption and

re-emission of a photon, an effect that originates from the Purcell effect [8] and

may be observed in high Q cavities sustaining those fields as we will see later. It

may be counter-intuitive the fact that number states, the more quantum states

of light manifestate this almost classical behaviour. In fact we would expect this

kind of periodicity to be present when having initially a coherent field. Examining

this case, let’s suppose that the atom is initially in a superposition of its ground
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and excited state, thus:

|ψ(0)〉atom = Cg |g〉+ Ce |e〉 (1.80)

If the field is in a superposition of number states

|ψ(0)〉field =
∞∑
n=0

Cn |n〉 (1.81)

then we may write down the initial state of the system as:

|ψ(0)〉 = |ψ(0)〉atom ⊗ |ψ(0)〉field (1.82)

The solution of Schrödinger equation in this case yields:

|ψ(t)〉 =
∞∑
n=0

{[CeCn cos(λt
√
n+ 1)− iCgCn+1 sin(λt

√
n+ 1)] |e〉+

+[−iCeCn−1 sin(λt
√
n) + CgCn

(
cosλt

√
n
)
] |g〉} |n〉

(1.83)

In general, this is an entangled state. For the case that the atom is initially in

the excited state where Ce = 1 and Cg = 0 we may write down the solution as:

|ψ(t)〉 = |ψg(t)〉 |g〉+ |ψe(t)〉 |e〉 (1.84)

where |ψg(t)〉 and |ψe(t)〉 are the field components that are given by the relations:

|ψg(t)〉 = −i
∞∑
n=0

Cn sin(λt
√
n+ 1) |n+ 1〉 ,

|ψg(t)〉 =
∞∑
n=0

Cn cos(λt
√
n+ 1) |n〉

(1.85)

Now, the atomic inversion is

W (t) = 〈ψ(t)| σ̂3 |ψ(t)〉
= 〈ψe(t)| |ψe(t)〉 − 〈ψg(t)| |ψg(t)〉

=
∞∑
n=0

|Cn|2 cos(2λt
√
n+ 1)

(1.86)

and supposing we have a coherent state, so that Cn = e−
|a|2

2
an√
n!

, the inversion

finally becomes

W (t) = e−n̄
∞∑
n=0

n̄n

n!
cos(2λt

√
n+ 1) (1.87)
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Figure 1.5: Atomic inversion for n̄ = 10

5 10 15 20 25 30 35

- 0.5

0.5

1.0

Figure 1.6: Atomic inversion for n̄ = 5

The difference from 1.79 becomes obvious if we plot 1.87, which is done in figures

1.5 and 1.6. First of all we observe that Rabi oscillations are collapsing and

reviving, though they do not fully recover to the initial amplitude. Using bigger

time intervals it is possible to observe this sequence of collapses and revivals,

with the revivals becoming more and more indistinguishable as time increases.

This is probably the main difference of the Jaynes-Cummings model with the

semiclassical Rabi model. In order to explain this difference we should find an
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expression for the collapse. The average number of photons is n̄ = |α|2, thus the

dominant Rabi frequency is

Ω(n̄) = 2λ
√
n̄+ 1 ≈ 2λ

√
n̄, n̄� 1 (1.88)

Though, there will be a spectrum of secondary frequencies as a result of the

width of probabilities |Cn|2 around n̄, in the region n̄ + ∆n, for example the

frequencies in the region from Ω(n̄−∆n) to Ω(n̄+ ∆n). The collapse time tc may

be approximated by the energy-time uncertainty relation:

tc[Ω(n̄+ ∆n)− Ω(n̄−∆n)] ' 1 (1.89)

where the width of frequencies is responsible for the phase difference in Rabi

oscillations. For a coherent state we know that ∆n =
√
n̄, therefore:

Ω(n̄±
√
n̄) ' 2λ

√
n̄±
√
n̄

= 2λ
√
n̄

(
1± 1

2
√
n̄

)
= 2λ

√
n̄± λ

(1.90)

So, we may obtain that tc = 1
2λ

, which is a quantity that doesn’t depend on the

average photon number. A more rigorous estimation [11] of the collapse time

gives us the expression

tc =

√
2

λ
(1.91)

Regarding the revival time, with a similar procedure we find it to be

tR ' k

√
2πn̄

λ
(1.92)

How to create a Schrödinger cat: The dispersive regime.

We define the dispersive regime as the set of cavity frequencies that satisfy the

requirement:

∆ = (ω − ω0) , ~ |∆| � λ (1.93)

When the detuning is very large compared to the coupling constant, the coupling

between the atom and the field cannot induce transitions, but still the coupling

will renormalize the energies of the system. Doing perturbation theory in the

parameter λ/∆ we can verify that the effective dispersive Hamiltonian is:

Ĥdisp = −1

2

(
~ω0 +

λ2

~∆

)
σ̂z +

(
~ω − λ2

~∆
σ̂z

)
â†â (1.94)
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This expression points out the fact that the effective cavity frequency now

depends on the atom state and equivalently the atomic energy splitting depends

on the number of photons inside the cavity. The term proportional to

(
σ̂zâ

†â
)

is

referred to in literature as ac Stark shift, while the vacuum shift of the atomic

energy splitting (σ̂zλ
2/~∆) is called the Lamb shift.

Another approach on dealing with the dispersive regime, is returning to the

term of relation 1.69 that contains the dynamics of the problem and take the

effective Hamiltonian.

Ĥeff = ~χ
(
σ̂+α̂ + σ̂−α̂

†)
(1.95)

where χ = λ2

∆
. Supposing the initial state of the system is a Fock state,

|ψ(0)〉 = |g〉|n〉 (1.96)

the time-evolution of the system leads us to the equation

|ψ(t)〉 = e−
iHefft

~ |ψ(0)〉 = eiχnt|g〉|n〉 (1.97)

We therefore obtain a phase factor that cannot be measured or give us any more

information. Supposing that instead of a Fock state we have a coherent state |α〉,
the time evolution of the system will lead to the equation

|ψ(t)〉 = e−iχt|e〉
∣∣αe−iχt〉 (1.98)

We see that in the case of the field being a coherent state, we have the amplitude

of the system state rotated in the phase space by the angle χt, while the direction

of the state vector depends on the atom state |e〉. Supposing now that our atom

is prepared in a superposition of states |g〉 and |e〉, so that

|ψatom〉 =
|g〉+ eiφ|e〉√

2
(1.99)

the initial state of the atom becomes

|ψ(0)〉 = |ψatom〉|α〉 (1.100)

The time evolution of this version of the system yields:

|ψ(t)〉 = e−i
Hefft

~ |ψ(0)〉 =
1√
2

(
|g〉
∣∣αeiχt〉+ e−i(χt−φ)|e〉

∣∣αe−iχt〉) (1.101)

The above equation clearly states that the time evolution in the far off-resonant

case leads to an entanglement between the atom and the field. Choosing time to

be χt = π
2

(in which we usually refer to as a
π
2

pulse) we find that:∣∣∣∣ψ( π

2χ

)〉
=

1√
2

(
|g〉|iα〉 − ieiφ|e〉|−iα〉

)
(1.102)
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The states |g〉|iα〉 and |−iα〉 are separated by 180o in the phase space and they

are called maximally distinguishable states. The magnitude of |α| defines whether

they are macroscopically or mesoscopically distinguishable. The above process

is used to prepare Scrödinger cat states. Another configuration that is widely

used in experiments involves another energy level of the atom that is far from the

levels |e〉 and |g〉, so that Ef � Eg, which let us suppose it is |f〉 and that the

transition |f〉 ↔ |g〉 is not supported in the experimental setup. This property

doesn’t allow the time evolution of the state |f〉|α〉, so if we prepare the atom in

a superposition of |f〉 and |g〉, this will lead to the time-evolution of the term

containing the term |g〉 and will just contribute a phase factor φ. The analytical

time evolution of this configuration yields:

|Ψ (0)〉 = |Ψatom〉|α〉
time evolution−−−−−−−→ |Ψ (t)〉 =

(
|g〉
∣∣αeiχt〉+ eiφ|f〉|α〉

)
(1.103)

Setting the interaction time to be such that χt = π
2

we obtain:∣∣∣∣ψ( π

2χ

)〉
=

1

2

(
|g〉|−α〉+ eiφ|f〉|α〉

)
(1.104)

which is another way to obtain a Schrödinger cat state.

1.3.2 Dressed states approach

There is a wide variety of ways to obtain the solution of the Jaynes-Cummings

model and getting an insight on its importance to light-matter interaction. Solving

the time-dependent Schrödinger equation is not the only one. As we previously

discussed, during the interaction of a two-level atom with a single-mode field

there are two possible states of the system, ie. |g〉|n+ 1〉 and |e〉|n〉. We may use

these states, also called bare states since they don’t include an explicit limitation

on the photon number as a basis to solve the dynamics of the problem in a more

subtle manner. The fact that we are talking about states of an atom coupled to a

field through the Jaynes-Cummings Hamiltonian, led to the term dressed states
of the atom or Jaynes-Cummings doublet. The reason for introducing a new basis

is the fact that through this process we obtain an expression that contains in

simple terms, the eigenstates of the system. We start from the bare states of the

system:

|ψ1n〉 = |e〉 |n〉
|ψ2n〉 = |g〉 |n+ 1〉

(1.105)
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Those states are orthogonal and writing down the Hamiltonian 1.65 matrix

elements Ĥ
(n)
ij = 〈ψin| Ĥ |ψjn〉, we obtain:

Ĥ
(n)
11 = ~

[
nω +

1

2
ω0

]
Ĥ

(n)
22 = ~

[
(n+ 1)ω − 1

2
ω0

]
Ĥ

(n)
12 = ~λ

√
n+ 1 = Ĥ

(n)
21

(1.106)

which leads us to a Hamiltonian of the form

H(n) =

[
nω + 1

2
~ω0 ~λ

√
n+ 1

~λ
√
n+ 1 (n+ 1)ω − 1

2
ω0

]
(1.107)

In figure 1.7 we show the energy split between the bare states |ψ1n〉,|ψ2n〉 and

Figure 1.7: Split of the
energy levels of the bare
states (left) due to the
interaction with a quan-
tized field and the dressed
states energy levels (right)
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Figure 1.8: Dressed states energies versus detuning
for the dressed states |1,±〉, |2,±〉 and |3,±〉.

the dressed states |n,+〉,|n,−〉 due to the interaction of the atom with the field,

which is often referred to as the Jaynes-Cummings splitting. The expression of the

the Hamiltonian involves only states that have a difference by ±1 in the photon

number, thus for a given n its eigenvalues become:

E±(n) =

(
n+

1

2

)
~ω ± ~Ωn(∆) (1.108)
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where

Ωn(∆) =
√

∆2 + 4λ2(n+ 1), (∆ = ω0 − ω) (1.109)

is the Rabi frequency which now includes the detuning. In figure 1.8 we show

the dependence of the dressed-states energy level with the detuning, for three

different doublets. This expression for the Rabi frequency, enables us to write

down a more general expression to describe the system, the dressed states:

|n,+〉 = cos

(
Φn

2

)
|ψ1n〉+ sin

(
Φn

2

)
|ψ2n〉

|n,−〉 = − sin

(
Φn

2

)
|ψ1n〉+ cos

(
Φn

2

)
|ψ2n〉

(1.110)

where Φn is the mixture angle that intuitively describes the contribution of each

of the basis vectors to the superposition of states and are defined as:

Φn = tan−1

(
2λ
√
n+ 1

∆

)
= tan−1

(
Ωn(0)

∆

)
sin

(
Φn

2

)
=

√
Ωn(∆)−∆

2 · Ωn(∆)

cos

(
Φn

2

)
=

√
Ωn(∆) + ∆

2 · Ωn(∆)

(1.111)

Dressed states enable us to describe the dynamics of the system, for any initial

state of it. Supposing we have a field in an initial state that is a superposition of

other states, interacting with a two-level atom prepared in its excited state, the

initial state of the atom-field system may be written as:

|ψaf (0)〉 = |ψf (0)〉 |e〉

=
∑
n

Cn |n〉 |e〉

=
∑
n

Cn |ψ1n〉

(1.112)

Using equation 1.110 to express |ψ1n〉 in terms of dressed states |n,±〉 we obtain:

|ψ1n〉 = cos

(
Φn

2

)
|n,+〉 − sin

(
Φn

2

)
|n,−〉 (1.113)

Therefore the atom-field system state, is expressed by the wave function:

|ψaf (0)〉 =
∑
n

Cn

[
cos

(
Φn

2

)
|n,+〉 − sin

(
Φn

2

)
|n,−〉

]
(1.114)
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and the evolution of this system is described by the equation:

|ψaf (t)〉 = e−
i
~ Ĥt · |ψaf (0)〉 =

=
∑
n

Cn

[
cos

(
Φn

2

)
|n,+〉 · e−

iE+(n)t

~ − sin

(
Φn

2

)
|n,−〉 e−

iE−(n)t

~

]
(1.115)

1.4 Cavity QED experiments

So far we have discussed the theoretical model that describes the simplest light-

matter interaction scenario, ie a two level atom interacting with a single mode

quantized field. Like in most cases, theory predicts a lot of interesting results

that have to be disproved or verified in the laboratory, in order to adopt, modify

or completely reject a certain theoretical model.

Cavities or microcavities are the devices with the help of which we have

managed to verify a plethora of phenomena of Quantum Physics.
2

The simplicity

of the system, being not much different than a "photon box" combined with the

detailed and remarkable work made from experimental groups around the world

leaded by S. Haroche, J. Kimble, D. Meschede, G. Rempe and H. Walther [56],[57]

and others, has added to the know-how of preparing, controlling and manipulating
atoms in such states that we can use them as qubits in order to implement

quantum algorithms using these setups.

Of course Cavity QED is not the sole candidate for the implementation of full

scale algorithms. In fact, as we will see in the following chapters, there are lots

of factors that restrict those systems from being ideal for quantum algorithms.

The most prominent of those factors is decoherence, due to the interaction of a

cavity-like setup with the environment [29]. In the last decade there has been a

new generation of nanostructures where the predictions of Cavity QED could be

tested in very different conditions in a solid state environment. These include

Photonic crystals embeded with Quantum Dots and more recently Circuit QED.

The latter technology exhibiting very low loss rates, is one of the most promising

techniques regarding achieving the goal of creating a Quantum Computer.

2
This remarkable work has led to the recognition of the founders of the field with the Nobelprize

in Physics in 2012.

http://en.wikipedia.org/wiki/Photonic_crystal
http://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_dot
http://en.wikipedia.org/wiki/Circuit_quantum_electrodynamics
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1.4.1 Tailoring spontaneous emission rates and atomic ener-
gies in confined space

Purcell’s formula [8] for the spontaneous emission rate modification of a dipole

in a cavity versus the case in free space, reads:

Γcavity

Γfree

=
ρc(ω0)

ρf (ω0)
=

2πQ

Vcω0
3

= Q
λ0

3

4π2Vc
(1.116)

where Γcavity,Γfree are the spontaneous emission rates inside the cavity and in

free space respectively, ρc(ω0), ρf (ω0) are the densities of states for the cavity

and the free space for the frequency ω0, Q is the cavity quality factor, λ0 is the

wavelength of the radiation in free space and Vc is the volume of the cavity.

Initially, cavities had been used in order to observe the modification of the

spontaneous emission rate. For V ' λ3
0, the spontaneous emission rate is

increased by a factor almost equal to Q. Though, if the cavity is detuned, the

decay-rate will decrease. The first observation of enhanced atomic spontaneous

emission in a resonant cavity was published by Goy et al in 1983 [9], in whose

experiment Rydberg atoms of sodium excited in the 23s state where injected in a

niobium superconducting cavity resonant in 340 GHz. The cooling of the cavity

had the advantage of suppressing the thermal field inside the cavity. Regarding

optical transitions, in which the thermal-field is totally suppressed, the first

experiments were conducted by Feld and collaborators in 1987 [58],[59] and in

those was demonstrated the enhancement of spontaneous transitions in optical

cavities.

As far as atomic energy shifts are concerned, the polarization of the atom by

the non-resonant parts of the broadband electromagnetic field causes energy

shifts, the Lamb shift being the most prominent one. Lamb shift may be described

as being the result of the emission and re-absorption of virtual photons, so taking

under consideration the fact that the real emission rate may be modified in

confined space, the same should apply for those "virtual" photons, whereas the

radiation energy shift results from vacuum fluctuations and is analogous to the

result of Casimir effect [60].

1.4.2 Microwave cavities and the strong coupling regime

Selecting the appropriate region in which the phenomena under investigation

are to be explored, gives two prominent candidates, ie. microwave frequencies

and optical frequencies. In what follows we will deal mainly with microwave

frequencies, though a very good review regarding optical cavity QED. may be

found by Englert et al[56] Cavities should be imagined as a very small laser

tube, with high reflectivity mirrors and dimensions such that the spontaneous

http://en.wikipedia.org/wiki/Casimir_effect
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emission rate is modified for the desired frequencies. At microwave frequencies

and low temperatures, the main technique of cavity QED involves high reflecting

superconducting mirrors (niobium) able to impose to a single photon to bounce

roughly 1010
times back and forth inside the cavity, before eventually getting out

of it. Microwave photons are particularly difficult to detect, so the detection of

the cavity field state is deduced from the resulting interaction on probe atoms.

In optical QED configuration, the inverse process can also be used, namely the

state of the field is used to deduce the atomic state.

Figure 1.9: Photograph of the cavity assembly used in [61] with the top mirror removed.
The atomic beam path is visualized by the arrow. The four posts are used to mount the
upper mirror.

The flux of the atoms is controlled mainly by selecting their velocities or by

using a chopping the atom beam using shutters.

In order to observe the effects described earlier, the atom field coupling

constant g, must be larger than the atom and cavity relaxation rates T−1
a and T−1

c

and much larger than the reciprocal of the atom-cavity interaction time. These

conditions summarize the idea of the strong coupling regime. The strong coupling
between the cavity and the atom implies that even a single photon inside the

cavity is able to induce strong non-linear effects to the atom, as well as that a

single atom in a cavity, is enough to sustain a laser oscillation. A parameter used

to characterize the atom-cavity coupling is the cooperativity, which is defined as:

C =
g2

κγ
(1.117)

where g is the atom-cavity coupling parameter, κ is the dissipation rate and γ is

the spontaneous emission rate, as it is shown in figure 1.10.
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Figure 1.10: Representation of a the main characteristics of cavity QED configuration

In [61] the fabrication of a state of the art superconducting cavity is described

in detail. In this cavity the quality factor for the desired frequency (51.1 GHz)

is Q = 4.2 × 1010
, allowing photon storage time Tc = 130ms. For this setup,

using the relation Q = ωcav
κ

we can calculate the rate of loss κ of the cavity to be

κ = 1, 26Hz. Previous experimental setups for the microwave region, were using

cavities with a quality factor of the order of Q = 31̇08
for the same frequency

(51.1 GHz)[62].

Regarding the enhancement of the spontaneous emission rate when the

atomic transition is resonant with the cavity , we can calculate using Fermi’s
golden rule (see for example [1]) that

Γresonantcav = Γfree
3Q

4π2

(
λ3

0

V

)
with λ0 = 2π

c

ω
(1.118)

while for an atom off-resonant with the cavity

Γoff resonant

cav = Γfree
3

16Qπ2

(
λ3

0

V

)
with λ0 = 2π

c

ω
(1.119)

These relations resemble to Purcell’s initial formula 1.116 for the enhancement

of spontaneous emission rate. In order to have a reference of what are some

typical values for the set of (g, κ, γ) we refer to [62] and [40], where we find:

(g, κ, γ) /2π = (120, 40, 5.2) MHz with C = 69 for optical

(g, κ, γ) /2π = (25, 0.36, 0.005) kHz with C = 3.4× 105
for microwave

(1.120)
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1.5 Cavity QED with lossy cavities

1.5.1 The empty cavity case

Using the techniques developed in Appendix B. Theoretical tools for cavity QED,

we consider a cavity sustaining a frequency ωc, while its field is ruled by the

action of creation and annihilation operators, â†and â. Its environment (the

reservoir) is a collection of harmonic oscillators with frequencies ωj, while each

mode of it is controlled by operators r̂†jand r̂j. Supposing that the cavity mode

couples to the jth reservoir oscillating mode via a coupling strength of κj, the

Hamiltonians in the rotating wave approximation, neglecting the contribution of

vacuum fluctuations will be:

ĤS = ~ωcâ†â

ĤR =
∑
j

~ωj r̂†j r̂j

ĤSR =
∑
j

~
(
κ∗j âr̂

†
j + h.c

)
= ~

(
âΓ̂† + â†Γ̂

) (1.121)

Using the general derivation of the master equation, we can identify the terms

for the specific problem to be:

s1 = â

s2 = â†

R1 = Γ̂†

R2 = Γ̂

(1.122)

Moving to the interaction picture, the expressions for the above operators,

become:

s̃1 = ˜̂ae−iωct

s̃2 = ˜̂a†eiωct

R̃1 =
˜̂
Γ†eiωct

R̃2 =
˜̂
Γe−iωct

(1.123)

The reservoir correlation functions, under the Markov approximation are given

by the relations:

〈Γ̃(t)Γ̃(t)〉 = 0

〈Γ̃†(t)Γ̃†(t)〉 = 0

〈Γ̃†(t)Γ̃(t)〉 = κn̄δ (t− t′)
〈Γ̃(t)Γ̃†(t)〉 = κ (n̄+ 1) δ (t− t′)

(1.124)



28 Introduction to Cavity Q.E.D.

In the above expressions, n̄ =
(
e

~ωc
kT − 1

)−1

, κ is the decay rate of the cavity,

k is the Boltzmann constant and T is the so-called bath temperature. In this

specific case, the temperature T used, is the temperature of the environment of

the cavity.

Using these correlation functions we obtain the master equation for the

density matrix in the interaction picture as:

˙̃ρ = −κn̄
(
ââ†ρ̃− â†ρ̃â

)
− κ (n̄+ 1)

(
â†âρ̃− âρ̃â†

)
+ h.c. (1.125)

Further manipulation of this equation can allow us to seperate terms containing

the term n̄, so the master equation becomes:

˙̃ρ(t) = −κ
(
â†âρ̃+ ρ̃â†â− 2âρ̃â†

)
− 2κn̄

(
ââ†ρ̃+ â†âρ̃− â†ρ̃â− âρ̃â†

)
(1.126)

At the limit of zero temperature, n̄ = 0, the equation becomes:

˙̃ρ = −κ
(
â†âρ̃+ ρ̃â†â− 2âρ̃â†

)
(1.127)

Essentially, numerical simulations that calculate the time evolution of a

dissipating system using the master equation approach, converge to solving

a system of differential equations with dimensions that depend mainly on the

number of fock states that initially exist in the cavity.

Following the set of values as it was presented in 1.120, we can plot the time

evolution of a state that consists of one excitation in a cavity, setting the values

to be: (g, κ, γ) = (1000, 10, 1), therefore keeping the requirements of the strong
coupling regime.

1.5.2 Monte Carlo - Quantum Trajectory method

Another method of dealing numerically with the problem of a lossy cavity, is

stochastically evolving the system in time and perform Monte Carlo simulation.

In the case of a lossy cavity, we will descibe an example to give the outline of the

method, supposing a cavity with loss rate κ is coupled to a reservoir at T = 0.

We begin writing down the master equation of the system, is given by:

dρ

dt
= Lρ = − i

~
+
κ

2

(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
(1.128)

Manipulating this expression in order to separate the reversible coherent part of

the dynamics from the total dynamics, we obtain:

dρ

dt
= L0ρ+ κ

(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
(1.129)
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Figure 1.11: Decay of the Fock state |15〉 in a leaky cavity with κ = 10, using the master
equation approach (green line) and quantum trajectories (blue line).

The formal solution of the Master equation is given by

ρ(t) = eLtρ(0) (1.130)

We can rewrite the Lindblad superoperator L as

L = T + (L − T ) (1.131)

where the effect of the super-operator T on density matrix is given by:

T = ĈρĈ† (1.132)

Operator Ĉ is referred to as the collapse operator [29, 63]. Essentially it describes

how the environment destroys the coherence within the cavity, leading the cavity

field to collapse irreversibly. Its use, provides us with a non-unitary operation

that gradually destroys the cavity field. It is proportional to the cavity annihilation

operator and is given by the relation:

Ĉ =
√

2κâ (1.133)
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Now, we can use an identity for the super-operators

e(L+aS)x =
∞∑
k=0

ak
x∫

0

dxk

xk∫
0

dxk−1 · · ·
x2∫

0

(
eL(x−xk)SeL(xk−xk−1)S · · · SeLx1

)
dx1

(1.134)

in order to find an expression for the density matrix at a time t

ρ(t) = eLtρ(0) = e[T +(L−T )]tρ(0) =

=
∞∑
k=0

t∫
0

dtm

tm∫
0

dtm−1 · · ·
t2∫

0

[S(t− tm)T S(tm − tm−1) · · · T S(t1)ρ(0)] dt1

(1.135)

where we have defined S as S = e(L−T )t
. The above expansion is valid for

every T . However, for this particular choice of T = ĈρĈ†, the terms in the

expansion of ρ(T ) have a unique physical significance. Probability for a perfect

photo-detector installed in such a way so that it will detect all the photons that

leak out from the cavity during a time interval [0, t] to record exactly m events,

one in each of the infinitesimal time interval times [tm, tm + dtm] ∈ [0, t] is given

by:

pm (t1, t2, . . . , tm; [0, t]) = Tr [S (t− tm) T S (tm − tm−1) . . .ST (t1)ρ(0)] (1.136)

In the above equation, ρ(0) is the initial state of the cavity mode. We can define

a non-normalized, conditional density matrix ρ̃c(t) of the system, conditioned on

the measurement record defined above, by:

ρ̃c(t) = S(t− tm)T S(tm − tm−1) . . . T S(t1)ρ(0) (1.137)

This definition enables us to write down that

pm (t1, t2, . . . , tm; [0, t]) = Tr [ρ̃c(t)] (1.138)

If we have a normalized, conditional density matrix ρc(t) of the system, it is

related to the non-normalized density matrix by the relation:

ρc(t) =
ρ̃c(t)

Tr [ρ̃c(t)]
(1.139)

Using these relations one can write the unconditioned density matrix ρ(t) as:

ρ(t) =
∞∑
m=0

t∫
0

dtm

tm∫
0

dtm−1 . . .

t2∫
0

dt1pm (t1, t2, . . . tm; [0, t]) ρc(t) (1.140)
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After this mathematical discussion, we should point out the physical meaning.

The conditional density operator ρc(t)) can be interpreted as the actual state

of the system, if we know the photo-detection history exactly. To obtain the

unconditional density matrix ρ(t), we need to perform an ensemble average of

these conditional density matrix weighted by the probabilities of recording the

corresponding history of detection. The way to find the dynamics is to perform

numerical simulation, which is referred to as Quantum Trajectory Simulation.

To perform the numerical simulation with a finite time step ∆t, one generates

a random number r on the unit interval. The probability to detect a photon,

which essentially is given by the expectation value of the collapse operator in this

interval [t, t+ dt], while keeping track of the previous detection history, is:

pc = Tr [T ρc(t)] (1.141)

The density matrix is then evolved forward deciding on the outcome of the

comparison of a random number (let’s say r) with the product pc∆t. For the case

r ≤ pc∆t, a photo detection occured and the resulting state will be given by:

ρ̃c(t+ ∆t) = T ρc(t)∆t (1.142)

In the opposite case, no photon was detected, thus the resulting state is given by:

ρ̃c(t+ ∆t) = S(∆t)ρc(t) (1.143)

The meaning of the term "trajectory" should be now obvious. It states the random
outcome of an event. After repeating this process for a series of random numbers

r, we sum over them to get the output from the cavity and then normalize the

result so that the trace of the normalised density matrix is equal to 1. This way of

evolving stochastically a density matrix is also called stochastic master equation.

However, for an N-dimensional system, the density matrix contains N2

elements, which makes it a demanding computational task. An easier way of

obtaining the dynamics of the system is to solve the stochastic Schrödinger

equation, which of course does not give the exact correct result, though it is a

good approximation of the process. From the discussion of stochastic master

equation, we know that we can write S = e(L−T )t
. To find the effect of this

super-operator on a density matrix ρ, we first find:

[(L − T ) t] ρ = (Lρ) t− (T ρ) t

= −it
~

[H0, ρ] + κt
(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
− t (T ρ)

= −it
~

[H0, ρ] + κt
(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
− t (T ρ)− t (T ρ)

=

[(
H0

i~
− κâ†â

)
t, ρ

] (1.144)
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Figure 1.12: Jaynes Cummings model in a leaky cavity using the master equation. The
parameters used here, are: ω0 = ω = 10000, g = 10−4ω0, κ = 0.2g.

Therefore, the effect of the super-operator can be written as:

S(t)ρ = N̂(t)ρN̂ †(t) (1.145)

where the operator N̂(t) is given by:

N(t) = exp

[(
H0

i~
− κâ†â

)
t

]
(1.146)

Using the definition of the density matrix for a pure state, and the above relation

we can write:

ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| = N̂ρ(0)N̂(t) = N̂(t)|ψ(0)〉〈ψ(0)|N̂ †(t) (1.147)

Therefore, we can also write the time evolution of |ψ(t)〉 as:

|ψ(t)〉 = N̂(t)|ψ(0)〉 = exp

[(
H0

i~
− κâ†â

)
t

]
|ψ(0)〉 (1.148)
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Denoting the effective Hamiltonian as

Ĥeff = Ĥ0 −
i~
2
Ĉ†Ĉ

= Ĥ0 − i~κâ†â
(1.149)

we can finally write

|ψ(t)〉 = exp

[
Ĥeff

i~
t

]
|ψ(0)〉 (1.150)

In first sight, this may seem like a really hard way of deriving the Schrödinger

equation. Though, since the Hamiltonian Ĥeff contains non-unitary dynamics,

this is not the same case. To numerically solve the stochastic Schrödinger

equation we need a random number generator to obtain a number r and perform

the comparison that will yield the trajectory, evolving the state in two different

ways. Therefore the complexity is of order O(N), in contrast to O(N2) for the

evolution of the stochastic Master equation. The photo-detection probability and

the rules for evolving the state, in terms of the conditional state |ψ(t)〉 are given

by the following equations:

pc = 〈ψc(t)|Ĉ†Ĉ|ψc(t)〉 (1.151)

Next we compare the product pc∆t with r. For r ≤ pc∆t, then there is a photo-

detection, therefore the state is evolved as:∣∣∣ψ̃c(t+ ∆t)
〉

= Ĉ|ψc(t)〉
√

∆t (1.152)

If r > pc∆t, then there is no photo-detection, thus the state is evolved as:∣∣∣ψ̃c(t+ ∆t)
〉

= N̂(∆t)|ψc(t)〉 (1.153)
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Chapter 2

Quantum Computation and
Algorithms

In the last three decades, computers have changed our everyday lives. The

main characteristic that established them in our everyday routines, was the

power to perform repetitive tasks in a very small amount of time, therefore they

were initially used to perform tasks as Signal Processing, Signal Encryption and

thus Code Breaking, process of all kinds of data; from experimental data and

numerical simulations to geo-informational data and military applications. One

would say that Physics and Computer Science walk in parallel, hand by hand,

and evolve almost simultaneously taking advantage of the new breakthroughs

that come up every now and then in each field.

The first introduction of the notion of field of "Quantum Computation" is

usually attributed to Richard Feynman in his 1982 paper [21], where he attempted

to simulate quantum mechanics on classical machines. Actually, David Deutsch

had circulated a preprint of his paper proposing a test of the many-universes

interpretation in 1978 which was not published untill 1985 [22], while Benioff in

1980 [20] published the first model for a computer based on quantum mechanical

components. Unlike Feynmann, Benioff did the exact opposite: he tried to use

quantum physics to simulate a classical computer.

The central idea behind "Quantum Computation" was to replace the 0’s and

1’s that are used in semiconductor devices stating a circuit’s state regarding

whether it is "on" or "off", by the superposition or entangled states of |0〉’s and

|1〉’s which emerge in Quantum Mechanics.

After this statement that focused the attention of the scientific community

to this emerging field, there have been splendid papers describing the abstract

notion and functionality of a quantum computer. References for those may be

found in the classical textbook of Nielsen and Chuang, Quantum Computation
and Quantum Information [16], as well as in [24].
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In the following we will briefly describe the main gates that are used in order

to make use of the new resources that arise with the application of Quantum

Mechanics to Computer Science, ie. the Quantum Gates which exhibit the

principles that are used in order to perform Quantum Computational tasks,

regardless of the system that is to be used for implementation.

Later we will describe three quantum algorithms that are of fundamental

importance. Deutsch-Jozsa algorithm describes the process that is performed in

a quantum system in order to specify whether a coin that is tossed, is biased

or unbiased. It is of practical as well as of historical value to refer to it, since

it was the first algorithm that made use of the new resources introduced in

the begin of Quantum Computation Field. Grover’s search algorithm is used in

order to perform reverse search in a database, replacing the resource demanding

classical algorithms and making computation times remarkably shorter. The

wide variety of its applications makes it of fundamental importance in Encryption

and Code Breaking applications. Shor’s algorithm is probably dealing with one

of the fundamental problems of number theory; search of the prime factors of a

number. It is of a milestone importance since the problem of finding the prime

factors of a number, is considered to be an index to the level of advancement

of our civilization and the need for an efficient and fast algorithm has been of

active mathematical interest for almost 2,000 years and is used in a variety of

applications.

2.1 Quantum Bits and Gates

Creating quantum algorithms requires first specifying which is going to be the

elementary piece of information that is going to be processed. In classical

computation, this quantity is defined by the state of the circuit ie. whether

the circuit is on (1) or off (0), enabling us to have a straightforward basis

of communication with the circuit and thus command it to perform certain

operations that are defined using classical gates.

In quantum computation, things are a little counter-intuitive. Having lots of

physical systems that have many different quantum states, we need to define

in each system what is going to be our |0〉 or |1〉, which frivolously guides us to

the logical assumption that we need a two state system. This is a good start

and the frivolity of this deduction, will not become a hardle until later on this

discussion.

In Chapter 1 (Introduction to Cavity Q.E.D) we discussed what happens in

the simple case of light-matter interaction and went through the two-level system

model. Since the first steps of quantum computation, cavity QED seemed a to

be a splendid candidate for creating quantum gates, involving two level systems
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and the possibility to perform measurements and deduce the state of the system.

Thus, in cavity QED we can make use of the |e〉 state to symbolize |1〉 and |g〉 to

symbolize |0〉.
Having a new physical resource that comes with the heritage of its quantum

nature, we are able to make use of it and perform various operations, much

different than in Classical Computation, which in Computer Science language

we call gates. We should point out the fact that a qubit can be visualised with

the notion of the Bloch-sphere. Bloch-sphere is a sphere that represents the

evolution of a state under unitary operations.

x
y

|0〉

|1〉

Figure 2.1: Bloch-sphere representation of the operation performed by Pauli X gate. A ket
|0〉 (green line) is rotated by π over the x axis without modification of its length.

Reviewing the basic operations involved during the various stages of a quan-

tum computation algorithm and describing their main features, is what follows.

We will present them regarding the number of qubits involved and will briefly

discuss the operations those gates represent in physical terms.
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2.1.1 One qubit operations

In order to build a quantum algorithm, the qubits should undergo unitary

trasnformations. Single qubit operations essentially perform rotations of the

state vector on the surface of the Bloch sphere.

Gate Name Matrix

X Pauli X

[
0 1
1 0

]
Y Pauli Y

[
0 −i
i 0

]
Z Pauli Z

[
1 0
0 −1

]
H Hadamard

1√
2

[
1 1
1 −1

]
S Phase

[
1 0
0 i

]
T

π
8

[
1 0

0 e
iπ
4

]
Table 2.1: One qubit gates

Pauli-X gate performs a rotation over the x axis by π. Essentially, it is the

quantum NOT gate, since it maps |0〉 to |1〉 and vice versa. Its operation is

visualized in figure 2.1.

Pauli Y gate, performs a rotation over the y axis by π, mapping eg. |0〉 to i|1〉
and |1〉 to −i|0〉.

Pauli Z gate, represents a rotation over the z axis by π. Rotations performed

around z-axis, change the phase of the qubit, ie. the angle θ on the Bloch

sphere. Pauli Z gate, leaves the basis state |0〉 unchanged and maps |1〉 to −|1〉.
Hadamard gate is one of the most important gates . In terms of Bloch-sphere

representation, it performs a rotation over the x and z axes by π. This actually

means that the basis state |0〉 is mapped to the state
|0〉+|1〉√

2
and ket1 to the

state
|0〉−|1〉√

2
, creating the maximally entangled states. Phase gate S, leaves |0〉

unchanged and changes the phase of |1〉 to e
iπ
2 |1〉. It belongs to the family of

the phase shift gates, that leave the basis state |0〉 unaltered and map |1〉 to

eiθ|1〉, which doesn’t alter the probability of measuring |0〉 or |1〉, but essentially

is equivalent to tracing a horizontal circle on the Bloch sphere for θ radians.

For the phase gate (S) it is θ = π
2
. Note, that Pauli-Z gate, is the case for phase

shift gate, for θ = π. One more usual case for the phase shift gate is the
π
8

gate,

where θ = π
4
. It leaves |0〉 unchanged and changes the phase of |1〉 to e

iπ
4 |1〉. In
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Table 2.1 we present the symbols, names and matrix representations of the most

important single-qubit operations.

2.1.2 Two qubit operations

Two qubit operations are fundamental for the functionality of any algorithm. In

classical computation, we use certain gates in order to state for example "If A is
true, then do B". In quantum computation, things are a little more complicated,

since there are certain limitations regarding the processes that are involved

in quantum algorithms in order to avoid destroying the quantum information.

More details on those limitations may be found in the classical textbook of Nielsen

and Chuang [16] and in John Preskill’s lecture notes. It will suffice to say that

copying a quantum state is prohibited (also known as the no-cloning theorem),

thus we should create reversible operations that do not destroy the quantum

states involved in the operations. Thankfully, reversible computing had been a

matter of debate long before the rise of quantum computation and it proved to

help overcome what seemed to be an insurmountable obstacle. Another feature

that is not allowed, is loops over the circuit, so we say that quantum algorithms

are acyclic.

The first two qubit gate we will present is the control-NOT gate, also referred

to as C-NOT gate. It involves two input qubits, which perform certain roles as

control and target qubits respectively. The operation performed by CNOT gate is

|c〉 |t〉 → |c〉 |t⊕ c〉, where of course |c〉 is the control qubit and |t〉 is the target

qubit. The ⊕ symbol states modulo 2, which means that if the control qubit is |1〉,
the target qubit is flipped, otherwise it is left alone.

SWAP gate, performs the operation explicitly stated by its name; it swaps two

qubits. This may seem quite simple, though is will prove later that it is quite

useful. Controled Z gate, is similar to CNOT gate, though instead of performing

the NOT operation, it performs a Z operation on the target qubit if it is found

on state |1〉, else it leaves it the same. Generalising we may construct any

Controlled-U gate, where U is any unitary transformation. One more example is

the Controlled-Phase gate, that works exactly the same way as CNOT, and C-U

gates, but it performs a phase operation on the target qubit should it be in state

|1〉, taking it to i|1〉, thus changing its phase by
π
2
.

2.1.3 Three qubit operations

The requirement for reversible processes demands the replacement of the classical

logical gates which in general are irreversible, from reversible quantum gates as

it was stated earlier as well.

http://www.theory.caltech.edu/people/preskill/ph229/index.html#lecture
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Gate Name Matrix

•
Control NOT


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


×
×

SWAP


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


•
Z

Controlled Z


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


•
S

Controlled -Phase


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 i


Table 2.2: Two qubit gates

A logic gate L is reversible if, for any outup y, there is a unique input x such

that applying L(x) = y. If a gate L is reversible, there is an inverse gate L’ which

maps y to x for which L′(y) = x. From common logic gates, NOT is reversible.

The common AND gate for instance, is not reversible. However there is a way to

compute an arbitrary function. Two outstanding examples are the Toffoli gate

and the Fredkin gate which are described below.

Toffoli gate, also CCNOT gate, was suggested by Tomasso Toffoli in 1980 and

is a universal reversible logic gate, which means that any arbitrary function may

be built using only Toffoli gates. It uses three input qubits (let’s say |a〉, |b〉, |c〉
and it maps them to |a〉,|b〉 and |c〉XOR (|a〉 AND |b〉). As it was shown later, a

Toffoli gate may be constructed using 5 two-qubit quantum gates [64].

Fredkin gate, is another universal reversible logic gate. As it is shown in

Table 2.3, it swaps the last two qubits if the control qubit is |1〉.

2.2 Deutsch-Jozsa algorithm

Having described and defined the basic elements of a quantum algorithm, it

is time to describe the first quantum algorithm that we will deal with in this

thesis. We refer to Deutsch-Jozsa algorithm. The problem it solves is not a really

intriguing problem, though through it, the power of quantum computation was
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Gate Name Matrix

•
• Toffoli Gate



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0



•
×
×

Fredkin (Control Swap)



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 1


Table 2.3: Three qubit gates

made clear.

The problem: Supposing we have a function f(x) taking as an input x = 0
or x = 1 and maps it to 0, 1, we want to know if f has a constant value or not.

A simple example to get grip on the problem is to imagine having a coin and

we want to know if it is false ie. it has on both sides heads or tails. The original

publication by Deutsch [22] described a non-deterministic algorithm, which gave

the correct answer with a
1
2

chance. Deutsch’s algorithm improvement came

in 1992 in what we now know as "Deutsch-Jozsa algorithm"[30]. Later, it was

improved by Artur Ekert, Richard Cleve and Michele Mosca [23]

|0〉 /n H⊗n

Uf

H⊗n

|1〉 H

Figure 2.2: Deutsch-Jozsa algorithm

The algorithm begins taking as input the n + 1 state |0〉⊗n|1〉. That is, the

first n qubits are each in the state |0〉 and the final qubit is |1〉. A Hadamard gate
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is applied to each qubit to obtain the state

1√
2n+1

2n−1∑
x=0

|x〉(|0〉 − |1〉) (2.1)

The Uf gate, is the heart of the system. It maps the state |x〉|y〉 to |x〉|y ⊕ f(x)〉.
Applying Uf gives the state

1√
2n+1

2n−1∑
x=0

|x〉(|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉) (2.2)

For each x, f(x) = 0 or 1, thus we may write

1√
2n+1

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)|x〉(|0〉 − |1〉) (2.3)

At this point, the auxiliary qubit initially prepared in state |1〉 may be ignored.

Applying a Hadamard transformation to each qubit we obtain

1

2n

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)

2n−1∑
y=0

(−1)x·y|y〉 =
1

2n

2n−1∑
y=0

[
2n−1∑
x=0

(−1)f(x)(−1)x·y

]
|y〉 (2.4)

where x · y = x0y0⊕ x1y1⊕ · · · xn−1yn−1 is the sum of the bitwise product. Finally

we examine the probability of measuring |0〉⊗n∣∣∣∣ 1

2n

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)

∣∣∣∣2 (2.5)

which evaluates to 1 if f(x) is constant and 0 if f(x) is balanced.

It’s worth mentioning that even for the simple case we have one qubit, we

also need the auxiliary qubit. This is the cost of reversible computation, that

requires extra input in order to perform the computational task.

The improvement of Deutsch-Jozsa algorithm that was contributed by Ekert

et al [23], used as an auxiliary qubit the state |0〉 − |1〉 and removed the need for

the Hadamard transformation on it.

The preparation of the input qubits into the superposition, is that enables us

to make use of the feature of quantum computation called quantum parallelism.

In this given example, the algorithm itarates just once to give the outcome, since

the use of the Hadamard gate creates a superposition of states |0〉 and |1〉, thus

enabling us to simultaneously treat the input qubits and obtain the outcome of

the unitary operation. Deutsh-Jozsa alogorithm was the first example where the

feature of quantum parallelism was used and it was made clear that this feature

would change the classical way of designing algorithms.
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|0〉 /n H⊗n

Uf

H⊗n

|0〉 − |1〉

Figure 2.3: Improved version of Deutsch-Jozsa algorithm [23]

2.3 Grover’s search algorithm

Deutsch’s algorithm gave birth to new perspectives regarding the possible prob-

lems that were able to be solved using quantum algorithms. In previous section

we used a unitary transformation Uf in order to place the enquiry of whether

our function was balanced or constant. The same idea, for a purpose of advanced

complexity was used in one of the most promising quantum algorithms; Grover’s

search algorithm.

The problem: Given an unsorted database of size N = 2n, find the item

labeled with i.
A practical example is the reverse telephone registry search ie. if one knows

the telephone number and wishes to find using the telephone registry, to which

individual it corresponds. This is a demanding computational task. Classically,

if we examine k records in the registry, then we have a probability
k
N

to find

the item labeled with i. The best classical algorithm requires on average O(n/2)

iterations in order to locate the desired item.

Grover’s algorithm [31],[32]is essentially an extension to Deutsch-Jozsa al-

gorithm. The basic idea is creating a function that will operate as an "oracle",
that points out the desired object. Thus, for each object we need a different

function, in order to complete the algorithm successfully. Grover’s algorithm is

also deterministic, which means that will always give the correct result, while the

number of the repeats required, as we will see is significantly less than that of

the classical algorithms, which makes it one of the most interesting algorithms

in the field of Quantum Computation.

We should first discuss certain properties of the oracle operation that is

performed in Grover’s algorithm. A good intuitive interpretation of the function

of the algorithm was given in 1999 by Jozsa [34]. This function is unitary, as

every function that is involved during quantum computation algorithms. It is

defined by the relation:

Ix0 |x〉 =

{
|x〉 if x 6= x0

− |x0〉 if x = x0

(2.6)

For simplicity we will use the symbolism Iτ to identify the oracle that locates the

element τ from the database. As it may be seen from its definition, the operator
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Iτ , inverts the element |τ〉. We may prove that

U · I|τ〉 · U−1 = IU |τ〉 (2.7)

and also

− Iυ = Iυ⊥ (2.8)

One more usefull form of the oracle operator is:

Iτ = In − 2 |τ〉 〈τ | (2.9)

where In is the identity matrix with dimesnions n. If we use |0〉 in the above

expression we obtain:

I0 = In − 2|0〉〈0| (2.10)

which is called diffusion operator.
The steps of the algorithm for locating an item are as follows:

1. Create a superposition of all the items in the list

2. Apply the oracle operator in order to identify the desired object by inverting

its amplitude.

3. Apply the diffusion operator in order to amplify the probability amplitude

of the desired state.

The geometrical proof of the functionality of the Grover algorithm will give us

insight on how the algorithm works and why the operators Iτ and I0 have the

above form [18].

Consider the plane spanned by |s′〉 and |ω〉, where |s′〉 is a ket in the subspace

perpendicular to |ω〉. We will consider the first iteration, acting on the initial ket

|s〉. Since |ω〉 is one of the basis vectors in |s〉 the overlap is

|s′〉 =

√
N − 1

N

In geometric terms, the angle θ/2 between |s〉 and |s′〉 is given by:

sin θ/2 =
1√
N

The operator Uω is a reflection at the hyperplane orthogonal to |ω〉 for vectors

in the plane spanned by |s′〉 and |ω〉; i.e. it acts as a reflection across |s′〉. The

operatorUs is a reflection through |s〉. Therefore, the state vector remains in the

plane spanned by |s′〉 and |ω〉 after each application of the operators Us and Uω,
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Figure 2.4: Geometric Proof of the function of Grover’s algorithm

and it is straightforward to check that the operator UsUω of each Grover iteration

step rotates the state vector by an angle of θ = 2 arcsin 1√
N

.

We need to stop when the state vector passes close to |ω〉; after this, subse-

quent iterations rotate the state vector ”away” from |ω〉, reducing the probability

of obtaining the correct answer. The exact probability of measuring the correct

answer is:

sin2

((
r +

1

2

)
θ

)
where ”r” is the (integer) number of Grover iterations. The earliest time that we

get a near-optimal measurement is therefore r ≈ π
√
N

4
.

After describing how the oracle leads us to the desired result, we are ready to

describe the process which allows us to obtain the desired result. First of all,

we need to prepare our system in a superposition of all possible states which

should be described in an appropriate basis. On this superposition of states, we

act the oracle for element τ i.e. Iτ which inverts the amplitude of the desired

state. The operation of the algorithm makes use of quantum parallelism feature,

which demands entanglement. In order to entangle two (or more qubits) we

use a Hadamard gate. The following step is to apply the diffusion operator

I0 = I − 2|0〉〈0|, in order to amplify the state that was inverted by operator Iτ
and finally apply one more Hadamard gate in order to read the outcome of the

algorithm.

Therefore, Grover’s algorithm is essentially a repetition of the unitary trans-

formation

Q = −HI0HIτ (2.11)

where I0 = I − 2|0〉〈0|,Iτ = I − 2|τ〉〈τ | and H =
n∏
i=1

Hi is the product

of Hadamard gates acting on the i-th qubit. This expression of Grover’s
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algorithm[34] transformation is equivalent to the original form [31],[32]

QGR = −I0HIτH (2.12)

The explicit expression of the transformation performed by a Hadamard gate

is

Hi =

{
|0〉i →

1√
2

(|0〉i + |1〉i)
|1〉i →

1√
2

(|0〉i − |1〉i)
(2.13)

In fact, Grover’s algorithm can make use of any unitary transformation instead

of Hadamard gate, which in the worst case causes a constant slowdown in the

number of iterations the algorithm needs to converge to the wanted state [33],

thus it may be expressed in the general form

Q = −UI0U
−1Iτ (2.14)

The simplest case of use of Grover’s algorithm:
Let’s imagine the simple problem where we have four coloured cards (Red,

Green, Blue and Yellow) that are hidden and we want to locate the green card for

example.

Classically this problem requires on average 2.25 trials in order to locate the

wanted card, though Grover’s algorithm promises that we can locate it in one

step.

First of all we need to define a suitable basis for our problem. This basis can

be expressed as:

|Y 〉 = |0〉 =
(

1 0 0 0
)⊥

|G〉 = |1〉 =
(

0 1 0 0
)⊥

|B〉 = |2〉 =
(

0 0 1 0
)⊥

|R〉 = |3〉 =
(

0 0 0 1
)⊥

(2.15)

After defining the basis we need to create a superposition |Ψ〉 of all the states

of the basis, as:

|Ψ〉 =
|0〉+ |1〉+ |2〉+ |3〉√

4
(2.16)

Since we want to find the green card, we define the respective oracle as

IG = I4 − 2 |G〉 〈G| (2.17)

whereas the diffusion operator I0 is defined as

I0 = I4 − 2 |Ψ〉 〈Ψ| (2.18)
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2.4 Shor’s Algorithm

Encryption and decryption has been as old as the need for protecting sensitive

information. During World War II, it was made quite clear that in order to gain

advantage in a certain period, intelligence efficiency and the ability of monitoring

enemy communications would be crucial for the outcome of the War. Encrypting

information and making sure that only the desired target will be able to decipher

the message is of grave importance today as well. The RSA algorithm (see

for extra details [65]), on which modern encryption methods are based upon,

uses three steps: Key generation, encryption and decryption. The process of

generating the keys, encrypting and decrypting a message let’s say M, between

two individuals (let’s say Alice and Bob) is as follows:

1. Choose two distinct prime numbers p and q. For security purposes the

integers p and q should be chosen at random and should be of similar

bit-length.

2. Compute n = pq

3. Compute φ(n) = (p− 1)(q − 1) where φ is Euler’s totient function

4. Choose an integer e such that 1 < e < φ(n) and greatest common divisor

of (e, φ(n)) = 1 (coprimes). e is released as the public key exponent

5. Determine d as: d = e−1(mod φ(n)). d is kept as the private key exponent.

During the encryption the following procedure happens:

6. Alice transmits her public key (n,e) to Bob and keeps the private key secret.

7. Bob then wishes to send a message M to Alice, so he first turns message

M into an integer m, such that 0 < m < n by using an agreed protocol, and

then computes the ciphertext c corresponding to c = me(mod n)
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8. Having decrypted the message, Bob transmits the message c to Alice. Alice

can recover m from c via computing m = cd(mod n) and using the agreed

protocol to convert it to M.

It is clear that the power of RSA algorithm is based on the fact that there are
no classical algorithms efficient enough to factorize large prime numbers, since

the best classical algorithm for a b-bit number n (larger than 100 digits) is

for the general number field sieve algorithm, O
(

exp
((

64
9
b
)1/3

(log b)2/3
))

(sub-

exponential). Shor’s algorithm takes only O(b3) time (polynomial) and O(b) space

on b-bit number inputs. The efficiency of Shor’s algorithm is due to the efficiency

of the Quantum Fourier Transform as we will shortly discuss.

Number Theory provides us with a shortcut for factorizing large numbers. It

involves the period of a certain function. We will give a simple example, to see

how this method works.

Let’s say that we want to factorize 15.

1. Find a coprime of 15 (let’s say 11).

2. Divide 11 by 15 to get 0 with a remainder of 11

3. Square the remainder, getting 121.

4. Divide 121 by 15 to get 8 with a remainder of 1.

5. Cube 11 to get 1331.

6. Divide 1331 by 15, to get 88 with a remainder of 11.

• We observe that the remainders 11 and 1 alternate with a period 2.

So, we say that the period of 11 with respect to being divided by 15 is 2

7. Knowing the period (2) we raise 11 to the power given by its period to obtain

112 = 121.

8. Take the square root of

√
121 = 11.

9. Subtract and add 1 to get the pair of numbers 10 and 12.

10. Find the greatest common divisor of pairs (10, 15) = 5 and (12, 15) = 3
(using Euclidean algorithm).

This process is quite long for the given example, though, for very large

numbers, the power of Quantum Fourier Transform for period finding makes the

difference. Before describing this sub-routine of Shor’s algorithm let’s give the

http://mathworld.wolfram.com/NumberFieldSieve.html
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general form of the algorithm. The problem: Given an odd (even numbers have

the trivial divisor of two), composite number N , find an integer d strictly between

1 and N that divides N. The solution:

1. Run a primality test in order to verify that N is indeed a composite number

and not a prime number.

2. Pick a random number a < N

3. Compute gcd(a,N) using Euclidean algorithm

4. If gcd(a,N) 6= 1 then there is a nontrivial factor of N, so we are done.

5. Otherwise, use the period finding sub-routine to find r, the period of the

following function:

f(x) = ax mod N

ie. the order r of a in (ZN)×, which is the smallest positive integer r for

which f(x+ r) = f(x) or f(x+ r) = ax+r
mod N = ax mod N .

6. If r is odd, go back to step 1.

7. If
√
a ≡ −1( mod N) go back to step 1.

8. gcd(
√
a± 1, N) is a nontrivial factor if N and we are done.

2.4.1 The Quantum Fourier Transform

The importance of Quantum Fourier Transform in quantum computation, makes

it enough to define a whole set of problems that can be solved by using it.

Such problems, apart from Shor’s algorithm, are the quantum phase estimation

algorithm that allows the estimation of the eigenvalues of a unitary operator and

the hidden subgroup problem[66],[67].

Quantum Fourier Transform is the quantum analog of Discrete Fourier

Transform. Classical DFT takes acts on a vector in CN
, (x0, x1, x2, ..., xN−1) and

maps it to a vector (y0, y1, y2, ..., yN−1) according to the formula:

yk =
1√
N

N−1∑
j=0

xjω
jk

(2.19)

Remembering Euler’s identity eiπ + 1 = 0 we set ω to be the primitive N-th root of

unity, ie: ω = e
2πi
N

Similarly, QFT transforms a vector

|ψ〉 = a0|ψ〉+ a1|ψ〉+ ...aN−1|ψ〉
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by applying a DFT on its amplitudes, giving us:

|ψ〉 = β0|ψ〉+ β1|ψ〉+ ...βN−1|ψ〉 (2.20)

Given a random state vector |ψ〉

|ψ〉 =
2n−1∑
x=0

ax|x〉 (2.21)

where n is the number of qubits, QFT |ψ〉 is defined as:

|ψ′〉 = QFT |ψ〉 =
2n−1∑
x=0

2n−1∑
y=0

axe
2πi
2n
xy

√
2n
|y〉 (2.22)

Rewriting the previous summation setting Mxy = e2πixy/2n
we find that

2n−1∑
x=0

2n−1∑
y=0

axe
2πi
2n
xy

√
2n
|y〉 =

1√
2n

2n−1∑
x=0

(
2n−1∑
y=0

Mxyax

)
|ψ〉 (2.23)

Thus the QFT transformation matrix is composed from the elements Mxy and we

can calculate it to be:

FN =
1√
N



1 1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 ω3 · · · ωN−1

1 ω2 ω4 ω6 · · · ω2(N−1)

1 ω3 ω6 ω9 · · · ω3(N−1)

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

1 ωN−1 ω2(N−1) ω3(N−1) · · · ω(N−1)(N−1)


(2.24)

A circuit implementing QFT is presented in 2.8.

2.4.2 Finding the period of a function using QFT

The implementation of Shor’s algorithm, as it is stated by the problem itself,

requires customized circuits for each problem. In the general case for a number

N and the random a, we require two registers (input and output) consisting of L

qubits, so that N2 ≤ 2L ≤ 2N2
. This requirement ensures that there are at least

N different x, which produce the same f(y), even as the period r approaches N/2.

The procedure for finding the period is a s follows:
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|xn〉 • • · · · • · · · • H |y1〉

|xn−1〉

QFTn−1

· · · · · · Rπ/2 |y2〉
.
.
.

.

.

.

|xi〉 · · · Rπ/2n−i · · · |yn−i+1〉
.
.
.

.

.

.

|x2〉 Rπ/2n−2 · · · · · · |yn−1〉

|x1〉 Rπ/2n−1 · · · · · · |yn〉

Figure 2.8: Quantum circuit representing the Quantum Fourier Transform for n qubits.
Image rebuilt using Qcircuit from Wikipedia

1. Prepare 2 L-qubit registries in the initial state 1√
2L

2L−1∑
x=0

|x〉

 |0〉 (2.25)

2. Apply the unitary transformation Uf that defines fa,N(x) = ax mod N : 1√
2L

2L−1∑
x=0

|x〉

 |0〉 →
 1√

2L

2L−1∑
x=0

|x〉

 |fa,N(x)〉 (2.26)

3. Apply the QFT to the first register: 1√
2L

2L−1∑
x=0

|x〉

 |fa,N(x)〉 → 1

2L

2L−1∑
y=0

2L−1∑
y=0

e2πixy/2L|y〉

 |f(x)〉 (2.27)

4. Make a measurement on the first register obtaining y.

5. Find the period of the function r by constructing continued fractions for
y

2L
.

In case this step fails return to step 1.

http://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_Fourier_transform
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Chapter 3

Implementation of quantum
algorithms on cavity QED systems

The discussed quantum circuits required for quantum algorithms are essentially

guidelines that explain which transformations are required to be performed

on a set of qubits in order to obtain a running algorithm. The versatility of

quantum systems, allows a great variety of possible experimental set-ups that

implement those algorithms. In the past few years there has been intense activity

on designing and developing systems that allow the manipulation of qubits,

which is the key to creating devices that will perform with high fidelity quantum

algorithms.

Those set-ups include ion traps ([68, 47]), Nuclear Magnetic Resonance

systems (NMR) [50], photonic systems ([69],[70]), the promising circuit QED

platform [51],[52],[53] and of course microwave cavity QED. In what follows

we will discuss how the search algorithms that were presented in the previous

chapter are implemented on cavity QED, following the papers of Serge Haroche

[37] on Grover’s algorithm and Marlan O. Scully on Shor’s algorithm [36].

The first thing we need to mention in order to proceed forward, is the fact that

on cavity QED systems we have the freedom of choosing between atomic levels

or cavity states when it comes to defining "what the qubit is". This fact allows

cavity QED systems to be versatile and adjustable to many modifications as long

as those adjustments are allowed by the limitations of the experimental setup.

There is a big heritage of techniques that have been developed in cavity

QED setups that allow us to precisely create entangled states on demand [71],

perform Quantum Non-Demolition (QND) measurements [72], [73] and precisely

manipulate the state of both atoms and cavity-fields using techniques that are

described in detail in [6].
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3.1 Grover’s search algorithm

The challenge regarding the implementation of Grover’s algorithm is setting up

a series of pulses the will perform the oracle operator which is essentially a

conditional phase gate operation that inverts the amplitude of the desired state.

The freedom in the choice of appropriate unitary transformations in order

to perform the equivalent process in Grover’s algorithm as it was expressed in

equation 2.14, suggests that we may search for an expression which can be

implemented in cavity QED systems using simple rotations that can be performed

with high accuracy using Ramsey zones and external microwave sources. The

qubits that are used in this process are two circular Rydberg atoms A1 and A2

that are prepared by an oven. They come out with specific velocities, that define

the interaction time with every subsystem of the setup and they are both initially

in their ground states.

In order to handle every atom separately, we need to define in which state of

the two atoms correspond the states |0〉 and |1〉.
For A1, state |g〉 is defined as |0〉 and state |e〉 as |1〉. Since the pulses have to

act at the same time on both atoms, states |0〉 and |1〉 for A2 need to be defined

in a different way to avoid errors on the manipulation of each atom. Thus, the

use of the lower energy level |i〉 to encode |1〉 for A2 and |g〉 for |0〉 resolves this

issue.

Figure 3.1: Qubit definition for Grover’s algorithm.

The simplest case in which the algorithm can be performed, involves 2 qubits
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(n=2), thus this case corresponds to the example we discussed in the previous

chapter, giving us four states:

|0〉 =
(

1 0 0 0
)⊥

|1〉 =
(

0 1 0 0
)⊥

|2〉 =
(

0 0 1 0
)⊥

|3〉 =
(

0 0 0 1
)⊥

(3.1)

Hadamard gates are single-qubit gates that can be performed using π/2
pulses, thus we concentrate on the realization of the Iτ inversion and diffusion

I0 operations. Since we can handle every atom separately, we have to find

equivalent expressions for the Grover operation Q, that will perform rotations in

every single qubit. The required angle of rotation for each qubit will depend on

the kind of oracle that is realized, thus we define the angles θ1 and θ2 by which

each one of the atoms (qubits) is rotated, using the following convention:

Rotations for: θ1 θ2

|0〉 π π
|1〉 0 π
|2〉 π 0
|3〉 0 0

Table 3.1: Definition of the angle of rotation for the realization of the oracles.

Next, the operation Xj(θ) is defined (index j declares on which qubit it is

performed), by the explicit expression:

Xj(θ) :

{
|0j〉 → cos θ

2
|0j〉+ i sin θ

2
|1j〉

|1j〉 → i sin θ
2
|0j〉+ cos θ

2
|1j〉

(3.2)

The action of one Hadamard operation before and after the operation Xj, leads

to the operation:

Zi(±θ) = HiXi(∓θ)Hi (3.3)

The equivalent expression for the operators Iτ regarding the convention of 3.1

and the use of the quantum phase gate that is defined by the unitary matrix

IQPG =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 (3.4)
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may now be written as:

Iτ = IQPG[Z1(θ1)H1][Z2(θ2)H2] (3.5)

It is easy to show that the operation of the quantum phase gate (IQPG) can be

performed either after or before the rotations of the atoms, so that:

IQPG[Z1(θ1)][Z2(θ2)] = [Z1(θ1)][Z2(θ2)]IQPG (3.6)

Thus, the I0 operator of Grover’s algorithm may be written setting θ1 = π and

θ2 = π as:

[H1Z1(π)] [H2Z2(π)] IQPG (3.7)

Using the abbreviations

Si = Xi(−π)Hi (3.8)

Pi(θ) = HiXi(−θ) (3.9)

we may rewrite the Grover operation (Q) as:

Q = SIQPGHIQPGP (3.10)

The explicit expression for the abbreviations Sj and Pj are:

Sj :

{
|0j〉 → i√

2
(− |0j〉 − |1j〉)

|1j〉 → i√
2

(|0j〉 − |1j〉)
(3.11)

Pj :

 |0j〉 →
1√
2

(
e−i

θ
2 |0j〉+ ei

θ
2 |1j〉

)
|1j〉 → 1√

2

(
e−i

θ
2 |0j〉 − ei

θ
2 |1j〉

) (3.12)

The matrix form of the oracle operator Iτ is:

Iτ =


e−

i
2

(θ1+θ2) 0 0 0

0 e−
i
2

(θ1−θ2) 0 0

0 0 e
i
2

(θ1−θ2) 0

0 0 0 −e i2 (θ1+θ2)

 (3.13)

Using the matrix form of all the operators as we discussed previously we may

write the Grover operation as:

Q =
1

2


e−

1
2
i(θ1+θ2) −e− 1

2
i(θ1−θ2) −e 1

2
i(θ1−θ2) e

1
2
i(θ1+θ2)

−e− 1
2
i(θ1+θ2) e−

1
2
i(θ1−θ2) −e 1

2
i(θ1−θ2) e

1
2
i(θ1+θ2)

−e− 1
2
i(θ1+θ2) −e− 1

2
i(θ1−θ2) e

1
2
i(θ1−θ2) e

1
2
i(θ1+θ2)

−e− 1
2
i(θ1+θ2) −e− 1

2
i(θ1−θ2) −e 1

2
i(θ1−θ2) −e 1

2
i(θ1+θ2)

 (3.14)
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Admittedly, the most intriguing part of the proposed experiment is the real-

ization of the Quantum Phase Gate. In order to perform this operation, the team

of Haroche made use of the van der Vaals interaction of the two Rydberg atoms,

which is assisted by the cavity. A detailed description of this specific experiment

may be found in [74].

B

Rotations produced by classical 

external microwave sources

IQPG due to van der Waals 
interaction between atoms

D1

D2

A1

A2

Interaction time 
controlled by atom 
speed (~few m/s)

HP SIQPGIQPG

Figure 3.2: Experimental setup for the realization of Grover algorithm in cavity QED.
Atoms 1 and 2 cross the cavity with the same velocities but on different positions and
undergo pulses S,H,P from external microwave sources and interact together twice inside
the cavity via assisted van der Vaals interactions.

The interaction Hamiltonian describing the interaction of two atoms with the

cavity field, in the interaction picture is

Hi = g
∑
j=1,2

(
e−iδtâ†Ŝ−j + eiδtâŜ+

j

)
(3.15)

where Ŝ+
j = |ej〉〈gj| and Ŝ−j = |gj〉〈ej| with |gj〉 and |ej〉 (j=1,2) being the

ground and excited states respectively of atoms j. In the case δ >> g (dispersive

regime), there is no energy exchange between the atoms and the cavity, thus the

atoms may interact with each other.

The effective Hamiltonian of this interaction is given by
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Hi = λ

[∑
j=1,2

(
|ej〉〈ej|ââ† − |gj〉〈gj|â†â

)
+
(
Ŝ+

1 Ŝ
−
2 + Ŝ−1 Ŝ

+
2

)]
(3.16)

where λ = g2/δ. The first two terms describe the photon number dependent

Stark shifts, while the last two terms describe the energy exchange between the

two atoms.

If the cavity is initially in the vacuum state the Hamiltonian becomes (see for

example Chapter 19 of [14] and [75]):

Heff = λ

[∑
j=1,2

|ej〉〈ej|+
(
Ŝ+

1 Ŝ
−
2 + Ŝ−1 Ŝ

+
2

)]
(3.17)

In this expression the first term describes the Lamb shift, whereas the second

term the energy exchange between the two atoms assisted by the cavity. When the

interaction time is chosen so that λt = π, the system undergoes the transition:

|g1〉|g2〉 → |g1〉|g2〉
|g1〉|i2〉 → |g1〉|i2〉
|e1〉|g2〉 → |e1〉|g2〉
|e1〉|i2〉 → −|e1〉|i2〉

(3.18)

The process described corresponds to the realization of the quantum phase

gate.

Describing the details of the experiment, we have to note that the cavity is

initially in the vacuum state, its temperature is droped to 1.3K with the mean

number of thermal photons to 0.7. In order to further cool it, a series of atoms in

ground state |g〉 absorb the residual thermal field, thus providing n̄ = 0.12 [76].

In state of the art systems an average thermal photon number of 0.05 is achieved.

The cavity is constructed by superconducting niobium mirrors allowing high Q

values (Q = 3× 108), while values of Q in the order of 1010
have been achieved

[61]. The coupling of the atoms to the cavity field is Ω/2π = 50kHz, whereas

the detuning δ/2π = 200kHz which satisfies the requirements of the dispersive

regime and the Heff as it is described in equation 3.17.

In order to obtain sufficient time for two quantum phase gates (atom-cavity

interaction time 2.5× 10−4
) the atoms crossing the cavity should have velocities

∼ 40m/s. The total interaction time with the mode is 120µs, short compared to

the photon lifetime which is 1ms for a cavity with Q = 3× 108
.

3.1.1 An alternative realization of the quantum phase gate

The challenge for the realization of a two qubit quantum phase gate, has led to

various proposed experiments. Of special interest is the setup proposed in [77],
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where the authors describe a setup that will realize the quantum phase gate

and give an example of how it may be used for the implementation of Grover’s

algorithm.

The transformation performed by a 2-qubit quantum phase gate, may be

written in the form:

Qη|α1, β2〉 = exp [iηδa1,1δβ2,1] |α1, β2〉 (3.19)

where |α1〉 and |β2〉 stands for the the basis states |0〉 or |1〉 of the qubits 1

and 2 respectively. The explicit form of Qη is:

Qη = |01, 02〉〈01, 02|+ |01, 12〉〈01, 12|+
+|11, 02〉〈11, 02|+ eiη|11, 12〉〈11, 12|

(3.20)

Using the relations |0〉〈0| = (1 + σz)/2 and |1〉〈1| = (1 − σz)/2, the matrix

representation of Qη is:

Qη = I1I2 −
1

4

(
1− eiη

)
(I1I2 − I1σz2 − σz1I2 + σz1σz2) (3.21)

The case we are interested in, is for η = π.

Figure 3.3: Three level system

Figure 3.3 describes the proposed setup. A cavity supporting two resonant

frequencies ν1 and ν2 and in this case the photon number states of the cavity |0〉
and |1〉 represent logic 0 and 1 respectively.

If the vacuum Rabi frequencies associated with the frequencies supported by

the cavity modes ν1 and ν2 are g1 and g2 and we have a detuning ∆ such that

ωab = ν2 and ωbc = ν2 + ∆, then a quantum phase gate may be realized when a

three level atom initially in its ground state |c〉 passes through the cavity so that:
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a) The detuning ∆ = g2.

b) The interaction time of the atom with the cavity is such that g1τ =
√

2π.

In the case where the cavity has one photon in each of its modes, the effective

Hamiltonian for the interaction in the dipole and rotating wave approximation is:

H = H0 +H1 (3.22)

where

H0 = ~ν1â
†
1â1 + ~ν2â

†
2â2 + ~ωbc|b〉〈b|+ ~ωac|a〉〈a| (3.23)

H1 = ~g1

(
â1|b〉〈c|+ â†1|c〉〈b|

)
+ ~g2

(
â2|a〉〈b|+ â†2|b〉〈a|

)
(3.24)

Moving to the interaction picture we obtain:

HI = e−
iH0t

~ H1e
iH0t

~ = H1 +H2 (3.25)

Since the only allowed states for the atom-cavity system are those that preserve

the energy and the total number of excitations, the only allowed states are

|a, 0, 0〉,|b, 0, 1〉 and |c, 1, 1〉, so the terms H1 and H2 are:

H1 = ~g1

(
â1|b〉〈c|e−i∆t + â†1|c〉〈b|ei∆t

)
= ~g1

(
|b, 0, 1〉〈c, 1, 1|e−i∆t + |c, 1, 1〉〈b, 0, 1|ei∆t

) (3.26)

and

H2 = ~g2

(
â2|a〉〈b|+ â†2|b〉〈a|

)
= ~g2 (|a, 0, 0〉〈b, 0, 1|+ |b, 0, 1〉〈a, 0, 0|)

(3.27)

If we define the dressed states that correspond to the field mode supporting

the frequency ν2, as:

|+〉 ≡ 1√
2

(|a, 0, 0〉+ |b, 0, 1〉)

|−〉 ≡ 1√
2

(|a, 0, 0〉 − |b, 0, 1〉)
(3.28)

we may rewrite the expression for H2 as:

H2 = ~g2 (|+〉〈+| − |−〉〈−|) (3.29)
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with eigenvalues ~g2 and −~g2. Writing down the Hamiltonian H1 in the interac-

tion picture of H2 yields:

H1I =
~g1√

2

(
|+〉〈c, 1, 1|e−i(∆+g2)t − |−〉〈c, 1, 1|e−i(∆−g2)t

+|c, 1, 1〉〈+|ei(∆+g2)t − |c, 1, 1〉〈−|ei(∆−g2)t
) (3.30)

If we set g2 = ∆, then the above expression simplifies to:

H1I =
~g1√

2

(
|+〉〈c, 1, 1|e−i2∆t − |−〉〈c, 1, 1|

+|c, 1, 1〉〈+|e−i2∆t − |c, 1, 1〉〈−|
) (3.31)

If the detuning is large, we can ignore the oscillating terms, thus

H1I = −~g1√
2

(|−〉〈c, 1, 1|+ |c, 1, 1〉〈−|) (3.32)

The Rabi frequency between the levels |−〉 and |c, 1, 1〉 is g1/
√

2, which means

that selecting the interaction time so that g1τ =
√

2π, gives the transformation

|c, 1, 1〉 → −|c, 1, 1〉 (3.33)

This means that the above process yields the quantum phase gate Qπ.

3.2 Implementation of the quantum Fourier trans-
form

A similar approach to the alternative described previously for Grover’s algorithm,

was described in [36] in order to describe a setup able to realize the heart of

Shor’s algorithm, ie. the Quantum Fourier Transform. The QFT is in general

more demanding when one considers the number of qubits involved.

Supposing we want to act the quantum Fourier transform operation on a

state |a〉 for which 2q < a < 2q−11
, we would obtain:

NQFT =
1√
2q

2q−1∑
c=0

e2πiac/2q |c〉 (3.34)

In order to realize the algorithm it is enough to describe the operation of a

one-qubit gate and a quantum phase gate.

1
If we wanted to map |9〉 ≡ |1, 0, 0, 1〉 we would require 4 qubits, since 24 < 9 < 23
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One qubit gates are easily realizable in cavity QED setups since they are

rotations precisely performed by Ramsey zones. In terms of Pauli spin matrices

it is written as:

Ûθ,φ = cos(θ)I− cos(φ) sin(θ)σ̂x − i sin(φ) sin(θ)σ̂y (3.35)

For two qubits j and k, the quantum phase gate for η = π is given similar to

equation 3.20 as:

Qj,k
π = |0j, 0j〉〈0j, 0k|+ |0j, 1k〉〈0j, 1k|+

+|1j, 0k〉〈1j, 0k|+ eiπ|1j, 1k〉〈1j, 1k|
(3.36)

In order to obtain the QFT for q=3, we need to perform the transformations

A0B01B02A1B12A2 (3.37)

where Ai ≡ Uπ/4,π/2 represent the one bit gates and Bjk ≡ Qπ/2k−j represent

the two-qubit quantum phase gates.

q2 A2 • •

q1 B12 A1 •

q0 B02 B01 A0

Figure 3.4: Quantum circuit realizing the quantum Fourier transform for q=3. Ai ≡
Uπ/4,π/2 represent the one bit gates and Bjk ≡ Qπ/2k−j represent the two-qubit quantum
phase gates.

The unitary one-bit gate can be implemented by applying a classical field to a

two-level atom, which results to a Hamiltonian given by:

H =
~Ω

2

(
e−iφ|a〉〈b|+ eiφ|b〉〈a|

)
(3.38)

where |a〉 is the excited state and |b〉 the ground state. The time evolution

operator of this system is:

UI(t) = exp

[
− i
~
Ht

]
= cos(Ωt/2) (|a〉〈a|+ |b〉〈b|)− i sin(Ωt/2)

(
e−iφ|a〉〈b|+ eiφ|b〉〈a|

) (3.39)

In the above equation, the transformation described is an one-bit unitary gate

with θ = Ωt
2

.
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Regarding the quantum phase gate, since it is necessary to perform more than

one specific gates for the case of q = 3, one may consider the case of a three level

atom in V configuration as it shown in 3.5. Transition |b〉 → |a〉 is completely off

resonant with the cavity field, while |b〉 → |c〉 is dispersively coupled to the cavity.

Figure 3.5: Atom in V configuration. Transition |b〉 → |a〉 is completely off resonant with
the cavity field, while |b〉 → |c〉 is dispersively coupled to the cavity.

The effective Hamiltonian of the system is given by:

Heff = −~g2

∆

(
ââ†|c〉〈c| − â†â|b〉〈b|

)
(3.40)

where ∆ = ωcb−ν is the detuning. Supposing an initial state of the atom-field

system described by

1

2
(|0, a〉+ |0, b〉+ |1, a〉+ |1, b〉) (3.41)

the passage of the atom through the cavity results in a phase change η =
g2τ/∆ of the term |1, b〉, ie:

1

2

(
|0, a〉+ |0, b〉+ |1, a〉+ eiη|1, b〉

)
(3.42)

Setting appropriate values for detuning ∆ and interaction time τ allows the

realization of the quantum phase gate for η = π.

Returning to the realization of Shor’s algorithm for the case of q = 3, in order

to realize the phase gates that are required (B01, B02, B12) one would suggest

that three different types of atoms are required. One of the main advantages

of manipulating Rydberg atoms is the capability of making use of their atomic

sublevels by applying an external magnetic field, thus lifting the degeneracy and

allowing the proper level spacings between the atomic levels. For example, using

an external magnetic field we can achieve the atomic level diagram of figure 3.6.

The ground state |b〉 of the atoms corresponds to |1〉 and states |ai〉 to |0〉. In this

way we can ensure that the transitions |b〉 → |ai〉 are resonant only in cavity i
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which supports the frequency νi, while the one-bit gates Ai ≡ U i
π/4,π/2 realized by

classical fields of frequency νi perform the necessary transformations. Pulses

U i
π/2,0 are used to flip the states |ai〉 and |b〉 before atom i enters the cavity and

are essential, since states |b〉 were defined as |1〉 and |ai〉 as |0〉. The setup is

presented in figure 3.7.

Figure 3.6: Atomic levels under the influence of the magnetic field. For each atom the
ground state |b〉 corresponds to |1〉 and |ai〉 to |0〉.

Figure 3.7: Experimental setup for the realization of QFT for 3 qubits.

The interaction times τ , the coupling constant g and the detunings δi are

chosen so that
g2τ
δj−k

= π/2j−k. Especially, regarding the interaction time and

coupling constants they are chosen so that when atom i passes through cavity

Ci, will transfer its coherence to the cavity and leave in the ground state, so that

the QFT is stored in the cavities.

The readout requires a triplet of atoms prepared in the ground state and

resonant to each cavity, in order to measure the field inside the cavity. If one
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atom comes in the ground state the output is 0, whereas if it comes in an excited

state it will correspond to 1.

This scheme can be theoretically generalized for any number n of qubits. In

the next chapter, we will discuss how extended cavity QED setups, where on top

of the atom-cavity interaction, the cavities are allowed to interact directly through

photon hoping, can be exceptional models for other applications, including

quantum simulations.
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Chapter 4

Implementing quantum gates in
coupled cavity arrays

Describing an experimental setup for the realization of Shor’s algorithm, we

discussed how a system of three seperate cavities could be used in order to

perform the required two qubit transformations. In that setup, the cavities were

supporting different frequencies, thus interacting with specific atoms each time,

to perform the necessary operations on qubits. Moreover, we didn’t require any

field transfer from one cavity to the other, but required that the cavities allowed

the passage of the atoms, as well as that the atoms had the appropriate velocities

to achieve the desirable interaction time with the cavity they would interact.

In parallel to the developments of implementing QIP with quantum optical

systems, the idea of using quantum systems for quantum simulation attracted

a lot of attention. Quantum Simulations [21],[38],[78],[79],[80], is the use of

specifically engineered systems with controllable local interactions, in order to

simulate complex physical phenomena where both classical computers modelling

and experimental attempts fail.

In this way it was shown that is possible, to determine the behaviour of a lot

of phenomena lacking full theoretical explanation, like phase transitions in solid

state physics and quantum magnetism. More recently, there have been efforts in

describing exotic physical theories from high energy physics, like the Thirring

model and the renormalization of mass [81, 82].

The platforms for quantum simulation initially included optical lattices with

cold atoms [83, 84, 85, 86] , ion traps [47, 87, 88, 89, 90], and NMR setups

[91, 92]. The idea of using coupled cavities each containing one two-level-system

(TLS) as a quantum simulator was initially proposed for the study of phenomena

like Mott transitions and XY spin models [39]. This was followed by studies of

the phase diagram of the system and applications in simulating exotic effects in

condensed matter physics have been developed [93, 94, 95, 96, 97, 98, 99] .
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Lately, studies of driven dissipative Jaynes-Cummings arrays have emerged

analyzing the Jaynes-Cummings-Hubbard model out of equilibrium and the

signatures of the underlying many body effects, in the steady states of the system

[100, 101, 102, 103, 104, 105].

This fascinating new perspective has stimulated works that encouraged the

experimental progress on specific structures, also for the purpose of performing

quantum computation. The most spectacular development was definately in

Circuit QED platforms [106].

In this final chapter of the present thesis we will study the simple and easier

to experimentally implement case, of a system of two coupled cavities and discuss

a scheme for implementing the quantum phase gate there.

4.1 Quantum dynamics in the two coupled cavities
model

The Jaynes-Cummings model for the description of the interaction of a two-level

atom with a single mode electromagnetic field, is described by the Hamiltonian

ĤJ−C =
1

2
~ω0σ̂3 + ~ωâ†â+ ~g

(
σ̂+â+ σ̂−â

†)
(4.1)

If we consider a system of two empty cavities, each one of them supporting a

frequency ωi, evanescently coupled, this allows the photons from C1 to hop to C2

and vice versa, then we have a Hamiltonian of the form:

Ĥ = ~ω1â
†
1â1 + ~ω2â

†
2â2 + J

(
â†1â2 + â†2â1

)
(4.2)

where âi , â†i are the annihilation and creation operators for the field modes and

J is the "hopping" parameter that describes how a field state from C1 can move to

C2 and vice versa. It’s worth mentioning that the coupling parameter between the

cavities has frequency dimensions [107],[108], is defined as the overlap between

the two fields that are sustained in the cavities and is proportional to the quantity

J ∝
∫
d~r~u1 (~r − ~r1) · ~u2 (~r − ~r2) (4.3)

where ~ui (~r − ~ri) is the vector field distribution of the mode, ~r is a position

vector in the cavity and ~ri is a reference position within each cavity. Supposing



4.1 Quantum dynamics in the two coupled cavities model 69

ω1 = ω2 = ω 1
we may define the quantities:

Â1 =
1√
2

(â1 + â2)

Â2 =
1√
2

(â1 − â2)
(4.4)

leading to the equation

Ĥfield = ~ωc1Â†1Â1 + ~ωc2Â†2Â2 (4.5)

The new frequencies ωc1,2 = ω ± J correspond to the two normal modes of a

mechanical system of two 1D coupled oscillators. The general case is treated in

[107]. One may easily verify that those delocalised field modes, obey the bosonic

operators commutation relations[
Ai, A

†
i

]
= 1 , i = 1, 2, ... (4.6)

Supposing each cavity now contains a fixed two-level atom, the total hamilto-

nian of the system is given by:

Ĥ = ĤJ−C,1 + ĤJ−C,2 + J
(
â†1â2 + â†2â1

)
⇔

Ĥ =
∑
j=1,2

[
~ω0σ̂j3

2
+ ωj â

†
j âj + g

(
âjσ̂j+ + â†jσ̂j−

)]
+ J

(
â†1â2 + â†2â1

) (4.7)

This Hamiltonian describes fully the interaction in the two cavities system.

As it is clearly seen, the total number of excitations is conserved. In this case,

we will study the dynamics of the one excitation case for simplicity. In this case

we consider a general state:

|ψ(t)〉 = a(t)|g1g210〉+ b(t)|g1g201〉+ c(t)|e1g200〉+ d(t)|g1e200〉 (4.8)

The first two terms in each ket represent the state of atoms 1 and 2 respectively,

whereas the last two represent the cavity field states in cavities 1 and 2. The

time evolution of this one-excitation state is given by the Schrödinger equation

with the use of the delocalised modes (j = 1, 2):

αj(t) = a(t) + (−1)jb(t)

βj(t) = c(t) + (−1)jd(t)
(4.9)

1
In this degenerate case the coupling parameter is limited by |J | < ω/2
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The Schrödinger equation, using the above delocalised modes gives

αj(t) = e−i(ω0−Ωj/2)t

[
αj(0) cos (νjt) +

i

νj

(
Ωj

2
αj(0)− gβj(0)

)
sin (νjt)

]
βj(t) = e−i(ω0−Ωj/2)t

[
βj(0) cos (νjt)−

i

νj

(
Ωj

2
βj(0)− gαj(0)

)
sin (νjt)

] (4.10)

where

νj =

√(
Ωj

2

)2

+ g2 (4.11)

and we have set

Ω1,2 = ∆± J (4.12)

Using the relation 4.4 and a new set of operators that describe the atomic modes

defined as:

Ŝ1+ =
1√
2

(σ̂1+ + σ̂2+)

Ŝ2+ =
1√
2

(σ̂1+ − σ̂2+)
(4.13)

we may rewrite the total Hamiltonian of the system in the form:

Ĥ =
∑
j=1,2

[
ω0Ŝj+Ŝj− + ωcjÂ

†
jÂj + g

(
ÂjŜj+ + Â†jŜj−

)]
(4.14)

In order to investigate the region of parameters that will allow us to use the

two coupled cavities setup as a quantum phase gate, we resort to analytical

calculations and numerical simulations, that are presented in the following.

4.2 Analytical treatment

The form of the equation 4.14 resembles to the form of 4.1. Indeed, some algebra

can verify that if we consider the interaction Hamiltonian

ĤI =
∑
j=1,2

[
g
(
ÂjŜj+ + Â†jŜj−

)]
(4.15)

and move to the interaction picture in respect to the term,

Ĥ0 =
∑
j=1,2

(
ω0Ŝj+Ŝj− + ΩjÂ

†
jÂj

)
(4.16)
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Figure 4.1: Two coupled cavities interacting with fixed atoms.

then, we have a similar procedure like the one we did in order to derive the

state evolution for the Jaynes-Cummings model. Indeed, since

[
Ĥ0, ĤI

]
= 0, the

interaction Hamiltonian in the interaction picture takes the form:

ĤI = g
(
Â†1Ŝ1−e

−iΩ1t + Â†2Ŝ2−e
−iΩ2t + Hermitian Conjugate

)
(4.17)

This form shows that each term of the interaction Hamiltonian oscillates at

the respective frequency Ωi, though, this form does not allow a clear overview

of the state transfer between the atoms, which is the basic feature that could

allow the operation of a quantum phase gate. In order to obtain this expression

in [109] Ogden et al follow the process described in [110] to derive the effective

Hamiltonian of the system, which simplifies the Hamiltonian but doesn’t eliminate

the atom-field interaction terms. The effective Hamiltonian is defined from the

time derivative of the time-averaged evolution operator.

i
∂

∂t
Û(t) = Ĥeff Û(t) (4.18)

The time average of an operator Ô is defined as:

Ô(t) =

∫ ∞
−∞

f (t− t′) Ô(t′)dt′ (4.19)

The function f(t− t′) is real valued and serves the purpose of eliminating the

fast oscillating terms, acting as a ((low-pass filter)). We need to specify that we
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use only its generic properties in order to exclude high-frequency terms in this

time-averaging process, therefore we do not need to explicitly specify its form.

Comparison with the Schrödinger equation i ∂
∂t
Û(t) = ĤIÛ(t) for the non-time-

averaged evolution operator allows us to write down the effective Hamiltonian

as a series of ĤI and Û . Discarding the terms of this expansion beyond second

order in respect to ĤI gives the expression:

Ĥeff = ĤI(t) +
1

2

{[
ĤI(t), Û1(t)

]
−
[
ĤI(t), Û1(t)

]}
(4.20)

Replacing Û1(t) by the expression deriving from the expansion in terms of ĤI(t)
of the time evolution operator Û(t) yields:

Û1(t) =
1

i

∫ t

t0

ĤI(t
′)dt′ (4.21)

Directly calculating this integral for the interaction Hamiltonian of equation 4.17

leads us to a unitary operator of the form

V̂ (t) = g

(
Â†1Ŝ1−e

−iΩ1t

Ω1

+
Â†2Ŝ2−e

−iΩ2t

Ω2

− Herm. Conj.

)
(4.22)

Following the above process, in order to obtain the expression for the effective

Hamiltonian we need to calculate the commutator

[
ĤI(t), V̂ (t)

]
:

[
ĤI(t), V̂ (t)

]
=

2g2

Ω1

[
Â1Ŝ1+, Â

†
1Ŝ1−

]
+

2g2

Ω2

[
Â2Ŝ2+, Â

†
2Ŝ2−

]
+

+g2e2iJt

(
1

Ω1

+
1

Ω2

)[
Â1Ŝ1+, Â

†
2Ŝ2−

]
+

+g2e2iJt

(
1

Ω1

+
1

Ω2

)[
Â2Ŝ2+, Â

†
1Ŝ1−

] (4.23)

The form of the commutator of equation 4.23 cannot be totally treated analytically,

thus we need to make certain approximations.

4.2.1 Case A: Large intercavity hopping regime

First we consider the case for which J >> {∆, g}. The last two terms of the

above expression both oscillate at a frequency of 2J . As it was done throughout

the derivation of the above expression terms rotating at frequencies proportional

to Ωi or J have a zero time average since they oscillate too fast, thus we will keep

only the first two terms.



4.2 Analytical treatment 73

Consequently, under the above approximation, the expression obtained for

Ĥeff is given by

Ĥeff =
g2

Ω1

[
Â1Ŝ1+, Â

†
1Ŝ1−

]
+
g2

Ω2

[
Â2Ŝ2+, Â

†
2Ŝ2−

]
(4.24)

Yet this form of the Hamiltonian is not useful for studying the system’s quan-

tum dynamics. The evolution of the system imposes the use of the Hamiltonian

in the Schrödinger picture. After some tedious algebra we obtain

Ĥ′ = Ĥ0 +

dispersive interaction between atoms and delocalized field modes︷ ︸︸ ︷
2∑

i,j=1

g2

2Ωi

(
ÂiÂ

†
i |e〉j〈e| − Â

†
i Âi|g〉j〈g|

)
+

+
g2

Ω1Ω2

J (σ̂1+σ̂2− + σ̂2+σ̂1−)︸ ︷︷ ︸
transfer of states between atoms without excitation of the field modes

(4.25)

The term Ĥ0 corresponds to the energy of the bare atomic and delocalized field

modes and is the term we derived in equation 4.16. The second term describes

the dispersive interaction between atoms and the delocalized field modes. As

we discussed in previous cases where we were studying dispersive interactions

between cavities and single field modes, there is no energy transfer, though the

atoms experience a Stark shift. The final term is the one that describes the

transfer of energy between atoms without excitation of the field modes.

Setting G = g2/Ω1Ω2 and using the equations of motion 4.9 and 4.10 we

obtain:

a(t) = e−i(ω−G∆)t [a(0) sin(Jt)− b(0) cos(Jt)]

b(t) = e−i(ω−G∆)t [−ia(0) cos(Jt) + ib(0) sin(Jt)]

c(t) = e−i(ω0+G∆)t [c(0) cos(GJt)− id(0) sin(GJt)]

d(t) = e−i(ω0+G∆)t [−ic(0) sin(GJt) + d(0) cos(GJt)]

(4.26)

Therefore, we expect the probability amplitudes to oscillate with a period

T = 2π
GJ

, where

G =
g2

Ω1Ω2

=
g2

(∆ + J)(∆− J)
(4.27)

A valid choice of parameters for this large intercavity hopping regime is

J = 10g,∆ = 0.1g,g = 5.10−3ω0. Setting the initial state of the system to

|ψ(0)〉 = |eg00〉 and using the full Hamiltonian for the time evolution of the

system, we obtain the probabilities for the excitation to pass from Atom 1 to
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 ∆ =0.1g,ω0 =1000,g=5x10−3ω0 ,J=10g

Cavity 1
Atom 1
Cavity 2
Atom 2

Figure 4.2: Probability amplitudes corresponding to exciting a specific cavity mode or a
specific atom as a function of time, for the case of large hopping assuming the system
started from the state |eg00〉. Here, J = 10g, ∆ = 0.1g and ω = 1000g,while the time is
scaled by period T = 2π

GJ

Atom 2 and the probability for the excitation to pass to the field modes. Those

probabilities are plotted versus time, in figure 4.2.

The plot clearly shows that in this large hopping case, the excitation has

much higher probability to be found in one of the atoms, than transferring to

the cavity field. The latter will be important for the case where the cavity is lossy

and photons leak to the environment (we study this case later). This atom-atom

excitation exchange happens with a frequency GJ as predicted by the analytical

solution 4.26.

Setting the values for this case of parameters in the quantity GJ we can

calculate that the period of the oscillation for the probability amplitudes regarding
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the excitation transfer from atom 1 to atom 2, to be:

TLH =
2π

GJ
=

2π
g2

Ω1Ω2
J

=
2π
g2

(∆+J)(∆−J)
J

=
2π(∆2 − J2)

g2J
' 2πJ

g2
,since ∆ << J

(4.28)

4.2.2 Case B: Large Detuning regime

Following the same procedure as in the case of large hopping, we come again

facing the problem of defining the effective Hamiltonian. Since we consider the

detuning to be much bigger than the coupling strength between atom-cavity

and the cavities (ie. ∆ � {J, g}, terms rotating at rates Ω1 or Ω2 need to be

eliminated from the time averaging process. Thus, the effective Hamiltonian in

the Schrödinger picture becomes:

Ĥ′ = Ĥ0 +
2∑
j=1

g2∆

Ω1Ω2

(
âj â
†
j|e〉j〈e| − â

†
j âj|g〉j〈g|

)
+

g2J

2Ω1Ω2

(
Â†2Â2 − Â†1Â1

)
(σ̂1z + σ̂2z) +

+
g2J

Ω1Ω2

(σ̂1+σ̂2− + σ̂2+σ̂1−)

(4.29)

The last term of this expression is the same as the one we obtained for the

large hopping case and describes the atom-atom interaction. Though, we observe

that the Stark shift terms are altered. In the previous case, each atom would

interact with the delocalised field modes, but now, since the atom-cavity detuning

is much larger than the coupling strength between the cavities the shift splits

into two terms.

The first one describes the interaction of each atom with its cavity field and

the second one describes the interaction of each atom with the delocalised field

modes and is much smaller than the local field effect.

This second term vanishes for large values of detuning. Regarding the

equations of motion, they will have exactly the same form as 4.26. Therefore, we

can verify the fact that there is no state transfer exchange between the field modes

and the atoms and the excitation oscillates between the atoms at a constant rate.

Setting the limits for this case, in order to calculate the period of the probability

amplitudes oscillations, we find that the period is T = 2π
GJ

.

Following the same procedure as in the large hopping case, but taking this

case’s approximation, we find the period to be:

Tdisp '
π∆2

g2J
(4.30)
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Figure 4.3: Probability amplitudes corresponding to exciting a specific cavity mode or a
specific atom as a function of time, for the case of large detuning, assuming the system
started from the state |eg00〉. Here we chose ∆ = 10g, g = 5× 10−3ω0, J = 2g/5,while

the time is scaled by period T = π∆2

g2J

The requirements for the dispersive regime are ∆ � {J, g}, thus a valid

choice of parameters that fulfils this requirement and is experimentally viable,

is ∆ = 50× 10−2ω0, g = 5× 10−3ω0, J = 2× 10−3ω0 with ω0 = 103
. In figure 4.3

we present the numerical results for this case. We can verfiy that there is very

small probability for the excitation to pass to the field modes, just like in the

large hopping case.

However, the time required for the excitation to transfer from atom 1 to atom 2

is greatly increased, thus compromising the response of the system. We observe

that the period of the state transfer is T = π∆2

g2J
. Setting different values for the

parameters, we observed (not shown here), that for small values of ∆, as it is

expected, there is a considerable probability for the excitation to pass to the field

modes, though as detuning increases (with g and J being stable), we observed

that even this probability diminishes. This is explained by the fact that the energy

transfer from atomic modes to field modes requires a considerable amount of
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energy, therefore it is greatly suppressed.

4.2.3 Case C: Resonant interaction regime

The last case we need to investigate is the resonant case, for which we need to

suppose that J = ∆. The main reason that guides us on this selection is the fact

that with this choice of parameters the terms Ωi of equation 4.14 become zero,

which allows only in the last term of this expression to affect the state evolution.

Another reason to expect this behaviour is the fact that for J = ∆, there is

resonance between the cavity field and the collective field modes, thus allowing

energy transfer between atom and field states, in contrast to the previous two

cases where the direct exchange of energy between the atoms was the dominant

procedure. In order to derive the effective Hamiltonian in the Schrödinger picture,

now we eliminate the terms that contain frequencies 2J and Ω1. The Hamiltonian

for this case is proved to be

Ĥ′ = Ĥ0 + g
(
Â†2Ŝ2− + Â2Ŝ2+

)
+

g2

2Ω1

[
Â1Â

†
1 (|e〉1〈e|+ |e〉2〈e|)−

−Â†1Â1 (|g〉1〈g|+ |g〉2〈g|)− (σ̂1+σ̂2− + σ̂2+σ̂1−)
] (4.31)

The second term describes the energy exchange between the resonant delocalised

atomic and field modes Ŝ2 and Â2. The third term describes dispersive interaction

between modes Ŝ1 and Â1 since they are highly detuned. We also observe a

Stark shift of the atoms dependent on the population of Â1, whereas the final

term describes the direct transfer of energy between the atoms, without the

mediation of the cavity field. For this case, the equations of motion will give the

exact behaviour of the system. Since the dispersive interaction may be neglected(
g2

2Ω1
� g

)
for times smaller than Ω1/g

2
, we expect a behaviour similar to the

case of one atom coupled to one cavity. The difference here is that the role of the

single mode field is assigned to the delocalised field mode (Â2 and the role of the

atom to the delocalised atom mode (Ŝ2). If the field modes contain at t = 0 no

excitation (αj(0) = 0)the evolution of the atomic modes is:

β1(t) = e−i(ω0+g2/Ω1)tβ1(0)

β2(t) = e−i(ω0+g2/Ω2)tβ2(0) cos

[(
g +

Ω2
2

8g

)
t

]
(4.32)

The dispersive coupling of mode Ŝ1 to the field keeps its population constant,

while atomic mode Ŝ2 oscillates at rate almost g (since the term
Ω2

2

8g
is negligible)

due to the excitation transfer between Â2 and Ŝ2. The phase difference between
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Figure 4.4: Probability amplitudes corresponding to exciting a specific cavity mode or a
specific atom as a function of time, for the resonant case, assuming the system started
from the state |eg00〉. In this case, ∆ = 10g, g = 10−3ω0, J = 10g,while the time is scaled
by period T = 2π

g

them is

δ =
Ω2

2
+
g2

Ω1

(4.33)

Taking the exact resonance case so that Ω2 = 0 and g2/Ω1 � 1 this phase

difference is almost zero, therefore the two delocalised modes oscillate with

approximately same frequencies. Taking the initial conditions a(0) = 0, b(0) =
0, d(0) = 0 we find that:

a(t) = b(t) = −ic(0)

2
e−iω0t sin(gt)

c(t) = c(0)e−iω0t cos2

(
gt

2

)
d(t) = c(0)e−iω0t sin2

(
gt

2

) (4.34)
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The transfer of the atomic state between the atoms through this mechanism

is much faster than any of the two cases we previously described, having a

period T = 2π
g

. Though, this significant increase of responsiveness comes with

the cost of exposing the system to decoherence via cavity loss, since the cavity

modes mediate this process. For the numerical simulations we have chosen

the set of parameters: ∆ = 10g, g = 5.10−3ω0,J = 10g This set of values apply

to the condition of J = ∆ and as it can be seen by figure 4.4, the period of

the probability amplitudes regarding the atoms is as predicted by the analytical

results T = 2π
g

. Moreover, we observe that the probability for the excitation to

pass to the field modes, is greatly increased compared to the dispersive and large

hopping case, which is expected if we consider that in this case, the cavity field

is resonant with the collective cavity field modes.

4.3 Quantum Dynamics in a two cavity system with
dissipation

Returning to realistic situations, as it was made clear in the discussion we made

in the final section of Chapter 1, we are not able to ignore the effect of the

dissipation on our system. We have mentioned earlier the fact that if we want

to realize this experimental setup we will have to make sure that we use the

dispersive regime or the large hopping regime of parameters, in order to avoid, or

at least, reduce the effects of the unavoidable process of decoherence.

The master equation for this system, now has to take under consideration the

fact that both cavities can lose photons via their exchange with the environment.

It will have the form:

dρ

dt
= −i [H, ρ] +

κ

2
(L[â1] + L[â2]) =

= −i [H, ρ] +
κ

2

[(
2â1ρâ

†
1 − â1â1ρ− ρâ1

†â1

)
+
(

2â2ρâ
†
2 − â2â2ρ− ρâ†2â2

)]
(4.35)

For our numerical simulations we have used the set of collapse operators

Ĉ1 = â1

√
2κ

Ĉ2 = â2

√
2κ

(4.36)

Comparing the expressions for TLH with TR, and substituting all the parameters

but g, one may find that:

TLH
TR
' JLH

g
>> 1 for the large hopping regime (4.37)
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This means that the large hopping interaction requires almost J × TR time.

Regarding the dispersive case, if we compare its period to the large hopping case,

we find it is:

Tdisp
TR

=
∆2
disp

gJdisp
(4.38)

Using the sets of parameters for the three regions as in the non-dissipative case,

we have:

1. Large Hopping regime: g = 5× 10−3ω0, J = 10g, ∆ = 0.1g, TLH = 2πJ/(g2)

2. Dispersive regime: g = 5.10−3ω0, J = 2/5g, ∆ = 10g, Tdisp = 2π∆2/g2J

3. Resonant regime: g = 5.10−3ω0, J = 2/5g, ∆ = 10g, TR = 2π/g

This means that for our numerical values the periods, expressed via TR, are:

TLH ' 10× TR
Tdisp ' 100× TR

(4.39)

Comparing the periods of the three regimes we find that the resonant case

has the smallest period. It’s small period, allows to sustain more oscillations

intitially, though since the excitation passes to the field modes there is a very

small probability over time for the excitation to pass from one atom to the other.

In the following we plot the amplitudes of the probabilities showing the ideal case

and the dispersive case. From figures 4.5-4.7, we observe that the system in the

resonant case is susceptible to decoherence, as it is predicted by theory, since

the cavity field modes mediate the process.

The numerical simulation for the large hopping case in figures 4.8-4.10,

shows that this case has better dynamical behaviour when dissipation is taken

under account. As expected, there is significant probability for the excitation to

pass from one atom to another, even for κ = g, despite the fact that it is a slower

process than the resonant case.

Regarding the dispersive case, from figures 4.11-4.13, we observe the effect

the greater time scale has on the system. Specifically, the fact that figure 4.9

for the large hopping case with κ = 1 resembles to figure 4.11 for the dispersive

case for κ = 0.1, implies that the large hopping regime yields better behaviour in

lossy systems, since it involves faster dynamics.

In the next section we will calculate exactly what is the effect of losses on

implementing the required entangling non-local gates through this mechanism.

This will be done within the description of the implementation of Deutch-Josza

algoritihm in this system.
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Figure 4.5: Resonant case
with κ = 0.1g
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Figure 4.6: Resonant case
with κ = g

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Time (T=2π/g)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

O
cc

u
p
a
ti

o
n
 p

ro
b
a
b
ili

ty

Probability Amplitudes - Resonant case 
 J=10g , ∆ =10g, g=5.10−3ω0

Atom 1 dissipative
Atom 2 dissipative
Atom 1 ideal
Atom 1 ideal

/g = 10.0

Figure 4.7: Resonant case
with κ = 10g
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Figure 4.8: Large hopping
case with κ = 0.1g
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Figure 4.9: Large hopping
case with κ = 1g
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Figure 4.10: Large hop-
ping case with κ = 10g
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Figure 4.11: Dispersive
case with κ = 0.1g
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Figure 4.12: Dispersive
case with κ = 1g
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Figure 4.13: Dispersive
case with κ = 10g

4.4 A proposal for Deutsch-Jozsa algorithm in a
two cavity system

In the previous section we derived both analytically and numerically the quantum

dynamics of a system of coupled cavities interacting with fixed atoms both in the

dissipative and in the ideal case. It’s worth mentioning, that this specific setup

could be realized using photonic crystals doped with quantum dots and circuit
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QED[106, 111].

In order to examine how efficiently this mechanism could be used in order to

realize a CNOT gate, which is performed by non-local interactions like the one of

our case, we will estimate the fidelity of the system [16], for each of the cases,

supposing there is no spontaneous emission rate in our system:

F (ρideal, ρdissipative) = Tr

[√√
ρidρdis

√
ρid

]
(4.40)

From our previous discussion, we know that our system can implement a SWAP
gate. Though,

√
SWAP gate which is realized when we choose the time to be

equal to T/4 is a universal two qubit gate[112]. In figure 4.14, we show how

the CNOT gate can be obtained using

√
SWAP gates and local pulses. In order

to implement the algorithm we also need a single qubit gate, realizable in the

present setup. In order to implement the X gate, we choose a π pulse from

an external classical source tuned with the atom frequency ω0, while for the

Hadamard gate we use a π/2 pulse from a classical source. In the following we

assume those operations can be perfectly performed, since they are fast local

operations realized by controlled external sources tuned to the desirable Rabi

frequencies.

The transformation of

√
SWAP gate to CNOT that allows the algorithm, is

shown in figure 4.14 Using the matrix representation of

√
SWAP

√
SWAP =


1 0 0 0
0 1

2
+ i

2
1
2
− i

2
0

0 1
2
− i

2
1
2

+ i
2

0
0 0 0 1

,

 (4.41)

as well as the ones for the X,H, gates

X =

(
0 1
1 0

)
H =

1√
2

(
1 1
1 −1

) (4.42)

We can verify that the circuit of 4.14, is indeed equivalent to a CNOT gate.

Therefore, the circuit that implements the algorithm is the one in 4.15. Regarding

the readout of the process, it can be experimentally realised using the shelving

technique [113] that provides reliable readouts. As we saw in the previous

section, in the large hopping and dispersive cases, the system remains coherent

for relatively longer times which indicates that even in the presence of strong

dissipation (equal to the coupling rate), one could implement the required non-

local gate at least a few times before the system eventually decoheres.
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Figure 4.14: Quantum circuit representing the operations required in order to obtain the
CNOT gate using

√
SWAP gate.

Figure 4.15: Representation of the quantum circuit for the Deutsch-Jozsa algorithm.

In order to calculate the fidelity of the

√
SWAP for each regime, we will

have to define the desirable time interval that the interaction is on, ie. the

1/4 of the period of each case and evolve the lossy case in order to obtain

ρdissipative(T/4) using the Master Equation of equation 4.35. The ideal case will

yield a density matrix ρideal(T/4), which in our case is the density matrix of

the maximally entangled state
|eg00〉−|ge00〉√

2
. Therefore the required times in the

parameter regimes we are assuming, are:

TLH/4 = πJ/2(g2)

Tdisp/4 = π∆2/2g2J

TR/4 = π/2g

(4.43)

The numerical calculations for the fidelity of the

√
SWAP gate using the

appropriate times , allow us to plot the dependence of the fidelity versus κ rate,

which is plotted in 4.16.

We observe that the fidelity in the resonant case falls rapidly as κ increases,

which is justified by the stronger dissipation occuring in the resonant regime

due to the existence of population in the cavity modes. We would expect the

dispersive case to sustain higher fidelity values, though, watching closer we see
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Figure 4.16: Fidelity of
√
SWAP gate versus κ, with κ expressed using coupling rate g of

the cavities for the dispersive case (blue line g = 5.10−3ω0, J = 2/5g, ∆ = 10g, Tdisp/4 =
π∆2/2g2J ), resonant case (red line, g = 5.10−3ω0, J = 10g, ∆ = 10g, TR/4 = π/2g) and
large hopping case (green line g = 5× 10−3ω0, J = 10g, ∆ = 0.1g, TLH/4 = πJ/2(g2)).

that the time required for the

√
SWAP gate in the dispersive case is much larger

than the large hopping case (Tdisp ' 10TLH ). This means that the system in the

latter case is exposed to environment for smaller times, thus the highest fidelity

values.



Chapter 5

Conclusions and Future work

In this thesis we made a detailed overview of the most important theoretical

aspects of cavity QED focusing on the region of microwave QED. As we have

seen throughout the text, it is possible using the basic principles that apply on

single Cavity QED, to extend our discussion on other setups involving arrays of

coupled resonators.

We initially discussed analytically how single cavity systems can be used in

different ways in the implementation of Quantum Information Algorithms and

and reviewed some of the early results in the field.

We then dealt analytically and numerically with the model of two identical

coupled cavities both in the ideal case of zero κ, γ and in the dissipative case. We

proved that this configuration can be used in order to implement a Quantum

Phase Gate, while we gave an outline of how Deutsch-Jozsa algorithm could be

performed.

Cavity QED ideas have recently been extended in other experimental realiza-

tions, such as Circuit QED. The latter we plan to explore in more detail in future

studies.

We would like to note that numerical simulations of Open Quantum Systems,

an important aspect of this thesis, will provide the background for our future work

in the direction of modelling specific experimental setups. We would like to study

how constant driving the atoms or the field, effects the steady state observables

and explore the possibility for robust QIP there. We will also explore different

platforms including waveguide arrays and specific Circuit QED implementations.
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Appendix A

1 Usefull packages for Quantum Optics

One of the most important aspects of this thesis, was gaining a more extensive

and thorough approach regarding numerical tasks. It might be easier to use

programs like Mathematica and indeed Mathematica was really useful throughout

all this thesis.

During the past few years, there has been a magnificent progress in program-

ming and the way the new generation of programmers work, thus giving rise

to Open Source Software. Apart from commercial packages like Mathematica
or MatLab there has been developed a variety of open source tools that are

widely used. In order to use a reliable and tested package that is focused in

Quantum Optics, we used QuTiP[114] which is a toolbox of frequently used

routines that uses Python programming language. In what follows we will give

some programming details that we consider worth mentioning.

2 Details on Mathematica code

The ability of various mathematical packages to efficiently perform numerical

calculations, combined with the flexibility of Quantum Mechanics to express

operators and vector states in matrix expressions, makes it quite easy for one to

investigate complex setups, like coupled cavity arrays. We will describe the more

important steps of the process we followed, defining numerically the physical

system of two coupled cavities with fixed atoms, which may prove really time

consuming if someone has not an insight on the internal doings of various

packages.

Mathematica has difficulty handling matrices that are defined as normal

arrays and contain lots of zeros. Thus, we will use the following commands to

define the basis vectors and one of creation/annihilation operators.

First of all, we need to set a basis of vectors on which we are going to perform

our operations. In this procedure we performed a general case scenario, rather
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than just restricting ourselves to the one-excitation case, in order to have a more

versatile form for future work:

Basis[n_,i_]: = Normal[SparseArray[{i+ 1, 1} → 1, {n, 1}]];
e = Basis[2, 1]; g = Basis[2, 0];

f [n_]: = Basis[Ne + 1, n− 1];

sigmap = e.gT;sigmam = g.eT;sigmaz = e.eT − g.gT;

Destroy[n_]: = SparseArray[{Band[{1, 2}]→ Sqrt[Range[n− 1]]}, {n, n}]
Id[n_]: = IdentityMatrix[n];

(1)

In those lines we defined a function Basis[n_, i_] that will be able to create the

basis vectors for an n dimensional space. Making use of it we defined the atom

states |e〉 and |g〉. This direct way of defining vector states for two level atoms,

cannot be kept for the cavity states for higher values of the excitation number

(Ne), so we defined with another way (f [n_])the cavity state vectors to keep things

more general. The definition of the σ̂+,σ̂− and σ̂3 atomic operators is followed

by the annihilation operator â, whereas we used a shorter way for the Identity
Matrix command of Mathematica.

This is all we need to numerically investigate the problem. In order to define

all operators and states, we make use of the command KroneckerProduct which

is the way of handling the four different spaces involved in this procedure. For

example the state |gg10〉 will be written as

gg10 = KroneckerProduct[g, g, f [2], f [1]];

The operator σ̂+,2 will be declared as:

sp2 = KroneckerProduct[Id[2],sigmap,Id[Ne + 1],Id[Ne + 1]];

which clearly states that the action of the operator is confined on the subspace

of Atom 2.

Keeping in mind those basic principles, we are able to set up a Hamiltonian

and then defining some initial state, use the Expm[...] command to study the

time evolution of the system by applying the unitary operator.
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3 Python code used for plots.

The dynamical study of the systems discussed throughout the texte, was initially

done in Mathematica and later was verified using the Python programming

language. In the following pages, we present some of the scripts used during this

thesis.

Jaynes Cummings model with dissipation using master equation or
quantum trajectories
# -*- coding: utf-8 -*-

#
# Vacuum Rabi oscillations in the Jaynes-Cummings model with dissipation
#
from qutip import *
from pylab import *

def run():

# Configure parameters
wc = 10000 # cavity frequency
wa = 10000 # atom frequency
g = 0.001*wc # coupling strength
kappa = 0.2*g # cavity dissipation rate
gamma = 0 # atom dissipation rate
N = 2 # for two possible states of the field
use_rwa = True

# intial state for the system cavity-atom
psi0 = tensor(basis(N,0), basis(2,1)) # start with an excited atom

# Hamiltonian operators
a = tensor(destroy(N), qeye(2))
sm = tensor(qeye(N), destroy(2))

if use_rwa:
# use the rotating wave approxiation
H = wc * a.dag() * a + wa * sm.dag() * sm + g * (a.dag() * sm + a * sm.dag())

else:
H = wc * a.dag() * a + wa * sm.dag() * sm + g * (a.dag() + a) * (sm + sm.dag())

# collapse operators for non-unitary dynamics
c_op_list = []

n_th_a = 0.0 # zero temperature
rate = kappa * (1 + n_th_a)
if rate > 0.0:

c_op_list.append(sqrt(rate) * a)

rate = kappa * n_th_a
if rate > 0.0:

c_op_list.append(sqrt(rate) * a.dag())

rate = gamma
if rate > 0.0:

c_op_list.append(sqrt(rate) * sm)

# evolve and calculate expectation values
tlist = linspace(0,5*pi/g,1000)
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output = mesolve(H, psi0, tlist, c_op_list, [a.dag() * a, sm.dag() * sm])

# plot the results
plot(tlist/(g*pi), output.expect[0])
plot(tlist/(g*pi), output.expect[1])
legend(("Cavity", "Atom excited state"))
xlabel(’Time’)
ylabel(’Occupation probability’)
title(’Vacuum Rabi oscillations for a damped cavity using master equation’)
show()

if __name__==’__main__’:
run()
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Two coupled cavities without dissipation for large hopping case.

from qutip import *
from pylab import *

def run():

# Define constants
G = 5
omega_atom = 1000
detuning = 0.1*G
omega_field = omega_atom + detuning
J = 10*G
N = 2 # number of possible states for cavity 1

# Define basis. In total we have 4 Hilbert space dimensions to describe the system.
#
# choose an order for composite system: A1-A2-C1-C2
# then compute the operators for the full Hilbert space and use them to
# construct the hamiltonian.
#

# cavity operators in full hilbert space
a1 = tensor([qeye(2), qeye(2), destroy(N), qeye(N)])
a2 = tensor([qeye(2), qeye(2), qeye(N), destroy(N)])

# atomic operators in full hilbert space C1-A1-C2-A2
e=basis(2,0)
g=basis(2,1)
f1=basis(N,0)
f2=basis(N,1)

e1e = tensor([e*dag(e), qeye(2), qeye(N), qeye(N)])
e2e = tensor([qeye(2), e*dag(e), qeye(N), qeye(N)])
sp1 = tensor([sigmap(), qeye(2), qeye(N), qeye(N)])
sm1 = tensor([sigmam(), qeye(2), qeye(N), qeye(N)])
sp2 = tensor([qeye(2), sigmap(), qeye(N), qeye(N)])
sm2 = tensor([qeye(2), sigmam(), qeye(N), qeye(N)])

# Write the Hamiltonians in 4 seperate terms to avoid mistakes.
H1 = omega_atom * (e1e + e2e)
H2 = omega_field * (a1.dag()*a1 + a2.dag()*a2)
H3 = G * (a1 * sp1 + a1.dag() * sm1) + G * (a2 * sp2 + a2.dag() * sm2)
H4 = J * (a1.dag() * a2 + a1 * a2.dag())

H = H1 + H2 + H3 + H4

#Time evolution of the system
gg01 = tensor([g, g, f1, f2])
gg10 = tensor([g, g, f2, f1])
eg00 = tensor([e, g, f1, f1])
ge00 = tensor([g, e, f1, f1])

psi0=eg00 #initially excitation in atom 1

# evolve and calculate expectation values
Gkap=abs(G**2/((detuning + J)*(detuning - J)))
T=pi/(Gkap*J)
tlist = linspace(0,T,1000)
output = mesolve(H, psi0, tlist, [], [])
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# plot the results
plot(tlist/T, expect(a1.dag()*a1, output.states))
plot(tlist/T, expect(sm1.dag() * sm1, output.states))
plot(tlist/T, expect(a2.dag()*a2, output.states))
plot(tlist/T, expect(sm2.dag() * sm2, output.states))

legend(("Cavity 1", "Atom 1","Cavity 2", "Atom 2"))
xlabel(’Time scaled by period $T=2\pi /G J$’)
ylabel(’Probability’)
title(’Probability amplitudes for the large hopping case: \n $\Delta=0.1g,\omega_0

=1000, g=5x10^{-3}\omega_0, J=10g$’)
show()

if __name__==’__main__’:
run()
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Fidelity versus κ for large hopping

# Calculate the fidelity of a system of two coupled cavities under dissipation
from qutip import *
from pylab import *

#collapse operators for non-unitary dynamics

def rho_compute(Ham,psi0,tlist,kappa_max,kappalist, cav1, cav2,rho_ideal):

#fid_list=zeros((len(kappalist)))
rho_dis_list= []
index=0
for kappa in kappalist:

c_op_list = []
c_op_list.append(sqrt(kappa) * cav1)
c_op_list.append(sqrt(kappa) * cav2)
dissipative = mesolve(Ham, psi0, tlist, c_op_list, [])
rho_dissipative = dissipative.states
rho_dissipative_final=rho_dissipative[-1]
rho_dis_list.append(rho_dissipative_final)
index +=1

return rho_dis_list

# Define constants
G=5
omega_atom = 1000
detuning = 0.1*G
omega_field = omega_atom - detuning
J = 10*G
kappa_max = 10*G # cavity dissipation rate
kappalist = linspace(0,kappa_max,10)
gamma = 0.0 # atom dissipation rate

N = 1 # number of excitations

# cavity operators in full hilbert space
a1 = tensor([qeye(2), qeye(2), destroy(N+1), qeye(N+1)])
a2 = tensor([qeye(2), qeye(2), qeye(N+1), destroy(N+1)])

# atomic operators in full hilbert space C1-A1-C2-A2
e=basis(2,0)
g=basis(2,1)
f1=basis(N+1,0)
#f2=basis(N+1,1)
eg00=tensor(e,g,f1,f1)
ge00=tensor(g,e,f1,f1)

e1e = tensor([e*dag(e), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
e2e = tensor([qeye(2), e*dag(e), qeye(N+1), qeye(N+1)])
g1g = tensor([g*dag(g), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
g2g = tensor([qeye(2), g*dag(g), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sp1 = tensor([sigmap(), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sm1 = tensor([sigmam(), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sp2 = tensor([qeye(2), sigmap(), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sm2 = tensor([qeye(2), sigmam(), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sz1 = tensor([sigmaz(), qeye(2), qeye(N+1), qeye(N+1)])
sz2 = tensor([qeye(2), sigmaz(), qeye(N+1), qeye(N+1)])
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# Define the Hamiltonian terms
H1 = omega_atom * (e1e + e2e)
H2 = omega_field * (a1.dag()*a1 + a2.dag()*a2)
H3 = G * (a1 * sp1 + a1.dag() * sm1) + G * (a2 * sp2 + a2.dag() * sm2)
H4 = J * (a1.dag() * a2 + a1 * a2.dag())
H = H1 + H2 + H3 + H4

psi0 = tensor([e, g, f1, f1])

#Set the time interval for the evolution of the system
Gkap=abs(G**2/((detuning + J)*(detuning - J)))
T=pi/(Gkap*J)
tlist = linspace(0,T/4,500)

#Calculate the density matrix for the ideal case
ideal=(eg00-ge00)/sqrt(2)
#psi_ideal_list = ideal.states
#psi_ideal=psi_ideal_list[-1]
rho_ideal = ket2dm(ideal)
#n1_ideal= expect(sm1.dag() * sm1,ideal.states)
#n2_ideal= expect(sm2.dag() * sm2,ideal.states)
#pf1_ideal = expect(a1.dag() * a1, ideal.states)
#pf2_ideal = expect(a2.dag() * a2, ideal.states)

#Use the rho_compute function to calculate the density operators at t=T
rho_list=rho_compute(H,psi0,tlist,kappa_max,kappalist,a1,a2,rho_ideal)
flist=[]
for i in range (0,10):

flist.append(fidelity(rho_ideal,rho_list[i]))
output_data = vstack((kappalist/G, flist))
file_data_store(’large_hopping.dat’, output_data.T, numtype="real")

plot(kappalist,flist)
show()



Appendix B. Theoretical tools for
cavity QED

1 Review of the harmonic oscillator

In the following pages we review the basic notions of quantum harmonic oscillator

and build on it according to [3],[4], [5], presenting the main techniques used

throughout the text and refer to quantum harmonic oscillator.

In classical mechanics, a particle of mass m moving in the potential V (x) =
κx2

oscillates at a frequency ω =
√

κ
m

, where κ is the force constant. The

Hamiltonian for this one-dimensional harmonic oscillator consists of two discrete

terms referring to kinetic and potential energy, therefore we can write

H = T + V =
p2
x

2m
+
mω2

2
x2

(1)

where the x-directed particle momentum px is defined by the relation mdx
dt

.

In quantum mechanics, the classical momentum is replaced by the operator

p̂x = −i~ ∂
∂x

, therefore the Hamiltonian becomes

Ĥ =
p̂2
x

2m
+
mω2

2
x̂2

(2)

From a pure algebraic point of view one may observe that in this equation

we have the two operators appearing as simple squares, which suggests that we

may factor the equation so that it is linear in terms of p̂x and x̂. With this in

mind, we define two new operators:

â =

√
mω

2~

(
x̂+

ip̂x
mω

)
(3)

â† =

√
mω

2~

(
x̂− ip̂x

mω

)
(4)
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The set of equations 3 and 4 describes the so-called creation and annihilation
operators of the harmonic oscillator. The inverse set of relations expressing the

position x̂ and momentum p̂x operators in terms of the creation and annihilation

operators can be expressed as

x̂ =

√
~

2mω

(
â + â†

)
(5)

p̂x =

√
~

2mω

(
â− â†

)
(6)

(7)

The Hamiltonian described by Equation 2 expressed using the creation and

annihilation operators is

Ĥ =
~ω
2

(
ââ† + â†â

)
(8)

and it is straight-forward to show that the commutation relation between the

creation and annihilation operators is

[
â, â†

]
= 1. where we use the commutation

relation [p̂x, x̂] = −i~. Using this commutation relation we are capable of rewriting

the equation 8 as

Ĥ =
~ω
2

(
ââ† + â†â

)
=

~ω
2

(
ââ† − ââ† + 2â†â

)
=

~ω
2

(
1 + 2â†â

)
(9)

It is important at this point to write explicitly how the creation and anihilation

operators can be used in terms of matrices, since this is a very important

procedure when one needs to perform numerical simulations using programming

languages.

First of all we need to specify that the eigenstates ψn = |n〉 of the harmonic

oscillator are orthonormal, which is expressed by the relation

〈n′|n〉 = δn′,n (10)

In this notation 〈n′|â†|n〉 is a matrix element. One may show that these matrix el-

ements are non-zero when they involve adjacent states of the harmonic oscillator,

so that

〈n′|â†|n〉 =
√
n+ 1δn′=n+1 (11)

〈n′|â|n〉 =
√
nδn′=n−1 (12)
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If we write all the matrix elements for the different states of the harmonic oscillator

with N states, we obtain a matrix of the form

a =


0
√

1 0 0 0

0 0
√

2 0 0

0 0 0
. . .

.

.

.

.

.

. 0 0
. . .
√
N − 1

0 0 0 0 0

 (13)

a† =


0 0 0 0 0√
1 0 0 0 0

.

.

.

√
2 0

. . .
.
.
.

.

.

. 0
. . .

. . .
.
.
.

0 0 0
√
N − 1 0

 (14)

As it was expected, the matrix representations of creation and annihilation

operators are transpose, which actually allows us to define only one of those

matrices in our numerical applications. For example if we would like to define

the annihilation matrix in Mathematica we can use the command:

Destroy[n_]:=SparseArray[{Band[{1, 2}]→ Sqrt[Range[n−1]]}, {n, n}]
In fact, this way of defining matrices with lots of zeros in Mathematica, is the

most effective in terms of computational resources as suggested in [115].

Returning to the commutator algebra of the harmonic oscillator, we should

point out the need to define one more operator that appears in the whole spectrum

of the problems that are dealt in this context. Of course, we refer to the number
operator, which is defined by the relation

N̂ = â†â (15)

For the number operator, we can easily show the commutation relations for â
and â†

[
N̂ , â

]
=− â (16)[

N̂ , â†
]

=− â† (17)

The problem of the harmonic oscillator has only one obvious limitation. This

limitation concerns the fact that there is one ground state of energy with a

wavefunction that describes it. We will describe the procedure of calculating this

ground state energy and the corresponding wave-function, in order to explain

what exactly the creation and annihilation operators help us with.
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To derive the ground state wave-function and energy of the one-dimensional

quantum harmonic oscillator, we should start using the Scrödinger equation:

Ĥψn = ~ω
(
â†â+

1

2

)
ψn = Enψn (18)

Myltiplying from the left by â we obtain

~ω
(
â†â+

â

2

)
ψn = Enâψn (19)

and taking under consideration the commutation relation[
â†, â

]
= 1⇔ ââ† = â†â+ 1 (20)

we obtain the equation

~ω
(

(1 + ââ†)â+
â

2

)
ψn = Enâψn (21)

Factoring out the term âψn on the left-hand side of the previous equation we

find that

~ω
(

(1 + ââ†) +
1

2

)
(âψn) = En (âψn) (22)

The term ~ωâψn can be subtracted from both sides, allowing us to write the

equations:

~ω
(
â†â+

1

2

)
(âψn) = (En − ~ω) (âψn) (23)

~ω
(
â†â+

1

2

)
ψn−1 = En−1ψn−1 (24)

This last equation shows that ψn−1 = âψn is a new eigenfunction with energy

eigenvalue (En−~ω). In a similar way it may be proved that the operator â† acting

on eigenfunction ψn creates a new eigenfunction ψn+1 with eigenenergy (En+~ω).
In bibliography it is quite common to refer to creation and annihilation operators

as "raising" and "lowering" operators, since as it is obvious the harmonic oscillator

eigenfunctions and eigenenergies could be visualised by a ladder in which those

operators decide whether we should move higher or lower gaining the respective

eigenfunctions and eigenenergies.

It must be clear up to this point that the lowering (annihilation) operator, â
can only be used to reduce the energy eigenvalue of any eigenstate. We assume
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the existence of a "ground state" in which we have the lower possible energy. This

obliges as to state that the lowering operator acting on this state gives

âψ0 = 0 (25)

At this point we know everything we need to calculate the wave-function for

the ground state. Since

â =

√
mω

2~

(
x̂+

ip̂x
mω

)
=

√
mω

2~

(
x̂+

~
mω

∂

∂x

)
(26)

our definition of âψ0 = 0 requires√
mω

2~

(
x̂+

~
mω

∂

∂x

)
ψ0 = 0 (27)

The solution for the wave function is of Gaussian form

ψ0 = A0e
−x

2mω
2~ (28)

where the normalization constant A0 is found by the normalization require-

ment 〈ψ0|psi0〉 = 1 to be

A0 = 4

√
mω

π~
(29)

In order to calculate the eigenenergy for the ground state wave function ψ0

the only thing that remains to be done is inserting the equation 28 into the

Schrödinger equation 18 for the 1-D harmonic oscillator. Schrödinger equation

reads:

(
− ~2

2m

d2

dx2
+
mω2

2
x2

)
ψ0 =

(
−~2

2m

(
2mω

~
+ 4x2

(mω
2~

)2
)

+
mω2

2
x2

)
ψ0 (30)

(
~ω
2
− mω2

2
x2 +

mω2

2
x2

)
ψ0 = E0ψ0 (31)

so that the value of the ground state energy, E0 is

E0 =
~ω
2

(32)

The non-ground states of the harmonic oscillator are called excited states.

Starting from the ground state, we can construct the excited states by acting on

the the ground state the creation operator. For the first excited state we multiply

the ground state of the harmonic oscillator by â† in the Scrödinger equation:
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â†~ω
(
α̂†â+

1

2

)
ψn = â†Enψn = â†Ĥψn (33)

~ω
(
â†â†â+

â†

2

)
ψn = Enâ

†ψn = â†Ĥψn (34)

With the use of the commutation relation

[
â, â†

]
= 1, and some algebra we

show that:

~ω
(
â†
(
ââ† − 1

)
+
â†

2

)
ψn =

(
~ω
(
â†ââ† − â†

)
+
â†

2

)
ψn = Enâ

†ψn (35)

~ω
((
ââ† − 1

)
â† +

â†

2

)
ψn =

(
~ω
(
â†â− 1

)
+

1

2

)
â†ψn = Enâ

†ψn (36)

~ω
(
â†â+

1

2

)(
â†ψn

)
= (En + ~ω)

(
â†ψn

)
(37)

It is clear now that the eigenenergy of the n-th state of the 1-D harmonic oscillator

is given by the equation

En = ~ω
(
n+

1

2

)
(38)

where it is obvious that we have used the number operator in order to obtain

the eigenvalues of the term â†â = N̂ and therefore the eigenenergy of the n-th

level. So far we have showed that the operators â and âdag act upon the state

ψn,in such a way that:

âψn = An+1ψn+1 (39)

â†ψn = An−1ψn−1 (40)

The normalization constants are calculated by using the statements that 〈n|n〉 =
〈n− 1|n− 1〉 = 1 and

[
â, âdag

]
= 1. Since the state âψn = |n+ 1〉 is also required

to be normalized, we may write:

|An+1|2〈â†n|â†n〉 = 1 (41)

Equation 41 may be written as:

|An+1|2〈â|â†〉 = |An+1|2〈n|
(
â†â+ 1

)
n〉 = |An+1|2(n+ 1)〈n|n〉 = 1 (42)

Therefore, since we require An+1 to be a real number, the normalization gives us

the result

An+1 =
1√
n+ 1

(43)
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Therefore we may write that:

|n+ 1〉 =
1√
n+ 1

∣∣â†n〉↔ ∣∣â†n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉 (44)

In the same way we can prove that

|ân〉 =
√
n|n〉 (45)

It is quite useful to derive an expression such that we may obtain the n-th state

|n〉 using the ground state |0〉:

|n〉 =

(
â†
)n√

(n!)
|0〉 (46)

and

â†|n〉 =

(
â†
)n+1

√
n!
|0〉 =

√
n+ 1

(
â†
)n+1√

(n+ 1)!
|0〉 =

√
(n+ 1)|n〉 (47)

Regarding the form of the wave functions of the n-th level of the harmonic

oscillator, we will follow a similar treatment, acting the creation operator â on

the ψ0 wave-function of the ground state that was obtained in 28. In order to

simplify the notation, we will introduce a new spatial variable,

ξ = 4

√(mω
π~

)
x (48)

With the use of this new spatial variable we can rewrite the expression for the

creation operator in terms of ξ as:

â† =
1√
2

[√(mω
~

)
x−

√(
~
mω

)
∂

∂x

]
=

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
(49)

so, the expression of equation 28,becomes:

ψ0(ξ) = A0e
− ξ

2

2 (50)

where the normalization constant now has become:

A0 = 4

√(
1

π

)
(51)

Starting from the ground state and using the equation 46 to ensure that our

result is normalized, we obtain a sequence of wave-functions:

ψ0 (52)
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ψ1 = â†ψ0 (53)

ψ2 =
1√
2
â†ψ1 =

1√
2

(
â†
)2
ψ0 (54)

ψ3 =
1√
2
â†ψ2 =

1√
2
√

3

(
â†
)2
ψ1 =

1√
3!

(
â†
)3
ψ0 (55)

ψn =
1√
n!

(
â†
)n
ψ0 (56)

Now, using the expression of the ground state wave function using the spatial

variable ξ 50, we will write the explicit expression of the first five states of the

harmonic oscillator.

ψ0 = A0e
− ξ

2

2 (57)

ψ1 = â†ψ0 =
1√
1!

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
A0e

− ξ
2

2 =
1√
2

2ξA0e
− ξ

2

2 =
1√
2

2ξψ0 (58)

ψ2 = â†ψ1 =
1√
2!

(
â†
)2
ψ0 =

1√
2!

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
1√
2

2A0e
− ξ

2

2 =

=
1√
2

1√
4

(
4ξ2 − 2

)
ψ0

(59)

ψ3 = â†ψ2 =
1√
3!

(
â†
)3
ψ0 =

1√
3!

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
1

2
(4ξ2 − 2)ψ0 =

=
1√
6

1√
8

(
8ξ3 − 12

)
ψ0

(60)

ψ4 = â†ψ3 =
1√
4!

(
â†
)4
ψ0 =

1√
24

1√
16

(
16ξ4 − 48ξ2 + 12

)
ψ0 (61)

ψ5 = â†ψ4 =
1√
5!

(
â†
)5
ψ0 =

1√
120

1√
32

(
32ξ5 − 160ξ3 + 120ξ

)
ψ0 (62)

One may easily observe the fact that the functions are alternately even and odd

functions, whereas the form of the wavefunctions can be expressed as a function

of Hermite polynomials Hn(ξ) so that

ψn(ξ) = â†ψn−1(ξ) =
1√
2nn!

Hn(ξ)ψ0(ξ) (63)

while the explicit expression for Hermite polynomials is

Hn(ξ) =

(
dn

dtn
e−t

2+2tξ

)
t=0

= (−1)neξ
2 dn

dξn
eξ
−2

(64)
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If wish to write the expression for the wave function of the harmonic oscillator

in the original coordinate system, we substitute ξ from equation 48 in equation

50 to obtain:

ψn(x) =

√
1

2nn!

√
mω

π~
e−

mω
2~ x

2

Hn

(√
mω

~
x

)
(65)

Using Mathematica we obtain figure 1, in which we plot the first five wavefunctions

of the 1D harmonic oscillator and the potential V = ξ2

2

Figure 1: The ten first wave functions of the 1D harmonic oscillator and the potential

V = ξ2

2 in the dimensionless units.

2 Schrödinger picture

It is easy to prove that the mean values of an observable Ô do not change under

a unitary transformation Û which changes the basis of the system:

Ô → Ô′ = ÛÔÛ † (66)

whereas state vectors change as:

|ψ〉 → |ψ′〉 = Û |ψ〉
〈ψ| → 〈ψ′| = Û †〈ψ|

(67)
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Moving to the basis of vector |psi〉 to the basis of |psi′〉, is done on the following

way:

〈ψ|Ô|ψ〉 = 〈ψ|Û †ÛÔÛ †Û |ψ〉 = 〈ψ′|Ô′|ψ′〉 (68)

Usually, when we evolve a state we don’t follow this very same process. The

time evolution of an initial state |psi(0)〉 in time is written as:

|ψ(t)〉 = e−i
Ĥt
~ |ψ(0)〉 (69)

This is a direct result of the Schrödinger equation and the observables do not

change in time. This actually means, that if for the observable x̂ we want to

compute the mean value at time t, we need to calculate the quantity:

x̂(t) = 〈ψ(t)|x̂|ψt〉 (70)

This means that we take x̂ as given and use the states at time t and this way

of calculating the mean values of the observables is what is included in the

Schrödinger picture.

We are not able to follow the same process to the unitary transformation Û(t)
that represents time evolution. If we follow the steps described in equations

66,67, we would have got the result

x̂(t) = x̂(0) (71)

The above equation states that the mean value of the observable does not change

in time, as if the system hasn’t evolved at all in time. We usually denote quantities

in the Schrödinger picture with the label S, eg |ψS(t)〉, meaning that this is a

state in Schrödinger picture where the states, but not the observables evolve in

time.

3 Heisenberg picture

Supposing now that there is time evolution not only in the state, but also in the

observables, though, in such a way that we get the same result as the one we

obtained in Schrödinger picture we need to make use of Heisenberg picture. Let’s

denote a state in the Heisenberg picture as |ψH(t)〉. In order to obtain them from

a state initially described in Heisenberg picture, we transform it like:

|ψH(t)〉 = Ŝ†|ψS(t)〉 (72)

where

Ŝ† = ei
Ĥt
~ (73)
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This expression looks similar to the time-evolution of a state in Schrödinger

picture

|ψS(t)〉 = e−i
Ĥt
~ |ψS(0)〉 (74)

Substituting in the expression for |ψH(t)〉 we obtain:

|ψH(t)〉 = Ŝ†|ψS(t)〉 = ei
Ĥt
~ |ψS(t)〉 = ei

Ĥt
~ e−i

Ĥt
~ |ψS(0)〉 = |ψS(0)〉 (75)

Therefore, the states in the Heisenberg picture at any time t are equal to the

states in the Schrödinger picture at initial time t = 0.

Supposing now we want to transform an observable ÔS from the Schrödinger

picture to the same one ÔH in the Heisenberg picture, we would do it using the

unitary operator Ŝ† as follows:

ÔH = Ŝ†ÔSŜ = ei
Ĥt
~ ÔSe

−i Ĥt~ (76)

In this way, it is clear that now, even if ÔS doesn’t depend explicitly on time, ÔH

is time-dependent, thus we usually denote it as ÔH(t).
In order to study the time evolution of ÔH(t), we calculate its time derivative:

dÔH(t)

dt
=

d

dt

[
eiĤt/~ÔSe

−iĤt/~
]

=

=
d

dt

[
eiĤt/~

]
ÔSe

−iĤt/~ + eiĤt/~ÔS
d

dt

[
e−iĤt/~

]
=

=
i

~
ĤeiĤt/~ + eiĤt/~ÔS

(
− i
~
Ĥ

)
e−iĤt/~ =

=
i

~
ÔH(t)− eiĤt/~ÔSe

−iĤt/~
(
− i
~
Ĥ

)
=

=
i

~
ĤÔH(t)− i

~
ÔH(t)Ĥ =

i

~

[
Ĥ, ÔH(t)

]
⇔

dÔH(t)

dt
=
i

~

[
Ĥ, ÔH(t)

]

(77)

An outstanding exception of operators that are the same in both Heisenberg

and Schrödinger pictures, is the Hamiltonian operator Ĥ. To make this clear, we

write:

ĤH(t) = eiĤt/~ĤSe
−iĤt/~ = eiĤt/~e−iĤt/~ĤS = ĤS (78)

Regarding the expectation values of the observables in those two pictures, we

may write:

〈ψH(t)|ÔH(t)|ψH(t)〉 = 〈ψS(t)|e−iĤt/~eiĤt/~ÔSe
−iĤt/~eiĤt/~|ψS(t)〉 =

= 〈ψS(t)|ÔS|ψS(t)〉
(79)
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The above expression shows that the expectation values of any observable, are

the same in both pictures. A useful process when dealing with time dependent

Hamiltonians, is the calculation of the time evolution of the expectation value of

an observable.

Supposing we examine the observable Ô and we need to calculate its expecta-

tion value, while working in the Schrödinger picture:

Ô(t) = 〈ψ(t)|Ô|ψ(t)〉 (80)

Taking the time derivative we obtain:

d

dt
Ô(t) =

d

dt

[
〈ψ(t)|Ô|ψ(t)〉

]
=

=
d〈ψ(t)|
dt

Ô|ψ(t)〉+ 〈ψ(t)|Ôd|ψ(t)〉
dt

(81)

Now, rewriting the time dependent Schrödinger equation as:

d|ψ(t)〉
dt

= − i
~
Ĥ|ψ(t)〉 ⇔ d

dt
〈ψ(t)| = 〈ψ(t)|Ĥ i

~
(82)

Returning to the expression for the time derivative, 79, we may write:

d

dt
Ô(t) =

i

~
〈ψ(t)|ĤÔ|ψ(t)〉 − i

~
〈ψ(t)|ÔĤ|ψ(t)〉 =

=
i

~
〈ψ(t)|

[
Ĥ, Ô

]
|ψ(t)〉 =

=
i

~

[
Ĥ, Ô

] (83)

4 Interaction Picture

Interaction picture is an "intermediate" picture, meaning that the time dependence

of the states is only partially moved on the observables.

In general, in order to move to the interaction picture, we need to split the

Hamiltonian under consideration into two parts: the free part Ĥ
(0)
S which is the

exactly solvable part of the Hamiltonian and the interacting part V̂S, just like

when dealing with a perturbation theory problem. Therefore, the Hamiltonian

may be broken like:

ĤS = Ĥ
(0)
S + V̂S (84)

Next, we introduce the following unitary operator:

Ŝ†0 = eiĤ
(0)
S t/~

(85)
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By acting with this operators, we define the interaction picture and we will

use "I" as a label, following the rules:

|ψI(t)〉 = Ŝ†0|ψS(t)〉 = eiĤ
(0)
S t/~|ψS(t)〉 (86)

ÔI(t) = Ŝ†0ÔSŜ0 = eiĤ
(0)
S t/~ÔSe

−iĤ(0)
S t/~

(87)

Starting from the definition of ψI(t) and taking the time derivative, will lead

us to an expression for its time evolution:

d

dt
|ψI(t)〉 =

i

~
Ĥ

(0)
S |ψS(t)〉+ eiĤ

(0)
S t/~ d

dt
|ψS(t)〉 =

=
i

~
Ĥ

(0)
S |ψI(t)〉 −

i

~
eiĤ

(0)
S t/~

[
Ĥ

(0)
S + V̂S

]
|ψS(t)〉 = − i

~
eiĤ

(0)
S t/~V̂S|ψS(t)〉 =

= − i
~
eiĤ

(0)
S t/~V̂Se

−iĤ(0)
S t/~eiĤ

(0)
S t/~|ψS(t)〉 ⇔

d

dt
|ψI(t)〉 = − i

~
V̂I(t)|ψI(t)〉 ⇔

i~
d

dt
|ψI(t)〉 = V̂I(t)|ψI(t)〉

(88)

The last expression is analogous to the Schrödinger equation, but in the

interaction picture, which allows us as we ’ve seen throughout the text to tackle

with time-dependent perturbation problems.

Regarding the time evolution of an operator in the interaction picture, we

start from:

ÔI(t) = eiĤ
(0)
S t/~ÔSe

−iĤ(0)
S t/~

(89)

Taking the time derivative of both sides, we get

d

dt
ÔI(t) =

i

~
Ĥ

(0)
S eiĤ

(0)
S t/~ÔSe

−iĤ(0)
S t/~Ĥ

(0)
S =

=
i

~
Ĥ

(0)
S ÔI −

i

~
ÔIĤ

(0)
S

=
i

~

[
Ĥ

(0)
S , ÔI

] (90)

In the interaction picture, Ĥ
(0)
S becomes:

Ĥ
(0)
I = eiĤ

(0)
S t/~Ĥ

(0)
S e−iĤ

(0)
S t/~ = Ĥ

(0)
S eiĤ

(0)
S t/~e−iĤ

(0)
S t/~ = Ĥ

(0)
S (91)

Therefore Ĥ
(0)
I is the same as Ĥ

(0)
S and substitution in 90 yields:

d

dt
ÔI =

i

~

[
Ĥ

(0)
I , ÔI

]
(92)
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Summarizing we should point out that in the interaction picture the evolution

of the states is controlled by V̂ , while the evolution of the observables is ruled by

Ĥ(0)
.

5 Dissipative processes in cavity QED

So far, we have analytically treated all of the systems under consideration making

a silent but quite important hypothesis; that the cavity is perfectly isolated from

the environment κ = 0, there are no thermal states in the cavity n̄th = 0 and

that there is no spontaneous emission inside the cavity (γ = 0).

Those limits of course are helpful in order to derive the physical processes

that take place in such system, though Nature has laws that would never allow

one to achieve these ideal values in an experiment.

Theoretical work on dissipative processes is formidably described in [27], [28]

and [14]. It is not the purpose of the current thesis to extensively describe the

derivation of the methods discussed in these works, instead we will use their

results to briefly discuss the important role of environment interaction in our

model.

The main reason for the foundation of this relatively new field described by the

title "Open Quantum Systems" is the fact that when taking under consideration a

system interacting with its environment, the Hilbert space that includes all the

necessary information for the description of the model becomes so large, that

analytical description of the differential equations involved is feasible for a very

small subset of realistic situations, for example the Resonant Fluorescence [14].

Moreover, the description of the phenomena taking place cannot be expressed

in terms of wavefunctions (which essentially describe pure states); instead, the

density matrix evolution is what will allow us to keep track of the degradation of

the open system. The reason is that, in contrast to what we have discussed so far,

the evolution of the system is ruled by non-unitary (non-reversible) operations,

which block us from using analytical methods.

The benefits of developing this sort of formalism are quite clear if we con-

sider the fact that contemporary computational systems allow us to perform

simulations making use of this formalism, which introduces the notion of Super-
operators (operators that act on operators) and collapse operators that describe

the dissipative influence of a closed system coupled to its environment.

In what follows, we will give a "compressed" description of the Master Equation
Approach and the Quantum Trajectory method and include the numerical results

derived using the Python open-source package QuTip [114]. In what follows, we

will discuss the main steps of the derivation of the master equation following [27]

and [28] and personal notes from the series of lectures Prof. Carmichael gave in
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Singapore School of Physics on June 2012.

Lindblad Master Equation Approach

The density matrix of a system that contains all the necessary information

regarding the statistical distribution of the system (either pure state, or mixed

state) is defined by the relation:

ρ =
∑
n

pn|ψn〉〈ψn| (93)

where pn is the classical probability that the system is in the quantum state

|psin〉. The standard approach for obtaining the equations of motion of a system

S interacting with a heat reservoir (which is essentially the environment) R, is

to extend the notion of the "System", so that it includes the closed system, the

reservoir and their interaction. This combined quantum system can be then

considered closed and its time evolution is then described by the equation:

ρ̇ = − i
~

[H, ρ] (94)

where now the Hamiltonian H, contains the information for the initial closed

system (the cavity), the heat reservoir (the environment) and their interaction,

assuming that some of the infinite modes of the environment can be coupled to

the cavity modes with the mediation of the cavity dissipation rate κ. Under those

considerations, the Hamiltonian H may be written in the form:

H = HS +HR +HSR (95)

The terms HS and HR are the Hamiltonians of the system and the reservoir

respectively, and HSR carries the interaction between them. If the density matrix

ρ(t) describes the evolution of both the closed system and the reservoir in the

Hilbert space (S ⊕R), we can obtain the reduced density matrix of the system

ρS(t) by calculating the partial trace of the total system density matrix, over the

reservoir states:

ρs(t) = TrRρ(t) (96)

If we transform the Schrödinger equation into the interaction picture in order to

damp the fast oscillating terms, the modified density matrix becomes:

ρ̃(t) = ei/~)(HS+HR)tρ(t)e−i/~)(HS+HR)t
(97)

In general, the interaction between the system and the reservoir is described by

a time-dependent Hamiltonian H̃SR(t), which is given by the relation:

H̃SR(t) = ei/~)(HS+HR)tHSRe
−i/~)(HS+HR)t

(98)
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Therefore, we can write the Schrödinger equation as:

˙̃ρ(t) = − i
~

[
H̃SR(T ), ρ̃(t)]

]
(99)

Integration of this equation will provide us with an integral-differential equation,

which can be iterated repeatedly, giving each time higher order approximations.

ρ̃(t) = ρ̃(0)− i

~

∫ t

0

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)

]
dt′ (100)

Substituting this expression of ρ̃(t) in order to iterate once this equation, we

obtain:

ρ̃(t) = − i
~

[
H̃SR(t), ρ̃(0)

]
− 1

~2

∫ t

0

[
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)

]]
dt′ (101)

This expression can provide us with a full expression that describes the system

if it is iterated many times, since there is no approximation made. However, we

can make certain approximations in order to simplify it. First of all, we must

assume that at t = 0 (when the interaction is turned on), there is no correlation

between the system and the reservoir. Therefore, the combined density matrix

may be written as

ρ(0) = ρS(0)R0 (102)

where R0 is the initial reservoir density operator. Tracing over the reservoir leads

us to:

trR
(

˙̃ρ(t)
)

=− i

~
trR

([
H̃SR(t), ρ̃(0)

])
−

− 1

~2

∫ t

0

trR

([
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)

]])
dt′

(103)

Setting the initial conditions so that we may discard the first term of this

expression, we have:

˙̃ρS(t) = − 1

~2

∫ t

0

trR

([
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)

]])
dt′ (104)

Our first approximation regarding the problem, has been the fact that the

system and the reservoir (ie. the cavity and its environment) are uncorrelated

(not entangled) initially. In general, as time passes by they will start having

entanglement, though in most cases, this correlation between the system and

the reservoir, is very weak and the combined density matrix can be written as:

ρ(t) = ρS(t)R0 +O (HSR) (105)
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Now it is time to state the first "important" approximation in our problem,

which is referred to as Born approximation. The reservoir can be considered

much larger than the system, so that changes in system will not affect the

reservoir, thus the reservoir will stay in the same, initial condition. The second

assumption of Born approximation requires that the system and the environment

remain separable throughout the evolution which is justified by the "weak-

interaction" assumption. In summary, Born approximation declares that:

ρ(t) ' ρ(t)⊗ ρR (106)

The next important approximation is referred to as Markov approximation and

it assumes that the time-scale of the decay for the environment (let’s say τR)

is much shorter than the smallest time-scale of the system dynamics, which

summarizes in:

τS � τR (107)

Markov-approximation may seem crude with a first glance. Though, it states an

important fact: Despite the fact that the past history of the system is imprinted in
the reservoir through the coupling, thus affecting future states of the system again,
if we consider it very large, the changes in the reservoir caused by the system do
not survive for very long, which deprives the reservoir from having "memory". To

understand how Markov approximation affects the treatment of our analysis, we

will denote the interaction Hamiltonian as:

HSR = ~
∑
i

siRi (108)

where si and Ri are the operators in the Hilbert space of the system and the

reservoir respectively. Moving to the interaction picture and performing Born

approximation yields:

˙̃ρ(t) = −
∑
i,j

∫ t

0

TrR

([
s̃i(t)R̃i(t),

[
s̃j(t

′)R̃j(t
′), ρ̃S(t′)R0

]])
dt′ (109)

Hence, this equation can be written as:

˙̃ρS(t) = −
∑
i,j

∫ t

0

(
A〈R̃i(t)R̃j(t

′)〉R +B〈R̃j(t
′)R̃i(t)〉R

)
dt′ (110)

where A and B are given by the relations:

A = s̃i(t)s̃j(t
′)ρ̃S(t′)− s̃j(t′)ρ̃S(t′)s̃i(t)

B = ρ̃S(t′)s̃j(t
′)s̃i(t)− s̃i(t)ρ̃S(t′)s̃j(t

′)
(111)
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The effect of the environment is evident in the terms:

〈R̃i(t)R̃j(t
′)〉R = TrR

(
R0R̃i(t)R̃j(t

′)
)

〈R̃j(t
′)R̃i(t)〉R = TrR

(
R0R̃j(t

′)R̃i(t)
) (112)
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