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Περίληψη 

 
Η εργασία αυτή έχει ως αντικείµενο την µελέτη της εντατικοπαραµορφωσιακής 

κατάστασης συστηµάτων πολλαπλών υπογείων ανοιγµάτων µε τη µέθοδο των 

συνοριακών στοιχείων.  

 

Η πρόβλεψη της µεταβολής του πεδίου των τάσεων και των µετατοπίσεων που 

προκαλούνται  από υπόγειες εκµεταλλεύσεις και σήραγγες, είναι αναγκαία  κατά τον 

σχεδιασµό οποιουδήποτε υπόγειου έργου.  

 

Η ανάλυση του προβλήµατος έγινε µε τη χρήση της αριθµητικής µεθόδου των 

συνοριακών στοιχείων, και συγκεκριµένα µε τη µέθοδο των ασυνεχών µετατοπίσεων, 

για ελαστικό και ισότροπο µέσο σε δύο διαστάσεις. Για το σκοπό αυτό 

χρησιµοποιήθηκε ως βάση ο ήδη υπάρχων, στη διεθνή βιβλιογραφία, αλγόριθµος 

TWODD (Crouch&Starfield, 1990). Boundary Element Methods in Solid Mechanics) 

 

Καταυτόν τον τρόπο κατασκευάστηκαν: 

• κώδικας στο υπολογιστικό πακέτο MATLAB µε βάση τον ήδη υπάρχοντα 

αλγόριθµο 

• ειδικός κώδικας συνοριακών στοιχείων για την περίπτωση αντί-επίπεδης 

παραµόρφωσης (anti-plane strain) 

• προεπεξεργαστής για τη γρήγορη εισαγωγή των συνόρων των εκσκαφών µέσω 

του σχεδιαστικού προγράµµατος AUTOCAD 

• µετά-επεξεργαστής για παρουσίαση των αριθµητικών αποτελεσµάτων µε τη 

µορφή διαγραµµάτων και ισοχρωµατικών επιφανειών κ.λπ. 

 

Η δέσµη προγραµµάτων που δηµιουργήθηκε µπορεί να αποτελέσει χρήσιµο εργαλείο 

για το σχεδιασµό υπογείων έργων σε γραµµικά ελαστικά πετρώµατα και για την 

ανάδροµη ανάλυση επί τόπου µετρήσεων παραµορφώσεων ή τάσεων σε σήραγγες για 

την εκτίµηση των επί τόπου τάσεων και του µέτρου ελαστικότητας της βραχόµαζας. 

 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

II



                                                                                                                                                         Πρόλογος 

Πρόλογος 
 
 
Για την πραγµατοποίηση της εργασίας αυτής  θα ήθελα πρωταρχικά να εκφράσω τις 

θερµές ευχαριστίες µου για την πολύτιµη  συµβολή, στους : 

 
 

• Στον κ. Γεώργιο Εξαδάκτυλο,  Καθηγητή και επιβλέποντα της εργασίας 

αυτής, για την άριστη συνεργασία που είχαµε και τις πολύτιµες συµβουλές 

κατά τη πραγµατοποίησή  της. 

 
• Στον κ. Ζαχαρία Αγιουτάντη, Καθηγητή για το χρόνο που διέθεσε στη 

διόρθωση και στην εξέταση της παρούσας εργασίας αλλά και για τις χρήσιµες 

πληροφορίες του. 

 
• Στον κ. Κωνσταντίνο Προβιδάκη, Αναπληρωτή Καθηγητή για το χρόνο που 

διέθεσε στη διόρθωση και στην εξέταση της παρούσας εργασίας . 

 
 
 
Ακόµη θα ήθελα να ευχαριστήσω τους µεταπτυχιακούς φοιτητές του εργαστηρίου 

«Μελέτης και Σχεδιασµού Γεωεκµεταλλεύσεων», Βασίλη Ασηµίδη, Παντελή Λιόλιο 

και Πρεπή Μπαραδάκη για τη βοήθειά τους πάνω στις εντολές του προγράµµατος 

MATLAB, καθώς και για τις πολύτιµες συµβουλές τους, που ήταν καθοριστικές για την 

υλοποίηση της εργασίας αυτής. Επίσης, καθοριστικές ήταν οι παρατηρήσεις του 

Γιώργου Σαράτση για την µορφοποίηση της εργασίας. Τέλος θα ήθελα να 

ευχαριστήσω την Μαρία Τσούτσουβα για την άψογη συνεργασία που είχαµε κατά τη 

δηµιουργία του κώδικα TWODD στο MATLAB, αλλά και για την ηθική και 

ψυχολογική υποστήριξη κατά την αντιµετώπιση των όποιων δυσκολιών.    

 
 
 
 
 
 
 

Χανιά, Οκτώβρης 2004 
 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                           Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

III



                                                                                                                           Περιεχόµενα  

Περιεχόµενα 

 
Κατάλογος Πινάκων & Σχηµάτων ……………………………………………….…VI   

 

1. Εισαγωγή …………………………………………………………………..……….1 

 

2. Θεωρεία Ελαστικότητας ...………………………………………………...……....3 

2.1 Τάση ………………………………………………………………..…..…......4 

2.2 ∆ιανύσµατα Επιφανειακής Τάσης……………………………………...……...6 

2.3 Παραµόρφωση….…...……..……………………………………….…...……..6 

2.4 Καταστατικός Νόµος του Hooke……………………………………….……...8 

2.5 Ελαστικότητα σε ∆ύο ∆ιαστάσεις..……………………………………...…...10 

2.5.1 Επίπεδη Τάση…………………………………………………….......10  

2.5.2 Επίπεδη Παραµόρφωση …………………………………………...…11 

2.5.3 Μετασχηµατισµός Συντεταγµένων………………………..………....12 

2.6 Ανοίγµατα σε Άπειρο Ελαστικό Μέσο………………………………...……..14 

 

3. Μέθοδος των Ασυνεχών Μετατοπίσεων ..………………………………..….….18 

3.1. Εισαγωγή..........................................…………………………………………19 

3.2. Μέθοδος των Ασυνεχών Μετατοπίσεων……..……………………………...24  

3.3. Γενίκευση της Μεθόδου ………………………………………..…….……...28 

3.4. Εσωτερικά/ Εξωτερικά Προβλήµατα………………………………….…......32 

3.5. Σύστηµα Επίλυσης ……………………………………………………..……33 

3.6. Αντί – Επίπεδη Φόρτιση …………………………………………………….34 

 
4. Πρόγραµµα Επίλυσης ……………………………………………………………39 

4.1. Εισαγωγή …………………………………………………………………….40 

4.2. Εισαγωγή ∆εδοµένων ……………………………….……………………….42 

4.2.1. Σχεδιασµός στο AutoCAD…………………………………...………42 

4.2.2. Εισαγωγή Γεωµετρίας ……………………………………………….44 

4.2.3. Παράµετροι Υλικού, Συνοριακές Συνθήκες και Τάσεις …………….46 

4.3. Επίλυση ……………………………………………………………………...46 

4.4. Εξαγωγή Αποτελεσµάτων ……..…………………………………………….47 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

IV



                                                                                                                           Περιεχόµενα  

4.4.1. Πίνακες Αποτελεσµάτων ……………………………………………47 

4.4.2. Γραφικές Παραστάσεις ……………………………………………...52  

 
5. Υπολογιστικά  Παραδείγµατα .…………………………………………………..53 

5.1. Εισαγωγή ………………………….…………………………………………54 

5.2. Ανοίγµατα Απλών ∆ιατοµών ………………………………………………..54 

5.2.1. Κυκλικό Άνοιγµα…………………………………………………….54 

5.2.2. Τετραγωνικό Άνοιγµα ……………………………………………….60 

5.2.3. Ελλειπτικό Άνοιγµα …………………………………………………63 

5.3. Εντατική Κατάσταση Λόγω Ύπαρξης Περισσοτέρων Ανοιγµάτων ………...65 

 

6. Συµπεράσµατα – Προτάσεις …………………………….……………………….69 

 

Βιβλιογραφία …………………...……………………...……...…………………....…72 

 

Παράρτηµα Α ................................................................................................................73 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

V



                                                                                                                           Περιεχόµενα  

Κατάλογος Πινάκων 
 
Κεφάλαιο 3: 

3.1 Πλεονεκτήµατα-Μειονεκτήµατα Αριθµητικών Μεθόδων…………………………23 

 

Κεφάλαιο 4: 

4.1 ∆εδοµένα Εισόδου………...…………………………………………….…….........48 

4.2 Γεωµετρία Συνοριακών Στοιχείων – Συνοριακές Συνθήκες…………….………....50 

4.3 Αποτελέσµατα στα Κέντρα των Συνοριακών Στοιχείων……………..………...…. 50 

4.4 Αποτελέσµατα-Συνοριακές Συνθήκες σε Αντί-Επίπεδη Φόρτιση ………………...51 

 
Κατάλογος Σχηµάτων 

 
Κεφάλαιο 2: 

2.1   Τανυστής Τάσεων στο Oxy ……….…..……………………….………………......4 

2.2 Σύµβαση Πρόσηµων των  Τάσεων …………………………………...…………...5 

2.3 ∆ιάνυσµα Επιφανειακής Τάσης……………………………………………………6 

2.4 ∆ιατµητική Παραµόρφωση  ………………………………………...…………….7 

2.5 Θεώρηση Επίπεδης Τάσης …………………………………………………........11 

2.6 Μετασχηµατισµός Συντεταγµένων ……………………………………………...13  

2.7 Μετασχηµατισµοί Συντεταγµένων για τις Τάσεις ……………………………….13 

 

Κεφάλαιο 3: 

3.1 Αριθµητικές Μέθοδοι Επίλυσης Γεωµηχανικών  Προβληµάτων……………….20 

3.2 Μέθοδος Πεπερασµένων Στοιχείων ………………………..…………………...21 

3.3 Μέθοδος Πεπερασµένων ∆ιαφορών …………………………………………....21 

3.4 Μέθοδος Συνοριακών Στοιχείων ………………………………………………..22 

3.5 Ασυνέχεια Εντός Άπειρου Ελαστικού Μέσου………………………………..…25 

3.6 Ασυνεχείς Μετατοπίσεις και ………………………….………………….26    xD yD

3.7 Καµπυλόγραµµο Σύνορο…………………………….…………………………..29  

3.8 Περιγραφή Κλειστού Περιγράµµατος ……………………………………….….32 

3.9 Αντί-Επίπεδη Φόρτιση………………………………………………………..…35 

 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

VI



                                                                                                                           Περιεχόµενα  

Κεφάλαιο 4: 

4.1 ∆ενδρόγραµµα Ροής  Προγράµµατος DDBE2D …………………………..…….41  

4.2 ∆ιακριτοποίηση Συνόρου ………………………………………………………..42 

4.3 Σχεδιασµός Ανοίγµατος στο AutoCAD………………………………………….43 

4.4 Σταθεροποίηση Εσωτερικής Περιοχής ………………………………….……….43 

4.5 Μελέτη Μέσα στο Σώµα σε Συγκεκριµένες Κατευθύνσεις…………….………..44 

4.6 Τριγωνικό Πλέγµα Γύρω από Κυκλικό Άνοιγµα ………………………………..45 

4.7 Τριγωνικό Πλέγµα Γύρω από Ευθύγραµµη Ρωγµή ……………………………..45 

 
Κεφάλαιο 5: 

5.1 ∆ιαγράµµατα Σύγκρισης Τάσεων µε την Λύση Kirsch. Για Άνοιγµα Σχεδιασµένο 

µε 12 Στοιχεία…………………………………………………………………………..54 

5.2 ∆ιαγράµµατα Σύγκρισης Μετατοπίσεων. Για Άνοιγµα Σχεδιασµένο µε (12) 

Στοιχεία …………………...……………………………………………………………55 

5.3 ∆ιαγράµµατα Σύγκρισης Τάσεων µε την Λύση Kirsch. Για Άνοιγµα Σχεδιασµένο 

µε 24 Στοιχεία…………………………….…………………………...………………..55  

5.4 ∆ιαγράµµατα Σύγκρισης Μετατοπίσεων. Για Άνοιγµα Σχεδιασµένο µε (24) 

Στοιχεία ...……………………………………………………………………….……...56 

5.5 ∆ιαγράµµατα Σύγκρισης Τάσεων µε την Λύση Kirsch. Για Άνοιγµα Σχεδιασµένο 

µε 96 Στοιχεία ………………………..………………………………………………...56 

5.6 ∆ιαγράµµατα Σύγκρισης Μετατοπίσεων. Για Άνοιγµα Σχεδιασµένο µε (96) 

Στοιχεία. ………………………….……………………………………...……………..57 

5.7 Κύριες Τάσεις σ1-σ2  Γύρω από Κυκλικό Άνοιγµα……………..………………..58  

5.8 Μετατόπιση στα Σύνορα του Ανοίγµατος………………………………..………59  

5.9 Τάσεις sσ  και nσ  στα Σύνορα του Ανοίγµατος …………………………..…….59 

5.10 Μετατοπίσεις ux-uy, σε Τετραγωνικό Άνοιγµα…………………………………..60   

5.11 Σύγκριση Μέγιστης Κύριας Τάσης ……………………………………….....…..61 

5.12 Σύγκριση Ελάχιστης Κύριας Τάσης ……………………………………………..61 

5.13 Μετατοπίσεις στο Σύνορο του Τετραγωνικού Ανοίγµατος ……………………...62 

5.14 Σύγκριση Μέγιστης Κύριας Τάσης Για Ελλειπτικό Άνοιγµα………………..…..63 

5.15 Σύγκριση Ελάχιστης Κύριας Τάσης Για Ελλειπτικό Άνοιγµα………………..….63  

5.16 Μετατοπίσεις Λόγω ύπαρξης ∆ύο Τετραγωνικών Ανοιγµάτων……………..…..65 

5.17 Υπέρθεση των Τάσεων Στην Περιοχή του Στύλου…………………………..…..66 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

VII



                                                                                                                           Περιεχόµενα  

5.18 ∆ιακριτοποίηση Περιοχής µε Πολλαπλά Ανοίγµατα………………………..…...67 

5.19 Κύριες Τάσεις Κατά την Ανάπτυξη της Μεθόδου Θαλάµων και Στύλων…….....67 

 

Παράρτηµα:  

Α.1  Ακανόνιστη ∆ιατοµή……………………………………………...…....................74 

Α.2  Κύριες Τάσεις γύρω από Ακανόνιστο Άνοιγµα…………………..………………74 

Α.3  Κύριες Τάσεις σε Αψιδωτό Άνοιγµα…………………………..….………………75 

Α.4  Κύριες Τάσεις σε  Ηµικυκλικό Άνοιγµα…………….……….……….…………..75 

Α.5  Μετατοπίσεις  στον χ και τον y άξονα, του Προγράµµατος «Phases»……………76 

Α.6 Υπολογισµός Κυρίων Τάσεων µε το Πρόγραµµα «Phases»……..……….……….76 

Α.7 Τρόπος Φόρτισης Ανοίγµατος σε Αντί Επίπεδο Τασικό Πεδίο…………………...77 

Α.8  Μετατόπιση Κατά τον Άξονα Ζ…………………………………………………..77 

Α.9  Αντί-Επίπεδες Τάσεις σxz-σyz ………………………….………………………….77 

 

 
 
 

 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

VIII



Κεφάλαιο 1ο:                                                                                                                                  Εισαγωγή 

 

 

 

 

 

 

 

                         Κεφάλαιο 1ο:  

Εισαγωγή      
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

1



Κεφάλαιο 1ο:                                                                                                                                  Εισαγωγή 

1. Εισαγωγή 
 

Στην εργασία αυτή εξετάζεται το εντατικό πεδίο και οι µετατοπίσεις γύρω από 

ανοίγµατα µε διάφορες διατοµές που χρησιµοποιούνται στην πράξη, µε την βοήθεια 

των αριθµητικών µεθόδων. Πιο συγκεκριµένα εξετάζονται οι τάσεις και οι 

µετατοπίσεις, στην περίπτωση διάνοιξης εκσκαφών µέσα σε γραµµικά ελαστικό και  

συνεχές πέτρωµα, σε δύο διαστάσεις.     

 

Η επίλυση αυτών των προβληµάτων έγινε µε τη µέθοδο των συνοριακών στοιχείων και 

συγκεκριµένα των ασυνεχών µετατοπίσεων. Η  µέθοδος αυτή είναι αποτελεσµατική 

στην ανάλυση της εντατικής κατάστασης υπόγειων εκσκαφών σε άπειρο ελαστικό 

µέσο. Επιπλέον παρουσιάζει το συγκριτικό πλεονέκτηµα, του ότι υποβαθµίζει τις 

διαστάσεις του προβλήµατος και έτσι χρειάζεται λιγότερο υπολογιστικό χρόνο και 

χώρο, έχοντας παράλληλα συγκρίσιµη ακρίβεια µε τις υπόλοιπες αριθµητικές µεθόδους.  

 

Για τον σκοπό αυτής της εργασίας κατασκευάστηκε υπολογιστικό πρόγραµµα σε 

γλώσσα «Matlab», βασισµένο στο πρόγραµµα «TWODD» (Crouch & Starfield, 1990). 

Η εισαγωγή της γεωµετρίας γίνεται µε την βοήθεια του σχεδιαστικού πακέτου 

«AutoCAD», µε τον τρόπο αυτό γίνεται απλούστερη η εισαγωγή των δεδοµένων του 

προβλήµατος. Στο πρόγραµµα αυτό συµπεριλαµβάνεται και η περίπτωση αντί-επίπεδης  

φόρτισης. 

 

Για την επαλήθευση της ορθότητας των λύσεων του προγράµµατος έγινε σύγκριση µε 

την αναλυτική λύση του Kirsch, µε τις ηµι-αναλυτικές λύσεις των µιγαδικών δυναµικών 

(Λιόλιος, 2002)  αλλά και µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα από άλλες αριθµητικές 

µεθόδους (Phases). 
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2. Θεωρία της Ελαστικότητας 

2.1  Τάση 

 
Η  τάση είναι µια βασική έννοια στην µηχανική και χρησιµοποιείται για να εκφράσει 

ποσοτικά τις δυνάµεις που διαβιβάζονται µέσω ενός στερεού, συνεχούς σώµατος. Η 

τάση σε οποιοδήποτε επιφάνεια  ορίζεται  ως η ασκούµενη δύναµη δια το εµβαδόν της 

επιφάνειας και µετράται σε µονάδες Pa (N/m2). 

s
Fi

si ∆
∆

= →∆ 0limσ  ( )1.2

 

Η εντατική κατάσταση σε ένα σηµείο περιγράφεται από ένα τανυστή δευτέρας τάξεως, 

ο οποίος  αποτελείται από εννέα συνιστώσες (σχήµα 2.1) και συµβολίζεται µε ijσ  και 

για το σύστηµα συντεταγµένων  και  δίδεται από την εξής σχέση: Oxy

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

σσσ
σσσ
σσσ

σ   ( )2.2

 

 
Σχήµα 2.1:Τανυστής τάσεων στο Oxy  
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Τα διαγώνια στοιχεία του τανυστή ( ji = ) είναι οι ορθές τάσεις zzyyxx σσσ  και  είναι 

θετικές όταν είναι εφελκυστικές. Ενώ οι υπόλοιποι όροι του τανυστή ( ) είναι οι 

διατµητικές τάσεις που δρουν στα τρία επίπεδα του σχήµατος 2.1. Για να είναι το σώµα 

σε ισορροπία (µηδενικές ροπές), πρέπει να  ισχύει  η ισότητα: 

ji ≠

( )32,1, ήjijiij == σσ                 ( )3.2

 

Οι διατµητικές τάσεις, είναι θετικές εάν ενεργούν στη θετική ισότιµη κατεύθυνση 

 στην εξωτερική (θετική πλευρά) ή εάν ενεργούν αντίθετα της θετικής φοράς 

στην εσωτερική (αρνητική πλευρά).  

( zyx ,, )

 

 
Σχήµα 2.2:Σύµβαση πρόσηµων των  τάσεων  

 

Επίσης οι συνιστώσες του τανυστή τάσης πρέπει να ικανοποιούν τις συνθήκες 

ισορροπίας: 

0=
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

zyx
zxyxxx σσσ

 

0=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

zyx
zyyyxy σσσ

       ( )4.2

0=
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

zyx
zzyzxz σσσ

 

 

Οι εξισώσεις 2.2 είναι οι εξισώσεις ισορροπίας. Από τις εννέα συνιστώσες        που έχει 

ο τανυστής τάσης  µόνο  έξι  από αυτές είναι ανεξάρτητες: 

zyyzzxxzyxxyzzyyxx σσκαισσσσσσσ === ,,,, .  
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2.2.  ∆ιάνυσµα Επιφανειακής Τάσης  
 
Σε πολλές  εφαρµογές, είναι συχνά απαραίτητο να υπολογιστούν οι τάσεις που 

ενεργούν σε ένα επίπεδο αυθαίρετου προσανατολισµού ως προς   Oxyz .  Οι τάσεις 

αυτές είναι διάνυσµα που καλείται διάνυσµα ελκυστού (traction vector) µε συµβολισµό 

( )zyxj tttt ,,=  και µπορεί να προσδιορισθεί  µε το εσωτερικό γινόµενο του τανυστή 

τάσης µε το κάθετο µοναδιαίο διάνυσµα του επιπέδου (εξίσωση του Cauchy):      

           

njt iji σ=  ( )5.2

  

Στις δύο διαστάσεις ισχύουν οι σχέσεις:  

 

             sin cos t

sin cos t

yyxyy

yxxxx

ασασ

ασασ

+=

+=
          ( )6.2

όπου: α η γωνία που φαίνεται στο σχήµα 2.3 που ακολουθεί: 

 

 
Σχήµα 2.3: ∆ιάνυσµα επιφανειακής τάσης 

 (Crouch & Starfield, 1990) 

 
2.3. Παραµόρφωση 
 
Η έννοια της παραµόρφωσης  χρησιµοποιείται για την ποσοτικοποίηση των αλλαγών 

του όγκου και του σχήµατος ενός στερεού, συνεχούς σώµατος όταν αυτό υποβάλλεται 

σε ένα εντατικό πεδίο. Η παραµόρφωση αντιπροσωπεύει την αλλαγή της γεωµετρίας 

και εµφανίζεται όταν διάφορα σηµεία στο σώµα µετατοπίζονται το ένα σχετικά µε το 

άλλο. 
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 Υπάρχουν δύο τύποι παραµόρφωσης µε τους οποίους µπορεί να παραµορφωθεί ένα 

στερεό σώµα και αυτοί είναι: 

 

 Η ορθή παραµόρφωση, η οποία  αντιπροσωπεύει την αλλαγή του µήκους ενός 

µικρού γραµµικού στοιχείου δια το µήκος του, δηλ. είναι ένα αδιάστατο µέγεθος. 

 

  Η διατµητική παραµόρφωση δίδεται µε την  αλλαγή της γωνίας (σε rad) µεταξύ δύο 

µικρών γραµµικών στοιχείων που ήταν αρχικά κάθετα µεταξύ τους (σχήµα 2.4).  

 

 
Σχήµα 2.4:∆ιατµητική παραµόρφωση 

 
 
 

Η κατάσταση της παραµόρφωσης  σε ένα σηµείο σε ένα σώµα ορίζεται από τον 

τανυστή των τροπών και καθορίζεται από τις µετατοπίσεις   )u ,u ,(u zyx=iu ,  ως εξής:   
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1 εεε    ( )7.2

zyyzzxxzyxxy εεεεεε === ,,  

 

Οι ορθές τροπές είναι θετικές όταν υπάρχει αύξηση του µήκους, ενώ οι διατµητικές 

τροπές είναι θετικές όταν µια γωνιά µεταξύ δυο αρνητικών  ή δύο θετικών αξόνων 

µικραίνει.  
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Από τις σχέσεις 2.7 φαίνεται ότι οι έξι ανεξάρτητες συνιστώσες του τανυστή των 

τροπών προκύπτουν από τις τρεις συνιστώσες  της µετατόπισης. Έτσι πρέπει να 

επιβληθούν κάποιοι περιορισµοί ώστε να είναι συµβατές οι τροπές. Οι εξισώσεις που 

ακολουθούν εξασφαλίζουν το συµβιβαστούν των τροπών και είναι:       
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2.4. Καταστατικός Νόµος του Hooke 
 

Ελαστική συµπεριφορά παρουσιάζει  ένα σώµα, το οποίο όταν  αφαιρεθούν οι τάσεις 

που του ασκούνται, τότε αυτό επανέρχεται στις αρχικές του διαστάσεις. 

 

Η κλασσική θεωρία της γραµµικής ελαστικότητας είναι βασισµένη σε µια γενίκευση 

του νόµου του Hooke, η οποία αρχικά διατυπώθηκε για ένα µονοδιάστατο φορέα. Ο 

νόµος αυτός αποκαλείται γενικευµένος Hooke και δηλώνει ότι σε κάθε σηµείο ενός 

τρισδιάστατου, γραµµικά ελαστικού σώµατος τα έξι συστατικά του τανυστή τάσης, ijσ , 

συσχετίζονται γραµµικά µε τα έξι συστατικά του τανυστή των τροπών ijε . Οι σταθερές 

αναλογίας που σχετίζουν τα δύο αυτά µεγέθη, αφορούν τις ιδιότητες του υλικού και 

είναι (Αγιουτάντης, 2002): 

 
klijklij C εσ *=  ( )9.2

 
Ο   είναι ένας τανυστής τέταρτης τάξης µε 81 όρους, όπου 36 από αυτούς είναι 

διαφορετικοί µεταξύ τους.  

ijklC
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Όλοι οι όροι του τανυστή αυτού µπορούν να εκφραστούν ως συνάρτηση τον ελαστικών 

σταθερών του Lame (λ, µ), στην περίπτωση του οµογενούς και ισότροπου υλικού.  

 

Υπάρχουν άλλες τρεις ελαστικές σταθερές που χρησιµοποιούνται και σχετίζονται µε τις 

δύο αυτές  παραµέτρους, οι οποίες είναι: 

 

 Ο λόγος του Poisson, 
y

x

ε
ε

ν −= , είναι αδιάστατος και κυµαίνεται στα 

πετρώµατα από 0.20-0.35.  

 Το µέτρο ελαστικότητας του Young, E, που στην γενική περίπτωση 

ορίζεται από την κλίση της τάσης – ανηγµένης τροπής και έχει διαστάσεις 

τάσης. 

 Το µέτρο διάτµησης ή µέτρο ακαµψίας , 
ν+

=
12

1 EG . 

        

Έτσι οι σχέσεις που ισχύουν µεταξύ τάσεων-παραµορφώσεων  για ένα ισότροπο, 

γραµµικά ελαστικό υλικό µπορούν να γραφτούν µε την µορφή: 
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  ( )10.2

 

Από τις σχέσεις 2.10 εάν είναι γνωστές οι παραµορφώσεις και ζητούνται οι τάσεις 

προκύπτουν οι εξής σχέσεις: 
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2.5. Ελαστικότητα σε ∆ύο ∆ιαστάσεις 
 
Η µελέτη των περισσοτέρων προβληµάτων στην µηχανική σε τρεις διαστάσεις, είναι 

πολύ δύσκολη. Έτσι η επίλυση τους γίνεται σε δύο διαστάσεις παίρνοντας ορισµένες 

παραδοχές. Οι παραδοχές αυτές είναι: Η παραδοχή επίπεδης τάσης και η παραδοχή της 

επίπεδης παραµόρφωσης, οι οποίες αναλύονται παρακάτω: 

 
2.5.1.  Επίπεδη Τάση 
 
Ως  επίπεδη τάση, καλείται ένα πεδίο τάσης  δυο διαστάσεων όπου όλες οι τάσεις που 

συνδέονται µε την τρίτη διάσταση είναι µηδέν. Έτσι στο επίπεδο  οι τάσεις Oxy

0=== yzxzzz σσσ  είναι µηδέν. Έτσι στην περίπτωση αυτή οι εξισώσεις 2.10 γίνονται: 
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Η παραδοχή αυτή χρησιµοποιείται στην περίπτωση που η τρίτη διάσταση ( z )  είναι 

πολύ µικρή σε σχέση µε τις άλλες δύο διαστάσεις (σχήµα 2.5). 

 

 
Σχήµα 2.5:Θεώρηση επίπεδης τάσης  

 

2.5.2. Επίπεδη Παραµόρφωση  
 

Ένα σώµα λέγεται ότι είναι σε κατάσταση επίπεδης παραµόρφωσης στο σύστηµα , 

εάν η συνιστώσα της µετατόπισης του διανύσµατος , είναι µηδέν στον z  άξονα ( ) 

και οι συνιστώσες  και  είναι ανεξάρτητες από τη συντεταγµένη z.  Από τις (2.7) 

προκύπτουν οι παραµορφώσεις 
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 0 zyyzzx xzzz ===== εεεεε , ενώ οι µη µηδενικές 

τροπές  είναι ανεξάρτητες  από τον άξονα  z και δίδονται ως εξής:  
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Από τις σχέσεις αυτές εύκολα προκύπτει η συνθήκη συµβιβαστούν  των τροπών σε δύο 

διαστάσεις (Εξαδάκτυλος, 2001):                
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Οι τάσεις στην περίπτωση της  επίπεδης  παραµόρφωσης συνδέονται µε τις τροπές 

σύµφωνα µε τις σχέσεις: 
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Από  τις δυο τελευταίες λύσεις φαίνεται ότι τα αποτελέσµατα που παράγονται είναι 

διαφορετικά για τις δυο θεωρήσεις, παρόλο αυτά υπάρχει µια συσχέτιση των 

αποτελεσµάτων θέτοντας  
1

v
+′
′

=
v

v και  GG ′= , που φαίνεται στην παρακάτω σχέση: 
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2.5.3.  Μετασχηµατισµός Συντεταγµένων  
 

Στις περισσότερες εφαρµογές της µηχανικής είναι απαραίτητη η χρήση δύο 

διαφορετικών Καρτεσιανών συστηµάτων (σχήµα 2.6).  

 

Οι µετατοπίσεις και  του συστήµατος αναφοράς  µπορούν να υπολογιστούν 

από τις συνιστώσες   και  του συστήµατος αναφοράς , χρησιµοποιώντας τις 

γεωµετρικές σχέσεις (2.17) που προκύπτουν από το σχήµα 2.6 (ευθύς 

µετασχηµατισµός):  

xu yu Oxy

xu′ yu′ '' yOx
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Σχήµα 2.6:Μετασχηµατισµός συντεταγµένων  

(Crouch & Starfield, 1990) 
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Αντίστοιχα µπορούν να προκύψουν οι µετατοπίσεις του συστήµατος  από τις 

µετατοπίσεις του Oxy , µε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό που είναι ο εξής: 

'' yOx

 

ββ

ββ

cossin

sincos

yxy

yxx

uuu

uuu

+−=′

+=′
         ( )18.2

 

Ο υπολογισµός των µετασχηµατισµών των τάσεων σε δύο διαστάσεις φαίνεται στο 

σχήµα 2.7 και τις σχέσεις 2.19: 

 

 
Σχήµα 2.7:Μετασχηµατισµοί συντεταγµένων για τις τάσεις. 

 (Crouch & Starfield, 1990) 

 

aaaa

aaaa

yyxyxxn

xyyyxxs

22

22

sincossin2cos

)sin(coscossin)(

σσσσ

σσσσ

′+′+′=

−′−′−′=
     ( )19.2

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

13
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Από το σχήµα 2.7 β και την σχέση 2.19 προκύπτουν οι µετασχηµατισµοί 

συντεταγµένων για τις τάσεις.  

 

( ) ( )
βσββσβσσ

ββσββσσσ

βσββσβσσ

22

22

22

coscossin2sin

sincoscossin

sincossin2cos

yyxyxxyy

xyyyxxxy

yyxyxxxx

′+′+′=

−′+′−′=

′+′−′=

         ( )20.2

          

Ενώ αντίστοιχα ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι: 

 

( ) ( )ββσββσσσσ

βσββσβσσ

βσββσβσσ

22

22

22

sincoscossin

coscossin2sin

sincossin2cos

−+−−=′=′

+−=′

++=′

xyyyxxyxxy

yyxyxxyy

yyxyxxxx

       ( )21.2

 

2.6. Ανοίγµατα σε Άπειρο Ελαστικό Μέσο 
 

Εκσκαφές µέσα σε πετρώµατα γίνονται για διάφορους λόγους, όπως είναι η 

εκµετάλλευση υπογείων κοιτασµάτων, γεωτρήσεις  είτε για την δηµιουργία υπόγειων 

οδικών σηράγγων. Τα ανοίγµατα που κατασκευάζονται  έχουν διάφορες διατοµές 

ανάλογα µε την χρήση που προορίζονται. Μερικές από τις πιο κοινές διατοµές που 

χρησιµοποιούνται στην διάνοιξη υπόγειων εκσκαφών  είναι: 

 

 οι κυκλικές ή ηµικυκλικές 

 οι ελλειπτικές,  

 οι ορθογωνικές,  

 οι τραπεζοειδείς  

 οι αψιδωτές 

 καθώς και συνδυασµός αυτών.  
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Ανεξάρτητα της χρήσης και της γεωµετρίας, η ύπαρξη ενός ανοίγµατος έχει σαν 

αποτέλεσµα την διαταραχή του αρχικού εντατικού πεδίου. Λόγω αυτού δηµιουργούνται 

παραµορφώσεις που µπορούν να οδηγήσουν σε αστοχία του υλικού. Πρέπει να 

σηµειωθεί ορισµένες περιπτώσεις από της µεθόδους εκµετάλλευσης αφήνεται το 

πέτρωµα να παραµορφωθεί ελεύθερα αµέσως µετά την εξόρυξη του µεταλλεύµατος ( 

µέθοδοι κατακρήµνισης οροφής), αλλά στις περισσότερες περιπτώσεις χρειάζεται 

υποστήριξη του ανοίγµατος.    

 

Για τον λόγω αυτό είναι απαραίτητη η µελέτη των τάσεων πριν και µετά την διάνοιξη 

των ανοιγµάτων.  Οι τάσεις στα υπόγεια ανοίγµατα οφείλονται κυρίως σε (Αγιουτάντης, 

2002): 

 

 Σε βαρυτικές τάσεις, δηλαδή τάσεις που προκαλεί η µάζα των υπερκειµένων 

λόγω του πεδίου βαρύτητας: hv γσ = , γ το ειδικό βάρος του πετρώµατος και h το 

ύψος των υπερκειµένων. 

 Στην δράση τεκτονικών δυνάµεων. 

 Οι παραµένουσες τάσεις που προκαλούνται από φυσικές και χηµικές 

διεργασίες όπως την ανοµοιόµορφη ψύξη του µάγµατος. 

 

Οι οριζόντιες τάσεις εξαρτώνται από τις κατακόρυφες σύµφωνα µε την σχέση:  

( )22.2vh Kσσ =        

όπου K  ο συντελεστής πλευρικής ώθησης που συνδέεται µε τον λόγω του poisson  µε 

την σχέση: 

ν
ν
−

=
1

K          ( )23.2

ο λόγος του Poisson ν  και το Κ θεωρητικά κυµαίνονται :  

105.00 ≤≤⇒≤≤ Kν  

 

Για την µοντελοποίηση του προβλήµατος των υπόγειων εκσκαφών έχουν αναπτυχθεί 

αναλυτικές λύσεις βασισµένες στην θεώρηση γραµµικής ελαστικότητας, για ανοίγµατα 

µε απλές γεωµετρίες σε άπειρο οµογενές και ισότροπο µέσο, στην περίπτωση των δύο 

διαστάσεων. Με βάση αυτές τις παραδοχές, για την απλή γεωµετρία του κυκλικού 
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ανοίγµατος, βρέθηκαν αναλυτικές λύσεις από τον  Kirsch (Αγιουτάντης,2002) οι οποίες 

παρουσιάζονται παρακάτω: 

 

θαασσασσ
σ 2cos341

2
1

2 4

4

2

2

2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

=
rrr

vhvh
r  

θασσασσ
σθ 2cos31

2
1

2 4

4

2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

=
rr

vhvh  ( )24.2

θαασσ
τ θ 2sin321

2 4

4

2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

=
rr

hv
r  

όπου: 

vσ  η κατακόρυφη τάση  

hσ  η οριζόντια τάση 

α  η ακτίνα του ανοίγµατος 

r  η απόσταση από το κέντρο του ανοίγµατος  

θ  η γωνία από τον άξονα χ 

 

όσον αφορά τις µετατοπίσεις οι σχέσεις που ισχύουν είναι (Αγιουτάντης, 2002): 

 

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−−+= θανα 2cos1411
4 2

22

r
kk

Gr
Pur  

( )25.2

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−= θανα

θ 2sin2121
4 2

22

r
k

Gr
Pu  

όπου G το µέτρο διάτµησης 

 
 
Οι αναλυτικές λύσεις είναι χρήσιµες για την εκτίµηση της εντατικής κατάστασης σε 

υπόγεια έργα. Εκτός αυτού η ύπαρξη αναλυτικών λύσεων σε στοιχειώδη προβλήµατα 

µπορεί να είναι χρήσιµο στην ανάπτυξη και επαλήθευση των αριθµητικών µεθόδων 

επίλυσης, ώστε να µπορέσουν να µελετηθούν περιπλοκότερα προβλήµατα στην 

γεωµηχανική, όπως στην περίπτωση που υπάρχουν παραπάνω από ένα ανοίγµατα (π.χ. 

δίδυµες σήραγγες-υπόγειες εκµεταλλεύσεις).   
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Κεφάλαιο 2ο                                                                                                     Θεωρία της Ελαστικότητας 

 
 
Η θεώρηση του συνεχούς µέσου είναι µια εξιδανικευµένη παραδοχή καθώς στις 

περισσότερες περιπτώσεις στα πετρώµατα στα οποία διανοίγονται τα ανοίγµατα,  

υπάρχουν περιοχές  µε διαφορετικές ιδιότητες από το κυρίως πέτρωµα (συνήθως 

ασθενέστερες), τέτοιες περιοχές είναι η ύπαρξη ρωγµών, ρηγµάτων και διακλάσεων 

που µε µια λέξη περιγράφονται ως ασυνέχειες. Οι ασυνέχειες  δηµιουργούνται λόγω της 

στρωσιγένειας των σχηµατισµών που προήλθαν από ιζηµατογενή πετρώµατα, από 

χηµική ή φυσική αποσάθρωση, είτε λόγω τεκτονικής . 

 

Για την ανάλυση των περιπτώσεων ύπαρξης: είτε  περισσοτέρων από του ενός 

ανοιγµάτων, είτε για την ανάλυση από την επίδραση ασυνεχειών τα τελευταία χρόνια 

αναπτύχθηκαν οι αριθµητικές µέθοδοι, καθώς οι αναλυτικές λύσεις είναι δύσκολο να 

βρεθούν σε αυτές τις περιπτώσεις.  
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Κεφάλαιο 3ο: 

 Μέθοδος των Ασυνεχών Μετατοπίσεων  
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3.  Μέθοδος των Ασυνεχών Μετατοπίσεων 
 
3.1  Εισαγωγή  
 

Τα τελευταία χρόνια, όπου η τεχνολογία εξόρυξης έχει αναπτυχθεί και συνεχώς 

δηµιουργούνται καινούριες µέθοδοι διάνοιξης εκσκαφών, γίνεται απαραίτητη η µελέτη 

και η πρόβλεψη της εντατικής κατάστασης γύρω από τα ανοίγµατα. Η ανάλυση αυτή 

µπορεί να γίνει µε δύο µεθόδους: τις αναλυτικές και τις αριθµητικές. 

 

Οι αναλυτικές λύσεις έχουν µελετηθεί διεξοδικά και λόγω του ότι χρησιµοποιούν 

πολύπλοκα µαθηµατικά, είναι δύσκολο να επιλύσουν περίπλοκα προβλήµατα. Γι’ αυτό 

το λόγω τις τελευταίες δεκαετίες έχουν αναπτυχθεί και διαδοθεί οι αριθµητικές µέθοδοι, 

οι οποίες µπορούν να επιλύσουν σύνθετα προβλήµατα γρήγορα και µε ακρίβεια 

συγκρίσιµη µε των αναλυτικών.  

 

Οι πιο γνωστές από τις αριθµητικές µεθόδους που χρησιµοποιούνται για τα προβλήµατα 

γεωµηχανική φαίνονται στο δενδρόγραµµα του σχήµατος 3.1: 
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Κεφάλαιο 3ο                                                                                 Μέθοδος των Ασυνεχών Μετατοπίσεων 

 
 
 
 

Αριθµητικές Μέθοδοι 

Μέθοδοι Συνεχούς 
Μέσου 

Μέθοδοι Ασυνεχούς 
Μέσου  

Υβριδικές  Μέθοδοι 

Μέθοδοι Πεπερασµένων 
Στοιχείων (ΜΠΣ) 

Μέθοδοι ∆ιακριτών 
Στοιχείων (Μ∆Σ) 

Μέθοδοι Πεπερασµένων 
∆ιαφορών (ΜΠ∆) 

Μέθοδοι Συνοριακών 
Στοιχείων (ΜΣΣ) 

 
Σχήµα 3.1:Αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης γεωµηχανικών  προβληµάτων 

(Αγιουτάντης,2002) 
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Τα βασικότερα χαρακτηριστικά των µεθόδων αυτών είναι: 

 Η Μέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων (ΜΠΣ): 

 

 

υο πεπερασµένων στοιχείων Στην µέθοδο αυτή όλη η περιοχή R διαιρείται σε ένα δίκτ

(σχήµα 3.2). Στους κόµβους του πλέγµατος που δηµιουργείται, λύνεται ένα σύστηµα 

αλγεβρικών διαφορικών εξισώσεων που ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες του 

προβλήµατος και που εξασφαλίζουν την ισορροπία µεταξύ των στοιχείων. Οι λύσεις 

στην ενδιάµεση περιοχή των στοιχείων υπολογίζεται µε παρεµβολή (γραµµική ή µη-

γραµµική). Στις δύο διαστάσεις τα στοιχεία µπορούν να είναι: Τρι-κοµβικά (τριγωνικά) 

– Τέτρα-κοµβικά  – Πολύ-κοµβικά ή και συνδυασµός αυτών. 

 

 
Σχήµα 3.2:Μέθοδος  

πεπερασµένων στοιχείων  (Martel, 2003) 
 

 Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών (ΜΠ∆):

 

   

µορφο κάνναβο στοιχείων Ο χώρος στην περίπτωση αυτή διαιρείται σε ένα οµοιό

(σχήµα 3.3). Έτσι η λύση προκύπτει από την λύση αλγεβρικών εξισώσεων σε κάθε 

σηµείο του καννάβου. Η διαφορική εξίσωση σε κάθε κόµβο εκφράζεται µε βάση την 

συνάρτηση σε αυτό το σηµείο και την παράγωγο (πεπερασµένη διαφορά) της 

συνάρτησης γύρω από το σηµείο αυτό.     

 

 
Σχήµα 3.3:Μέθοδος  

πεπερασµένων διαφορών (Martel, 2003) 
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 Μέθοδος Συνοριακών Στοιχείων (ΜΣΣ):  

. Στην περίπτωση αυτή µόνο η Η µέθοδος αυτή ανήκει στις ολοκληρωτικές µεθόδους

περιοχή του συνόρου διαιρείται σε γραµµικά στοιχεία (ή επιφανειακά στοιχεία στην 

περίπτωση 3ων διαστάσεων), όπου οι άγνωστες τιµές υπολογίζονται στο κέντρο του 

κάθε στοιχείου από την επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων, ώστε να ικανοποιούνται οι 

συνοριακές συνθήκες  σε κάθε στοιχείο του συνόρου C. Οι τιµές στο υπόλοιπο µέσο 

προσδιορίζονται από τις υπολογισµένες τιµές στο σύνορο µε την χρήση  κατάλληλων 

σχέσεων.  

 

 
Σχήµα 3.4:Μέθοδος  

συνοριακών στοιχείων (Martel, 2003) 

 

 Μέθοδοι ∆ιακριτών Στοιχείων:

 

 

τις προηγούµενες, καθώς όλος ο χώρος θεωρείται 

Υβριδικές Μέθοδοι:

Οι µέθοδοι αυτοί διαφέρουν από όλες 

ασυνεχής. Στην περίπτωση αυτή εξετάζονται: οι κινητικές παράµετροι του κάθε 

στοιχείου, οι δυνατότητα µετατόπισης και οι τριβές µεταξύ των στοιχείων.  

    

   

υν από συνδυασµό των προηγούµενων. 

 κάθε µια από τις παραπάνω µεθόδους,  µπορεί να επιλεγεί για την επίλυση των 

Οι µέθοδοι αυτοί προκύπτο

 

Η

γεωτεχνικών προβληµάτων, ανάλογα µε τις δυνατότητες, τα πλεονεκτήµατα και τα 

µειονεκτήµατα στο συγκεκριµένο πεδίο που εξετάζεται (πίνακας 3.1 ).  
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Μ.Π.Σ. Μ.Σ.Σ. Μ.Π.∆. 
Πλεονεκτήµατα 

Πολύ καλή ακρίβεια  
ήµατος 

Εννοιολογική 
Απλότητα 

Μειώνει τις διαστάσεις
του προβλ

Ευέλικτη η χρήση της Μικρότερη απαίτηση 
ολογιστικής µνήµηυ  π ς

Απλά 
µαθηµατικά 

Μπορ ρες πρ  εί να διαχειρισθεί διάφο
γεωµετρίες 

∆εν παράγει περιττή 
πληροφορία 

Εύκολος ο 
ογραµµατισµός

της 

∆υνα ς µη 
γρα  

Εύκο µός 
και   εισαγωγή της τότητα λύση

µµικών προβληµάτων

λος ο σχεδιασ

γεωµετρίας 
 

Ευρέως δοκιµασµένες 
προσεγγίσεις Κ   αλή Ακρίβεια

Καλή συ  
µε συγκεντρώσεις τάσεων 

Κα η 
συγκε   µπεριφορά σε περιοχές λή στην περίπτωσ

ντρώσεων τάσεων
(ύπαρξη ασυνεχειών) 

Μειονεκτήµατα 

∆υσκολία ∆ηµιουργίας 
πλέγµατος 

 περίπλοκα 
µαθηµατικά 

∆εν είναι 
κατάλληλη  
πολύπλοκες 

Χρησιµοποιεί  για

γεωµετρίες 

Χρειάζεται επίλυση µεγάλων Μη αποτελεσµατική σε 
µ  υ  αλγεβρικών συστηµάτων η γραµµικά προβλήµατα

Απαιτεί πολύ 
πολογιστικό

χώρο 

Καταλαµβάνει µεγάλο 
υπολογιστικό χώρο 

µικρότερων συστηµάτων Όχι λή 

σ  

Χρειάζεται επίλυση 

αλλά οι πίνακες που 
χρησιµοποιούνται είναι 
πυκνότεροι (populated 

matrices) 

τόσο κα
µέθοδος στην 
περίπτωση 
υγκεντρώσεων

τάσεων 

Παράγει επιπλέον πληροφορία ε   
∆εν είναι καλή στην 

ση πολύ λεπίλυ πτών
κελιών 

Πίνακας 3.1: Πλεονεκτήµατα µειονεκ µητικών µεθόδων  
Martel, 2003)  

 

πό τον πίνακα αυτό προκύπτει ότι η µέθοδος των συνοριακών στοιχείων είναι µια 

µ ό

τήµατα αριθ
(

 

Α

γρήγορη µέθοδος η οποία έχει αρκετά ακριβή αποτελέσµατα σε προβλήµατα  της 

γραµµικής ελαστικότητας και µπορεί να χρησιµοποιηθεί αντί των ΜΠΣ και ΜΠ∆. 

Επίσης στην περίπτωση που µελετούνται περιπτώσεις όπου το µέσο περιέχει και 

ασυνέχειες, τότε οι ΜΣΣ υπερτερούν των άλλων µεθόδων.Αντίθετα η ΜΠΣ 

χρησιµοποιείται σε περιπλοκότερα προβλή ατα πως προβλήµατα  σε πλαστικό µέσο 

και για ετερογενή µέσα. 
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Από όλα τα παραπάνω προκύπτει ότι η επιλογή της αριθµητικής µεθόδου των 

 Στην συνέχεια θα αναπτυχθεί η µέθοδος των ασυνεχών µετατοπίσεων, η οποία είναι 

ο

 Η έµµεση µέθοδος των φανταστικών τάσεων  (fictitious stress methods), η 

 Η άµεση µέθοδος, η οποία χρησιµοποιεί ευθέως τις συνοριακές συνθήκες για 

 Η µέθοδος των ασυνεχών µετατοπίσεων (Displacement Discontinuity), 

 

.2  Μέθοδος Ασυνεχών Μετατοπίσεων σε Άπειρο Ελαστικό Μέσο   

ο πρόβληµα, της σταθερής ασυνεχούς µετατόπισης κατά µήκος ενός πεπερασµένου 

συνοριακών στοιχείων είναι κατάλληλη για την εντατικοπαραµορφωσιακή ανάλυση 

συστηµάτων υπόγειων έργων σε ελαστικό άπειρο µέσο.  

µια από τις µεθόδους των συνοριακών στοιχείων και βασίζεται στην ύπαρξη 

αναλυτικής λύσης για ασυνέχεια στην ποία  εφαρµόζεται σταθερή ασυνεχή 

µετατόπιση (constant displacement discontinuity). Οι ΜΣΣ  που υπάρχουν είναι (Hoeκ 

et al 1995): 

 

οποία πήρε το όνοµα της από του ότι στο πρώτο βήµα χρησιµοποιούνται 

(΄΄εικονικές΄΄)  τάσεις που ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες από τις οποίες 

υπολογίζονται στην συνέχεια οι πραγµατικές τάσεις.  
 

τον υπολογισµό των µετατοπίσεων και  
 

ονοµάστηκε έτσι γιατί υπολογίζει τις λύσεις σε ρωγµή που οι επιφάνειες τις 

µετατοπίζονται ξεχωριστά.  

3
 

Τ

ευθύγραµµου τµήµατος στο επίπεδο Oxy , εντός ενός άπειρου ελαστικού µέσου, 

καθορίζεται από τη συνθήκη ότι οι µετατοπίσεις είναι συνεχείς παντού εκτός από το 

ευθύγραµµο τµήµα όπου διακόπτεται η συνέχεια αυτή. Εάν το ευθύγραµµο στοιχείο 

θεωρηθεί σαν µια ευθύγραµµη µε διεύθυνση κατά µήκος του άξονα x ( +=< 0, yax ),  

τότε επί του τµήµατος αυτού διακρίνονται δύο επιφάνειες: Η µία βρίσκε ή 

πλευρά του άξονα y και συµβολίζεται ως +

 

ται στη θετικ

= 0y  ενώ η άλλη βρίσκεται στην αρνητική 

πλευρά του άξονα και συµβολίζεται ως y  −= 0y .  
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Σχήµα 3.5: Ασυνέχεια εντός άπειρου ελαστικού µέσου 

 (Crouch & Starfield, 1990)  
 

 ασυνεχής µετατόπισης ( )Η yxiD = DD , , είναι η σχετική µετατόπιση δύο σηµείων 

ς και προσδιοπαράπλευρα της ασυνέχεια ρίζεται από την σχέση (Crouch & Starfield 

1990): 

 

 

)0,()0,( 11 +− −= xuxuD iii  
ή 

)0,()0,( +− −= xuxuD xxx  
)0,()0,( +− −= xuxuD yyy  

 

πειδή µεταβλητές και είναι θετικές κατά µήκος των θετικών διευθύνσεων των 

( )1.3

( )2.3

Ε  xu   yu

συντεταγµένων x κα y συν άγεται ότι οι θετικές διευθύνσεις των  xDι επ

σ

  και το yD  είναι 

αυτές  που φαίνονται το ακόλουθο σχήµα  (3.6). Πρέπει να σηµειωθεί ότι µια ετική 

τιµή του yD  υποδηλώνει ότι οι δύο πλευρές της ρωγµής επικαλύπτονται, κάτι  τέτοιο 

είναι εκ φύσεως αδύνατο να γίνει στην πραγµατικότητα, ωστόσο αυτή η δυσκολία θα 

µπορούσε να ξεπεραστεί, θεωρώντας ότι η ρωγµή έχει ένα πεπερασµένο πάχος  (µικρό 

σε σχέση µε το µήκος της) µεγαλύτερο από το µέγεθος της συνιστώσας της  ασυνεχούς 

µετατόπισης yD . 

 

 θ
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Σχήµα 3.6: Ασυνεχείς µετατοπίσεις και     xD yD

(Crouch & Starfield, 1990)  
 

Οι αναλυτικές λύσεις των µετατοπίσεων και των τάσεων κατά την εφαρµογή σταθερών 

ασυνεχών µετατοπίσεων, δίδονται από τις  ακόλουθες σχέσεις (Crouch & Starfield 

1990): 

( )[ ] ( )[ ]xyxyxxyxx yffDyffDu ,,,, 2112 −−−+−−= νν  
( )3.3

( )[ ] ( )[ ]yyyyxyxxy yffDyffDu ,,,, 1221 −−+−−= νν  

και 

[ ] [ ]yyyyyyxyxxx yffGDxyyyffGD ,,, 2,22 ++++=σ  

[ ] [ ]yyyyyyxyyxyy yffGDyfGD ,,, 22 −+−=σ  ( )4.3

[ ] [ ]xyyyyyyyyyxxy yfGDyffGD ,,, 22 −++=σ  

 

Η συνάρτηση Green   σε αυτές τις εξισώσεις είναι η εξής: ( yxf , )

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−−
−

= 2222 ln)(lnarctanarctan
)1(4

1, yaxaxyaxax
ax

y
ax

yyyxf
νπ

 ( )5.3
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Οι µερικές παράγωγοί της συνάρτησης , πρώτης, δεύτερης και τρίτης τάξης είναι:  f

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ ++−+−

−
== 2222

, lnln
14
1,2 yaxyaxfyxF x νπ

 

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

−−
−

==
ax

y
ax

yfyxF y arctanarctan
14

1,3 , νπ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
−

+−−
==

2222, 14
1,4

yax
y

yax
yfyxF xy νπ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
+

−
+−

−
−

=−==
2222,, 14

1,5
yax

ax
yax

axffyxF yyxx νπ
 ( )6.3

( ) ( )
( )
( ){ }

( )
( ){ } ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++

−+
−

+−

−−
−

== 222

22

222

22

, 14
1,6

yax

yax

yax

yaxfyxF xyy νπ
 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++

+
−

+−

−
−

== 222222, 14
2,7

yax

ax

yax

axyfyxF yyy νπ
 

Οι µετατοπίσεις που δίδονται από τις σχέσεις 3.3 είναι συνεχείς σε οποιοδήποτε σηµείο 

του άπειρου µέσου, εκτός από την περίπτωση που το ευθύγραµµο τµήµα 0, =< yax , 

διασχίζεται εγκάρσια. Για τον προσδιορισµό των µετατοπίσεων στην περίπτωση αυτή 

χρησιµοποιούνται οι εξής σχέσεις: 

 

ax
axD

ax
y

ax
yDu yxx y +

−
−

−
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

+
−

−
−=

±→
ln

)1(4
)21(arctanarctan

2
1 lim

0 νπ
ν

π  
( )7.3 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

−
−

+
−

−
−

+=
±→ ax

y
ax

yD
ax
axDu

yyy arctanarctan
2
1ln

)1(4
)21( lim

0πνπ
ν

χ
 

Οι περιοριστικές τιµές των τόξων εφαπτοµένης που χρησιµοποιούνται στην 

συνάρτηση  καθορίζονται µέσα από τη σχέση:  f

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=<−

=<+

=>

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

−
−

+

±

→

0,

0,

0,0

arctanarctanlim
0

yax

yax

yax

ax
y

ax
y

y

π

π

 

( )8.3
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 Αντικαθιστώντας  τα αποτελέσµατα στην 3.7, µπορούν να υπολογιστούν οι 

συνιστώσες  των µετατοπίσεων πάνω στην ασυνέχεια. 

 

Ο υπολογισµός των τάσεων κατά µήκος της γραµµής 0=y , γίνεται µε παρόµοια 

διαδικασία  χρησιµοποιώντας την εξίσωση 3.4 

 

22

1
)1(

)0,(
ax

DaGx yxx −−
=

νπ
σ  

ayyy ax
DaGx

−−
−

= 2

1
)1(

)0,(
νπ

σ  ( )9.3

22

1
)1(

)0,(
ax

DaGx xxy −−
−

=
νπ

σ  

 

 

Στην µέθοδο αυτή, από την παραπάνω ανάλυση προκύπτει ότι οι µετατοπίσεις είναι 

ασυνεχείς πάνω στα σύνορο, αντιθέτως οι τάσεις είναι συνεχείς. 

 

3.3  Γενίκευση της Μεθόδου   

Η προηγούµενη ανάλυση αφορά την περίπτωση όπου µελετούνται ευθύγραµµα σύνορα. 

Στην ενότητα αυτή υπολογίζεται ο συντελεστής επίδρασης στην γενικότερη περίπτωση 

όπου  τα γραµµικά στοιχεία σχηµατίζουν καµπυλόγραµµα σύνορα (ρωγµές – 

ανοίγµατα) όπως φαίνεται στο σχήµα 3.7. Σε αυτήν την περίπτωση οι ασυνεχείς 

µετατοπίσεις ( D και ) των στοιχείων προσδιορίζονται λαµβάνοντας υπόψη τις s

j j
Dn

τοπικές συντεταγµένες  και  του κάθε στοιχείου όπως υποδεικνύεται στις  σχέσεις s n

3.10. 

+−

−= s

j

s

j

s

j
uuD  

+−

−= n

j

n

j

n

j
uuD  

( )10.3
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Σχήµα 3.7:Καµπυλόγραµµο σύνορο  

(Crouch & Starfield, 1990)  

Οι συνιστώσες της µετατόπισης και  , είναι   θετικές στις θετικές κατευθύνσεις s

j
u n

j
u

των   και n , ανεξάρτητα από το εάν εξετάζεται η θετική ή την αρνητική επιφάνεια της s

ρωγµής. Συνεπώς από τις σχέσεις 3.10, προκύπτει ότι η ορθή συνιστώσα της 

µετατόπισης n

j
D  είναι θετική εάν οι δύο επιφάνειες της ρωγµής µετατοπίζονται η µια 

προς την άλλη. Οµοίως, και η διατµητική συνιστώσα  είναι θετική εάν η θετική s

j
D

επιφάνεια της ρωγµής κινείται προς τα αριστερά σε σχέση µε την αρνητική επιφάνεια 

(σχήµα 3.7 b). 

 

Η επίδραση στο κέντρο του γραµµικού στοιχείου , από την ύπαρξη µιας ασυνεχούς i

µετατόπισης που εφαρµόζεται στο στοιχείο j  µπορεί να υπολογιστεί από την  ανάλυση 

της ενότητας 3.2, µε κατάλληλο µετασχηµατισµό των εξισώσεων ανάλογα µε τη θέση 

και τον προσανατολισµό του ευθύγραµµου τµήµατος που µελετάται. Έτσι οι 

διατµητικές και οι ορθές τάσεις οι οποίες ενεργούν στο µέσο του  στοιχείου (σχήµα i

3.7 b) βρίσκονται από: 
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( )11.3

 

*όπου  κτλ. είναι οι συνοριακοί συντελεστές επίδρασης των τάσεων.  
ij

ssA

 

Έτσι αν εφαρµοστεί µια στοιχειακή ασυνεχής µετατόπιση σε κάθε ένα από τα Ν 

στοιχεία του συνόρου, τότε η επίδραση στο στοιχείο  υπολογίζεται από το άθροισµα 

της επίδρασης του κάθε στοιχείου µε βάση την σχέση:  

i
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( )12.3

Στην περίπτωση που προσδιορίζονται οι τιµές των τάσεων  και   για  κάθε 
i

sσ
i

nσ

στοιχείο, τότε  οι ασυνεχείς µετατοπίσεις ( D , ) υπολογίζονται από την λύση του 
j j

s nD

γραµµικού συστήµατος (2Ν*2Ν) που δηµιουργείται από την εφαρµογή των σχέσεων   

3.12  για κάθε στοιχείο ( j N:1= ). Έπειτα οι µετατοπίσεις και οι τάσεις σε 

οποιοδήποτε σηµείο του µέσου, υπολογίζονται µε την αρχή της υπέρθεσης.   

Ενώ στην περίπτωση όπου χρειάζεται να υπολογιστούν οι µετατοπίσεις  ισχύουν οι 

σχέσεις: 
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DBDBu
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*όπου  κτλ. είναι οι συνοριακοί συντελεστές επίδρασης για τις µετατοπίσεις. 
ij

ssB
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 Στην περίπτωση αυτή λόγω του ότι οι µετατοπίσεις είναι ασυνεχείς, χρειάζεται 

ξεχωριστός υπολογισµός των συντελεστών επίδρασης επάνω στο σύνορο. Πιο 

συγκεκριµένα χρειάζεται ξεχωριστός υπολογισµός   των διαγώνιων όρων  των 

συντελεστών επιρροής 

( ji = )
B  (σχέσεις 3.14) στην θετική και στην αρνητική επιφάνεια της 

ασυνέχειας.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
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==

==
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+

0,
2
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0,
2
1

0

n

n
BB

BB

ii

nn

ii

ss

ii

ns

ii

sn

 

( )14.3

Οι υπολογισµοί που αναφέρθηκαν στις προηγούµενες σχέσεις αφορούν το τοπικό 

σύστηµα συντεταγµένων κάθε στοιχείου. Στις περισσότερες περιπτώσεις είναι 

πρακτικότερος ο υπολογισµός να γίνεται ως προς ένα κοινό σύστηµα αναφοράς .  ( )Oxy

Οι συντελεστές επίδρασης υπολογίζονται   από τις  εξισώσεις 3.11 και 3.12, µε βάση 

τον µετασχηµατισµό συντεταγµένων (σχέσεις 2.17 & 2.20). Έτσι οι νέοι συντελεστές 

επιρροής υπολογίζονται από τις σχέσεις 3.15 και 3.16: 

 

 

( ) ( ) ( )[ ]5432 cossincos12sin21 FFyFFDu xx ′−′′+′−+′−−′= βββνβν  
( ) ( ) ( )[ ]5432 sincossin12cos21 FFyFFDy ′+′′−′−−′−−′+ βββνβν  ( )15.3

( ) ( ) ( )[ ]5432 sincossin12cos21 FFyFFDu xy ′+′′−′−+′−+′= βββνβν  
( ) ( ) ( )[ ]5432 cossincos12sin21 FFyFFDy ′−′′−′−+′−−′+ βββνβν  

 

( )[ ]7654
2 2sin2cos2sincos22 FFyFFDG xxx ′−′′+′+′′= ββββσ  

( )[ ]765 2cos2sin2 FFyFDG y ′+′′+′−′+ ββ  

( )[ ]7654
2 2sin2cos2sinsin22 FFyFFDG xyy ′−′′−′−′′= ββββσ  

( )[ ]765 2cos2sin2 FFyFDG y ′+′′−′−′+ ββ  
( )16.3

( )[ ]7654 2cos2sin2cos2sin2 FFyFFDG xxy ′+′′+′−′′= ββββσ  
( )[ ]76 2sin2cos2 FFyDG y ′−′′−′+ ββ  
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Οι συντελεστές επιρροής για τις µετατοπίσεις είναι και στην περίπτωση  ασυνεχείς, 

οπότε κάνοντας  αντίστοιχους υπολογισµούς µε την 3.14 προκύπτει η σχέση: 

 

  

0

2
1

==

±==

ns

ii

sn

ii

nn

ii

ss

ii

BB

BB
 για  ±= 0'y  ( )17.3

   

3.4.  Εσωτερικά /Εξωτερικά Προβλήµατα.  

 

Η µέθοδος των ασυνεχών µετατοπίσεων µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση  

ανοιγµάτων µέσα σε άπειρο ελαστικό µέσο, µε ακρίβεια συγκρίσιµη µε άλλες 

αριθµητικές µεθόδους. Για των σχεδιασµό του ανοίγµατος όλα τα στοιχειώδη τµήµατα  

ενώνονται ώστε να δηµιουργήσουν ένα κλειστό περίγραµµα, όπως φαίνεται στο σχήµα 

3.8. Μετά τον σχεδιασµό αυτό προκύπτουν δύο επιφάνειες. Η µία είναι η αρνητική 

επιφάνεια  , η οποία καθορίζει το σύνορο του ανοίγµατος µέσα σε ένα άπειρο 

ελαστικό µέσο (εξωτερικό πρόβληµα), ενώ η άλλη επιφάνεια 

( −= 0n )
( )+= 0n  καθορίζει το 

σύνορο ενός  πεπερασµένου µέσου (εσωτερικό πρόβληµα).  

 

 
Σχήµα 3.8: Περιγραφή Κλειστού Περιγράµµατος    

(Crouch & Starfield, 1990)  
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Οι ποσότητες  έχουν φυσική σηµασία µόνο στην περίπτωση που συνηπάρχουν 

στο ίδιο πρόβληµα η εσωτερική και η εξωτερική  περιοχή. Παρόλ’ αυτά µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την παραγωγή ορθών λύσεων µε την διαδικασία που περιγράφηκε 

στις προηγούµενες ενότητες.  

( ns DD , )

 

Στην περίπτωση που µελετάται µόνο το εξωτερικό πρόβληµα, είναι απαραίτητη η 

δηµιουργία επιπλέον συνοριακών  στοιχείων (το ελάχιστο δύο) στην εσωτερική 

περιοχή, στα όποία  καθορίζονται οι µετατοπίσεις στις αρνητικές πλευρές τους 

0== −−
ns uu . Με τον τρόπο αυτό αποφεύγονται ακανόνιστες µετακινήσεις και 

περιστροφές της εσωτερικής περιοχής.  Τα στοιχεία αυτά µπορεί να διαπιστωθεί 

εµπειρικά ότι δεν επηρεάζουν τα αποτελέσµατα στα σύνορα (Crouch & Starfield, 1990) 

 

Αντίθετα, όταν µελετάτε η εσωτερική περιοχή για την παραγωγή ορθών λύσεων 

χρειάζεται να σταθεροποιηθούν δύο στοιχεία στο σύνορο.  

Η µέθοδος των συνοριακών στοιχείων είναι ιδανική για την επίλυση εξωτερικών 

προβληµάτων, στα οποία το περίγραµµα  προσδιορίζει το σύνορο µίας κοιλότητας σε C

ένα άπειρο µέσο. 

 

3.5. Σύστηµα Επίλυσης  
 

Για την επίλυση του προβλήµατος χρειάζεται να ορισθούν οι συνοριακές συνθήκες 

σε όλα τα στοιχεία του συνόρου. Οι συνοριακές συνθήκες σε όλα τα προβλήµατα 

συνοριακών συνθηκών µπορούν να δοθούν µε τρεις µορφές (Αγιουτάντης, 2002), από 

τις οποίες προσδιορίζονται οι αντίστοιχοι συντελεστές επίδρασης (σχέσεις 3.18-3.20): 

 

 Συνοριακές συνθήκες  τύπου Dirichlet:  

Στην περίπτωση αυτή προσδιορίζεται η ζητούµενη παράµετρος (µετατόπιση) και 

ισχύουν οι σχέσεις: 
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( )18.3

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

33



Κεφάλαιο 3ο                                                                                 Μέθοδος των Ασυνεχών Μετατοπίσεων 

 Συνοριακές συνθήκες τύπου Neumann  

Στης συνοριακές συνθήκες αυτού του τύπου προσδιορίζεται η παράγωγος του 

ζητούµενου µεγέθους (παράγωγος µετατόπισης  τάση ).  →
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( )19.3

 

 Μικτές συνοριακές συνθήκες: 

Τέλος στις  µικτές συνοριακές και οι µετατοπίσεις και οι τάσεις καθορίζονται.  
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Οι  ποσότητες   και   αντιπροσωπεύουν τις γνωστές  συνοριακές τιµές των 

τάσεων ή  των µετατοπίσεων και οι  κ.τ.λ. είναι οι αντίστοιχοι συντελεστές 

επίδρασης από τις σχέσεις 3.18 ή 3.19. 

sb nb

ij

ssC
  

 

3.6. Αντί-Επίπεδη Φόρτιση   
 
Στην προηγούµενη ανάλυση αναπτύχθηκε η µέθοδος στην περίπτωση που δρουν τάσεις 

εντός του επιπέδου µελέτης. Αντίστοιχη διαδικασία µπορεί να ακολουθηθεί στην 

περίπτωση όπου δρουν διατµητικές τάσεις εκτός επιπέδου. 

 
Στην σχέση 3.21 δίδεται για τέτοιου είδους φόρτισης, η  ασυνεχής µετατόπισης  , η 

οποία καθορίζεται σαν η διαφορά της µετατόπισης µεταξύ των δυο επιφανειών του 

συνοριακού στοιχείου (Martel, 2003, Hirth & Lothe, 1982): 

zD
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)0,()0,( +− −= xuxuD zzz  ( )21.3

 

Στην συνέχεια προσδιορίζονται οι λύσεις των τάσεων και των µετατοπίσεων του 

προβλήµατος, όπου ισχύουν οι εξής σχέσεις  

 

zantiz DFu 12
1
π

=
 

( )22.3

 

zantizyyz DFG
22π

σσ ==
 

zantizxxz DFG
32π

σσ −==  

( )23.3

όπου: 

x
yF anti arctan1 =

 

222 yx
xF anti +

=
 

( )24.3

223 yx
yF anti +

=  

Σε αντιστοιχία µε την ανάλυση που έγινε στις προηγούµενες ενότητες (3.2-3.5), θα  

διευκρινιστούν στη συνέχεια τα βασικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της µεθόδου των 

ασυνεχών µετατοπίσεων για την περίπτωση αντιεπίπεδης φόρτισης.  

 
Σχήµα 3. 9: Αντιεπίπεδη Φόρτιση (Martel, 2003) 
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Για την αριθµητική επίλυση του παραπάνω προβλήµατος (σχήµα 3.9), η ρωγµή 

διαιρείται σε Ν ευθύγραµµα τµήµατα ή συνοριακά στοιχεία όπου το καθένα 

αντιπροσωπεύει µια ασυνεχή µετατόπιση. Οι τιµές των ασυνεχών µετατοπίσεων 

προσδιορίζονται από την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος Ν εξισώσεων µε Ν 

αγνώστους. Οι εξισώσεις αυτές προέρχονται από τις εξισώσεις 3.23 όπως δείχνεται 

ακολούθως: 

 

Η τάση yzσ σε ένα σηµείο 0, =yx  προκαλείται από µία σταθερή ασυνεχή µετατόπιση 

στο διάστηµα zD 0,0, ==≤ yyax είναι: 

 

zzyyz D
yx

xG
222 +

==
π

σσ  ( )25.3

 

Εάν η µετατόπιση πραγµατοποιείται πάνω σε ευθύγραµµο τµήµα µήκους  όπου το 

µέσο του έχει συντεταγµένες  , τότε η 3.25 µπορεί να γραφτεί ως εξής: 
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όπου  είναι η ασυνεχής µετατόπιση στο διάστηµα z

j
D 0=≤− yaxx

jj

. Η τάση στο 

µέσο του κάθε  στοιχείου η οποία οφείλεται σε µια ασυνεχή  µετατόπιση του i j  

στοιχείου, υπολογίζεται θέτοντας όπου x ίσο µε : 
j
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Στη συνέχεια υπολογίζεται η τάση στο µέσο του κάθε  στοιχείου (3.28), η οποία 

οφείλεται στις ασυνεχείς µετατοπίσεις και των Ν στοιχείων.  

i
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όπου ο συντελεστής επίδρασης των τάσεων: 
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Αυτές οι εξισώσεις µπορούν να επιλυθούν για  , µε συνηθισµένες 

µεθόδους αριθµητικής ανάλυσης.  

NiD z

j

:1=

Στην συνέχεια γίνεται µια γενίκευση της αριθµητικής µεθόδου κατ’ αντιστοιχία µε την 

ενότητα 3.3.  Στην γενική περίπτωση αυτή, το καµπυλόγραµµο σύνορο προσεγγίζεται 

µε αρκετή ακρίβεια από Ν ευθύγραµµα τµήµατα τα οποία συνδέονται µεταξύ τους. Η 

θέση και ο προσανατολισµός των τµηµάτων αυτών προσδιορίζεται µε την αναφορά 

τους στο γενικό σύστηµα συντεταγµένων Oxy . 

 

Οι ασυνεχείς µετατοπίσεις των στοιχείων προσδιορίζονται λαµβάνοντας υπόψη τις 

τοπικές συντεταγµένες  και  κάθε στοιχείου.  s n

Χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις ),(1 yxF anti ′′  έως ),(3 yxF anti ′′ , υπολογίζονται οι 

σχέσεις που δίνουν τις τάσεις και τις µετατοπίσεις στην διεύθυνση του z άξονα: 

 

zantiz DFu ′′=′ 12
1
π  

( )30.3
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και 

zantizyyz DFG ′′=′=′ 22π
σσ  

( )31.3

zantizxxz DFG ′′−=′=′ 32π
σσ

 

όπου , επειδή ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων, γίνεται στρέφοντας γύρο zz DD =′

από τον άξονα z. 

 

Οι τάσεις και οι µετατοπίσεις στο x,y σύστηµα συντεταγµένων δίδονται από τις σχέσεις 

ως εξής:  

 

zz uu ′=  ( )32.3

και 

 

( ) zantiantixz DFFG ′′−′= ββ
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σ sincos
2 23  

( ) zantiantiyz DFFG ′′+′= ββ
π

σ cossin
2 23  
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4. Πρόγραµµα Επίλυσης ( DDBE2D ) 

4.1. Εισαγωγή 

Το DDBE2D ( Displacement Discontinuity Boundary Element Two Dimensions ) είναι 

ένα αριθµητικό πρόγραµµα δυο διαστάσεων, βασισµένο στη µέθοδο συνοριακών 

στοιχείων και πιο συγκεκριµένα στη µέθοδο των ασυνεχών µετατοπίσεων, και 

κατασκευάσθηκε στα πλαίσια της ∆ιπλωµατικής αυτής εργασίας.  

 

Το πρόγραµµα αυτό υπολογίζει αριθµητικά τις συνιστώσες των τάσεων και των 

µετατοπίσεων τόσο στα σύνορα, όσο και σε όλα τα σηµεία του περιβάλλοντος 

πετρώµατος. Είναι βασισµένο στο είδη υπάρχον πρόγραµµα  TWODD σε γλώσσα 

προγραµµατισµού FORTRAN (Crouch & Starfield, 1990), το οποίο  προγραµµατίστηκε 

σε γλώσσα MATLAB. Οι τροποποιήσεις του προγράµµατος αυτού αφορούν: 

 

I. Κατασκευή προ-επεξεργαστή για την ταχεία εισαγωγή των συνοριακών 

στοιχείων των ρωγµών ή των εκσκαφών µέσω του σχεδιαστικού πακέτου 

AUTOCAD. 

 

II.  Κατασκευή µετα-επεξεργαστή για τη δηµιουργία τριγωνικού πλέγµατος στο 

άπειρο µέσο, στους κόµβους του οποίου υπολογίζονται οι τάσεις και οι 

µετατοπίσεις για την δηµιουργία διαγραµµάτων και ισοχρωµατικών επιφανειών. 

 

III. ∆υνατότητα επίλυσης και επίπεδων και αντι-επίπεδων παραµορφώσεων. 

 

Στο σχήµα 4.1 που ακολουθεί παρουσιάζεται το διάγραµµα ροής του υπολογιστικού 

προγράµµατος. 
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Σχήµα 4.1: ∆ενδρόγραµµα ροής  προγράµµατος DDBE2D 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εισαγωγή ∆εδοµένων 

Προσδιορισµός των θέσεων, 
µεγεθών , προσανατολισµών 

και των συνοριακών συνθήκων 

Εξαγωγή πινάκων σε 
αρχείο ASCII  
( geometry) 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 
DDBE2D 

Συνοριακές Συνθήκες 
Παράµετροι υλικού Σχεδιασµός Συνόρων 

στο  AutoCAD 

Επίλυση του συστήµατος 
αλγεβρικών εξισώσεων 

Εξωτερικές τάσεις  

Υπολογισµός συνοριακών 
µετατοπίσεων και τάσεων 

Εξαγωγή πινάκων 
(results) 

∆ιαγράµµατα στα 
 σύνορα  

Υπολογισµός µετατοπίσεων και 
τάσεων σε καθορισµένες 
διευθύνσεις στο σώµα  

Εξαγωγή πινάκων 
(specified) 

∆ιαγράµµατα στα 
προκαθορισµένα σηµεία 

Υπολογισµός µετατοπίσεων και 
τάσεων σε όλο το µέσο 

∆ιαγράµµατα στο  
σώµα 
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4.2. Εισαγωγή ∆εδοµένων 

 

4.2.1 Σχεδιασµός στο AUTOCAD 

 
Ο σχεδιασµός των συνοριακών στοιχείων στο AYTOCAD, γίνεται µε βάση τους 

ακόλουθους κανόνες: 

 

I. Τα στοιχεία  που περιγράφουν τα σύνορα σχεδιάζονται µε την  εντολή 

«polyline» του σχεδιαστικού πακέτου AUTOCAD. 

II. Η γεωµετρία του συνόρου θα πρέπει να περιγράφεται µε όσο το δυνατόν 

περισσότερα στοιχεία, µε το προεπιλεγµένο χρώµα  

 

 
Σχήµα 4.2: ∆ιακριτοποίηση συνόρου  

 

III. Τα ανοίγµατα κατά αντιστοιχία µε τις ρωγµές περιγράφονται από µικρά  

διαδοχικά στοιχεία που αποτελούν µια κλειστή καµπύλη. Σχεδιάζονται µε φορά 

αντίθετη των δεικτών του ρολογιού και το τελευταίο στοιχείο που κλείνει την 

καµπύλη δηµιουργείται µε την εντολή «close». Για να διαχωριστούν από τις 

ρωγµές, το χρώµα  όλων των στοιχείων που αποτελούν τα ανοίγµατα, πρέπει να 

είναι κόκκινο.  
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Σχήµα 4.3: Σχεδιασµός ανοίγµατος στο AutoCAD 

 

 

IV. Εφόσον έχουν σχεδιαστεί όλα τα σύνορα που περιγράφουν το υπό µελέτη 

πρόβληµα, σχεδιάζονται δύο επιπλέον συνοριακά στοιχεία στο εσωτερικό κάθε 

ανοίγµατος, µε διαφορετικό προσανατολισµό µεταξύ τους. Η ύπαρξή τους 

αποτρέπει την ακανόνιστη µετακίνηση και περιστροφή της εσωτερική περιοχής.  

 

 

 
Σχήµα 4.4 : Σταθεροποίηση της εσωτερικής περιοχής 
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V. Για τον υπολογισµό των τάσεων και των µετατοπίσεων σε συγκεκριµένες 

διευθύνσεις στο σώµα, σχεδιάζεται ευθύγραµµο τµήµα µε κίτρινο χρώµα.  

 

 
Σχήµα 4.5: Μελέτη µέσα στο σώµα σε συγκεκριµένες κατευθύνσεις   

 

VI. Τέλος, το σχέδιο σώζεται σε αρχείο τύπου .dxf στο περιβάλλον εργασίας του 

MATLAB. 

 

4.2.2. Εισαγωγή Γεωµετρίας   

 
Η εισαγωγή της γεωµετρίας του προβλήµατος γίνεται µε τον προ-επεξεργαστή 

«dxfread», µε τον οποίο εισάγονται στο κυρίως επεξεργαστή τα γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά που σχεδιάστηκαν στο AutoCAD  (συντεταγµένες αρχής και τέλους 

συνοριακών στοιχείων).  

 

Ακόµη, δηµιουργείται  ένα περιβάλλον τριγωνικό πλέγµα στο άπειρο µέσο. Η έκταση 

αυτού εξαρτάται από τις διαστάσεις και τις θέσεις των συνόρων, ούτως ώστε να 

περικλείεται η περιοχή που υφίσταται τις µεγαλύτερες επιδράσεις (ζώνη επίδρασης).  

 

Στα σχήµατα 4.6 και 4.7 παρουσιάζεται το τριγωνικό πλέγµα που δηµιουργείται στην 

περίπτωση ενός κυκλικού ανοίγµατος και µιας ευθύγραµµης ρωγµής.  
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Σχήµα 4.6: Τριγωνικό πλέγµα γύρω από κυκλικό άνοιγµα  

 

 

 
Σχήµα 4.7:Τριγωνικό πλέγµα γύρω από ευθύγραµµη ρωγµή.      
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4.2.3. Παράµετροι Υλικού, Συνοριακές Συνθήκες και Τάσεις 
 
Για να ορισθεί πλήρως το πρόβληµα εκτός της γεωµετρίας του είναι απαραίτητο να  

δίδονται και τα ακόλουθα στοιχεία: 

 

 Οι παράµετροι του υλικού, που είναι ο λόγος του Poisson ν και το µέτρο 

ελαστικότητας Ε.  

 Οι τάσεις µακρινού πεδίου ( )yzxzxyxxyy PPPPP ,,,, . 

 Τέλος δίδονται οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος που αφορούν είτε 

τις τάσεις, είτε τις µετατοπίσεις είτε συνδυασµό αυτών.   

 

Το πρόγραµµα αυτό είναι σχεδιασµένο, ώστε να λειτουργεί σε οποιοδήποτε σύστηµα 

µονάδων, µε την προϋπόθεση ότι οι µονάδες των συνοριακών µετατοπίσεων, εφόσον 

χρειάζεται να περιγραφούν, πρέπει να είναι στο ίδιο σύστηµα µε τις µονάδες των 

συντεταγµένων θέσεων. Ενώ, οι τάσεις πρέπει να ανήκουν στο ίδιο σύστηµα µε τις 

µονάδες του µέτρου ελαστικότητας του Young. Έτσι τα αποτελέσµατα που προκύπτουν 

ανήκουν στα παραπάνω συστήµατα µονάδων. 

 

4.3 Επίλυση 
 

Μετά το στάδιο της εισαγωγής των δεδοµένων, ακολουθεί η επίλυση του προβλήµατος 

που έχει περιγραφεί. Η εντατικοπαραµορφωσιακή κατάσταση του πεδίου 

προσδιορίζεται, τόσο στην περίπτωση επίπεδων φορτίσεων, όσο και σε αντιεπίπεδες 

φορτίσεις 

 

Τα στάδια που ακολουθούνται για την επίλυση είναι τα ακόλουθα: 

 

 Το πρώτο στάδιο αφορά την γεωµετρία του προβλήµατος, προσδιορίζονται οι 

θέσεις των κέντρων των στοιχείων, τα µέτρα τους, καθώς και ο προσανατολισµός 

τους . 

 Στο δεύτερο στάδιο προσαρµόζονται οι τάσεις του µακρινού πεδίου ώστε σε 

συνδυασµό µε τις συνοριακές συνθήκες να δώσουν τις τιµές των συνοριακών 

τάσεων. 
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 Στο τρίτο στάδιο, υπολογίζονται οι συντελεστές επίδρασης, µε βάση τις 

σχέσεις   3.15-3.16 καθώς επίσης δηµιουργείται το σύστηµα των αλγεβρικών 

εξισώσεων.   

 Ακολουθεί η επίλυση του συστήµατος των αλγεβρικών εξισώσεων.   

 Στο πέµπτο στάδιο γίνεται ο υπολογισµός των τάσεων και των µετατοπίσεων 

στα σύνορα. 

 Το έκτο και τελευταίο στάδιο περιλαµβάνει τον υπολογισµό των τάσεων και 

των µετατοπίσεων σε όλο το άπειρο µέσω καθώς και σε συγκεκριµένα σηµεία 

µέσα σε αυτό εφόσον είναι επιθυµητό.  

 

Στην περίπτωση αντί-επίπεδης φόρτισης χρησιµοποιούνται οι σχέσεις 3.30-3.33  για τον 

υπολογισµό των συντελεστών επιρροής  

 

4.4 Εξαγωγή Αποτελεσµάτων 
 

Τα αποτελέσµατα από το πρόγραµµα εξάγονται είτε µε τη µορφή πινάκων, είτε ως 

γραφήµατα. Για την καλύτερη περιγραφή και κατανόηση των τρόπων παρουσίασης των 

αποτελεσµάτων χρησιµοποιείται το απλό παράδειγµα της οριζόντιας ρωγµής µήκους 2 

µε είκοσι στοιχεία. 

 

4.4.1 Πίνακες Αποτελεσµάτων 
 

Στο πρόγραµµα, τα αποτελέσµατα εξόδου δίδονται σε έξι αρχεία σε µορφή ‘ASCII’ τα 

οποία είναι προσβάσιµα από οποιοδήποτε επεξεργαστή κειµένου ή επεξεργαστή 

αριθµητικών δεδοµένων όπως για παράδειγµα το ‘excel’.  

 

Τα αρχεία αυτά είναι : 

 

 Το πρώτο αρχείο σώζεται µε το όνοµα ‘input’ και περιέχει τα δεδοµένα 

εισόδου που είναι οι παράµετροι του υλικού και οι επιβαλλόµενες τάσεις µε τη 

µορφή που φαίνονται στον πίνακα 4.1  
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xxP  yyP  xyP  yzP  xzP  E  PR  

0 1 0 1 0 22000 0.1 

Πίνακας 4.1:∆εδοµένα εισόδου 

όπου:      

                                                                                                                 

xxP  είναι η οριζόντια ορθή τάση                                                                

yyP  είναι η κατακόρυφη ορθή τάση  

xyP  είναι η διατµητική τάση στο επίπεδο 

xzyz PP ,  είναι οι διατµητικές τάσεις εκτός του επιπέδου 

E  είναι το µέτρο ελαστικότητας και 

PR  ο λόγος του Poisson 

 

 Ακόµη δηµιουργείται το αρχείο µε την ονοµασία «geometry» που περιέχει 

πληροφορίες για τα συνοριακά στοιχεία και έχει την µορφή του πίνακα 4.2. Στον 

πίνακα αυτό οι συντεταγµένες των συνόρων γίνεται µε την σειρά: Πρώτα τα 

ανοίγµατα – έπειτα οι ασυνέχειες και τελευταία τα συνοριακά στοιχεία 

σταθεροποίησης  της εσωτερικής περιοχής. 

όπου: 

begX ,  είναι οι συντεταγµένες αρχής των στοιχείων begY

endX ,  είναι οι συντεταγµένες τέλους των στοιχείων endY

mX , είναι οι συντεταγµένες των κέντρων τους mY

A  είναι τα µέτρα τους  

Sinbet ,  προσδιορίζουν την κατεύθυνση τους  Cosbet

bvs , bvn οι συνοριακές συνθήκες  και  

Kode  το είδος των συνοριακών συνθηκών που περιγράφονται 
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 Το τρίτο αρχείο που δηµιουργείται περιέχει τα αποτελέσµατα στα µέσα των 

συνοριακών στοιχείων και έχει την ονοµασία ‘results’, ενώ εµφανίζεται µε την 

µορφή του πίνακα 4.3  

 

Όπου 

Ds  είναι η διατµητική συνιστώσα της ασυνεχούς µετατόπισης  

POSNEG UsUs ,  είναι οι διατµητικές συνιστώσες στην αρνητική και στην θετική πλευρά 

του κάθε στοιχείου αντίστοιχα 

Dn  είναι η ορθή συνιστώσα της ασυνεχούς µετατόπισης  

POSNEG UnUn ,  είναι οι ορθές συνιστώσες στην αρνητική και στην θετική πλευρά του 

κάθε στοιχείου αντίστοιχα  

POSNEG UxUx ,  είναι οι οριζόντιες συνιστώσες στην αρνητική και στην θετική πλευρά 

του κάθε στοιχείου αντίστοιχα  

POSNEG UyUy ,  είναι οι κατακόρυφες συνιστώσες στην αρνητική και στην θετική πλευρά 

του κάθε στοιχείου αντίστοιχα  

SIGs  είναι η διατµητική συνιστώσα της τάσης  

SIGn  είναι η ορθή συνιστώσα της τάσης  
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begX  begY  endX  endY  mX  mY  A  Sinbet  Cosbet  bvs  bvn  Kode  

61,837            162,333 61,937 162,333 61,887 162,333 0,050 0 1 0 0 1
61,937            162,333 62,037 162,333 61,987 162,333 0,050 0 1 0 0 1
62,037            162,333 62,137 162,333 62,087 162,333 0,050 0 1 0 0 1
62,137            162,333 62,237 162,333 62,187 162,333 0,050 0 1 0 0 1

. 
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Πίνακας 4.2: Γεωµετρία συνοριακών στοιχείων –συνοριακές  συνθήκες 

 

Ds  NEGUs  POSUs  Dn  NEGUn  POSUn  NEGUx  NEGUy  POSUx  POSUy  SIGs  SIGn  

0.00            3.59E-05 3.59E-05 -7.09E-05 -3.54E-05 3.54E-05 3.59E-05 -3.54E-05 3.59E-05 3.54E-05 0.000 0.00
0.00            3.27E-05 3.27E-05 -1.04E-04 -5.18E-05 5.18E-05 3.27E-05 -5.18E-05 3.27E-05 5.18E-05 0.000 0.00
0.00            2.91E-05 2.91E-05 -1.26E-04 -6.30E-05 6.30E-05 2.91E-05 -6.30E-05 2.91E-05 6.30E-05 0.000 0.00
0.00            2.53E-05 2.53E-05 -1.43E-04 -7.14E-05 7.14E-05 2.53E-05 -7.14E-05 2.53E-05 7.14E-05 0.000 0.00
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Πίνακας 4.3: Αποτελέσµατα στα κέντρα των συνοριακών στοιχείων 
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 Το επόµενο αρχείο σχετίζεται µε τα επιλεγόµενα σηµεία που βρίσκονται µέσα 

στο µέσο. Εφόσον αυτά υπάρχουν, τότε αυτό δηµιουργείται και δίδεται µε την 

ονοµασία ‘specified’ έχοντας την ακόλουθη µορφή  

[   ], Np xu yu xxsigma yysigma xysigma

όπου 

Np είναι ο αύξων  αριθµός των στοιχείων της γραµµής/ών 

xu ,  είναι η οριζόντια και η κατακόρυφη συνιστώσα της µετατόπισης αντίστοιχα   yu

xxsigma  είναι η οριζόντια ορθή τάση  

yysigma  είναι η κατακόρυφη ορθή τάση  

xysigma  είναι η διατµητική ορθή τάση 

 

 Το πέµπτο και το έκτο αρχείο δηµιουργούνται στην περίπτωση που υπάρχουν 

τάσεις εκτός επιπέδου. Το πρώτο από αυτά έχει το όνοµα ‘boundary modeIII’ και 

ενώ το δεύτερο αποθηκεύεται στο όνοµα ‘results modeIII’, τα δεδοµένα αυτά 

φαίνεται στον πίνακα 4.4: 

Dz  znegu  zposu  zsigma  bvz  Kode  

7.88E-05 3.94E-05 -3.94E-05 0 0 1 
1.15E-04 5.76E-05 -5.76E-05 0 0 1 
1.40E-04 7.00E-05 -7.00E-05 0 0 1 
1.59E-04 7.93E-05 -7.93E-05 0 0 1 

. 

. 
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Πίνακας 4.4: Αποτελέσµατα –συνοριακές συνθήκες σε αντί – επίπεδη  φόρτιση  
 

όπου: 

bvz στην περίπτωση αυτή αφορά τις συνοριακές συνθήκες στην τρίτη διάσταση Ζ ενώ 

Kode είναι το είδος των συνοριακών συνθηκών που περιγράφονται και αφορούν την 

τρίτη διάσταση  

Dz είναι η ασυνεχής µετατόπιση στην κατεύθυνση του z άξονα  

znegu ,  είναι µετατοπίσεις στην αρνητική και στην θετική πλευρά του κάθε 

στοιχείου αντίστοιχα και τέλος 

zposu

zsigma είναι η τάση που ασκείται στο επίπεδο του κάθε στοιχείου 
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4.4.2. Γραφικές Παραστάσεις  

 
Εκτός από τα αρχεία στα οποία αποθηκεύονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα, µέσω του 

προγράµµατος εξάγονται και γραφήµατα.  

 

 Ασυνεχείς µετατοπίσεις στα σύνορα σε συνάρτηση µε των αριθµό των 

διακριτών στοιχείων καθώς και τις µετατοπίσεις στις θετικές και αρνητικές 

πλευρές των συνόρων. 

 Όταν απαιτείται ο υπολογισµός των τάσεων και των µετατοπίσεων σε 

συγκεκριµένα σηµεία του µέσου, τότε δηµιουργούνται τα αντίστοιχα διαγράµµατα 

σε συνάρτηση µε την απόσταση. 

 Ακόµη, µπορούν να απεικονιστούν όποιες από τις µεταβλητές µετατόπισης 

και τάσης ( )yzxzxyyyxxzyx sigmasigmasigmasigmasigmauuu  είναι επιθυµητό. 

Επίσης υπάρχει η δυνατότητα εξαγωγής διαγραµµάτων κυρίων τάσεων 

 και των µέγιστων διατµητικών ( 21 sigmasigma ) ( )maxτ . Τα γραφήµατα αυτά 

γίνονται σε άξονες συντεταγµένων µε ισο-χρωµατικές επιφάνειες, µε τις οποίες 

φαίνεται ο τρόπος που κλιµακώνονται οι µεταβλητές στο περιβάλλον µέσο. Οι 

τιµές αυτές υπολογίζονται στους κόµβους του τριγωνικού πλέγµατος που έχει 

δηµιουργηθεί, µε βάση τις τιµές των ασυνεχών µετατοπίσεων που υπολογίσθηκαν 

στα σύνορα, µε την αρχή της υπέρθεσης .  
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5. Υπολογιστικά Παραδείγµατα 

5.1 Εισαγωγή  
Στις παρακάτω ενότητες παρουσιάζονται οι λύσεις που παράγει το πρόγραµµα: 

 

 Σε µεµονωµένα ανοίγµατα διαφόρων διατοµών 

 Σε αλληλεπίδραση πολλών ανοιγµάτων 

 

5.2  Ανοίγµατα Απλών ∆ιατοµών.   

5.2.1 Κυκλικό Άνοιγµα  
 

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται η ανάλυση της εντατικής κατάστασης γύρω από 

κυκλικό άνοιγµα.  Για την επαλήθευση των τάσεων που παράγει η µέθοδος στο σώµα, 

γίνεται σύγκριση µε την αναλυτική λύση του Kirsch που ισχύει για ένα κυκλικό 

άνοιγµα σε άπειρο ελαστικό µέσο (σχέσεις 2.24) καθώς και η σύγκριση µε τις 

µετατοπίσεις (σχέσεις 2.25). 

 

Πιο συγκεκριµένα µελετάται η  σύγκλιση της µεθόδου, στις µηδέν και στις ενενήντα 

µοίρες του ανοίγµατος,  µε την λεπτοµερέστερη διακριτοποίηση ανοίγµατος µοναδιαίας 

ακτίνας  µε 12, 24 και 96 στοιχεία αντίστοιχα, υπό την επίδραση κατακόρυφης τάσης 

1MPa και µε  παραµέτρους υλικού 2.0,20000 == vMPaE . 

 

  
Σχήµα 5.1:∆ιαγράµµατα σύγκρισης τάσεων µε την λύση Kirsch. 

 για άνοιγµα σχεδιασµένο µε 12 στοιχεία.    
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Σχήµα 5.2: ∆ιαγράµµατα σύγκρισης µετατοπίσεων για άνοιγµα σχεδιασµένο µε 12 στοιχεία.    

 

Από τα διαγράµµατα αυτά φαίνεται ότι η διακριτοποίηση αυτή είναι πολύ αραιή και τα 

αποτελέσµατα των µετατοπίσεων και των τάσεων έχουν µεγάλη απόκλιση από τις 

αναλυτικές λύσεις. Ιδιαίτερα µεγάλες αποκλίσεις παρατηρούνται στα σύνορα του 

ανοίγµατος. Άρα αυτή η διακριτοποίηση δεν είναι η καταλληλότερη για την επίλυση 

του συγκεκριµένου προβλήµατος.  
    

  
Σχήµα 5.3: ∆ιαγράµµατα σύγκρισης τάσεων µε την λύση Kirsch για άνοιγµα 

σχεδιασµένο µε 24 στοιχεία.    
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Σχήµα 5.4: ∆ιαγράµµατα σύγκρισης µετατοπίσεων για άνοιγµα σχεδιασµένο µε 24 στοιχεία.    

 

Με την αύξηση της διακριτοποίησης τα αποτελέσµατα έχουν µεγαλύτερη ταύτιση µε 

της αναλυτικές. Στην περίπτωση αυτή παρατηρούνται προβλήµατα στις τάσεις κοντά 

στα σύνορα, έτσι φαίνεται ότι χρειάζεται παραπάνω διακριτοποίηση  Έτσι αυξάνοντας 

στο τετραπλάσιο την διακριτοποίηση προκύπτουν τα αποτελέσµατα των ακόλουθων 

διαγραµµάτων.     
 

  
Σχήµα 5.5: ∆ιαγράµµατα σύγκρισης τάσεων µε την λύση Kirsch για άνοιγµα 

σχεδιασµένο µε 96 στοιχεία.   
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Σχήµα 5.6: ∆ιαγράµµατα σύγκρισης µετατοπίσεων για άνοιγµα 

σχεδιασµένο µε 96 στοιχεία.    
 

Από τα διαγράµµατα 5.1 έως 5.6 προκύπτει ότι στην περίπτωση των 96 στοιχείων οι 

λύσεις συµπίπτουν µε το ελάχιστο σφάλµα από τις τρεις περιπτώσεις που εξετάστηκαν.  

 

Άρα το µέγεθος των στοιχείων είναι ένας καθοριστικός παράγοντας στην εξαγωγή 

σωστών αποτελεσµάτων. Ο σχεδιασµός των συνόρων πρέπει να γίνεται µε αρκετά 

µεγάλο αριθµό στοιχείων ώστε να προκύπτει η ακριβέστερη λύση. Αντιθέτως ο 

σχεδιασµός µε πάρα πολλά στοιχεία, ιδιαίτερα σε περιπτώσεις συνόρων απλής 

γεωµετρίας, όπως το κυκλικό άνοιγµα, θα είχε πολύ µικρές διαφορές στα αποτελέσµατα 

, αλλά περισσότερο χρόνο στο σχεδιασµό.      

 
Στην  συνέχεια παρουσιάζεται η κατανοµή των κυρίων τάσεων στην περίπτωση που 

υπάρχει οµοιόµορφη φόρτιση ( vh σσ = ). Οι παράµετροι που µπαίνουν ως είσοδος στο 

πρόγραµµα δίδονται στην 5.1.        

1.0,22000

1

==

==

νMPaE

MPaPP yyxx  ( )1.5
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Σχήµα 5.7:Κύριες τάσεις σ1-σ2  γύρω από κυκλικό άνοιγµα. 

 
Από τα διαγράµµατα αυτά προκύπτει ότι: 

 Η κατανοµή των τάσεων είναι τελείως συµµετρική γύρω από το άνοιγµα  

 Η ελάχιστη κύρια τάση (=σ2) είναι µηδέν στο άνοιγµα. 

 Η µέγιστη κύρια  τάση  (=σ1) παίρνει την µέγιστη τιµή 2 στο άνοιγµα.  

 Η περίπτωση οµοιόµορφου τασικού πεδίου είναι ευνοϊκότερη από την 

περίπτωση της κατακόρυφης τάσης (Κ=0).  

Στην συνέχεια χρειάζεται να γίνει επαλήθευση των λύσεων επάνω στα σύνορα του 

ανοίγµατος για της τάσεις και τις µετατοπίσεις.  

 Μετατοπίσεις.   

Η µετατόπιση un  είναι σταθερή γύρω από τα σύνορα του κυκλικού ανοίγµατος,  

στην περίπτωση του οµοιόµορφου τασικού πεδίου. Στο διάγραµµα που ακολουθεί 

φαίνεται η σύγκλιση της µεθόδου µε την αύξηση της διακριτοποίησης. Από το 

σχήµα 5.8 προκύπτει ότι οι µετατοπίσεις για την περίπτωση διακριτοποίηση του  

ανοίγµατος µε 12 και 24 στοιχεία αντίστοιχα παίρνουν αρκετά µεγαλύτερες τιµές 

από την αναλυτική λύση (σχέση 2.25).  Αντίθετα στην περίπτωση των 96 

συνοριακών στοιχείων η λύση σχεδόν ταυτίζεται µε την αναλυτική µε σφάλµα της 

τάξεως του (2 %) 
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Σύγκλιση Μετατωπίσεων στο Σύνορο µε την Αύξηση τησ ∆ιακριτοποίηση 
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12 24 96 Αναλυτική  
Σχήµα 5.8:Μετατόπιση στα σύνορα του ανοίγµατος  

   
 

*Τα δύο στοιχεία που ξεφεύγουν σε κάθε περίπτωση είναι αυτά που 

σταθεροποιούν την εσωτερική περιοχή του ανοίγµατος 

 
 Τάσεις  

Οι τάσεις σε αυτή την περίπτωση πρέπει να συµπίπτουν µε τις συνοριακές 

συνθήκες (Neumann)  που επιβλήθηκαν στο συγκεκριµένο πρόβληµα.  

  
Σχήµα 5.9:Τάσεις sσ  και nσ  στα Σύνορα του Ανοίγµατος, για 96 Στοιχεία  
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Στα διαγράµµατα αυτά φαίνεται οι τάσεις που υπολογίζονται από το πρόγραµµα 

ικανοποιούν της συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος µε πάρα πολύ µεγάλη ακρίβεια 

για την περίπτωση κυκλικού ανοίγµατος µοναδιαίας ακτίνας, διακριτοποιηµένου µε 96 

στοιχεία.  Ακόµα από τα τελευταία διαγράµµατα φαίνεται ότι στα επιπλέον συνοριακά 

στοιχεία που σταθεροποιούν την εσωτερική περιοχή του ανοίγµατος εµφανίζονται 

µεγάλες τάσεις, οι οποίες όµως, όπως προκύπτει, δεν επηρεάζουν την λύση στα σύνορα. 

• Πρέπει να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση των ανοιγµάτων η γωνιακή τάση 

( θσ ) δεν είναι συνεχής επάνω στα σύνορα οπότε χρειάζεται ξεχωριστός 

υπολογισµός τους.  
  

 
5.2.2  Τετραγωνικό Άνοιγµα 

 
 

Τα κυκλικά ανοίγµατα λόγω της καµπυλότητας τους δηµιουργούν µεγάλες απώλειες 

του εξορυσόµενου υλικού κατά την ανάπτυξη των µεθόδων  υπογείων εκµεταλλεύσεων. 

Γι’ αυτό συνήθως στην θέση τους χρησιµοποιούνται: τετραγωνικές, ορθογωνικές ή 

τραπεζοειδής διατοµές ανάλογα µε το εντατικό πεδίο και τις ιδιότητες του πετρώµατος.    

 
Για την µελέτη της απλούστερης περίπτωσης του τετραγωνικού ανοίγµατος, 

παρουσιάζονται οι µετατοπίσεις σε τετραγωνικό άνοιγµα πλευράς  2,  σχεδιασµένο µε 

80 στοιχεία, εφαρµόζοντας τις αντίστοιχες φορτίσεις ( 5.1). 

 

  
Σχήµα 5.10: Μετατοπίσεις ux-uy, σε τετραγωνικό άνοιγµα   
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Από τα διαγράµµατα αυτά φαίνεται ότι οι µέγιστες µετατοπίσεις παρουσιάζονται στο 

κέντρο των πλευρών του ανοίγµατος ενώ στα άκρα γίνονται  ελάχιστες.  

 

Για την επαλήθευση των λύσεων στην περίπτωση του τετραγωνικού ανοίγµατος γίνεται 

σύγκριση των κυρίων τάσεων µε τις ηµι-αναλυτικές λύσεις, που παράγονται µε την 

µέθοδο των µιγαδικών δυναµικών σε τετράγωνο πλευράς 10 (Λιόλιος, 2002).  

 

  
Σχήµα 5.11:Σύγκριση µέγιστης κύριας τάσης  

 

  
Σχήµα 5.12:Σύγκριση ελάχιστης κύριας τάσης  
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Από την σύγκριση αυτή φαίνεται (ποιοτικά και ποσοτικά) η ταύτιση των 

αποτελεσµάτων και για τις δύο κύριες τάσεις. Ακόµα φαίνεται ότι το µέγεθος του 

τετραγώνου δεν παίζει ρόλο στο µέτρο των τάσεων γύρω από το άνοιγµα.  

 

 Στην συνέχεια παρουσιάζονται οι τιµές των µετατοπίσεων που υπολογίζονται 

από το πρόγραµµα, ακριβώς επάνω στα σύνορα:  

 

 
Σχήµα 5.13:Μετατοπίσεις στο σύνορο του τετραγωνικού ανοίγµατος  

 

 Τέλος µεγάλες συγκεντρώσεις τάσεων στο τετραγωνικό άνοιγµα 

παραλαµβάνονται στις γωνίες του, µε αποτέλεσµα στις  πλευρές του να είναι 

αρκετά µικρότερες από αυτές που παραλαµβάνει το κυκλικό  άνοιγµα.   
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5.2.3 Ελλειπτικό Άνοιγµα   
 

Τα ελλειπτικά ανοίγµατα χρησιµοποιούνται σε υπόγειες σήραγγες λόγω της 

εξοµάλυνσης των τάσεων κατ’ αντιστοιχία µε τα κυκλικά ανοίγµατα. Στην συνέχεια 

ακολουθεί η σύγκριση των κυρίων τάσεων µε την µέθοδο που αναφέρθηκε στην 

προηγούµενη ενότητα (µιγαδικών δυναµικών).   

 

  
Σχήµα 5.14:Σύγκριση µέγιστης κύριας τάσης, για ελλειπτικό άνοιγµα    

 
 

  
Σχήµα 5.15:Σύγκριση ελάχιστης κύριας τάσης, για ελλειπτικό άνοιγµα.  
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Από τα διαγράµµατα αυτά φαίνεται η ταύτιση της λύσης του προγράµµατος για το 

ελλειπτικό άνοιγµα. Ακόµη προκύπτει ότι στο συγκεκριµένο άνοιγµα υπάρχουν 

διπλάσιες συγκεντρώσεις τάσεων  από ότι στο κυκλικό, για παρόµοιο τασικό πεδίο.   

Άρα σηµαντικό ρόλο στην συγκέντρωση των τάσεων παίζει ο λόγος των κύριων 

αξόνων της έλλειψης.  
 

Άλλες διατοµές που χρησιµοποιούνται και δεν περιλαµβάνουν την συµµετρία των 

προηγούµενων παραδειγµάτων είναι: οι αψιδωτές, οι ηµι-κυκλικές και ανοίγµατα 

ακανόνιστων διατοµών. Τα αποτελέσµατα από τέτοιες διατοµές φαίνονται στο 

παράρτηµα Α.    

 

Από τα παραδείγµατα αυτά, προκύπτει ότι η εντατική κατάσταση γύρω από τα 

ανοίγµατα εξαρτάται από τους εξής παράγοντες: 

 

 Την γεωµετρία του ανοίγµατος.  

 Το µέτρο των τάσεων που ασκούνται και  

 Τον συντελεστής πλευρικής ώθησης. 

 

Μέγιστες συγκεντρώσεις τάσεων, υπάρχουν όταν: 

 

 Υπάρχουν γωνιακά τµήµατα, π.χ. εάν υπάρχει τετραγωνικό άνοιγµα. 

 Σε ανοίγµατα που υπάρχει απότοµη αλλαγή καµπυλότητας, π.χ. ελλειπτικό 

άνοιγµα.    

 Οι µέγιστες συγκεντρώσεις τάσεων στα πλευρικά σηµεία των ανοιγµάτων, 

υπάρχουν όταν ο συντελεστής πλευρικής ώθησης είναι µηδέν ( ).   0=k
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5.3  Εντατική Κατάσταση Λόγω Ύπαρξης Περισσότερων  Ανοιγµάτων.  

 
Στις προηγούµενες ενότητες εξετάστηκε η ύπαρξη ενός ανοίγµατος, στις εφαρµογές της 

γεωµηχανικής τις περισσότερες περιπτώσεις τα υπόγεια έργα περιλαµβάνουν 

περισσότερα από ένα ανοίγµατα. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την  υπέρθεση των τάσεων  

στην περιοχή του στύλου, έτσι είναι απαραίτητη η µελέτη της εντατικής κατάστασης  

στην συγκεκριµένη περιοχή. 

  

Στην συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα για την περίπτωση δύο τετραγωνικών  

ανοιγµάτων πλευράς 3, που βρίσκονται σε απόσταση 6 µεταξύ τους µε τις εξής 

παραµέτρους και φορτίσεις: 

 

 Ε=20000MPa, ν=0.2 

  MPaPP yyxx 10==

 

   
Σχήµα 5.16 ιγµάτων 

Στην περίπτωση αυτή αλληλοεξουδετερώνονται 

από την επίδραση τάσεις προσθέτονται, 

δηµιουργώντας αρκετά

: Μετατοπίσεις λόγω ύπαρξης δύο τετραγωνικών ανο
 

 οι µετατοπίσεις ανάµεσα στο στύλο 

των δύο ανοιγµάτων. Αντίθετα οι 

 υψηλές συγκεντρώσεις (σχήµα 5.17).   
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Σχήµα 5.17:Υπέρθεση των τάσεων στην περιοχή του στύλου   

 
 

Στην περίπτωση όπου υπάρχουν περισσότερα από ένα ανοίγµατα αναλυτικές λύσεις 

είναι δύσκολο να βρεθούν. Έτσι στην περίπτωση αυτή για την επαλήθευση γίνεται σε 

σύγκριση µε τα αντίστοιχα µένης ακρίβεια

υπολογιστικό πρόγραµµα (Phases) και δίδονται στο παράρτηµα  σχήµατα Α5-A6: 

 που 

σίζεται στον συνδυασµό της µεθόδου των συνοριακών στοιχείων και την µέθοδο των 

άπτυξη των υπογείων εκµεταλλεύσεων.  Έτσι για την 

ίπτωση της µεθόδου των θαλάµων και στύλων που φαίνεται στο σχήµα 5.18 που 

 

 αποτελέσµατ που εξάγει, το δοκιµασα ς  

  

Οι λύσεις που παράγονται από τα δύο προγράµµατα έχουν την ίδια µορφή και οι τιµές 

των τάσεων και των µετατοπίσεων είναι πολύ κοντά, σε τάξη µεγέθους. Αξίζει να 

αναφερθεί ότι το πρόγραµµα «Phases» χρησιµοποιεί υβριδική αριθµητική µέθοδο

βα

πεπερασµένων στοιχείων. 

     

Εφόσον µελετήθηκε η απλή περίπτωση των δύο ανοιγµάτων στην συνέχεια, εξετάζεται 

η περίπτωση ύπαρξης πολλαπλών ανοιγµάτων που  εξορύσσονται κατά την 

προσπέλαση και την αν

περ

πάρθηκε από (Εξαδάκτυλο, 2000),  παρουσιάζεται η εντατική κατάσταση γύρω από 

εκσκαφές που περιλαµβάνουν εγκατάλειψη στύλων (µέθοδος των θαλάµων και 

στύλων).  
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Σχήµα 5.18:∆ιακριτοποίηση περιοχής µε πολλαπλά ανοίγµατα  

 
Στα αποτελέσµατα που ακολουθούν φαίνεται η υπέρθεση των τάσεων στο εσωτερικό 

των στύλων, καθώς αναπτύσσεται η µέθοδος εκµετάλλευσης υπόγειου κοιτάσµατος, µε 

τις παραµέτρους 5.1. Οι λύσεις αυτές µπορούν να χρησιµοποιηθούν ώστε µε την χρήση 

του κατάλληλου κριτηρίου αστοχίας για να εκτιµηθεί η συµπεριφορά των στύλων και 

να γίνει ο κατάλληλος σχεδιασµός, ώστε  να αποτραπούν πιθανές αστοχίες του 

πετρώµατος.   

 

  
Σχήµα 5.19:Κύριες τάσεις κατά την ανάπτυξη της µεθόδου θαλάµων και στύλων  

 

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι το πλέγµα που φαίνεται στο 5.18 δεν έχει να κάνει µε 

πεπερασµένα. Το πλέγµα αυτό δηµιουργείται στο περιβάλλον του «Matlab» και 

από αυτό χρησιµοποιούνται µόνο οι συντεταγµένες των κόµβων.   
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Το πρόγραµµα έχει την δυνατότητα επίλυσης και περιπτώσεων που δρουν τάσεις εκτός 

του επιπέδου που µελετάται. Αντί–επίπεδες  τάσεις σε υπόγειες σήραγγες εµφανίζονται 

στην περίπτωση που ο επιµήκης άξονας της παρουσιάζει κλίση ως προς το επίπεδο των 

κυρίων τάσεων (συνήθως το οριζόντιο), ή στην περίπτωση ύπαρξη στην περιοχή του 

ανοίγµατος, ασυνέχειας η οποία αλλάζει την κατεύθυνση των κύριων τάσεων. Για την 

περίπτωση που υπάρχουν διατµητικές τάσεις εκτός επιπέδου,  δεν βρέθηκε τρόπος 

επαλήθευσης µε κάποια αναλυτική λύση η παρόµοιο πρόγραµµα ώστε να  

επαληθευτούν τα αποτελέσµατα στην περίπτωση των ανοιγµάτων. Τα διαγράµµατα, 

αντί-επίπεδων τάσεων και της µετατόπισης στην κατεύθυνση z, για κυκλικό άνοιγµα 

δίδονται στο παράρτηµα (σχήµατα  Α7-Α9).    
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Κεφάλαιο 6ο: 

Συµπεράσµατα – Προτάσεις  
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6. Συµπεράσµατα – Προτάσεις 

Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκε µία από τις µεθόδους των  συνοριακών 

στοιχείων, η µέθοδος των ασυνεχών µετατοπίσεων. Οι µέθοδοι των συνοριακών 

στοιχείων υπερτερούν έναντι των υπολοίπων αριθµητικών µεθόδων, λόγω του 

γεγονότος ότι η διακριτοποίηση εστιάζεται κατά µήκος των συνόρων του πεδίου και όχι 

σε όλο το µέσο, (όπως συµβαίνει για παράδειγµα στην µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων). Άµεση συνέπεια αυτού είναι να απαιτούνται µικρότεροι υπολογιστικοί  

χρόνοι και λιγότερος χώρος στην µνήµη του υπολογιστή. 

 
Ο υπολογιστικός αλγόριθµος TWODD που βρέθηκε στην βιβλιογραφία ( Crouch &  

Starfield, 1990), χρησιµοποιήθηκε ως βάση για την κατασκευή υπολογιστικού κώδικα 

σε περιβάλλον Matlab. Ο αλγόριθµος που αναπτύχθηκε χρησιµοποιεί ένα προ-

επεξεργαστή που κάνει την εισαγωγή της γεωµετρίας ευκολότερη, διαβάζοντας αρχεία 

«dxf» παραγόµενα µέσο του σχεδιαστικού πακέτου AutoCAD, ενώ έχει την δυνατότητα 

επίλυσης προβληµάτων υπό συνθήκες αντι-επίπεδης φόρτισης (σε αντίθεση µε τον 

κώδικα TWODD ο οποίος αντιµετωπίζει µόνο προβλήµατα επίπεδης 

εντατικοπαραµορφωσιακής κατάστασης). Για την παρουσίαση των αποτελεσµάτων 

δηµιουργήθηκε µετα-επεξεργαστής µε τον οποίο κατασκευάζονται διαγράµµατα 

ισοχρωµατικών επιφανειών. 

 
Για την διερεύνηση της αξιοπιστίας των λύσεων του προγράµµατος (DDBETD) 

µελετήθηκε η εντατικό-παραµορφωσιακή κατάσταση γύρω από: 

 
 Ανοίγµατα διαφόρων διατοµών.(κυκλικό, τετραγωνικό, ελλειπτικό και άλλα). 

 Αλληλεπίδραση πολλαπλών ανοιγµάτων 

Κατά τη µελέτη αυτή, έγινε σύγκριση των αποτελεσµάτων είτε µε αναλυτικές λύσεις  

(Kirsch, Μιγαδικά ∆υναµικά), είτε µε αποτελέσµατα άλλων αριθµητικών µεθόδων 

(Phases). Με βάση αυτή την σύγκριση προέκυψε η ορθότητα των λύσεων που παράγει 

στις περιπτώσεις ανοιγµάτων µέσα σε άπειρο ελαστικό µέσο. Σηµειώνεται ότι η 

ακρίβεια των αποτελεσµάτων αυξάνει µε τη λεπτοµερέστερη διακριτοποίηση του 

συνόρου, πράγµα που συµβαίνει σε όλες τις αριθµητικές µεθόδους.  

Τέλος πρέπει να σηµειωθεί ότι λόγω του ότι οι εφαπτοµενικές τάσεις είναι ασυνεχής 

επάνω στα σύνορα, χρειάζεται ξεχωριστός υπολογισµός τους. 

 

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                                   Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

70



Κεφάλαιο 6ο:                                                                                                      Συµπεράσµατα Προτάσεις 

  Μερικές από τις προτάσεις που θα µπορούσαν να γίνουν στα πλαίσια περαιτέρω 

ανάπτυξης της παρούσας εργασίας είναι οι εξής: 

 

1. Η αντίστοιχη µέθοδος µπορεί να επεκταθεί και για τη αντιµετώπιση 

προβληµάτων σε τρεις διαστάσεις  

2. Μελέτη περιπτώσεων ανοµοιογένειας, όπως η αλληλεπίδραση υποστήριξης και 

ανοίγµατος ή και ετερογενούς µέσου που αποτελείται από περιοχές 

διαφορετικών ελαστικών ιδιοτήτων 

3. Να µελετηθούν µοντέλα υπό συνθήκες αντι-επίπεδης φόρτισης. 

4. Μελέτη ανοιγµάτων µέσα σε ρωγµατοµένο µέσο.(συνδυασµοί ανοιγµάτων και 

ασυνεχειών-ρωγµών) 
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Παράρτηµα  Α 
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Στην ενότητα αυτή δίδονται τρεξίµατα του προγράµµατος για διάφορες γεωµετρίες 

ανοιγµάτων : 

 

 
Σχήµα Α.1:Ακανόνιστη διατοµή  

 
 

  
Σχήµα Α.2:Κύριες τάσεις γύρω από ακανόνιστο άνοιγµα   

 
 

Στην συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα στην περίπτωση αψιδωτού 

ανοίγµατος. Τέτοιου είδους διατοµές είναι συνδυασµός κυκλικών και ορθογωνίων 

διατοµών και χρησιµοποιούνται κατά κόρον στις υπόγειες στοές.   

5.0,1 == vh σσ  
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Σχήµα Α.3:Κύριες τάσεις σε αψιδωτό άνοιγµα  

 
Ενώ το εντατικό πεδίο στην περίπτωση ηµικυκλικών ανοιγµάτων σε υδροστατική 
φόρτιση είναι: 
 

  
Σχήµα Α.4:Κύριες τάσεις σε  ηµικυκλικό άνοιγµα 
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Αποτελέσµατα Υπολογιστικού προγράµµατος «Phases», που χρησιµοποιήθηκαν για 

σύγκριση του προγράµµατος για δύο τετραγωνικά ανοίγµατα.   

 

  
Σχήµα Α.5:Μετατοπίσεις  στον χ και τον y άξονα, του προγράµµατος «Phases». 

 

  
Σχήµα Α.6:Υπολογισµός κυρίων τάσεων µε το πρόγραµµα «Phases» 
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Τέλος, δίδονται τα αποτελέσµατα που προκύπτουν κατά την εκτέλεση του 

προγράµµατος για την περίπτωση αντί επίπεδης φόρτισης. 

 

 
Σχήµα Α.7: Τρόπος φόρτισης ανοίγµατος  

σε αντί επίπεδο τασικό πεδίο 
 

 
Σχήµα Α.8:Μετατόπιση κατά τον άξονα Ζ  (uz) 

    
 Σχήµα Α.9:Αντί-επίπεδες τάσεις σxz-σyz

Ξηρουδάκης Γεώργιος                                                                                                      Σελ. 
Εντατικοπαραµορφωσιακή Ανάλυση  Συστηµάτων Υπογείων Ανοιγµάτων µε τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

77


