
 

 

ΠΟΛΥΤΕΧΝΕ Ι Ο  ΚΡΗΤΗΣ  

ΤΜΗΜΑ  

ΜΗΧΑΝ Ι ΚΩ Ν  ΠΑΡΑΓΩ Γ Η Σ   

ΚΑ Ι   

∆ Ι Ο Ι Κ Η Σ Η Σ  
 
 

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ  

ΑΣΤΟΧΙΑ ΥΛΙΚΟΥ ΚΑΙ Η 
∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΑΥΤΗΣ ΣΤΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 

ΜΗΧΑΝΩΝ 
Παντελίδης Ανδρέας 

 
Επιβλέπων Καθηγητής  

Κ. Προβιδάκης. 



 

 1

ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Στόχος της µελέτης που γίνεται στην συνέχεια είναι προσοµοίωση ενός 

προβλήµατος θραύσης ενός µεταλλικού εξαρτήµατος. Για τον σκοπό αυτό 

χρησιµοποιούµε το πρόγραµµα franc2dl το οποίο τρέχει σε πλατφόρµα µε 

Windows95tm ή WindowsNT4.0tm. Αφού σχεδιάσουµε το εξάρτηµα 

προχωράµε στον καθορισµό των φορτίων των συνοριακών συνθηκών. Εδώ 

χρησιµοποιήθηκε ένα έτοιµο σχεδιασµένο εξάρτηµα από τα έτοιµα 

παραδείγµατα που ήρθαν µαζί µε το πρόγραµµα. Πριν από κάθε βήµα έχουµε 

στην διάθεσή µας πληθώρα πληροφοριών που µας ενηµερώνουν για την 

εξέλιξη ώστε να κάνουµε τις απαραίτητες επιλογές. Θα ήταν µεγάλη 

παράλειψη να µην ευχαριστήσω θερµά τον καθηγητή µου, κ. Προβιδάκη 

Κώστα, για την πολύτιµη βοήθεια που µου προσέφερε. 

Παντελίδης Ανδρέας. 

Χανιά Οκτώβριος 1997 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΘΡΑΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ 
 
Χρόνια τώρα η αστοχία µηχανών και κατασκευών έχει απασχολήσει ευρύτατα 

τους µηχανικούς. Το έργο τους επικεντρώνεται κυρίως σε δύο περιοχές. Στον 

υπολογισµό των τεχνικών χαρακτηριστικών µίας κατασκευής ώστε αυτή να 

ανταποκριθεί στην χρήση που προορίζεται, καθώς και στον καθορισµό των 

συνθηκών φόρτισης µίας κατασκευής ώστε αυτή να µην καταστραφεί στο 

άµεσο µέλλον. Γενικά θα µπορούσαµε να πούµε πως σε προβλήµατα 

αστοχίας ο σκοπός του µηχανικού είναι είτε ο υπολογισµός της µορφής είτε 

της φόρτισης της κατασκευής. Πάντως πολύ συχνά σε σύγχρονα τεχνικά 

προβλήµατα τα δύο αυτά αντικείµενα δεν διαφοροποιούνται. 

 

Η εξέλιξη της πορείας µίας κατασκευής, όταν εξετάζεται σε ευρύ χρονικό 

διάστηµα, εξαρτάται επίσης από παράγοντες όπως η διάβρωση και η 

περιοδικότητα του φορτίου. Αυτά αναφέρονται στο 1ο κεφάλαιο, όµως δεν 

είναι το αντικείµενο αυτής της µελέτης. Εδώ αντικείµενό µας είναι η µελέτη 

µίας υποθετικής µεταλλικής κατασκευής (πλάκας), η οποία φορτίζεται στατικά 

µε γνωστό φορτίο. Για λόγους συµµετρίας το πρόβληµα απλοποιείται και οι 

υπολογισµοί γίνονται τελικά στο ήµισυ της πλάκας. Στην συνέχεια 

δηµιουργούµε µία ρωγµή σε περιοχή όπου συγκεντρώνονται τάσεις και 

µελετάµε την ελεγχόµενη από το πρόγραµµα µετάδοσή της. Κατόπιν 

συνάγουµε τα συµπεράσµατά µας και φτιάχνουµε γραφικές παραστάσεις.  

 

Η γνώση βασικών αρχών της µηχανικής είναι απαραίτητη για την µελέτη της 

ανάπτυξης ρωγµών στα υλικά. Οι βασικές ελαστικές εξισώσεις αναφέρονται 

εδώ και επεξηγούνται αναλυτικά. Επίσης, ορισµένες εξισώσεις που έχουν 
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ειδική εφαρµογή και συγκεκριµένα λύσεις που χρησιµεύουν στην επίλυση 

προβληµάτων µε ρωγµές δύο ή και τριών διαστάσεων. Το πρόβληµα ανήκει 

στην Γραµµική Ελαστική Μηχανική Θραύσεως (Linear Elastic Fracture 

Mechanics). Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στην σηµασία των συντελεστών 

έντασης τάσεων (Stress Intensity Factors). Συχνά θα χρησιµοποιήσουµε και 

επεκτάσεις της θεωρίας LEFM. 

 
Αρκετοί θεωρητικοί (αναλυτικοί και αριθµητικοί)  αλλά και πειραµατικοί 

µέθοδοι υπολογισµού των συντελεστών έντασης τάσεων (SIF) είναι 

διαθέσιµοι. Τεχνικές όπως η χρησιµοποίηση θεωρηµάτων του Green29 

χρησιµοποιούνται ευρύτατα για τον καθορισµό των συντελεστών SIF σε 

προβλήµατα ρωγµών όπου οι συνθήκες φόρτισης είναι ιδιαίτερα πολύπλοκες. 

Οι Τεχνικές αυτές έχουν την δυνατότητα περαιτέρω ανάπτυξης, όµως η 

ανάλυσή τους δεν θα µας απασχολήσει σε αυτήν την µελέτη. Πάντως, είναι 

αξιοσηµείωτο πως οι εξισώσεις του Green29 δείχνουν την σηµασία που έχουν 

τα διαφορετικά είδη των φορτίων και δίνουν µία πολύ καλή εικόνα της 

ευελιξίας των τεχνικών που χρησιµοποιούνται. Σε πολλές περιπτώσεις 

γενικεύσεις των εξισώσεων αυτών είναι επίσης πολύ χρήσιµες, όπως αυτές 

που είναι γνωστές σαν «συναρτήσεις βάρους».  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο  
ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΘΡΑΥΣΕΩΣ 
 

Η πρώτη συστηµατική έρευνα φαινοµένων ρωγµών σε υλικά, έγινε από τον 

A.A Griffith1 πριν από περισσότερο  από δεκαεφτά χρόνια στο παρελθόν. Οι 

εργαστηριακές του µελέτες  πραγµατοποιήθηκαν σε γυαλί, υλικό ψαθυρό και 

καθόλου ελαστικό. Με σκοπό να εξηγήσει τις αντοχές που παρουσίαζαν 

διαφορετικές γυάλινες ράβδοι, πήρε σαν δεδοµένη την ύπαρξη των ρωγµών  

µε την µορφή µικροσκοπικών αστοχιών στο υλικό, οι οποίες υπάρχει 

πιθανότητα να µεγαλώσουν σε µέγεθος κάτω από φόρτιση. Ο Griffith1 επίσης 

έκανε την παραδοχή ότι η επιδείνωση µιας ρωγµής εξαρτάται από τη 

ισορροπία µεταξύ της διαθέσιµης ενέργειας της ρωγµής και της ενέργειας που 

απαιτείται για να δηµιουργηθεί καινούρια επιφάνεια στην ρωγµή. Η ιδέα αυτή 

της ενεργειακής ισορροπίας σε µία ρωγµή επεκτάθηκε αργότερα από τους 

Irwin2 και Orowan3 και σε ελατά υλικά, οι οποίοι πρότειναν πως στα υλικά 

αυτά πρέπει να συνυπολογίζεται και η ενέργεια παραµόρφωσης. Στην 

πραγµατικότητα η ενέργεια αυτή σε ελατά υλικά µπορεί να γίνει πολύ 

µεγαλύτερη από την επιφανειακή ενέργεια. 

 
Ο Irwin4 έδειξε πως η ελαστική τάση σε αµοιβαία αλληλεπίδραση µε το σηµείο 

έναρξης της ρωγµής έχουν την ίδια εξάρτηση στις συντεταγµένες του χώρου. 

Τα µεγέθη των τάσεων καθορίζονται αποκλειστικά από τους Stress Intensity 

Factors (SIF). Οι παράµετροι αυτοί σχετίζονται µε την ενέργεια τάσης που 

εισήγαγε η Griffith. 
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Η θεµελιώδης παραδοχή της Γραµµικής Ελαστικής Μηχανικής Θραύσεως, 

είναι πως η συµπεριφορά µίας ρωγµής, άσχετα από το αν µεγαλώνει ή όχι και 

από την ταχύτητα διαδόσεως,  καθορίζεται αποκλειστικά από την παράµετρο 

SIF. Η παράµετρος αυτή είναι συνάρτηση της ασκούµενης τάσης και της 

γεωµετρίας του µηχανικού εξαρτήµατος και έχει υπολογισθεί για εκατοντάδες 

µηχανικές διατάξεις. Μερικές µέθοδοι υπολογισµού παραµέτρων SIF σε 

προβλήµατα ρωγµών θα αναπτυχθούν στην συνέχεια. Πάντως, τα πιο 

διαδεδοµένα λύµατα για τον υπολογισµό παραµέτρων SIF υπάρχουν σε 

τεχνικά εγχειρίδια προς χρήση των µηχανικών. 

 
Ο συντελεστής έντασης τάσης (SIF) χρησιµοποιείται κυρίως σε τρεις τοµείς: 

I. τον καθορισµό της υπολειπόµενης αντοχής µίας ραγισµένης διάταξης  

II. τον καθορισµό του ρυθµού µεταβολής µίας ρωγµής σε µία διάταξη που 

υπόκειται σε µεταβαλλόµενο φορτίο. 

III. τον καθορισµό της αντοχής µίας ραγισµένης υπό φορτίο διάταξης σε 

διαβρωτικό περιβάλον. 

 

Τα θέµατα αυτά περιγράφονται σύντοµα στην συνέχεια. Στην ενότητα αυτή 

φαίνεται τελικά ότι η Γραµµική Ελαστική Μηχανική Θραύσεως (LEFM) έχει 

περιορισµούς που οφείλονται στο γεγονός ότι στα υλικά στην πραγµατικότητα 

παρατηρούνται πλαστικές παραµορφώσεις στην αιχµή της ρωγµής οι οποίες 

δεν είναι ούτε ελαστικές αλλά ούτε και γραµµικές. 

 
Ενεργειακή Ισορροπία. 
 
Η πρώτη συστηµατική έρευνα φαινοµένων ρωγµών σε υλικά, έγινε από τον 

A.A Griffith1 ο οποίος µελέτησε την θραύση υάλινων ράβδων υπό εφελκυσµό. 
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Παρατήρησε πως οι νέο-κατασκευασµένες υάλινες ράβδοι έσπαγαν υπό 

µεγαλύτερο φορτίο από τις παλιές της ίδιας διαµέτρου. Επίσης πως οι λεπτές 

ράβδοι ήταν επίσης πιο ανθεκτικές από τις πιο χοντρές. Για να εξηγήσει το 

φαινόµενο αυτό παραδέχτηκε την ύπαρξη εκ γενετής στοιχειωδών αστοχιών 

στα υλικά υπό την µορφή εσωτερικών µικροσκοπικών ρωγµών. Οι ρωγµές 

αυτές υποβιβάζουν την αντοχή των υάλινων ράβδων. Το υλικό ραγίζει όταν οι 

αστοχίες αυτές εξαπλώνονται µέσα στο υλικό. Συµπέρανε πως η ηλικία του 

υλικού παίζει καταλυτικό ρόλο στην αντοχή του, καθώς µε τον καιρό όλο και 

περισσότερες τέτοιες στοιχειώδεις αστοχίες αναπτύσσονταν στο υλικό, 

εξαιτίας της αναπόφευκτης φθοράς και µηχανικής καταπόνησης που 

υφίσταται. Έτσι οι παλιές ράβδοι ήταν λιγότερο ανθεκτικές από τις καινούριες 

αφού είχαν περισσότερα ελαττώµατα. Επίσης αναµένεται πως οι παχύτερες 

ράβδοι είναι πιο εύθραυστες από τις λεπτές αφού αυτές έχουν µεγαλύτερη 

επιφάνεια, άρα και η πιθανότητα να έχουν περισσότερα ραγίσµατα 

µεγαλύτερη. Από την στιγµή που το πλάτος, άρα και η σοβαρότητα, αυτών 

των φυσικά δηµιουργούµενων ρωγµών είναι εντελώς τυχαίο, αναµένεται πως 

οι ράβδοι µε τις περισσότερες ρωγµές θα περιέχουν και τις σοβαρότερες. 

 
Η γέννηση της αστοχίας στις οξείες ρωγµές δεν µπορεί να εξηγηθεί 

στηριζόµενοι στα ήδη γνωστά για τις εγκοπές γενικότερα. Είναι γνωστό ότι: 

 

I. οι εγκοπές σε ένα υλικό δρουν σαν συγκεντρωτές τάσεων και ότι οι 

µέγιστες τάσεις σε ένα φορτισµένο σώµα εµφανίζονται στην αρχή µίας 

εγκοπής. 

II. όταν η τάση στην αρχή µίας εγκοπής υπερβεί την αντοχή του υλικού, αυτό 

έχει σαν αποτέλεσµα την αστοχία του υλικού στο σηµείο εκείνο.  
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III. το φαινόµενο της συγκέντρωσης τάσεων στην αρχή της εγκοπής µεγαλώνει 

όσο η µικραίνει η ακτίνα της εγκοπής. Αυτό σηµαίνει πως η συγκέντρωση 

τάσεων σε µία ρωγµή, µηδενική ακτίνα, τείνει στο άπειρο. Θεωρητικά 

λοιπόν, η αστοχία είναι αναµενόµενη σε κάθε ρωγµή ακόµη και για 

ελάχιστες τάσεις. Ο Griffith1 έπρεπε να βρει το κριτήριο της αστοχίας 

εξαιτίας της επιδείνωσης µίας ρωγµής. Έτσι εισήγαγε το κριτήριο της 

ισορροπίας µεταξύ της ενέργειας της τάσεως και της ενέργειας στην 

επιφάνεια της ρωγµής. Παραδέχθηκε πως όταν το ποσό της ενέργειας που 

απελευθερώνει η τάση όταν η ρωγµή επεκτείνεται κατά ένα µικρό διάστηµα 

ήταν µεγαλύτερη από την ενέργεια που απαιτείται για την δηµιουργία της 

νέας επιφάνειας στην ρωγµή, το αποτέλεσµα θα ήταν ασταθής επιδείνωση 

της ρωγµής που θα οδηγήσει τελικά στην αστοχία του σώµατος. 

Συµβολικά, ασταθής επιδείνωση της ρωγµής παρατηρείται όταν: 

 
G ≥2Γ      (1) 

 
όπου G είναι ο ρυθµός της ενέργειας που ελευθερώνει η τάση (ανά µονάδα 

επιφανείας της αύξησης της ρωγµής) και Γ είναι το έργο που απαιτείται για 

την δηµιουργία µίας µονάδας επιφανείας της νέας ρωγµής (για τις δύο 

επιφάνειες). Ο ρυθµός της απελευθερωµένης ενέργειας είναι συνάρτηση του 

φορτίου και του µεγέθους της ρωγµής. 

 

Θεωρώντας την ρωγµή οριακά σαν µία λεπτή ελλειψοειδείς κοιλότητα, ο 

Griffith1 έδειξε ότι ο ρυθµός της απελευθερωµένης ενέργειας δίνεται από τον 

τύπο: 

 
G E= πσ α2 /        (2) 



 

 9

 
όπου σ είναι η τάση εφελκυσµού που ασκείται κάθετα στην διεύθυνση 

µετάδοσης της ρωγµής, 2α είναι το µήκος της ρωγµής και Ε είναι το µέτρο του 

Young για το υλικό. Από την εξίσωση (2) βλέπουµε στην αιτία της αστάθειας 

(G = 2Γ) πως η τάση αστοχίας σχετίζεται µε το σχετικό µήκος της ρωγµής, ως 

εξής: 

 
σ

αc
c

∝ 1      (3) 

 
Η συνάρτηση αυτής της σχέσης έχει αποδειχθεί πειραµατικά. 

 
Τα πειράµατα του Griffith1 πραγµατοποιήθηκαν σε γυαλί, υλικό ψαθυρό το 

οποίο θραύεται µε ελάχιστη η και την παραµικρή παραµόρφωση. Αντιθέτως, 

τα περισσότερα δοµικά υλικά είναι ελατά και η θραύση συνοδεύεται και από 

µόνιµη παραµόρφωση. Ο Irwin2 και ο Orowan3 πρότειναν να επεκταθεί το 

κριτήριο της ενεργειακής ισορροπίας του Griffith1 και στα ελατά υλικά. Η 

επέκταση αυτή τροποποιεί τον τύπο (1) για το χαρακτηρισµό µίας ασταθούς 

ρωγµής. Αστοχία εξαιτίας ασταθούς επιδείνωση µιας ρωγµής παρατηρείται 

όταν: 

 
G ≥ +2Γ ∆      (4) 

 
όπου ∆ είναι το έργο που συνδέεται µε την µόνιµη παραµόρφωση στην αρχή 

της ρωγµής. Για τα ελατά υλικά όπως τα µέταλλα ισχύει ∆>>Γ, έτσι 

συνεπάγεται ότι το κριτήριο της ενεργειακής ισορροπίας γίνεται  

 
G ≥ ∆       (5) 

 
Η παραπάνω σχέση φανερώνει γιατί σε ένα ελατό υλικό απαιτείται 

περισσότερο έργο για να προκληθεί θραύση από ότι σε ένα ψαθυρό. Υλικά µε 
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µεγάλο έργο θραύσης καλούνται «ανθεκτικά». Η παράµετρος που 

χρησιµοποιείται για την µέτρηση αυτής της ιδιότητας λέγεται «αντοχή 

θραύσης». 

 
Συντελεστές έντασης τάσεως. 
 
Irwin2 έλυσε διάφορα προβλήµατα ρωγµών µε γραµµικές ελαστικές εξισώσεις 

και έδειξε ότι η σχέση που είχε ο παράγοντας της τάσης µε την αρχή της 

ρωγµής ήταν πάντοτε της ίδιας µορφής. Απέδειξε ότι ο παράγοντας της τάσης 

σij στο σηµείο (r,θ) πλησίον της αρχής της ρωγµής είναι: 

 

( )σ ϑ
π

α πij ijr
K

r
f, . .= +

2
    (6) 

 
Οι απόλυτες συντεταγµένες είναι στο στόµιο της ρωγµής. Καθώς η 

συντεταγµένη r τείνει στο µηδέν ο πρώτος όρος κυριαρχεί στην εξίσωση (6). 

Ο όρος α.π. είναι άλλοι παράγοντες και είναι σταθερός ή τείνει στο µηδέν. Το 

Κ στον πρώτο όρο είναι ο συντελεστής έντασης τάσεως (SIF). Όπως φαίνεται 

στην παραπάνω σχέση ο συντελεστής SIF χαρακτηρίζει την σχέση του 

παράγοντα της τάσεως µε την αρχή της ρωγµής.  

 
Αναλύοντας το ελαστικό έργο ώστε να διευρύνει τις γνώσεις του για τις τάσεις 

που κυριαρχούν στην αρχή της ρωγµής, ο Irwin2 κατέληξε σε µία σχέση 

µεταξύ του ρυθµού έκκλησης ενέργειας και του συντελεστή έντασης τάσεως. 

Έτσι: 

 
Κ 2 ∝G      (7) 

 
Ο συντελεστής αναλογίας στην εξίσωση (7) εξαρτάται από τις ελαστικές 

σταθερές του υλικού. Αυτή η σχέση στην πραγµατικότητα µας δίνει το βαθµό 
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αλληλεξάρτησης του παράγοντα της τάσης στην αρχή της ρωγµής και της 

ενέργειας που απαιτεί η ρωγµή αυτή για να επεκταθεί. Αυτό σηµαίνει πως το 

κριτήριο της ενεργειακής ισορροπίας για την αύξηση µιας ρωγµής µπορεί 

τώρα να αναχθεί στην ύπαρξη µίας σταθεράς Κ η οποία είναι απαραίτητη και 

καθορίζει την έναρξη του φαινοµένου της επιδείνωσης της ρωγµής. 

 
Από την στιγµή που η βασική υπόθεση της µηχανικής θραύσεως υλικών είναι 

πως η εξέλιξη µίας ρωγµής, ασταθής ή ελεγχόµενη, ελέγχεται από τον 

παράγοντα τάση που επικρατεί στην περιοχή της αρχής της ρωγµής, έπεται 

πως ο έλεγχος αυτός χαρακτηρίζεται γενικότερα από τον συντελεστή Κ. Το 

συµπέρασµα αυτό υπονοεί πως δύο διαφορετικές ρωγµές µε τον ίδιο 

συντελεστή Κ θα έχουν παρόµοια εξέλιξη. Άρα για να προβλέψουµε την 

αύξηση µιας ρωγµής σε µία µηχανική κατασκευή, είναι απαραίτητο να 

υπολογίσουµε τον συντελεστή έντασης της τάσεως (SIF) του εν λόγω 

εξαρτήµατος. Εν γένει το Κ είναι συνάρτηση του µεγέθους και της µορφής της 

ρωγµής, του τύπου της φόρτισης και των γεωµετρικών χαρακτηριστικών της 

κατασκευής. Ο συντελεστής έντασης της τάσης SIF γράφεται και συχνά ως 

εξής: 

 
Κ Υ= σ πα       (8) 

 
όπου σ είναι η τάση, α είναι το µήκος της ρωγµής και Υ είναι µία χωρίς 

διαστάσεις συνάρτηση της γεωµετρίας της κατασκευής. 

 
Στα 30 χρόνια µετά την επίδειξη της σηµασίας του συντελεστή έντασης 

τάσεως στον καθορισµό παραγόντων τάσεως στην περιοχή µίας ρωγµής από 

τον Irwin2, αναπτύχθηκαν πολλές µέθοδοι για τον υπολογισµό του Κ. Έτσι 
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πολλά λύµατα υπάρχουν σήµερα. Αυτά τα λύµατα βρίσκονται συγκεντρωµένα 

σε εργασίες και σε διάφορες εκδόσεις. Μερικές από τις µεθόδους που έχουν 

προκύψει θα περιγραφούν λεπτοµερώς αργότερα. Για να δοθεί µία εικόνα τις 

κατεύθυνσης που κινούνται οι διαθέσιµες µέθοδοι, οι σηµαντικότερες 

αναγράφονται παρακάτω: 

 
Απλές θεωρητικές µέθοδοι 
♦ υπέρθεση 
♦ συγκεντρώσεις τάσεων 
♦ διανοµή τάσεως 
♦ συνθέσεις 
♦ συναρτήσεις του Green29 
♦ συναρτήσεις βαρύτητας 

Εξειδικευµένες θεωρητικές µέθοδοι (αριθµητικές) 
♦ συνδιάταξη 
♦ µετασχηµατισµοί ολοκλήρωσης 
♦ εναλλακτικές τεχνικές 
♦ δύναµη /ταίριασµα µε αντικατάσταση  
♦ συνοριακές εξισώσεις ολοκλήρωσης 
♦ πεπερασµένα στοιχεία  

Πειραµατικές µέθοδοι 
♦ συµφωνία 
♦ φωτοελαστική 
♦ θραύση κοπώσεως 

 
Ποία µέθοδος επιλέγεται για να επιλύσουµε ένα συγκεκριµένο πρόβληµα 

εξαρτάται από την πολυπλοκότητα του προβλήµατος, τους πόρους και τον 

χρόνο που διατίθενται καθώς και τον βαθµό ακρίβειας που απαιτείται στην 

λύση του. 
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Υπολειπόµενη αντοχή. 
 
Η αστοχία λόγω ασταθούς ανάπτυξης µίας ρωγµής µπορεί πλέον να 

εκφραστεί µε τον ακόλουθο τρόπο. Αστοχία συµβαίνει όταν : 

 
Κ ΚΙ= c    (επίπεδος εφελκυσµός)  (9) 
Κ Κ= c     (επίπεδη θλίψη)   
  

όπου ΚIc ή Κc θεωρούνται σταθερές που συχνά καλούνται και «αντοχή 

θραύσης» του υλικού. Η εµπειρία έχει δείξει ότι και το ΚIc αν και είναι όντως 

σταθερά για ένα συγκεκριµένο υλικό, έχει εφαρµογή µόνο σε παχιά τµήµατα 

του υλικού. Ελεγχόµενη ανάπτυξη ρωγµής µπορεί να παρατηρηθεί σε 

λεπτότερα τµήµατα του υλικού και το Κc βρέθηκε να τροποποιείται ανάλογα 

µε το µέγεθος της ρωγµής και τη γεωµετρία της περιοχής. Κάποια 

εναλλακτική αλλά ισοδύναµη προσέγγιση στην ελαστική περιοχή είναι η 

χρησιµοποίηση του συντελεστή COD (Crack-Opening Displacement) ως το 

κριτήριο της αστοχίας. Η προσπάθεια να ενσωµατωθεί η ελεγχόµενη 

ανάπτυξη µίας ρωγµής στην γενική περιγραφή ενός υλικού, οδηγεί στην 

δηµιουργία αυτού που είναι γνωστό σαν «καµπύλη R». 

 
Από τις εξισώσεις (8) και (9) το κριτήριο αστοχίας µπορεί να γραφεί και σαν :  

 
Υσ Κc c cπα =      (10) 

 
όπου σc και αc είναι οι κρίσιµες τιµές της τάσεως και του µεγέθους της 

ρωγµής. Η συναρτησιακή σχέση ανάµεσα στα σc και αc όπως δίνεται στην 

σχέση (10) είναι µία γενίκευση των συµπερασµάτων του Griffith, στην 

εξίσωση (3). Με την βοήθεια της σχέσης (10), δύο πιθανές πρακτικές λύσεις 

µπορούν να προκύψουν : 
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I. ποιο είναι το µέγιστο ασφαλές µέγεθος µίας ρωγµής µε δεδοµένη 
φόρτιση σε ένα σώµα. 

II. ποια είναι η µέγιστη ασφαλής φόρτιση σε ένα σώµα δεδοµένου του 
µεγέθους της ρωγµής. 

 
Από την εξίσωση (10), βγαίνει το συµπέρασµα ότι για δεδοµένο επίπεδο 

φόρτισης σc , το κρίσιµο µήκος της ρωγµής, αc , εξαρτάται και από αντοχή Κc 

αλλά και από την τάση σc . Ειδικότερα: 

 

α σc
c

c
∝ 





Κ 2

     (11) 

 
Έτσι το κρίσιµο µέγεθος της ρωγµής αυξάνει καθώς αυξάνει η σκληρότητα 

του υλικού και µειώνεται όταν µεγαλώνει το µέγεθος του φορτίου. Πρακτικά 

ρωγµές θα πρέπει να επισηµαίνονται πριν φτάσουν το µήκος αc γιατί όταν η 

ρωγµή φτάσει σε αυτό το µέγεθος η διαδικασία δεν είναι πλέον αναστρέψιµη. 

Για το λόγο αυτό, το ελάχιστο µήκος της ρωγµής αmin  ελαττώνει περαιτέρω το 

λόγο της σχέσεως (11). 

 
Εάν µία κατασκευή έχει υποστεί ρωγµή, τότε η µέγιστη επιτρεπόµενη τάση, 

σύµφωνα µε τα παραπάνω, πρέπει να βρεθεί και να συγκριθεί µε την τάση 

λειτουργίας. Με τον τρόπο αυτό βρίσκεται η ασφαλής περιοχή φορτίου της 

κατασκευής, µέσα στην οποία δεν έχουµε αστοχία από την επιδείνωσης της 

ρωγµής. Από την σχέση (10) έπεται ότι για δεδοµένο µήκος ρωγµής, η 

κρίσιµη τάση εξαρτάται από την σκληρότητα του υλικού και από το µήκος 

αυτό. ∆ηλαδή: 

σ
αc

c

c
∝Κ       (12) 
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∆ηλαδή το κρίσιµό φορτίο είναι ευθέως ανάλογο της σκληρότητας του υλικού 

και αντιστρόφως ανάλογο του µήκους που έχει η ρωγµή. Κατά συνέπεια µία 

κατασκευή µε ρωγµή η οποία έχει κρίσιµη τάση σc θεωρείται ασταθής όταν η 

τάση που την φορτίζει ξεπεράσει την κρίσιµη τιµή της τάσης σc .Στην 

πραγµατικότητα θα πρέπει να συνυπολογίσουµε και τη µείωση που 

ενδεχοµένως να υφίσταται και η τιµή σc λόγω κόπωσης του υλικού.  

 
Κόπωση σαν αιτία επιδείνωσης µίας ρωγµής. 
 
Ο Paris6 υπέδειξε πως η αύξηση ρωγµών εξ αιτίας µεταβαλλόµενης τάσης, 

µπορεί επίσης να περιγραφεί από τον συντελεστή έντασης τάσεως (SIF), 

ακόµη και αν οι µέγιστες τάσεις είναι κατά πολύ µικρότερες από την κρίσιµη 

σc . Έκανε την παραδοχή ότι ο ρυθµός αύξησης της ρωγµής ανά κύκλο τάσης 

(dα / dN) ήταν συνάρτηση του διαστήµατος που κινείται ο συντελεστής SIF, 

δηλαδή του ∆Κ = (Κmax - Κmin) : 

 

( )d
d

Cf
α
Ν

∆Κ=      (13) 

 

όπου C είναι σταθερά που ευρίσκεται πειραµατικά. Πολλά παρόµοια 

δεδοµένα έχουν βγει πειραµατικά για διάφορες συνθήκες φόρτισης και 

επιβεβαιώνουν ότι µία επιδείνωση ρωγµής συνδέεται άµεσα από τη διαφορά 

∆Κ. Η απλούστερη έκφραση του τύπου (13) είναι η εξής : 

 

( )d
d

C mα
Ν

∆Κ=      (14) 

 
όπου τα C και m είναι σταθερές. Μετέπειτα µελέτες απέδειξαν ότι το C δεν 

είναι αυστηρά σταθερό αλλά εξαρτάται από παραµέτρους, όπως : 
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a) R
K
K

= min

max
 

b) Κc 
c) ∆Κth που είναι το διάστηµα έναρξης του συντελεστή έντασης 
τάσεως. 

 
Ο απλός κανόνας που αναπτύχθηκε προηγουµένως φυσικά ισχύει και για τις 

δύο τιµές του Κ, µέγιστη και ελάχιστη. Συγκεκριµένα, όταν Κmax = Κc , δηλαδή 

όταν λόγω υψηλής φόρτισης έχουµε τον µέγιστο συντελεστή SIF, τότε η 

στατική αστοχία όπως εκφράστηκε στον τύπο (14) είναι δεδοµένη. Οµοίως, 

σε µικρή φόρτιση όταν το ∆Κ πέσει κάτω από τη τιµή έναρξης ∆Κth τότε δεν 

παρατηρείται επιδείνωση της εµφανισµένης ρωγµής. 

 
Μία σχέση ανάµεσα στον ρυθµό αύξησης της ρωγµής και του συντελεστή 

έντασης της τάσεως, ο οποίος και αντικατοπτρίζει τις συνθήκες φόρτισης, 

σηµαίνει πως οι υπολογισµοί µπορούν τώρα να γίνουν για την κόπωση 

κατασκευών σε φόρτιση. Με άλλα λόγια, έχοντας ρωγµή δεδοµένου 

µεγέθους, µπορούµε να υπολογίσουµε τον αριθµό των κύκλων φόρτισης που 

απαιτούνται για να φτάσει η ρωγµή στο κρίσιµο µέγεθος. Εάν ∆Νif είναι ο 

αριθµός κύκλων φόρτισης για ρωγµή µε αρχικό µήκος αi που καταλήγει µε   

τελικό µήκος αf , τότε εν γένει ισχύει: 

 

∆Ν
Νif

d
d

d
i

f
=





∫
−α
α

α

α
1

    (15) 

Αντικαθιστώντας το dA / dN από τη εξίσωση (13) το ∆Νif γίνεται: 

( )∆Ν
∆Κif C
d

fi

f
= ∫

1 α
α

α

     (16) 
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Το παραπάνω ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογισθεί είτε αναλυτικά είτε 

αριθµητικά για δεδοµένη διάταξη, όταν ο συντελεστή έντασης τάσεως είναι 

γνωστός.  

 
Η περιγραφή που έγινε µέχρι τώρα για την επιδείνωση ρωγµής λόγω 

κόπωσης είναι επαρκής για πληθώρα πρακτικών προβληµάτων όπου η τάση 

διακυµαίνεται περιοδικά, µε µικρές µεταβολές ή και εντελώς τυχαία. Επιπλέον 

και άλλα φαινόµενα που οφείλονται από επιδράσεις των φορτίων 

παρατηρούνται, τα οποία δεν είναι γραµµικά. Για παράδειγµα, αν µεγάλες 

τιµές της τάσεις εµφανίζονται περιοδικά ανάµεσα σε πολύ µικρότερες τιµές 

τότε ο ρυθµός αύξησης της ρωγµής µπορεί να µειωθεί σηµαντικά. Το 

φαινόµενο αυτό καλείται «επιβράδυνση». Το φαινόµενο αυτό, όπως και 

πολλά άλλα, είναι πολύ σηµαντικά για τον υπολογισµό του χρόνου ζωής σε 

κατασκευές υπό συνθήκες κόπωσης και περίπλοκες ακολουθίες φόρτισης. 

Έτσι, για παράδειγµα µία πτέρυγα αεροσκάφους υπόκειται σε διαφορετικά 

φορτία κατά την εξής ακολουθία: απογείωση, πτήση, προσγείωση και 

τροχοδρόµηση. Αυτά τα µη γραµµικά φαινόµενα συνήθως λαµβάνονται υπ� 

όψη µε την µορφή πρακτικών τύπων και επαναπροσδιορισµό του συντελεστή 

έντασης τάσεως.  

 
Θραύση λόγω διάβρωσης. 
 
Η αντοχή πολλών υλικών ελαττώνεται όταν ευρίσκονται σε διαβρωτικό 

περιβάλλον. Αυτό σηµαίνει πως µία ρωγµή µπορεί να µεγαλώσει υπό στατικό 

φορτίο τιµής Κ πολύ µικρότερη από την ΚIc. Συχνά γίνεται η υπόθεση πως 

υπάρχει µία ελάχιστη τιµή του Κ κάτω από την οποία η αστοχία 

προκαλούµενη από διάβρωση σε ένα φορτισµένο εξάρτηµα να µην 
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παρατηρείται. Η ελάχιστη αυτή τιµή καλείται τάση «θραύσης λόγω 

διάβρωσης» και τη συµβολίζουµε ΚIscc . Οι τιµές της ΚIscc µπορεί να είναι πολύ 

µικρότερες από την τιµή του ΚIc . Σε µερικά υλικά κάτω από διαβρωτικό 

περιβάλλον µπορεί να ισχύει ακόµη και ΚIscc ≈ 0.1Κ Ic . 

 
Μετά την έναρξη µίας ρωγµής εξ� αιτίας της διάβρωσης, η ταχύτητα που 

επιδεινώνεται η ρωγµή αυτή µεγαλώνει ταχύτατα, αυξάνοντας τον συντελεστή 

έντασης τάσεως. Στην πραγµατικότητα η µεταβολή της ταχύτητας είναι 

εκθετική συναρτήσει του Κ. Αυτό σηµαίνει πως τέτοιες πληροφορίες δεν 

λαµβάνονται υπ� όψη στον σχεδιασµό κατασκευών, όπως θα έπρεπε. Η 

παράµετρος ΚIscc χρησιµεύει στο να επιλεγεί το σωστό υλικό και να είναι 

βέβαιο ότι υπάρχουν τα απαραίτητα περιθώρια ασφαλείας ώστε κάτω από τα 

φορτία λειτουργίας της κατασκευής να µην προκληθεί αστοχία εξ� αιτίας της 

διάβρωσης.  

 
Περιορισµοί λόγω πλαστικών παραµορφώσεων. 
 
Όπως διατυπώθηκε παραπάνω η µηχανική θραύσης βασίζεται σε γραµµικές 

ελαστικές εξισώσεις. Η εφαρµογή της θεωρίας αυτής οδηγεί στην διατύπωση 

της εξίσωσης (6), η οποία θέλει τις τάσεις να τείνουν στο άπειρο καθώς 

πλησιάζουµε την κορυφή της ρωγµής (r=0). Στα πραγµατικά υλικά όµως, 

άπειρες τάσεις δεν υπάρχουν και πλαστικές, ίσως και µόνιµες, 

παραµορφώσεις του σώµατος παρατηρούνται εκεί που υπάρχει µία ρωγµή. 

∆εδοµένου όµως, ότι αυτές οι παραµορφώσεις γίνονται σε µία περιοχή κατά 

πολύ µικρότερη από την υπόλοιπη περιοχή του σώµατος όπου κυριαρχεί ο 

συντελεστής Κ στον παράγοντα της τάσης, οι αρχές της Γραµµικής Ελαστικής 

Μηχανικής Θραύσεως (LEFM) µπορούν ακόµη να χρησιµοποιηθούν. 
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Η περιοχή όπου παρατηρούνται αυτές οι µη ελαστικές παραµορφώσεις 

λέγεται «πλαστική ζώνη». ∆ιάφορες µέθοδοι που διαφοροποιούν τη θεωρία 

LEFM έχουν αναπτυχθεί οι οποίες λαµβάνουν υπ� όψη το µέγεθος της 

«πλαστικής ζώνης» και την επήρειά της στο υπόλοιπο γραµµικό µοντέλο 

φόρτισης της ραγισµένης κατασκευής. Όταν η «πλαστική ζώνη» είναι µεγάλη 

σε σύγκριση µε το µήκος της ρωγµής, καινούριοι υπολογισµοί της αντοχής 

του υλικού πρέπει να γίνουν. Πάντως, αρχές του είδους αυτού δεν θα 

αναλυθούν εδώ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο  
ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ ΣΤΗΝ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 
ΘΡΑΥΣΕΩΣ. 
 
Βασικές ελαστικές εξισώσεις. 
 
Μπορούµε να ορίσουµε την έννοια του εφελκυσµού σε ένα στοιχειώδες όγκο 

που ανήκει σε ένα φορτισµένο σε τρεις διαστάσεις σώµα, σαν αυτόν που 

φαίνεται στο σχήµα 1. Τον οποίο αναλύουµε σε έξι συνιστώσες τάσεως. Οι 

συνιστώσες τάσεως σij είναι συµµετρικές, δηλαδή ισχύει σij=σji όπου i,j=1,2,3. 

Εάν τα i,j ταυτιστούν µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες, δηλαδή x,y,z  τότε οι 

συνιστώσες τάσης δεν είναι άλλες από τις κανονικές συνιστώσες τάσεις πάνω 

στους άξονες x, y και z σxx , σyy , σzz αντίστοιχα. Οι µικτές συνιστώσες σxy , σyz 

, σzx είναι αυτές που το πρώτο γράµµα του δείκτη δείχνει την τέµνουσα 

κανονική συνιστώσα τάσης και το δεύτερο γράµµα του δείκτη δείχνει την 

διεύθυνση που αυτή η συνιστώσα δρα. Αντίστοιχα οι έξι παρόµοιες 

συνιστώσες τάσεις σε ένα πρόβληµα θλίψης είναι εij = εji µε i,j = 1,2,3. 

 
 
 
  

 

  
 
  
 
 
 

 

Σχ.1 Συνιστώσες τάσης σε εφελκυσµό 3-διάστατου στοιχείου 
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Οι τάσεις σύνθλιψης εij µε i,j = 1,2,3 σε σχέση µε τις στοιχειώδεις µετακινήσεις 

ui και για ελάχιστες παραµορφώσεις ακολουθούν : 

 

ε
∂
∂

∂

∂ij
i

j

j

i

u
x

u
x

= +










1
2

  i,j = 1,2,3   (17) 

 
Η λεπτοµερείς ανάπτυξη βασικών εξισώσεων της ελαστικής µηχανικής δεν θα 

γίνει εδώ, αφού αυτές ήδη υπάρχουν σε τεχνικά δοκίµια, π.χ Timoshenko8 και 

Mushhelishvili9 για γενικές εφαρµογές, και Aliabadi10 και Rooke5 για 

προβλήµατα µε ρωγµές. Η ανάπτυξη τέτοιων εξισώσεων βασίζεται κυρίως 

στην φυσική ισορροπία µεταξύ καταστάσεων εφελκυσµού και θλίψης. 

 
Η σχέση µεταξύ εφελκυσµού και σύνθλιψης για ένα ελαστικό, ισοτροπικό 

υλικό είναι γνωστή ως νόµος του Hooke και σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

διατυπώνεται ως εξής: 

 

( )[ ]
ε

σ ν σ σ
ii

ii jj kk i j k=
− +

≠ ≠Ε      και     
( )

ε
ν σ

ii
ij i j=

+
≠

1
Ε  (18) 

 
όπου Ε και ν είναι το µέτρο του Young και ο λόγος του Poisson αντίστοιχα. Οι 

εξισώσεις αυτής τις ισορροπίας µπορούν επίσης να γραφούν επίσης σε 

σχέση µε τις στοιχειώδεις µετακινήσεις ui και οι οποίες είναι γνωστές σαν 

εξισώσεις Navier: 

 

( )µ∇ λ µ
∂
∂

2 0u
e
xi

i
+ + =   i = 1,2,3   (19) 

 
όπου µ είναι η σταθερά SHEAR και λ=2µν/(1-2ν) είναι γνωστή σαν σταθερά 

Lame και e= εxx + εyy + εzz .  
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Οι ελαστικές εξισώσεις µπορούν να απλοποιηθούν σηµαντικά ανάγοντας τα 

προβλήµατα επίπεδης θλίψης και εφελκυσµού στις δύο διαστάσεις. Γενικά οι 

συνθήκες επίπεδης θλίψης θεωρούνται ότι εφαρµόζονται σε παχύ µεταλλικό 

επίπεδο εξάρτηµα, όπου η γεωµετρία του και η φόρτισή του δεν µεταβάλλεται 

σηµαντικά σε κάποιον από τους άξονες. Οι µεταβλητές στα προβλήµατα αυτά 

είναι συναρτήσεις των (x,y) συντεταγµένων µόνο. Η συνιστώσα της 

µετακίνησης ui στον άξονα z, δηλαδή η uz , είναι µηδέν σε κάθε τοµή της 

µεταλλικής  πλάκας, έτσι και οι συνιστώσες θλίψης εzz , εyz, εzx απαλείφονται. 

Επειδή λοιπόν εzz είναι µηδέν τότε και η τάση εφελκυσµού σzz δίδεται από το 

νόµο του Hooke, σzz =ν( σij + σij ). 

 
Για λεπτές τώρα πλάκες, εάν δεν ασκείται φορτίο στην επιφάνεια τις πλάκας, 

οι συνιστώσες της τάσης σzz σxz σyz είναι µηδέν και στις δύο πλευρές της 

πλάκας και θεωρούνται µηδέν στο εσωτερικό της. Η µη µηδενικές συνιστώσες 

σxx σyy σxy θεωρούνται ότι είναι ανεξάρτητες του z. Αυτή η κατάσταση συχνά 

αναφέρεται σαν γενικευµένος επίπεδος εφελκυσµός. Οι συνιστώσες θλιπτικής 

τάσης εyz και εzx επίσης εξαφανίζονται στην επιφάνεια και η συνιστώσα εzz 

δίδεται : 

 
( )
( )ε

ν ε ε

νzz

xx yy
=
− +

−1   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο  
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΜΕ ΜΙΑ ΟΠΗ 
 
Εισαγωγή 
 
Η ανάλυση που ακολουθεί αφορά ένα τετράγωνο µεταλλικό εξάρτηµα 

πλευράς 8 και πάχους 0.04 ίντσες από ατσάλι. Το εξάρτηµα έχει µία οπή στο 

κέντρο διαµέτρου 2 ιντσών όπου και θα γίνει ανάλυση των τάσεων γύρω από 

αυτήν. Το πρόβληµα όπως µοντελοποιήθηκε µε το προγραµµα franc2dl, 

φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί. 

 

Σχ.2α(Ολόκληρο το µεταλλικό εξάρτηµα)  
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Μοντελοποίηση του προβλήµατος. 
 

Πρώτα 

προσδιορίζουµε 

τις ιδιότητες του 

υλικού. Αυτό 

γίνεται από το 

PRE-PROCESS 

και MATERIAL. 

Με την επιλογή 

αυτή ανοίγει ένα 

επιπλέον 

παράθυρο µε τις 

ιδιότητες του 

υλικού.  Αυτά τα 

οποία αλλάζουµε είναι το µέτρο του Young και το πάχος Thickness. Βάζουµε 

µέτρο του Young Ε=10Ε6 και thickness 0.04 inches. Ακόµα από το PRE-

PROCESS και PROBLEM TYPE 

καθορίζουµε τον τύπο του 

προβλήµατος που αναλύουµε. Εδώ 

PLANE STRESS. Το επόµενο βήµα 

είναι να ορίσουµε τις συνοριακές 

συνθήκες. Από το PRE-PROCESS 

Σχ.3 

Σχ.2β 
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και από το FIXITY µπορούµε να καθορίσουµε τους βαθµούς ελευθερίας του 

δοκιµίου σε κάθε άξονα. Έτσι επιλέγοντας FIXITY, FIXED EDGE και Χ 

ορίζουµε για όλη την αριστερή πλευρά του δοκιµίου σαν ακλόνητη. Αυτό θα 

γίνει σε δύο στάδια. ∆ηλαδή για κάθε πλευρά πάνω και κάτω της οπής. Για 

την πάνω πλευρά, αφού έχουµε ήδη επιλέξει Χ FIXITY ορίζουµε σαν αρχή 

τον πιο πάνω αριστερά κόµβο του µεταλλικού εξαρτήµατος. Αµέσως µετά ένα 

διπλανό για να προσδιορίσουµε την κατεύθυνση και µετά τον τελικό κόµβο ο 

οποίος στην συγκεκριµένη περίπτωση είναι ο πιο πάνω αριστερά κόµβος της 

οπής. Κατόπιν αυτών µε RETURN επιστρέφουµε στις αρχικές επιλογές. Κατά 

την διάρκεια αυτής της εργασίας ίσως χρειαστεί να µειώσουµε ή να 

αυξήσουµε τη ανοχή κάθε επιλογής που κάνουµε. Αυτό γίνεται µε το 

[Tolerance]. Με + αυξάνει την ανοχή της επιλογής και µε - αντίστοιχα την 

µειώνει. Η ανοχή φαίνεται στην οθόνη µε ένα τετράγωνο σχήµα, γύρο από τον 

κόµβο που έχουµε επιλέξει. Όσο αυτό µεγαλώνει τόσο πιο εύκολα µπορούµε 

να κάνουµε την επιλογή µας. Όµως αν αυτό µεγαλώσει υπερβολικά τότε κατά 

πάσα πιθανότητα θα επιλέξουµε και κάποιον δίπλα κόµβο. 

 
Τώρα θα υποβάλουµε το δοκίµιο σε φόρτιση. Τον τύπο και το µέγεθος του 

φορτίου το καθορίζουµε από τις αρχικές επιλογές, PRE-PROCESS και 

LOADS, DIST. LOAD. Επιλέγουµε X GLOBAL. Αφού ορίσουµε το φορτίο σαν 

στατικό, κατόπιν µε σηµεία ορίζουµε και την πλευρά που εφαρµόζεται το 

φορτίο. Μετά βάζουµε και την αριθµητική τιµή του φορτίου 10000 σε psi. Η 

κατανοµή των φορτίων στον άξονα των Χ φαίνεται στο σχήµα 2β (Σχ.2β).  

 
Τώρα όλα είναι έτοιµα για να προχωρήσουµε στην ανάλυση. Από το αρχικό 

µενού επιλέγω διαδοχικά ANALYSIS, LINEAR και DIRECT STIFF. Στο Dos 
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Prompt που τρέχει ταυτόχρονα µε την εφαρµογή θα εµφανιστούν τα 

αποτελέσµατα της ανάλυσης, όπως τον συνολικό αριθµό των εξισώσεων και 

τους χρόνους που απαιτούνται για αυτές. Το output που λαµβάνουµε δείχνει 

κάπως έτσι: 

 
Σχ.4 
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Γραφική Παράσταση Τάσεων. 
 
Αν όλα στην ανάλυση που έγινε στο προηγούµενο βήµα προχώρησαν 

κανονικά, προχωράµε στην επιλογή POST-PROCESS του κεντρικού µενού 

και µετά CONTOUR και STRESS. Εδώ εµφανίζονται οι επιλογές για τους 

άξονες που θέλουµε να κάνουµε την ανάλυση της φόρτισης.  

Αξονας Χ. 

Με SIG X . Στο auxiliary window υπάρχει το υπόµνηµα µε την κλίµακα των 

µονάδων. 

 

Σχ.5 Φόρτιση στον Χ άξονα 
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Αξονας Υ. 

 
Το ίδιο µε SIG Y. 

 
Σχ.6 Φόρτιση στον Υ άξονα. 

 
Και από τις δύο γραφικές  παραστάσεις της τάσεως στους άξονες Υ και Χ  

φαίνονται ξεκάθαρα οι περιοχές µε την µεγαλύτερη συγκέντρωση τάσεων. Η 

πληροφορία που µας δίνουν οι προηγούµενες γραφικές παραστάσεις είναι 

επαρκής για να βγάλουµε κάποια συµπεράσµατά για την δηµιουργία και την 
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εξέλιξη µίας ρωγµής στην περιοχή. Ωστόσο, εκτενέστερη ανάλυση γίνεται στο 

επόµενη παράγραφο. 

∆ηµιουργία Ρωγµής. 

Αν και από τις δύο γραφικές παραστάσεις των τάσεων στους άξονες Χ και Υ 

έχουµε βγάλει ήδη τα συµπεράσµατά µας για την περιοχή που θα έκανε την 

εµφάνισή της µία ρωγµή, έχουµε την δυνατότητα από το πρόγραµµα να 

δηµιουργήσουµε και διαγράµµατα τάσεως κατά µήκος οποιασδήποτε 

διεύθυνσης επιθυµούµε.  

Από το menu 

post process 

επιλέγω LINE 

PLOT και 

ορίζω την 

γραµµή που 

θα γίνει η 

γραφική 

παράσταση 

των τάσεων. 

Αυτή φαίνεται 

στο σχήµα 

δίπλα (Σχ.7).  

Μετά από τις 

διαθέσιµες επιλογές µπορούµε να δούµε γραφικές παραστάσεις των τάσεων 

στον άξονα των Χ (SigXX) ή στον άξονα των Υ (SigYY). Τα διαγράµµατα που 

παίρνουµε ακολουθούν στην συνεχεία (Σχήµα 8 και Σχήµα 9). Βλέπουµε ότι 

 
Σχ.7 
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έχουµε συγκέντρωση τάσεως στην 3η και στην 5η ίντσα πάνω στην γραµµή 

που δηµιουργήσαµε στο σχήµα 7. Αυτή είναι η περιοχή εκατέρωθεν της οπής, 

όπως είδαµε και προηγουµένως από τα σχήµατα 5 και 6.  

Ένα ακόµη χρήσιµο διάγραµµα, το οποίο εκτός από την συγκέντρωση των 

τάσεων δείχνει και τις διευθύνσεις τους, βρίσκεται στην επιλογή STRESS 

BAR η οποία υπάρχει στο menu POST PROCESS. Μέσα στην υπό-επιλογή 

Σχ.8 Τάση στον άξονα Χ κατά µήκος της καθορισµένης ευθείας. 
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STRESS BAR επιλέγουµε TENSION (εφελκυσµός). Το διάγραµµα που 

παίρνουµε φαίνεται στο σχήµα 10. Εκεί οι γραµµές πάνω στο εξάρτηµα 

φανερώνουν τις διευθύνσεις των τάσεων.  

Σχ.9 Τάση στον άξονα Υ κατά µήκος της καθορισµένης ευθείας. 
 

Η αστοχία ενός υλικού είναι ουσιαστικά η δηµιουργία κάποιας ρωγµής στο 

υλικό. Η ρωγµή αυτή µεταδίδεται ταχύτατα λόγω των τάσεων που φορτίζουν 

το υλικό και τελικά αυτό σπάζει.  
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Εδώ η δηµιουργία της ρωγµής γίνεται 

κάτω από τις δικές µας επιλογές, αφού 

έχει γίνει πλέον η ανάλυση των τάσεων 

και η κατανόηση του µοντέλου. Η έναρξη 

της ρωγµής µπορεί να γίνει από το ίδιο 

το πρόγραµµα. Είναι λογικό να 

υποθέσουµε ότι η ρωγµή θα εµφανιστεί 

σε κάποιο από τα σηµεία µε τις µέγιστες 

τάσεις όπως φαίνονται στα προηγούµενα 

διαγράµµατα. Βλέποντας λοιπόν το 

διάγραµµα συγκέντρωσης των τάσεων 

στο σχήµα 6, γύρω από την οπή, τα 

σηµεία αυτά είναι πάνω και από κάτω 

απ� αυτήν. Η ρωγµή θα είναι εξωτερική. 

∆ηλαδή θα αρχίζει από το εξωτερικό 

όριο του εξαρτήµατος και θα 

κατευθύνεται στο εσωτερικό του. Η 

ρωγµή φαίνεται στο σχήµα 11. 

Η επιλογή για την δηµιουργία της 

ρωγµής βρίσκεται [MODIFY] [NEW 

CRACK]. Επιλέγω [NO-COHESIVE] και 

[EDGE CRACK] για να αρχίσω ένα 

εξωτερικό ράγισµα. Μετά πρέπει να 

ορίσουµε το σηµείο έναρξης της 

ρωγµής. Αυτό γίνεται µε τον ίδιο τρόπο 

Σχ.10 

Σχ.11 
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που ορίσαµε και τους περιορισµούς FIXITY προηγουµένως. ∆ηλαδή, ίσως 

χρειαστεί να ρυθµίσουµε την ανοχή (tolerance) της επιλογής του κόµβου. 

Αυτό είναι ακριβώς το ίδιο όπως και στην επιλογή FIXITY.  Αφού 

προσδιορίσουµε το σηµείο έναρξης της ρωγµής επιλέγουµε [DONE]. Μετά 

ζητείται και το τέλος της καθώς και ο ελάχιστος αριθµός στοιχείων που θα 

προσοµοιώσουν την ρωγµή. Βάζουµε 2. Το πρόγραµµα εδώ θα σβήσει τους 

κόµβους γύρω από την ρωγµή που καθορίσαµε και περιµένει εµάς να 

κάνουµε click µε το ποντίκι µέσα στην περιοχή αυτή για να αρχίσει ο 

επαναπροσδιορισµός των κόµβων. Αυτό γίνεται µε τρία διαδοχικά στάδια. 

Εµείς απλώς ξανακάνουµε το ίδιο για να µεταβούµε στο επόµενο. Τα 

καινούρια στοιχεία που δηµιουργήθηκαν φαίνονται τώρα µε πορτοκαλί 

χρώµα. Για να αποδεχθούµε επιλέγουµε [ACCEPT] .  Η αρχή της ρωγµής 

καθώς και το τέλος της φαίνονται στο Σχ.11. Για να προχωρήσουµε πρέπει να 

υποβάλουµε ανάλυση (Σχ.12).  

 

Σχ.12 
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Για να δούµε την προσοµοίωση του 

εφελκυσµού όπως γίνεται από το 

πρόγραµµα µπορούµε, πάντα µετά από 

µία επιτυχηµένη ανάλυση, να πάµε στο 

[POST PROCESS] και [DEFORMED 

MESH]. Εδώ τώρα θα δούµε το δοκίµιο 

στην µορφή του σχήµατος 11 µε την 

ρωγµή ανοιγµένη εξ� αιτίας του 

εφελκυσµού. Έπειτα από την 

δηµιουργία της ρωγµής έχουµε την 

δυνατότητα της µετάδοσής της µε δύο 

τρόπους. Τον αυτόµατο (AUTOMATIC) 

και την βηµατική µέθοδο (STANDARD 

METHOD). 

Στο σχήµα 13, πριν προχωρήσουµε στην αυτόµατη µετάδοση, φαίνεται πάλι 

το διάγραµµα των διευθύνσεων των τάσεων για το εξάρτηµα µε την ρωγµή 

στην αρχική της µορφή (Σχήµα 11) 

Σχ.13 
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Αυτόµατη ∆ιάδοση Ρωγµής. 
 
Οι επιλογή βρίσκεται στο [MODIFY] και [MOVE CRACK]. Μετά την επιλογή 

[AUTOMATIC] πρέπει να ορίσουµε ορισµένες παραµέτρους, όπως, 

 
• Αριθµός βηµάτων της µετάδοσης. [STEPS]  
• Μέγεθος βήµατος. [CRACK INCR.] 
 
Στην αυτόµατη µετάδοση δεν απαιτείται η εισαγωγή της νέας κατεύθυνσης 

της ρωγµής σε κάθε βήµα, γιατί αυτό το γίνεται από το ίδιο τα πρόγραµµα. Σε 

κάθε βήµα υπολογίζονται εκ νέου οι παράµετροι του προβλήµατος, όπως οι 

νέες τάσεις πάνω στο εξάρτηµα και πραγµατοποιείται καινούρια ανάλυση. 

Μετά από κάθε ανάλυση υπολογίζεται η νέα κατεύθυνση της ρωγµής και 

σχεδιάζεται ξανά η περιοχή γύρω από αυτήν.  

Η τελική µορφή του µεταλλικού εξαρτήµατος έπειτα από αυτόµατη µετάδοση 

15 βηµάτων µεγέθους 0,08 φαίνεται στο σχήµα 14. Τα ενδιάµεσα στάδια της 

εξέλιξης της ρωγµής δεν έχουν κανένα ενδιαφέρον και για αυτό δεν 

προσκοµίζονται εδώ.  
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Σχ.14 (Τελική µορφή µετά από 15 βήµατα) 

 
move incr =0,08inches 
 
Αµέσως µετά φαίνεται πως εξελίσσεται η αυτόµατη µετάδοση της ρωγµής µε 
διαγράµµατα. Το κάθε βήµα, από το πρώτο µέχρι το δέκατο-πέµπτο 
περιγράφονται ξεχωριστά. 
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Βήµα 1ο. 

 
 
Βήµα 2ο. 
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Βήµα 3ο. 

 
 
Βήµα 4ο. 
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Βήµα 5ο. 

 
 
Βήµα 6ο. 
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Βήµα 7ο. 

 
 
Βήµα 8ο. 
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Βήµα 9ο. 

 
 
Βήµα 10ο. 
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Βήµα 11ο. 

 
 
Βήµα 12ο. 
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Βήµα 13ο. 

 
 
Βήµα 14ο. 
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Βήµα 15ο. 
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Βηµατική ∆ιάδοση Ρωγµής. 
 
Έπειτα από 15 βήµατα της µετάδοσης η µεταλλική πλάκα όπως φαίνεται στο 

σχήµα 14, έχει ήδη φτάσει στο σηµείο όπου η επιδείνωση προχωρά 

ταχύτατα. Θα συνεχίσουµε την προσοµοίωση της µετάδοσης, µε την διαφορά 

τώρα ότι αυτή θα γίνει βήµα προς βήµα. Ουσιαστικά κάνουµε ακριβώς το ίδιο 

πράγµα µέχρι την τελική αστοχία. Ο αριθµός βηµάτων είναι ένα (1), γιατί 

πρέπει να ελέγχουµε πότε πραγµατοποιείται η τελική αστοχία. Το µέγεθος 

βήµατος που είχαµε ορίσει στο προηγούµενο στάδιο, όπου η διάδοση γινόταν 

αυτόµατα παραµένουν οι ίδιοι. ∆ηλαδή και εδώ η αύξηση είναι επίσης move 

incr =0,08inches. Θα περιγραφούν τα βήµατα από το 16ο και µετά, µέχρι την 

θραύση του εξαρτήµατος. 

 

Από το αρχικό µενού επιλέγουµε MODIFY, MOVE CRACK και µετά 

AUTOMATIC. Μετά θα καθορίσουµε τον αριθµό των βηµάτων, αν ήδη δεν το 

έχουµε κάνει. Βάζουµε ένα (1). Για την εκτέλεση κάθε βήµατος θα επιλέγουµε 

PROPAGATE.  
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Βήµα 16ο. 

 
Βήµα 17ο. 
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Βήµα 18ο. 

 
 
Βήµα 19ο. 
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Βήµα 20ο. 

 
Βήµα 21ο. 
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Βήµα 22ο. 

 
Βήµα 23ο. 
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Βήµα 24ο. 

 
Βήµα 25ο. 
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Βήµα 26ο. 

 
Βήµα 27ο. 
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Βήµα 28ο. 
 
Στο  28ο βήµα πήραµε το µήνυµα ότι η ρωγµή βρίσκεται πολύ κοντά στο όριο 
και έτσι δεν είναι δυνατή η περαιτέρω αύξησή της µε αυτόν τον τρόπο. Αν 
δούµε, άλλωστε και από το σχήµα του βήµατος 27 η ρωγµή έχει προχωρήσει 
σε µεγάλο βαθµό και έχει επέλθει η θραύση του εξαρτήµατος που εξετάζουµε. 

 
Σχ.15(Ανάλυση στο τελευταίο βήµα) 
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Συµπεράσµατα. 
 
Μερικές από τις βασικότερες έννοιες που είδαµε στην εισαγωγή της 
µηχανικής θραύσης των υλικών που έγινε στα πρώτα δύο κεφάλαια, 
συναντάµε και στο παράδειγµα που αναλύσαµε. Αυτό άλλωστε είναι 
αναµενόµενο αφού ο σκοπός της δηµιουργίας αυτών των εννοιών ήταν 
καθαρά η εφαρµογή τους στην επίλυση πρακτικών προβληµάτων της 
µηχανικής θραύσεως. 
 
Από την ανάλυση των τάσεων που έγινε πριν ακόµη την έναρξη και την 
µελέτη της ρωγµής, είδαµε πως οι µέγιστες τάσεις συγκεντρώθηκαν 
εκατέρωθεν της οπής και σε διεύθυνση κάθετη της διεύθυνσης της φόρτισης. 
Οι οπές χαρακτηρίζονται στην θεωρία σαν συγκεντρωτές  τάσεως (stress 
concentrations). Αυτή η ιδιότητα τους δίδεται ακριβώς γι� αυτόν τον λόγο 
αφού εκεί παρατηρούνται οι µέγιστες φορτίσεις.  
 
Την ίδια ιδιότητα έχουν και οι ρωγµές, αφού το τέλος τους συγκεντρώνει τις 

Σχ.16(Φόρτιση στον Χ άξονα). 



 

 54

µέγιστες τάσεις. Αυτό φαίνεται πρακτικά κάνοντας ένα διάγραµµα τάσης στο 
εξάρτηµα µε την αρχική ρωγµή του σχήµατος 11.  
 
Προσέχοντας τα αποτελέσµατα από τις αναλύσεις που κάνει το πρόγραµµα 
πριν προχωρήσει σε κάθε βήµα, βλέπουµε πως η υπολογιστική δουλειά 
αυξάνει σε κάθε βήµα, καθώς ο αριθµός των εξισώσεων ολοένα και 
µεγαλώνει. Κάνοντας µία µικρή επεξεργασία στα αποτελέσµατα κάθε βήµατος 
φτιάχνουµε τα ακόλουθα διαγράµµατα. 

 
 
 

Σχ.17(Αριθµός Εξισώσεων).  
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Το πρόγραµµα µας δίνει την δυνατότητα µελέτης της εξέλιξης του συντελεστή 
SIF. Η εξέλιξη φαίνεται στα διαγράµµατα που ακολουθούν. 
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Σχ.19(Υπολογιστικό Έργο ). 
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω σίγουρα το πιο αξιοπρόσεχτο είναι το φαινόµενο 
της ραγδαίας αύξησης της υπολογιστικής δουλειάς. Αυτό σηµαίνει την 
κλιµάκωση της πολυπλοκότητας του προβλήµατος καθώς η ρωγµή 
εξελίσσεται. Αυτό επηρεάζει άµεσα την απαίτηση σε ισχύ από πλευράς 
µηχανήµατος. Στο παράδειγµα αυτό χρησιµοποιήθηκε ένα υπολογιστής Intel 
Pentium που έτρεχε στα 133MHZ µε 74ΜΒ µνήµη RAM και µε ένα δίσκο 
WESTERN DIGITAL ENTERPRISE 2.24ΜΒ Ultra Wide SCSI συνδεµένο 
στον controller της Adaptec AHA2940UW. Οι χρόνοι που απαιτήθηκαν 
κυρίως στα τελευταία βήµατα µετάδοσης (PROPAGATION) της ρωγµής 
αυξάνονταν σταθερά, όµως δεν έφτασαν σε απαγορευτικά επίπεδα. Για 
παράδειγµα στο βήµα 27 ο χρόνος για την µετάδοση την ρωγµής ώστε να 
πάρουµε την ανάλυση του βήµατος 28 ήταν λιγότερο από 10 δευτερόλεπτα. 
Το πρόβληµα επεξεργάστηκε επίσης σε ένα HP Intel Pentium στα 100MHZ µε 
16ΜΒ RAM και συµβατικό IDE δίσκο χωρίς να παρουσιάσει κανένα 
πρόβληµα. Εκεί βέβαια οι χρόνοι επεξεργασίας ήταν αρκετά µεγαλύτεροι, 
κυρίως στο φόρτωµα και στα τελευταία βήµατα.  
 
Τελικά το µήκος της ρωγµής εξελίσσεται όπως φαίνεται στο διάγραµµα που 
ακολουθεί.  
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Σχ.20 (Μήκος της Ρωγµής). 
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