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1 
 
Περίληψη 
 
Ο ρόλος του ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων στα δίκτυα παραγωγής και επικοινωνιών είναι 
πολύ σηµαντικός, γι'αυτό και παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον σε πολλούς ερευνητές. Στην 
συνθετική µεταπτυχιακή αυτή διατριβή, εξετάζουµε χρησιµοποιώντας τη συλλογή εργαλείων 
Fuzzy Toolbox της εφαρµογής MATLAB µια επιλεκτική προσέγγιση στην επίλυση 
προβληµάτων ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων η οποία χρησιµοποιεί τεχνικές ασαφούς 
ελέγχου (fuzzy control) και παρουσιάσθηκε το 1996 από τον Runtong Zhang. Τα µοντέλα αυτά 
έχουν επιλεγεί και από τις τέσσερεις κατηγορίες του πεδίου του ελέγχου αναµονητικών 
συστηµάτων, δηλαδή: (α) έλεγχος αριθµού εξυπηρετούντων (number of servers), (β) έλεγχος 
ρυθµού εξυπηρέτησης (service rate), (γ) έλεγχος του πρωτοκόλλου της ουράς (queue discipline) 
και (δ) έλεγχος του ρυθµού αφίξεων και της υποδοχής πελατών. Από τις προσοµοιώσεις 
προκύπτει ότι η προσέγγιση αυτή, που σηµατοδοτεί µια στροφή πέραν των κλασσικών τεχνικών, 
είναι αποτελεσµατική και πολλά υποσχόµενη, ιδίως σε περιπτώσεις όπου δεν υπάρχουν 
αναλυτικές λύσεις. 
 
Εισαγωγή 
 
1.1. Ορισµοί - Προτερήµατα του Ασαφούς Ελέγχου Αναµονητικών Συστηµάτων 
 
Ο Ασαφής Έλεγχος Αναµονητικών Συστηµάτων (Fuzzy Control of Queueing Systems - FCQS) 
είναι η εφαρµογή της θεωρίας της ασαφούς λογικής στο πεδίο του ελέγχου αναµονητικών 
συστηµάτων, όπου ένας ελεγκτής ασαφούς λογικής (fuzzy logic controller) αντιπροσωπεύει έναν 
µηχανισµό απόφασης ελέγχου που προσδιορίζει δυναµικά τις παραµέτρους, τα πρότυπα και/ή τις 
πολιτικές ενός αναµονητικού συστήµατος για το οποίο το ελεγχόµενο µοντέλο θα είναι βέλτιστο 
κατά µια ορισµένη έννοια. Το αντικείµενο αυτό είναι συνδυασµός τεχνητής νοηµοσύνης, 
επιχειρησιακής έρευνας και βέλτιστου ελέγχου. 

Η θεωρία αναµονητικών συστηµάτων υπάρχει εδώ και πολλά χρόνια και έχει χρησιµοποιηθεί 
για την επίλυση πολλών διαφορετικών προβληµάτων στην παραγωγή, στις επικοινωνίες και σε 
άλλα πεδία. Κατά τις τελευταίες τρεις δεκαετίες, το ενδιαφέρον για τον έλεγχο αναµονητικών 
συστηµάτων διαρκώς αυξάνεται. Ακόµα παρουσιάζονται πολλές εξελίξεις σ'αυτό το αντικείµενο, 
οι οποίες αναµφισβήτητα έχουν αναζωογονήσει τη θεωρία αναµονητικών συστηµάτων και την 
έχουν ενδυναµώσει και τελειοποιήσει περαιτέρω. Ο µεγαλύτερος όγκος των εργασιών στο πεδίο 
αυτό χρησιµοποιεί συµβατικές τεχνικές στοχαστικού ελέγχου. Πρέπει εδώ να πούµε ότι τα 
µοντέλα ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων και τα αντίστοιχα αποτελέσµατα ως τώρα είναι, 
κατά ορισµένες έννοιες, ad hoc. Τα τελευταία χρόνια, ο ασαφής έλεγχος έχει προοδεύσει πολύ 
και έχει παρουσιάσει σηµαντικές επιτυχίες σε πολλά προβλήµατα εφαρµοσµένου ελέγχου. 
Ωστόσο, οι µηχανικοί και θεωρητικοί των συµβατικών περιοχών ελέγχου ακόµα είναι 
απρόθυµοι να αποδεχθούν τη θεωρία αυτή, κάτι που ισχύει και για τους ερευνητές του ελέγχου 
αναµονητικών συστηµάτων. Το 1996, ο Runtong Zhang παρουσίασε µια εργασία που θεµελίωσε 
τον FCQS, αποµακρυνόµενος από τις κλασσικές µεθόδους. 

Έχοντας υπ'όψιν το χαρακτήρα της θεωρίας ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων και τον 
χαρακτήρα της θεωρίας ασαφούς ελέγχου, µπορούµε χονδρικά να συνοψίσουµε κάποιους 
κύριους λόγους για την εφαρµογή της ασαφούς λογικής στον έλεγχο αναµονητικών 
συστηµάτων. 
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• Η συµβατική θεωρία ελέγχου έχει οπωσδήποτε αναπτυχθεί επαρκώς. Όµως, η επιτυχία 
της εξαρτάται σε πολύ µεγάλο βαθµό από την ποιότητα της περιγραφής της ελεγχόµενης 
διεργασίας. ∆υστυχώς, τα αναµονητικά συστήµατα συχνά δεν υπόκεινται σε 
µαθηµατικές περιγραφές ή τέτοιου είδους περιγραφές είναι πολύ ανεπίσηµες ή 
πολύπλοκες για να έχουν κάποια αξία. Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίον 
περιορισµένος αριθµός συµβατικών τεχνικών ελέγχου έχει εφαρµοσθεί επιτυχώς στον 
έλεγχο αναµονητικών συστηµάτων. Κάποια προβλήµατα αναµονητικού ελέγχου 
εξαρτώνται κατά τον έναν ή τον άλλο τρόπο από τη διαίσθηση και την εµπειρία, 
ασχέτως των χρησιµοποιουµένων µεθόδων. Ο ασαφής έλεγχος είναι µια προσέγγιση 
χωρίς µοντέλα, δηλαδή δεν απαιτεί την ύπαρξη µαθηµατικού µοντέλου για το σύστηµα 
που θέλουµε να ελέγξουµε. Με άλλα λόγια, αυτή η τεχνική µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
για την επίλυση οποιουδήποτε πολύπλοκου µοντέλου ή ακόµη και κακώς ορισµένων 
διεργασιών, υπό την προϋπόθεση ότι διαθέτει την εµπειρία, γνώση και µάθηση του 
χειριστού. Από αυτήν την άποψη, ο έλεγχος αναµονητικών συστηµάτων είναι ένα πολύ 
καλό πεδίο εφαρµογής της ασαφούς λογικής. 

• Οι τεχνικές ασαφούς ελέγχου παρέχουν καλούς µη γραµµικούς ελεγκτές (Wang, 1994). 
Πιστεύεται ότι ένα από τα πλεονεκτήµατα του ασαφούς ελέγχου είναι µια καλύτερη 
διεπιφάνεια χρήστη (user interface) προς την διεργασία, που είναι ουσιωδώς 
αποτελεσµατική στην αντιµετώπιση κάθε µη γραµµικής συµπεριφοράς του υπό έλεγχο 
συστήµατος. Τα αναµονητικά συστήµατα είναι σε µεγάλο βαθµό µη γραµµικά, και έτσι 
ο ασαφής έλεγχος παρουσιάζεται ως µια πολλά υποσχόµενη µέθοδος αντιµετώπισης του 
προβλήµατος του ελέγχου τέτοιων συστηµάτων. 

• Υπάρχουν αναλυτικές λύσεις για τον έλεγχο ουρών αναµονής µόνον για πολύ απλές 
περιπτώσεις. Για πιο πολύπλοκα δίκτυα αναµονής (π.χ. εν σειρά, παράλληλα και 
υβριδικά συστήµατα αναµονής) αναπτύσσονται διάφοροι ευριστικοί αλγόριθµοι και 
εφαρµογής πολιτικής (heuristic algorithms and policy reinforcement algorithms), αλλά 
ακόµη και οι σύγχρονοι υπολογιστές δεν µπορούν πάντα να ανταπεξέλθουν στις 
επεξεργαστικές απαιτήσεις, επειδή οι απαιτούµενοι υπολογισµοί αυξάνονται εκθετικά µε 
τις διαστάσεις του δικτύου. Χωρίς την επίλυση αυτού του προβλήµατος, είναι δύσκολο 
να καταστεί πρακτικός ο έλεγχος αναµονητικών συστηµάτων. Από αυτήν την άποψη, ο 
ασαφής έλεγχος φαίνεται να υπόσχεται πολλά. Ο τυπικός αλγόριθµος εφαρµογής 
πολιτικής επιλέγει τις καλύτερες ενέργειες συνήθως απαλείφοντας τις µη βέλτιστες (π.χ. 
Ohno, 1981). Αντιθέτως, ο ασαφής έλεγχος προσδιορίζει απ'ευθείας την βέλτιστη 
ενέργεια. Βεβαίως, όσο µεγαλώνει η κλίµακα του συστήµατος, τόσο πιο προφανές 
καθίσταται αυτό το πλεονέκτηµα. 

• Με την ταχεία ανάπτυξη της θεωρίας της ασαφούς λογικής, ένα νέο είδος αναµονητικού 
συστήµατος, το οποίο καλείται ασαφής ουρά (fuzzy queue) (π.χ. Negi and Lee, 1992), 
εµφανίσθηκε στη βιβλιογραφία. Η ασαφής ουρά είναι ένα αναµονητικό σύστηµα του 
οποίου οι παράµετροι (π.χ. ρυθµοί αφίξεως και εξυπηρέτησης) περιγράφονται από 
γλωσσολογικές (linguistic) ασαφείς µεταβλητές. Υποστηρίζεται ότι οι µέθοδοι ασαφούς 
ουράς είναι πιο αποτελεσµατικές στην προσέγγιση των πραγµατικών καταστάσεων από 
κάθε συµβατική µέθοδο. Ο ασαφής έλεγχος είναι η καλύτερη και πιθανώς η µόνη 
επιλογή για το δυναµικό έλεγχο µιας τέτοιας ασαφούς ουράς. 

• Λόγω των διαφορών στην πιθανοκρατική (probabilistic) δοµή των διαφόρων 
αναµονητικών µοντέλων που επιδιώκουµε να ελέγξουµε, όλες οι µέθοδοι δυναµικού 
προγραµµατισµού ως τώρα είναι κατά ορισµένες έννοιες ad hoc. Αυτή η κατάσταση 
θέτει σοβαρούς περιορισµούς στις πρακτικές εφαρµογές του ελέγχου αναµονητικών 
συστηµάτων. Επιπροσθέτως, όταν τα υπό έλεγχο αναµονητικά µοντέλα είναι µη-Markov 
διαδικασίες, που παρουσιάζονται όταν έχουµε γενικές κατανοµές ή πολύπλοκα δίκτυα 
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αναµονής, είναι δύσκολο να έχουµε έναν ακριβή χαρακτηρισµό των παραµέτρων των 
πολιτικών ελέγχου χρησιµοποιώντας θεωρία διαδικασιών απόφασης (decision process 
theory) Markov ή ηµί-Markov (MDP ή SMDP, αντίστοιχα). Ο ασαφής έλεγχος εξετάζει 
τέτοιου είδους προβλήµατα από µια εντελώς διαφορετική γωνία, χωρίς τέτοιου είδους 
δυσκολίες και περιορισµούς, κάτι που τον καθιστά πολλά υποσχόµενη επιλογή για τον 
έλεγχο γενικών, πολύπλοκων ανναµονητικών συστηµάτων. 

 
Ο FCQS έχει όµως και αυτός τους περιορισµούς του. Η βελτιστότητα και η ευστάθεια είναι 

τα δυσκολότερα στην αντιµετώπισή τους προβλήµατα. Μάλιστα, αυτά τα προβλήµατα είναι 
ανοιχτά ακόµα και στη συµβατική θεωρία ελέγχου και στη θεωρία ασαφούς λογικής. Θα 
προσπαθήσουµε να προβούµε σε σχόλια επ'αυτού στα τελικά σχόλια της διατριβής αυτής. 

Ως ιδιαίτερο είδος µεθόδου ελέγχου, το κύριο έργο στον FCQS θα πρέπει να διαιρεθεί 
τουλάχιστον στις ακόλουθες δύο φάσεις: (α) Επικουρική εργασία εκτός της φάσεως ελέγχου. 
Μπορεί να περιλαµβάνει ανάλυση παρατηρησιµότητας (observability), ελεγξιµότητας 
(controllability), αντισταθµισιµότητας (compensatability), καθώς και ευστάθειας και 
βελτιστότητας. (β) Φάση ελέγχου. Εδώ ο στόχος είναι κυρίως να προσδιορίσουµε βέλτιστες 
πολιτικές ελέγχου χρησιµοποιώντας τη µέθοδο ασαφούς ελέγχου. Σ'αυτήν τη διατριβή, 
εστιάζουµε το ενδιαφέρον µας στη δεύτερη φάση. Σε ό,τι αφορά στην πρώτη φάση, µπορούµε 
να δανειστούµε ίσως κάποιες ιδέες απ'ευθείας από τα αρχικά πεδία, δηλαδή τις θεωρίες ελέγχου, 
ασαφούς λογικής και αναµονητικών συστηµάτων, και να υποθέσουµε απλώς ότι όλα αυτά τα 
προβλήµατα ανταποκρίνονται στις απαιτήσεις λειτουργικότητας. 

Ο τελικός στόχος αυτής της διατριβής είναι η παρουσίαση ενός συστηµατικού και 
αποτελεσµατικού τρόπου για το βέλτιστο έλεγχο πρακτικών αναµονητικών συστηµάτων, και 
κυρίως αυτών που οι συµβατικές τεχνικές ελέγχου δεν µπορούν να επιλύσουν, όπως είναι επί 
παραδείγµατι πολύπλοκα αναµονητικά δίκτυα και περιπτώσεις γενικών κατανοµών. Θεωρούµε 
όµως εξίσου σηµαντικά και τα απλά αναµονητικά µοντέλα για τα οποία υπάρχουν αναλυτικές 
λύσεις, επειδή µας προσφέρουν ένα καλό σύστηµα αναφοράς για την επιβεβαίωση της 
ορθότητας της εργασίας µας, καθώς έτσι θα διευκολυνθεί η εµβάθυνση που θα επιχειρήσουµε. 
 
1.2. Σύνοψη του Ελέγχου Αναµονητικών Συστηµάτων 
 
1.2.1. Υπόβαθρο 
 
Η θεωρία αναµονητικών συστηµάτων έχει ήδη µια µακρά ιστορία πίσω της και έχει 
χρησιµοποιηθεί για την επίλυση αρκετών πρακτικών προβληµάτων, π.χ. συστήµατα 
υπολογιστών, τηλεπικοινωνίες φωνής και δεδοµένων, κυκλοφοριακή ροή οχηµάτων, δηµόσιες 
υπηρεσίες εκτάκτου ανάγκης, βιοµηχανικά job shops, γραµµές παραγωγής και ευέλικτα 
συστήµατα παραγωγής (flexible manufacturing systems). Παρόλο όµως που µερικά προβλήµατα 
βελτιστοποίησης εισήχθησαν στα µοντέλα αναµονής ήδη από πρώιµα στάδια, στην πλειοψηφία 
τους είναι στατικά προβλήµατα ή προβλήµατα σχεδιασµού, στα οποία τα χαρακτηριστικά του 
συστήµατος δεν αλλάζουν µε την πάροδο του χρόνου. Είναι σαφές ότι αυτός ο τύπος µοντέλων 
δεν µπορεί να ανταποκριθεί στις απαιτήσεις των περισσοτέρων πρακτικών εφαρµογών 
αναµονητικών συστηµάτων, όπως είναι όσα σχετίζονται µε τη διαχείριση συστηµάτων µεγάλης 
κλίµακας σε διάφορους τοµείς: διανοµές, µεταφορές, διοίκηση,πληροφορική, κ.ο.κ. Αυτό ισχύει 
κυρίως σε πολλές εφαρµογές στους τοµείς των επικοινωνιών και των ηλεκτρονικών 
υπολογιστών, όπου η απόδοση του υπό µελέτη συστήµατος µπορεί να βελτιωθεί αν κάποιες 
παράµετροί του ρυθµίζονται σύµφωνα µε τις µεταβολές της κατάστασης του συστήµατος. Έτσι, 
έχουµε ένα δυναµικό πρόβληµα ή πρόβληµα ελέγχου, στο οποίο τα χαρακτηριστικά του 
συστήµατος µπορεί να αλλάζουν µε το χρόνο. 
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Κατά τις τελευταίες τρεις δεκαετίες, υπήρξε αυξηµένο ενδιαφέρον για τη µελέτη τέτοιων 
µοντέλων ελέγχου και ακόµη έχουµε εξελίξεις στο πεδίο αυτό. Επιπλέον, τα πρόσφατα 
ευρήµατα σε ερευνητικούς τοµείς όπως η αξιολόγηση της επίδοσης των επικοινωνιακών ή 
υπολογιστικών δικτύων, είχαν ως αποτέλεσµα νέες δυνατότητες για την επέκταση αυτών των 
προβληµάτων ελέγχου σε πιο πολύπλοκα συστήµατα όπως τα δίκτυα αναµονής. Η 
πιθανοκρατική δοµή του ελέγχου των ουρών αναµονής είναι γενικά µια ηµι-Markov διαδικασία 
απόφασης και η θεωρία τέτοιων διαδικασιών χρησιµοποιείται συχνά για την ανάλυση ουρών 
αναµονής και για την απόδειξη συγκεκριµένων ιδιοτήτων βέλτιστων πολιτικών. Αυτός είναι ο 
λόγος για τον οποίον πολλά από τα αποτελέσµατα που έχουν ως τώρα προκύψει εξαρτώνται από 
την ύπαρξη βέλτιστων στατικών πολιτικών για γενικά συστήµατα οι οποίες θεµελιώθηκαν από 
τον Lippman (1975). Ωστόσο, όταν το µοντέλο ελέγχου είναι πολύπλοκο ή δεν είναι Markov, 
δεν υπάρχουν ως τώρα αποτελεσµατικές τεχνικές ελέγχου. Ένεκα αυτού, παραµένουν ακόµα 
πολλά ανοιχτά προβλήµατα στο πεδίο του ελέγχου ουρών αναµονής. Οι εργασίες των Stidham 
(1985) και Teghem (1986) παρέχουν µια διεξοδική διερεύνηση του βέλτιστου ελέγχου 
αναµονητικών συστηµάτων. Ο πρώτος εστιάζει το ενδιαφέρον του στις συµπεριφορές αφίξεων, 
ενώ ο δεύτερος δίνει έµφαση στις διαδικασίες εξυπηρέτησης. Επιπροσθέτως, συχνά 
χρησιµοποιείται και βιβλιογραφία από τους Crabill et al (1977). 

Η ορολογία του ελέγχου ουρών αναµονής είναι αρκετά γενική σε ό,τι αφορά µία πλειάδα 
πρακτικών συστηµάτων: οι "πελάτες" µπορεί να είναι επιβάτες, µηνύµατα, εξαρτήµατα, ή 
προγράµµατα. Οι "εξυπηρετούντες" µπορεί να είναι οχήµατα µεταφοράς, εγκαταστάσης 
επισκευής, δίαυλοι ή τερµατικά. Οι "µεταβλητές ελέγχου" µπορεί να είναι στιγµές άφιξης 
οχηµάτων, ο µεταβλητός αριθµός επισκευαστών, η σειρά διεκπεραίωσης µηνυµάτων ή ανάθεσης 
πόρων. 

Λόγω του πολύ µεγάλου αριθµού των δηµοσιεύσεων που αφορούν τον έλεγχο 
αναµονητικών συστηµάτων, για λόγους σαφήνειας, θα σκιαγραφήσουµε την σύντοµη αυτή 
επισκόπησή µας σύµφωνα µε την ταξινόµηση του Teghem (1986): 

I. Έλεγχος του αριθµού των εξυπηρετούντων. Οι εξυπηρετούντες είναι αφαιρούµενοι: 
Μπορούµε να τους ενεργοποιούµε ή να τους απενεργοποιούµε ανάλογα µε την 
κατάσταση του συστήµατος, και πρέπει να καθορισθεί ο µεταβαλλόµενος αριθµός των 
ενεργών εξυπηρετούντων. 

II. Έλεγχος του ρυθµού εξυπηρέτησης. Αυτή η κατηγορία αποτελεί γενίκευση της πρώτης: Η 
διαφορά έγκειται στην µεταβολή της διαδικασίας εξυπηρέτησης µεταβάλλοντας τον 
ρυθµό εξυπηρέτησης αντί για τον αριθµό των εξυπηρετούντων. 

III. Έλεγχος πρωτοκόλλου της ουράς (queue discipline). Ενας αριθµός δηµοσιεύσεων 
πραγµατεύεται περιπτώσεις κατά τις οποίες µπορούµε να καθορίσουµε τη σειρά 
εξυπηρέτησης. Γενικά, αυτά τα προβλήµατα είτε αφορούν διαφορετικές τάξεις πελατών 
ή την ανάθεση πελατών σε διαφορετικούς εξυπηρετούντες. 

IV. Έλεγχος της εισδοχής πελατών. Στα προβλήµατα αυτά, µπορούµε να µεταβάλουµε το 
ρυθµό αφίξεων ή να αρνηθούµε εξυπηρέτηση σε πελάτες. Σε ορισµένα µοντέλα, οι ίδιοι 
οι πελάτες ελέγχουν την απόφαση εισόδου στο σύστηµα. 

Η παρούσα επισκόπηση τονίζει τα εξεταζόµενα µοντέλα και τα εξαγόµενα αποτελέσµατα. 
Για λόγους συνέπειας, είµαστε υποχρεωµένοι να επιλέξουµε τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα 
µέσα από την εξαιρετικά πλούσια βιβλιογραφία. Έτσι, πρέπει να καταστήσουµε σαφές ότι η 
σύντοµη αυτή αναφορά µας σε καµία περίπτωση δεν εξαντλεί το αντικείµενο. 
 
1.2.2. Έλεγχος του Αριθµού Εξυπηρετούντων 
 
Τα αναµονητικά συστήµατα που εξετάζουµε σ'αυτήν την κατηγορία συνήθως αποκαλούνται 
αναµονητικά συστήµατα µε αφαιρούµενους εξυπηρετούντες ή µε διακοπές (queueing systems 
with removable servers or with vacations): οι εξυπηρετούντες µπορεί να µην είναι διαθέσιµοι για 
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κάποια χρονικά διαστήµατα και πρέπει να αποφασίσουµε αν µας συµφέρει κάποιος εξ αυτών να 
είναι ενεργός. Ο στόχος του συστήµατος σ'αυτήν την κατηγορία είναι συνήθως η 
ελαχιστοποίηση του αναµενόµενου κόστους συστήµατος υπό κάποια δοθείσα δοµή κόστους. Το 
κίνητρο γι'αυτά τα µοντέλα διακοπών είναι πολλά προβλήµατα στα οποία ο χρόνος διακοπής 
(vacation time) χρησιµοποιείται από άλλες εργασίες - λ.χ. για την εξυπηρέτηση πελατών σε 
κάποιο άλλο σύστηµα - έτσι ώστε, µεταξύ άλλων πλεονεκτηµάτων, ο χρόνος αδράνειας ενός 
εξυπηρετούντος δεν πάει εντελώς χαµένος. Η έννοια της διακοπής µπορεί να γενικευθεί σε 
διάφορα αναµονητικά συστήµατα στα οποία ο σταθµός εξυπηρέτησης παθαίνει βλάβη για 
κάποιο λόγο. Ο Doshi (1986) δίνει ορισµένα χαρακτηριστικά παραδείγµατα τέτοιων τύπων 
µοντέλων µε διακοπές. 

Η εκτεταµένη βιβλιογραφία για το θέµα αυτό παρουσιάζει τρεις διαφορετικούς τύπους 
πολιτικών: (α) Ν-πολιτική (N-policy): Η κατάσταση των αφαιρούµενων εξυπηρετούντων είναι 
σταθερή ανάλογα µε τον αριθµό των πελατών στο σύστηµα. Ο κύριος τύπος Ν-πολιτικής µπορεί 
να περιγραφή ως (ν,Ν)-πολιτική, µε 0 ≤ ν ≤ Ν < +∞, που θέτει τον εξυπηρετούντα σε λειτουργία 
όταν υπάρχουν Ν πελάτες στο σύστηµα και εκτός λειτουργίας όταν ολοκληρώνει µια 
εξυπηρέτηση µε ν πελάτες να έχουν αποµείνει στο σύστηµα. (β) D-πολιτική (D-policy): Η 
κατάσταση του συστήµατος είναι ο φόρτος εργασίας, δηλαδή η ολική ποσότητα εργασίας στο 
σύστηµα, άρα η κατάσταση των αφαιρούµενων εξυπηρετούντων εξαρτάται από αυτήν την 
ποσότητα. (γ) Τ-πολιτική (T-policy): Εδώ, ένας ενεργός εξυπηρετών συνεχίζει την εξυπηρέτηση 
της ουράς όσο υπάρχει έστω και ένας πελάτης στο σύστηµα, αλλά παύει να είναι διαθέσιµος για 
ένα χρονικό διάστηµα (διακοπή - vacation) όταν το σύστηµα αδειάσει. Οι Yadin και Naor (1963) 
ήταν οι πρώτοι που παρουσίασαν αναµονητικό σύστηµα αυτής της κατηγορίας µε αφαιρούµενο 
εξυπηρετούντα, εφαρµόζοντας µια (0, Ν)-πολιτική και περιέγραψαν ορισµένες ιδιότητές του. 

Από τις εργασίες που ακολούθησαν, οι περισσότερες ασχολήθηκαν µε µοντέλα ενός 
εξυπηρετούντος. Χρησιµοποιώντας ένα κριτήριο µέσου όρου, ο Heyman (1968) αποδεικνύει ότι 
η βέλτιστη Ν-πολιτική είναι είτε µια (0,Ν)-πολιτική µε 0 ≤ Ν <+∞, ή µια (0,0) πολιτική, δηλαδή 
η βέλτιστη Ν-πολιτική είναι πάντα µια εξαντλητική πολιτική. Για το discounted κριτήριο, µια 
βέλτιστη σταθερή πολιτική λειτουργίας εξαρτάται από την κατάσταση εκκίνησης, η οποία για 
λόγους απλότητας είναι (0,0). ∆ηλαδή, ο εξυπηρετών είναι εκτός λειτουργίας και δεν υπάρχουν 
πελατες στο σύστηµα. Σ'αυτήν την περίπτωση, οι Heyman (1968) και Bell (1971) αποδεικνύουν 
ότι η βέλτιστη Ν-πολιτική είναι είτε (0,Ν)-πολιτική, µε 0 ≤ Ν <+∞ (όπως στην περίπτωση του 
µέσου όρου) είτε (0,+∞)-πολιτική, είτε (0,Ν)*-πολιτική, µε 1 ≤ Ν <+∞. Αυτή η πολιτική 
συνίσταται στην ενεργοποίηση του εξυπηρετούντος όταν για πρώτη φορά παρουσιασθούν Ν 
πελάτες στο σύστηµα. Από εκείνη τη στιγµή κι έπειτα, ο εξυπηρετών δεν τίθεται εκτός 
λειτουργίας. Ο Kimura (1981) χρησιµοποιεί ένα µοντέλο προσέγγισης διάχυσης για να 
προσδιορίσει τις ρητές λύσεις για το πρόβληµα µε discounted κριτήριο. Έχουν µελετηθεί 
ορισµένες επεκτάσεις αυτής της βασικής περίπτωσης. Για παράδειγµα, ο Bell (1973) 
παρουσιάζει ένα µοντέλο διακοπών µε ουρά προτεραιότητας. Ο Teghem (1987) και οι Wang και 
Huang (1995) εξετάζουν το πρόβληµα αυτό για ουρές M/G/1 και M/Ek/1 αντίστοιχα, µε 
πεπερασµένη χωρητικότητα ουράς και στις δυο περιπτώσεις. Ο Makis (1984) µελετά το 
πρόβληµα οµαδικής εξυπηρέτησης (batch service). Οι Altman και Nain (1993) προτείνουν ένα 
νέο µοντέλο µε αφαιρούµενο εξυπηρετούντα, το οποίο διαφοροποιείται επαρκώς από όλα τα 
άλλα. Όλες οι προαναφερθείσες εργασίες ασχολούνται µε την Ν-πολιτική. Οι Boxma (1976) και 
Levy και Yechiali (1975) µελέτησαν προβλήµατα τα οποία αποτελούν κλασσικά παραδείγµατα 
ενασχόλησης µε την D-πολιτική και την Τ-πολιτική αντίστοιχα. 

Σε σύγκριση µε τα προβλήµατα αναµονής µε έναν εξυπηρετούντα, πολύ λίγες µελέτες 
ασχολούνται µε την ουρά πολλαπλών αφαιρουµένων εξυπηρετούντων (multiserver queue with 
removable servers). Ο Bell (1975) ήταν ο πρώτος που διερεύνησε κάποιες δυσκολίες που 
προκύπτουν από αυτήν την επέκταση. Συγκεκριµένα, αποδεικνύει ότι µια βέλτιστη πολιτική δεν 
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είναι απαραίτητα και αποτελεσµατική πολιτική, που προσδιορίζεται από έναν κανόνα λειτουργίας 
που δεν επιτρέπει ποτέ ο αριθµός των διαθέσιµων εξυπηρετούντων να είναι µεγαλύτερος από 
τον αριθµό των παρόντων πελατών. Το 1980 διερεύνησε περαιτέρω ένα µοντέλο Μ/Μ/2 µε Ν-
πολιτική και έδωσε κάποια χρήσιµα αποτελέσµατα. Όµως, ο χαρακτηρισµός και ο ρητός 
καθορισµός της βέλτιστης πολιτικής ελέγχου αποτελούν ακόµα ανοιχτά προβλήµατα. Συν τοις 
άλλοις, ο Winston (1978) εξετάζει επίσης µια ουρά M/M/m µε αφαιρούµενους εξυπηρετούντες 
στην οποία ο ρυθµός αφίξεως εξαρτάται από τον αριθµό των πελατών. 
 
1.2.3. Έλεγχος του Ρυθµού Εξυπηρέτησης 
 
Ως αναµονητικό σύστηµα µε µεταβλητό ρυθµό εξυπηρέτησης ορίζεται το αναµονητικό σύστηµα 
του οποίου ο ρυθµός εξυπηρέτησης µεταβάλλεται κατά την πάροδο ενός συγκεκριµένου 
χρονικού διαστήµατος. Θεωρώντας ως δεδοµένο ότι ο χρόνος εξυπηρέτησης ενός πελάτη είναι 
του τύπου k (k∈K⊂(0,+ ∞)), αυτός ο χρόνος εξυπηρέτησης είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητος της 
διαδικασίας άφιξης και των προηγούµενων χρόνων εξυπηρέτησης. Προφανώς, αυτό το µοντέλο 
αποτελεί γενίκευση του µοντέλου αφαιρούµενου εξυπηρετούντος του εδαφίου 1.2.2. Σ'αυτήν την 
κατηγορία χρησιµοποιούµε δυο τύπους πολιτικών ελέγχου, την Ν-πολιτική και την D-πολιτική, 
στις οποίες η κατάσταση του συστήµατος είναι το µέγεθος της ουράς και ο φόρτος εργασίας, 
αντίστοιχα. Η κύρια κατηγοριοποίηση για τις µελέτες πάνω στο µεταβλητό ρυθµό εξυπηρέτησης 
αφορά τη φύση του συνόλου Κ που µπορεί να είναι απαριθµήσιµο (denumerable) ή µη 
απαριθµήσιµο (non-denumerable). 

Οι περισσότερες εργασίες σ'αυτήν την κατηγορία ασχολούνται µε απαριθµήσιµους ρυθµούς 
εξυπηρέτησης υπό Ν-πολιτική. Στη βιβλιογραφία, χρησιµοποιείται η ακόλουθη ορολογία 
σχετικά µε την πολιτική αυτή. (α) Υστερητική πολιτική (hysteretic policy): Όποτε το µέγεθος της 
ουράς τείνει στο R*k+1 (όντας όµως κατώτερό του), ενώ η εξυπηρέτηση που λαµβάνει χώρα (εάν 
λαµβάνει χώρα κάποια εξυπηρέτηση, ειδάλλως θεωρούµε την τελευταία εξυπηρέτηση) είναι 
τύπου k, η επόµενη εξυπηρέτηση θα είναι τύπου k+1. Κάθε φορά που το µέγεθος της ουράς 
τείνει στο R*k (όντας όµως ανώτερό του), ενώ η εξυπηρέτηση που λήγει είναι τύπου k+1, η 
επόµενη εξυπηρέτηση θα είναι τύπου k. Ηk = R*k+1 - R*k είναι το µήκος των βρόχων υστέρησης. 
Σηµειώστε ότι µπορεί R*k = R*k+1 και R*k+1 = R*k, οπότε δεν χρησιµοποιείται εξυπηρέτηση 
τύπου k στην πολιτική. Όταν υπάρχουν δυο διαθέσιµοι ρυθµοί εξυπηρέτησης, 
συµπεριλαµβανοµένου του µηδενικού, έχουµε (ν,Ν)-πολιτική, R*1 = ν και R*2 = Ν, κάτι που 
πραγµατευθήκαµε στο εδάφιο 1.2.2. (β) Μονότονη υστερητική πολιτική: Μια υστερητική 
πολιτική λέµε ότι είναι αύξουσα (στην πραγµατικότητα µη φθίνουσα) αν οι ρυθµοί 
εξυπηρέτησης µk+1 ≥ µk. Μια φθίνουσα (στην πραγµατικότητα µη αύξουσα) υστερητική πολιτική 
έχει µk+1 ≤ µk. (γ) Μια οµοιόµορφη (uniform) υστερητική πολιτική αντιστοιχεί στην περίπτωση Hk 
= H, ∀k. (δ) Μια συνδεδεµένη πολιτική (connected-policy) είναι οµοιόµορφη υστερητική 
πολιτική µε Η = 1. 

Από περιγραφικής απόψεως, η υστερητική πολιτική παρουσιάσθηκε πρώτη φορά από τους 
Yadin και Naor (1967). Για ένα σύστηµα µε έναν εκθετικό εξυπηρετούντα, παρέχουν κάποιες 
χρήσιµες ιδιότητες της κατανοµής σταθεράς καταστάσεως του µεγέθους της ουράς. Ο Sobel 
(1982) δίνει µια επέκταση τέτοιων ιδιοτήτων. Μεταξύ άλλων περιγραφικών δηµοσιεύσεων, οι 
Federgruen και Rijms (1980) περιγράφουν µια µέθοδο επαναληπτικού (recursive) υπολογισµού 
της κατανοµής σταθεράς κατάστασης του µεγέθους της ουράς. Από πλευράς ελέγχου, υπάρχουν 
δυο περιπτώσεις, µε και χωρίς κόστη εναλλαγής (switching costs). Για την πρώτη περίπτωση 
υπό κριτήριο µέσου όρου (average criterion), ο Crabill (1972) και ο Lippman (1973) 
αποδεικνύουν τη βελτιστότητα των συνδεδεµένων αυξουσών πολιτικών για έναν εκθετικό 
εξυπηρετούντα. Ο Sabeti (1973) καταλήγει σε παρόµοια αποτελέσµατα. Σηµειωτέον ότι, αν η 
χωρητικότητα της ουράς είναι περιορισµένη, το σύστηµα αυτό µπορεί να δώσει φθίνουσα 
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βέλτιστη πολιτική (λ.χ. Schassberger 1975, Beja και Teller 1975). Για την δεύτερη περίπτωση 
(µε κόστη εναλλαγής), ο Crabill (1974) αποδεικνύει την ύπαρξη µιας βέλτιστης αύξουσας 
υστερητικής πολιτικής για εκθετικές κατανοµές του χρόνου εξυπηρέτησης. Λίγες ήταν οι 
µελέτες που διερεύνησαν περαιτέρω παρόµοια µοντέλα. Η εργασία του Rath (1975) ασχολείται 
µε ασυµπτωτικά αποτελέσµατα σε συνθήκες συνωστισµού (heavy traffic) σε µια ουρά GI/G/1 
και "προσεγγιστικές γενικεύσεις" των αποτελεσµάτων του Crabill. Οι Lu και Serfozo (1984) 
αναλύουν µια αναµονητική διαδικασία απόφασης για σύστηµα Μ/Μ/1 όπου το πεπερασµένο 
σύνολο των αποφάσεων αφορά όχι µόνον τον ρυθµό εξυπηρέτησης αλλά και τον ρυθµό 
αφίξεων. Ακόµη, το 1987, οι Weber και Stidham προχώρησαν σε µια σηµαντική επέκταση όλων 
αυτών των αποτελεσµα΄των σε συστήµατα µε πολλαπλούς εξυπηρετούντες, προτείνοντας ένα 
πρόβληµα ελέγχου του βέλτιστου ρυθµού εξυπηρέτησης σε αναµονητικά δίκτυα µε ένα 
συγκεκριµένο σύνθετο κύκλο (composed cycle). 

Στην περίπτωση τώρα του απαριθµήσιµου συνόλου ρυθµών εξυπηρέτησης, το µοντέλο των 
Jo και Stidham (1983) έχει τις ιδιότητες και της Ν-πολιτικής και της D-πολιτικής. Στις 
δηµοσιεύσεις των Tijms et al (1978) και Cohen (1986) µπορεί κανείς να βρει εργασίες που 
ασχολούνται µε την D-πολιτική. 

Στην υποκατηγορία του µη απαριθµήσιµου συνόλου ρυθµών εξυπηρέτησης, υπάρχουν 
επίσης οι δυο προαναφερθείσες πολιτικές. Η Ν-πολιτική και πάλι προσελκύει περισσότερο 
ενδιαφέρον. Σχεδόν όλες οι µελέτες αφορούν την περίπτωση του µηδενικού κόστους εναλλαγής 
και έτσι οι συγγραφείς ενδιαφέρονται πρωτίστως για το χαρακτηρισµό επαρκών συνθηκών για 
την ύπαρξη µιας µονότονης βέλτιστης πολιτικής. Για έναν εκθετικό εξυπηρετούντα, ο Lippman 
(1975) αποδεικνύει ότι υπάρχει µια µονότονη αύξουσα βέλτιστη πολιτική µε discounted cost 
κριτήριο. Ο Jo (1983) επεκτείνει τα αποτελέσµατα του Lippman σε µια γενικότερη δοµή 
κόστους, καθώς επίσης και στο κριτήριο µέσου κόστους. Το 1979, ο Gallish µελέτησε το 
κριτήριο µέσου κόστους µε γενική κατανοµή χρόνου εξυπηρέτησης. Οι Zacks και Yadin (1970) 
παρουσίασαν µια από τις λίγες µελέτες που εξετάζουν µη-µηδενικό κόστος εναλλαγής σε αυτό 
το πλαίσιο. Σ'αυτήν την παράγραφο, όλα τα µοντέλα που αναφέρθηκαν έχουν έναν 
εξυπηρετούντα. Οπωσδήποτε, µεγαλύτερη σηµασία έχουν τα µοντέλα πολλαπλών 
εξυπηρετούντων. Σ'αυτά όµως λίγη µόνον προσοχή έχει δοθεί, λόγως της αδυναµίας ορισµένων 
απαραίτητων πιθανοκρατικών αποτελεσµάτων. Μεταξύ ενός µικρού αριθµού µελετών, οι 
Rosberg et al (1982) εξετάζουν τον βέλτιστο έλεγχο ρυθµού εξυπηρέτησης για ένα εν σειρά 
αναµονητικό σύστηµα. 

Ο Doshi (1978) εξετάζει µια ουρά M/G/1 µε έλεγχο του φόρτου εργασίας (D-πολιτική) στο 
πλαίσιο ενός µη απαριθµήσιµου συνόλου ρυθµών εξυπηρέτησης. Και για το discounted και για 
το κριτήριο µέσου όρου (average criterion), αποδεικνύει ότι υπάρχει µια αύξουσα συνδεδεµένη 
βέλτιστη πολιτική. 

Στη βιβλιογραφία µπορεί κανείς να βρει πολλών διαφορετικών ειδών προβλήµατα µε 
µεταβλητό ρυθµό εξυπηρέτησης, όπως το πρόβληµα σχεδιασµού και ελέγχου των Deshmukh και 
Jain (1977) ή το µοντέλο πεπερασµένης πηγής εν σχέσει µε το πρόβληµα συντήρησης του 
Albright (1980). 
 
1.2.4. Έλεγχος του Πρωτοκόλλου της Ουράς (Control of the Queue Discipline) 
 
Αυτή η µέθοδος ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων έχει αναλυθεί εκτεταµένα στη 
βιβλιογραφία για αρκετές πρακτικές περιπτώσεις, π.χ. µοντέλα ενός εξυπηρετούντος, 
πολλαπλών εξυπηρετούντων όπου οι εξυπηρετούντες λειτουργούν παράλληλα, εν σειρά ή ακόµη 
και σε πιο περίπλοκες δοµές. Ωστόσο, όλα τα µοντέλα αυτού του είδους εµπεριέχουν κάποια 
ετερογένεια, λ.χ. ετερογενείς πελάτες, ετερογενείς ουρές αναµονής ή ετερογενείς 
εξυπηρετούντες. Συνήθως, ο στόχος του συστήµατος είναι ο προσδιορισµός της βέλτιστης 
πολιτικής που αναθέτει δυναµικά πελάτες σε αδρανείς εξυπηρετούντες για να ελαχιστοποιηθεί 
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το προσδοκώµενο κόστος συστήµατος. Στη βιβλιογραφία αναφέρονται διάφορα µοντέλα 
αναµονής και διάφορες δοµές κόστους. 

Η πιο γνωστή στρατηγική σε προβλήµατα προγραµµατισµού παραγωγής για συστήµατα 
ενός εξυπηρετούντος είναι ο κανόνας cµ (cµ rule). Ο κανόνας αυτός µας λέει πως, όταν οι χρόνοι 
εξυπηρέτησης είναι εκθετικοί ή γεωµετρικοί, η ελαχιστοποίηση του προσδοκώµενου discounted 
κόστους επιτυγχάνεται εξυπηρετώντας τον πελάτη µε το µεγαλύτερο cµ, όπου c είναι ο ρυθµός 
κόστους αναµονής του πελάτη (holding cost rate) και µ ο ρυθµός εξυπηρέτησής του (Klimov 
1974, Harrison 1975, Baras et al 1985, Buyukkoc et al 1985 και Shanthikumar and Yao 1992). 
Έχει επίσης αποδειχθεί ότι, όταν ο εξυπηρετών έχει φθίνοντες χρόνους επεξεργασίας ρυθµού 
κινδύνου (decreasing hazard rate processing times), ο κανόνας cµ στοχαστικά µεγιστοποιεί τον 
αριθµό των σωστά διεκπεραιωθεισών εργασιών για κάθε χρονικό διάστηµα (Righter and 
Shanthikumar 1989). Εδώ c είναι η πιθανότητα σωστής ολοκλήρωσης µιας εργασίας. 

Έχουν αναφερθεί πολλά αποτελέσµατα σχετικά µε τη βέλτιστη δροµολόγηση πελατών σε 
πολλαπλούς εξυπηρετούντες. Οι Weber (1978) και Ephremides et al (1980) αποδεικνύουν ότι, 
αν ένα σύστηµα αποτελείται από πολλαπλές πανοµοιότυπες σειρές Μ/Μ/1 στις οποίες τα µεγέθη 
των ουρών µπορούν να παρατηρηθούν ανά πάσα ώρα και στιγµή, τότε το προσδοκώµενο 
discounted κόστος ελαχιστοποιείται από την πολιτική βραχύτερης που δροµολογεί µια νέα άφιξη 
στη βραχύτερη ουρά (δηλαδή αυτήν µε τους λιγότερους πελάτες). Για ένα παρόµοιο σύστηµα, ο 
Whitt (1986) αντιπαραθέτει ορισµένες περιπτώσεις που αποδεικνύουν ότι υπάρχουν κατανοµές 
χρόνου εξυπηρέτησης για τις οποίες δεν είναι βέλτιστο πάντα να µπαίνει ένας πελάτης στη 
βραχύτερη ουρά και ότι, αν ο διανυθείς χρόνος εξυπηρέτησης των πελατών στην εξυπηρέτηση 
είναι γνωστός, η µακροπρόθεσµη µέση καθυστέρηση δεν ελαχιστοποιείται πάντα µε την 
ανάθεση πελατών στην ουρά που ελαχιστοποιεί την ατοµική τους προσδοκώµενη καθυστέρηση. 
Το 1994, οι Hryunka et al απέδειξαν ότι, κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες, ο ευφυής πελάτης 
µπορεί να ελαττώσει το χρόνο που θα δαπανήσει στο σύστηµα περιµένοντας και παρατηρώντας 
αντί να πάει αµέσως στη βραχύτερη ουρά. Οι Lin και Kumar (1984) και ο Walrand (1984) 
θεωρούν ένα σύστηµα Μ/Μ/2 µε ετερογενείς εξυπηρετούντες, χρησιµοποιώντας, αντίστοιχα, 
µεθόδους δυναµικού προγραµµατισµού και πιθανοκρατικές, αποδεικνύουν ότι η βέλτιστη 
πολιτική είναι τύπου κατωφλιού. Οι Viniotis and Ephremides (1988) επεκτείνουν το ίδιο 
αποτέλεσµα µε λιγότερους περιορισµούς. Ο Hajek (1984) εξετάζει την περίπτωση δυο 
αλληλεπιδρώντων, ανόµοιων σταθµών εξυπηρέτησης. Το πλαίσιό του είναι αρκετά γενικό, αλλά 
επαρκώς διαφορετικό από τα περισσότερα άλλα που έχουν αναφερθεί στο πεδίο αυτό. Οι Wu et 
al (1988) και οι Xu και Chen (1992) επεκτείνουν την εργασία του Hajek µε διάφορους τρόπους. 

Τα περισσότερα µοντέλα µε ετερογενείς εξυπηρετούντες συνήθως θεωρούν ότι οι 
εξυπηρετούντες σε τέτοια συστήµατα αναµονής έχουν διαφορετικούς ρυθµούς εξυπηρέτησης. Οι 
Xu et al (1993) θεωρούν ένα αναµονητικό µοντέλο µε την ετερογένεια των εξυπηρετούντων να 
αφορά τις λειτουργίες εξυπηρέτησης, δηλαδή κάποιο είδος πελατών µπορεί να εξυπηρετηθεί 
µόνον από ένα είδος εξυπηρετούντων. Πέραν της θεµελίωσης µιας βέλτιστης πολιτικής 
κατωφλιού, το άρθρο αυτό είναι ενδιαφέρον γιατί προτείνει ένα νέο είδος ετερογένειας και δεν 
περιορίζει την έρευνα στην περίπτωση µόνον δυο διαθεσίµων εξυπηρετούντων που λειτουργούν 
εν παραλλήλω. Όµως, ο βέλτιστος έλεγχος αναµονητικών συστηµάτων µε ετερογενείς 
εξυπηρετούντες και ως προς τους ρυθµούς εξυπηρέτησης και ως προς τις λειτουργίες 
εξυπηρέτησης παραµένει ανοιχτό ζήτηµα. 

Το άρθρο του Bell (1980) µε θέµα το βέλτιστο έλεγχο µιας ουράς Μ/Μ/2 µε αφαιρούµενους 
εξυπηρετούντες µπορεί να θεωρηθεί ως ένα ιδιαίτερο είδος εργασίας σε προβλήµατα βέλτιστης 
δροµολόγησης. Οι Chow και Kohler (1979) και οι Seidmann και Schweitzer (1984) µελετούν τη 
δυναµική δροµολόγηση πελατών µεταξύ πολλαπλών εξυπηρετούντων σε αναµονητικά 
συστήµατα δικτύων παραγωγής. Το 1995, οι Phillis και Kouikoglou πρότειναν µια προσέγγιση 
στο πρόβληµα ελέγχου πρωτοκόλλου ουράς µε βάση την εντροπία, η οποία είναι εντελώς νέα 
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και αρκετά γενική. Επιπλέον, άλλες σχετικές εργασίες είναι των Baras και Dorsey (1981), 
Rosberg et al (1982), Couroubetis και Varaiya (1984) κ.α. 
 
1.2.5. Έλεγχος της Εισόδου Πελατών (Control of the Admission of Customers) 
 
Αυτή η κατηγορία ονοµάζεται έτσι επειδή το σύστηµα µπορεί να δεχθεί ή να απορρίψει έναν 
εισερχόµενο πελάτη ή, σε µερικές περιπτώσεις, ο ίδιος ο πελάτης µπορεί να αποφασίσει να µην 
µπει στο σύστηµα. Συνήθως, ο στόχος του συστήµατος είναι ο προσδιορισµός της βέλτιστης 
πολιτικής ελέγχου εισόδου πελατών για µεγιστοποίηση του προσδοκώµενου κέρδους. 

Αναπόφευκτα, θα αντιµετωπίσουµε διαφορετικά κριτήρια είτε ατοµικής (individual) είτε 
κοινωνικής (social) βελτιστοποίησης, όταν κάποιος ασχολείται µε προβλήµατα ελέγχου εισόδου 
και δροµολόγησης. Σηµειωτέον ότι τα περισσότερα προβλήµατα ελέγχου δροµολόγησης του 
εδαφίου 1.2.4. ακολουθούν τοκριτήριο κοινωνικής βελτιστοποίησης. Το πρώτο κριτήριο 
(ατοµική βελτιστοποίηση) εξετάζει το όφελος για τον ίδιο τον πελάτη, ενώ το δεύτερο εξετάζει 
την επίδοση του συστήµατος ως συνόλου. Η µείωση στη χρησιµότητα που επιβάλλεται σε 
µελλοντικούς πελάτες από την απόφαση ενός αφικνούµενου πελάτη να µπει στο σύστηµα συχνά 
αναφέρεται ως external effect, σε αντίθεση µε το internal effect, που ταυτίζεται µε την 
καθυστέρηση του ίδιου του πελάτη. Πιστεύεται ότι, λόγω της παρουσίας του εξωγενούς 
παράγοντα (externality) η πολιτική που εφαρµόζεται από άτοµα που ενδιαφέρονται για το 
προσωπικό τους συµφέρον ("εγωιστικά" άτοµα) δεν οδηγεί εν γένει στο καλύτερο κοινωνικό 
αποτέλεσµα. Αυτοί οι όροι έχουν προκαλέσει σηµαντικό ενδιαφέρον µεταξύ των οικονοµολόγων 
και των επιστηµόνων της επιχειρησιακής έρευνας. Για να συµφιλιωθούν οι δυο πολιτικές, ένα 
µέσον που προτείνεται συχνά είναι η επιβολή ενός τέλους εισόδου (admission toll ή entrance 
fee) στους πελάτες που αποφασίζουν να µπουν στο σύστηµα (Naor 1969, Kundsen 1982 και 
Yechiali 1971 και 1972). Υπάρχουν εργασίες που εξειδικεύονται στο πρόβληµα του ατοµικώς 
βελτίστου έναντι του κοινωνικώς βελτίστου (λ.χ. Bell και Stidham 1983 και Hassin 1985) και η 
έρευνα επ'αυτού συνεχίζεται. Αυτό είναι αναµενόµενο, καθώς η βέλτιστη πολιτική για έναν 
ανεξάρτητο πελάτη είναι συχνά εύκολο να προσδιορισθεί και παίρνει µια απλή και ρητή µορφή, 
ενώ η κοινωνικός βέλτιστη πολιτική, που είναι, από πρακτικής απόψεως, σηµαντικότερη, συχνά 
δεν µπορεί να προσδιορισθεί µε απλή ανάλυση. 

Ο Naor (1969), εξετάζοντας το πρόβληµα της εισόδου σε µια ουρά Μ/Μ/1, έκανε 
πρωτοποριακή δουλειά σ'αυτήν την κατηγορία. Ήταν ο πρώτος που έδειξε ποσοτικά ότι και η 
ατοµικώς βέλτιστη και η κοινωνικώς βέλτιστη πολιτική είναι πολιτικές κατωφλιού (ή κρίσιµου 
αριθµού - critical number - ή ορίου ελέγχου - control limit - στη βιβλιογραφία), αλλά οι κρίσιµοι 
αριθµοί που χαρακτηρίζουν τις δυο πολιτικές δεν είναι απαραιτήτως ίσοι και, συνήθως, ο 
κοινωνικώς βέλτιστος κρίσιµος αριθµός είναι αυστηρά µικρότερος από τον ατοµικώς βέλτιστο. 
Ο Yechiali (1971 και 1972) και ο Kundsen (1972) επεξέτειναν τα πορίσµατα του Naor σε 
συστήµατα GI/M/1 και GI/M/m. Παραµένει όµως µέχρι τις µέρες µας εξαιρετικά ενδιαφέρον 
ερευνητικό θέµα ο ρητός προσδιορισµός της βέλτιστης πολιτικής σε ένα σύστηµα GI/M/m, 
δηλαδή η βέλτιστη τιµή κατωφλιού (π.χ. Nunen και Puterrman 1983 και Xu και Shanthikumar 
1993), επειδή όλες οι υπάρχουσες κλασσικές µέθοδοι είναι πολύ δύσχρηστες. Όλες οι πηγές που 
προαναφέραµε υποθέτουν ότι οι ανταµοιβές είναι αιτιοκρατικές και δεν ποικίλλουν από πελάτη 
σε πελάτη. Κάποιες εργασίες εξέτασαν την περίπτωση τυχαίων ανταµοιβών. Για παράδειγµα, ο 
Miller (1969) µελετά ένα σύστηµα Μ/Μ/m/c, δηλαδή ένα σύστηµα πολλαπλών εξυπηρετούντων 
µε απώλειες, µε πεπερασµένο αριθµό κατηγοριών πελατών, που κάθε µια από αυτές έχει δική 
της ανταµοιβή και µηδενικό κόστος αναµονής. Οι Lippman και Stidham (1977) επεξέτειναν το 
µοντέλο του Miller, θεωρώντας άπειρη χωρητικότητα και γραµµικά κόστη αναµονής. Σε 
επόµενη µελέτη του, ο Stidham (1978) θεωρεί ένα σύστηµα GI/M/1 οµαδικών αφίξεων που 
επιτρέπει µη γραµµικό ρυθµό κόστους αναµονής, ο οποίος διαφοροποιεί το θέµα ελέγχου ροής. 
Ο Langen (1982) επεκτείνει τα πορίσµατα του Stidham (1978) σε συστήµατα GI/M/m. Οι 
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Johansen και Stidham (1980) προτείνουν ένα γενικό µοντέλο ελέγχου αφίξεων σε στοχαστικό 
σύστηµα εισόδου-εξόδου, που εξετάζει τις εκδοχές ενός εξυπηρετούντος των περισσοτέρων 
µοντέλων που ως τώρα αναφέραµε ως ειδικές περιπτώσεις. 

Στη βιβλιογραφία εξετάζεται επίσης και ο βέλτιστος έλεγχος εισόδου σε πιο πολύπλοκα 
αναµονητικά δίκτυα. Όµως, ο έλεγχος εισόδου σε παράλληλες ουρές µερικές φορές µπορεί να 
διακρίνεται δύσκολα από τον έλεγχο δροµολόγησης πελατών σε παράλληλες ουρές (στην 
κατηγορία ελέγχου πρωτοκόλλου ουράς του εδαφίου 1.2.4.) O Davis (1977) προτείνει ένα 
σύστηµα µε δυο παράλληλους εξυπηρετούντες µε δυο ουρές, όπου ο ελεγκτής του συστήµατος 
µπορεί να απορρίψει έναν αφικνούµενο πελάτη ή να τον εντάξει στην ουρά 1 ή στην ουρά 2. Οι 
Ghoneim και Stidham (1985) µελετούν ένα σύστηµα µε δυο εκθετικούς εξυπηρετούντες εν 
σειρά και αφίξεις Poisson στον καθέναν. Άλλο παράδειγµα ελέγχου ροής σε ουρές εν σειρά είναι 
η εργασία του Lazar (1982), όπου µπορεί να ελεγχθεί ο ρυθµός αφίξεων στην πρώτη ουρά µιας 
σειράς ουρών. Μια πρόσφατη εργασία από τον Blanc (1992) εξετάζει τον βέλτιστο έλεγχο της 
εισόδου σε ένα σύστηµα M/M/m µε ένα ελεγχόµενο και ένα µη ελεγχόµενο ρεύµα. Αυτή είναι η 
πρώτη φορά που εξετάζεται ένα σύστηµα δυο ρευµάτων αφίξεων. Σ'αυτήν την περίπτωση, ο 
αριθµός πελατών στο σύστηµα ποτέ δεν είναι άνω φραγµένος, ανεξαρτήτως της πολιτικής 
εισόδου για το ελεγχόµενο ρεύµα αφίξεων. Αυτό το γεγονός καθιστά αυτήν την περίπτωση πολύ 
περίπλοκη και την αντιµετώπισή της µε κλασσικές προσεγγίσεις πολύ δύσκολη. Ωστόσο σ'αυτήν 
την εργασία, δεν επιτρέπονται κόστη αναµονής ούτε δίδεται ρητός προσδιορισµός της βέλτιστης 
πολιτικής. 
 
1.3. Μια Σύντοµη Ανασκόπηση Του Ελέγχου µε Ασαφή Λογική 
 
1.3.1. Υπόβαθρο 
 
Μεταξύ πολλών νέων τεχνολογιών που βασίζονται στην τεχνητή νοηµοσύνη, η ασαφής λογική 
(fuzzy logic) είναι πιθανώς η πιο δηµοφιλής, αν κρίνουµε από τον πακτωλό χρηµάτων που 
δαπανώνται για έρευνα στο πεδίο αυτό και από τις πάνω από 2000 ευρεσιτεχνίες που 
κατοχυρώθηκαν στην Ιαπωνία από το 1987 που ανακοινώθηκαν τα πρώτα ολοκληρωµένα 
κυκλώµατα ασαφούς λογικής. 

Η τεχνολογία της ασαφούς λογικής τώρα χρησιµοποιείται σε πολλές περιοχές της επιστήµης 
και της µηχανικής, π.χ. σε ηλεκτρονικά προϊόντα, σε συστήµατα παραγωγής, ακόµα και στην 
αγορά µετοχών, στην ιατρική διάγνωση κλπ. Η πιο δραστήρια περιοχή στην οποίαν εφαρµόζεται 
η ασαφής λογική είναι ο έλεγχος µε ασαφή λογική. Η βιβλιογραφία στη θεωρία και στην 
εφαρµογή του ελέγχου µε ασαφή λογική διευρύνεται µε τόσο ταχείς ρυθµούς, ώστε πλέον 
σχηµατίζεται ένας ξεχωριστός επιστηµονικός τοµέας, ο ασαφής έλεγχος, που είναι συνδυασµός 
της θεωρίας συστηµάτων αυτοµάτου ελέγχου και τεχνητής νοηµοσύνης. 

Η ανάγκη και χρήση πολυεπίπεδης λογικής µπορεί να εντοπισθεί στα αρχαία έργα του 
Αριστοτέλους, ο οποίος κάποτε είπε "αύριο θα συµβεί µια ναυµαχία". Μια τέτοια δήλωση δεν 
είναι ακόµα αληθής ή ψευδής, αλλά µπορεί να γίνει ο,τιδήποτε από τα δυο. Πολύ αργότερα, περί 
το 1285-1340 µ.Χ., ο William του Occam υποστηρίζει µια λογική δύο τιµών, αλλά απλώς 
υποθέτει για το ποια θα ήταν η πραγµατική τιµή του "αν p τότε q" εάν ένα από τα δυο συστατικά 
αυτής της σχέσης δεν ήταν ούτε αληθές ούτε ψευδές. Μεταξύ 1878-1956, ο Lukasiewics 
προτείνει µια λογική τριών επιπέδων ως "αληθή" (1), "ψευδή" (0) και "ουδέτερη" (1/2), που 
αντιπροσωπεύει κατά το ήµισυ αλήθεια και κατά το ήµιση ψεύδος. Ο Lotfi A. Zadeh, το 1965, 
µε την εργασία του επί των "Ασαφών Συνόλων", θεµελίωσε τη σύγχρονη θεωρία της ασαφούς 
λογικής, ακολουθώντας τις υποθέσεις των προγενέστερων µελετητών της λογικής και 
αποδεικνύοντας ότι τα "ασαφή σύνολα" είναι το θεµέλιο κάθε λογικής, ανεξαρτήτως του 
πλήθους των υποτιθεµένων επιπέδων αληθείας. Επέλεξε τον όρο "ασαφή" (fuzzy) για τη 
συνέχεια των λογικών τιµών µεταξύ 0 (απολύτως ψευδής) και 1 (απολύτως αληθής). Η θεωρία 
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της ασαφούς λογικής ασχολείται µε δυο προβλήµατα: (α) την θεωρία ασαφών συνόλων, που 
πραγµατεύεται την ασάφεια στη σηµασιολογία και (β) την θεωρία ασαφούς µέτρησης, που 
πραγµατεύεται την ασαφή φύση των κρίσεων και αξιολογήσεων. Η ασαφής και η κλασσική 
λογική διαφέρουν υπό την έννοια ότι η πρώτη µπορεί να πραγµατευθεί και συµβολικές και 
αριθµητικές σχέσεις, ενώ η δεύτερη µόνον συµβολικές. Για να χρησιµοποιήσουµε τα λόγια του 
Zadeh, "ο πρωταρχικός στόχος της ασαφούς λογικής είναι να παράσχει ένα επίσηµο, 
προσανατολισµένο στους υπολογισµούς σύστηµα εννοιών και τεχνικών για να αντιµετωπισθούν 
τρόποι συλλογισµού που είναι προσεγγιστικοί µάλλον παρά ακριβείς". Έτσι, στην ασαφή 
λογική, ο σαφής (crisp) συλλογισµός θεωρείται ως η περιοριστική περίπτωση του 
προσεγγιστικού. Στην ασαφή λογική µπορούµε να δούµε ότι όλα είναι θέµα βαθµού. Τα ασαφή 
σύνολα µπορούν να αναπαραστηθούν µε έναν µαθηµατικό τύπο που λέγεται συνάρτηση 
συµµετοχής. Στην ασαφή λογική, όπως στην δυαδική λογική, πράξεις όπως ένωση, τοµή, 
συµπλήρωµα, OR, And, κλπ. ορίζονται όλες. 

Τα συστήµατα ασαφούς ελέγχου (fuzzy control systems) είναι συστήµατα βασισµένα σε 
κανόνες (rule-based), στα οποία ένα σύνολο ασαφών κανόνων αντιπροσωπεύει ένα µηχανισµό 
αποφάσεων ελέγχου για την προσαρµογή των επιπτώσεων συγκεκριµένων αιτίων που 
προέρχονται από το σύστηµα. Ο στόχος των συστηµάτων ασαφούς ελέγχου είναι κανονικά η 
υποκατάσταση ή αντικατάσταση ενός έµπειρου ανθρώπου χειριστή µε ένα ασαφές σύστηµα 
βασισµένο σε κανόνες. Στα εδάφια 1.3.2. και 1.3.3. θα δώσουµε περισσότερες λεπτοµέρειες 
πάνω στην ασαφή λογική και τον ασαφή έλεγχο. 

Υπάρχουν πολλά βιβλία αφιερωµένα στην ασαφή λογική και στον ασαφή έλεγχο, όπως του 
Zimmermann (1991) και των Driankov et al (1993). Λίγα άρθρα επισκόπησης υπάρχουν, γιατί 
είναι δύσκολο να συµπεριλάβει κανείς ένα τόσο ευρύ πεδίο σε µια µόνο δηµοσίευση. Ο Lee 
(1990) έκανε µια τέτοια απόπειρα. Για τον λόγο αυτό, µολονότι το εδάφιο αυτό έχει τον τίτλο 
της επισκόπησης του ελέγχου µε ασαφή λογική, παρέχουµε µόνο µερικές πολύ βασικές αρχές 
στο συγκεκριµένο θέµα. 
 
1.3.2. Τα Μαθηµατικά Του Ελέγχου µε Ασαφή Λογική 
 
Α. Ασαφή Σύνολα και Ασαφείς Πράξεις 
 
Έστω U µια συλλογή αντικειµένων που γενικά συµβολίζεται µε {u}, που θα µπορούσε να είναι 
διακριτή ή συνεχής. Το U καλείται υπερσύνολο αναφοράς (universe of discourse) και το u 
αντιπροσωπεύει τα γενικά στοιχεία (generic elements) του U. Ένα ασαφές σύνολο F εντός ενός 
υπερσυνόλου αναφοράς U χαρακτηρίζεται από µια συνάρτηση συµετοχής µF που λαµβάνει τιµές 
στο διάστηµα [0,1] δηλαδή µF:  [0,1]. Ένα ασαφές σύνολο µπορεί να θεωρηθεί ως γενίκευση 
της έννοιας ενός κλασσικού συνόλου, του οποίου η συνάρτηση συµµετοχής λαµβάνει µόνον δυο 
τιµές {0,1}. Έτσι, ένα ασαφές σύνολο F στο U µπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα σύνολο 
ταξινοµηµένων ζευγών ενός γενικού στοιχείου u και της συνάρτησης βαθµού συµµετοχής του, 
που θα είναι δηλαδή: F={(u, µF(u))|u ∈ U}. Όταν το U είναι συνεχές, ένα ασαφές σύνολο F 
µπορεί να γραφεί συνοπτικά ως F = ∫U µF(u)/u. Όταν το U είναι διακριτό, ένα ασαφές σύνολο F 
παριστάνεται: 
 

∑
=

=
n

i
iiF uuµ F

1
)/(

    (1-1) 
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Έστω Α και Β δυο ασαφή σύνολα στο U (u ∈ U) µε συναρτήσεις συµµετοχής µΑ και µΒ 
αντίστοιχα. Οι πράξεις θεωρίας συνόλων της ένωσης, τοµής και συµπληρώµατος κλπ. για τα 
ασαφή σύνολα ορίζονται µέσω των συναρτήσεων συµµετοχής τους. Πιο συγκεκριµένα 
ορίζουµε: 

Ένωση (union): Η ένωση Α∪Β δυο ασαφών συνόλων Α και Β στο υπερσύνολο αναφοράς U 
είναι το ασαφές σύνολο µε συνάρτηση συµµετοχής το µέγιστο βαθµό συµµετοχής του u στο Α 
και Β δηλαδή: 

 
µΑ∪Β=max{ µA(u), µB(u)}    (1-2) 

 
Τοµή (intersection): Η τοµή Α ∩Β δυο ασαφών συνόλων Α και Β στο υπερσύνολο αναφοράς 

U είναι το ασαφές σύνολο µε συνάρτηση συµµετοχής τον ελάχιστο βαθµό συµµετοχής του u στο 
Α και στο Β, δηλαδή: 

 
µΑ ∩Β=min{µΑ (u), µΒ(u)}    (1-3) 

 
Συµπλήρωµα (complement): Η συνάρτηση συµµετοχής Aµ  του συµπληρώµατος ενός 

ασαφούς συνόλου Α είναι: 
 

Aµ =1-µΑ(u)      (1-4) 
 

Καρτεσιανό γινόµενο (Cartesian Product): Αν Α1,..., Αn είναι ασαφή σύνολα στα U1,..., Un 
αντίστοιχα, τότε το καρτεσιανό γινόµενο των Α1,..., Αn είναι ένα ασαφές σύνολο στο χώρο 
γινοµένων U1 ×... ×Un µε συνάρτηση συµµετοχής: 
 

µΑ1×...×Αn(u1, u2,…un)=min{µΑ1(u1),…, µΑn(u1)}  (1-5) 
 
ή 
 

µΑ1×...×Αn(u1, u2,…un)= µΑ1(u1) • µΑ2(u2) • µΑn(u1)  (1-6) 
 

Ασαφής Σχέση (Fuzzy Relation): Μια n-βαθµού ασαφής σχέση είναι ασαφές σύνολο στο 
χώρο U1 ×... ×Un και εκφράζεται ως: 

 
RU1×...×Un={((u1,…un), µR(u1,…un)) | (u1,…un) ∈ U1 ×... ×Un }  (1-7) 

 
Σύνθεση Sup-star: Αν R και S είναι ασαφής σχέσεις στα U × V και V × W αντίστοιχα, η 

σύνθεση των R και S είναι µια ασαφής σχέση που συµβολίζεται ως Ro S και ορίζεται ως: 
 

R S={[(u, w), supo v(µR(u, v)* µS(v, w))], u ∈ U, v ∈ V, w ∈ W}, (1-8) 
 

Όπου *µπορεί να είναι κάθε τελεστής στην τάξη των τριγωνικών norms, δηλαδή ελάχιστο 
(minimum), αλγεβρικό γινόµενο, φραγµένο γινόµενο ή δραστικό γινόµενο. 
 
Β. Γλωσσολογικές Μεταβλητές και Προσεγγιστική Συλλογιστική 
 
Ένας ασαφής αριθµός F σε ένα συνεχές υπερσύνολο U, π.χ. µια πραγµατική γραµµή, είναι ένα 
ασαφές σύνολο F στο U, το οποίο είναι κανονικό και κυρτό, δηλαδή: 
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Κανονικό:   maxu∈UµF(u)=1 
Κυρτό:        µF(λu1 + (1-λ)u2 ≥ min(µF(u1), µF(u2)) 

 
Όπου u1, u2 ∈U και λ ∈ [0,1]. 

Η χρήση ασαφών συνόλων παρέχει µια βάση για τη συστηµατική διαχείριση ασαφών και 
ανακριβών εννοιών. Πιο συγκεκριµένα, µπορούµε να αξιοποιήσουµε τα ασαφή σύνολα για να 
αναπαραστήσουµε γλωσσολογικές µεταβλητές. Μια γλωσσολογική µεταβλητή είναι µια 
µεταβλητή της οποίας η τιµή είναι ένας ασαφής αριθµός ή της οποίας οι τιµές εκφράζονται µε 
γλωσσολογικούς όρους. Μια γλωσσολογική µεταβλητή εκφράζεται από την πεντάδα (x, T(x), U, 
G, M), όπου x το όνοµα της µεταβλητής, T(x) το σύνολο όρων της x, δηλαδή το σύνολο των 
ονοµάτων των γλωσσολογικών τιµών της x µε κάθε τιµή να είανι ένας ασαφής αριθµός 
οριζόµενος στο U, G ένας συντακτικός κανόνας γέννησης ονοµάτων τιµών της x και Μ ένας 
εννοιολογικός κανόνας για την ανάθεση σε κάθε τιµή της σηµασίας της. Για παράδειγµα, αν η 
ταχύτητα ερµηνεύεται ως γλωσσολογική µεταβλητή, τότε το σύνολο όρων Τ(speed) θα είναι: 
Τ(speed)={slow, medium, fast, very slow, more or less fast, …}, όπου κάθε όρος στο Τ(speed) 
θα χαρακτηρίζεται από ένα ασαφές σύνολο σε ένα υπερσύνολο αναφοράς U=[0,100]. Μπορούµε 
να θεωρήσουµε ως "αργή" µια ταχύτητα κάτω από περίπου 40 χ.α.ω., "µεσαία", µια ταχύτητα 
κοντά στα 55 χ.α.ω. και "γρήγορη" µια ταχύτητα άνω των 70 χ.α.ω. Αυτοί οι όροι µπορούν να 
αποδοθούν από ασαφή σύνολα των οποίων οι συναρτήσεις συµµετοχής παρουσιάζονται στο 
σχήµα 1-1. 
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Σχήµα 1-1. ∆ιαγραµµατική αναπαράσταση της ταχύτητας µε ασαφή σύνολα 

 
Υπάρχουν δυο τύποι σηµαντικών κανόνων εξαγωγής συµπερασµάτων στην ασαφή λογική και 
στην προσεγγιστική συλλογιστική, που ονοµάζονται generalized modus ponens (GMP) και 
generalized modus tollens (GMT). 
 
GMP: 

Πρόταση 1: x είναι Α' 
Πρόταση 2: Αν x είναι Α τότε y είναι Β 
Συµπέρασµα: y είναι Β 

 
GMT: 
 

Πρόταση 1: y είναι B' 
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Πρόταση 2: Αν x είναι Α τότε y είναι Β 
Συµπέρασµα: x είναι Α' 

 
Αν R µια ασαφής σχέση στον χώρο U ×V και x ένα ασαφές σύνολο στο U, τότε ο sup-star 
συνθετικός κανόνας εξαγωγής συµπερασµάτων µας λέει ότι το ασαφές σύνολο y στο V που 
δηµιουργείται από το x δίδεται από το y=x R, όπου xoR η sup-star σύνθεση των x και R. o
 
1.3.3. Τα Κύρια συστατικά ενός Ασαφούς Ελεγκτή 
 
Εδώ παρουσιάζουµε τις βασικές ιδέες που ενσωµατώνει ένας ασαφής ελεγκτής. Στο σχήµα 1-2 
παρουσιάζουµε τη γενική µορφή ενός ασαφούς ελεγκτή, που αποτελείται από τέσσερα βασικά 
συστατικά εξαρτήµατα: 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 1-2. Γενική µορφή ενός ασαφούς ελεγκτή 

Το υπό έλεγχο σύστηµα 
(διαδικασία) 

Ασαφοποίηση Μηχανή 
Συµπερασµάτων 

Είσοδος

Αποασαφο-
ποίηση 

Βάση Γνώσεων 

Έξοδος 

 
Α. Τµήµα Ασαφοποίησης 
 
Οι είσοδοι του ασαφούς ελεγκτή είναι σαφείς (crisp) αριθµητικές τιµές. Το στοιχείο αυτό τις 
µετατρέπει από πραγµατικές (σαφείς) σε ασαφείς. Λεπτοµερέστερα, οι λειτουργίες του τµήµατος 
ασαφοποίησης είναι (α) η µέτρηση των τιµών των µεταβλητών εισόδου, (β) η πραγµατοποίηση 
χαρτογράφησης κλίµακας που µεταφέρει το εύρος τιµών των µεταβλητών εισόδου σε αντίστοιχα 
υπερσύνολα αναφοράς, (γ) η πραγµατοποίηση της λειτουργίας της ασαφοποίησης που 
µετατρέπει τα δεδοµένα εισόδου σε κατάλληλες γλωσσολογικές τιµές που µπορούν να 
θεωρηθούν ως labels ασαφών συνόλων. 

Ένας τελεστής ασαφοποίησης µετατρέπει σαφή στοιχεία σε ασαφή σύνολα. Συµβολικά, 
 

x=fuzzifier(x0) 
 

όπου x0 µια σαφής τιµή εισόδου από µια διεργασία, x ένα ασαφές σύνολο και fuzzifier ένας 
τελεστής ασαφοποίησης. 
 
Β. Βάση Γνώσεων 
 
Η βάση γνώσεων περιέχει τους απαραίτητους ορισµούς, που χρειάζονται για τον ορισµό 
γλωσσολογικών κανόνων ελέγχου και διαχείρισης ασαφών δεδοµένων σε έναν ασαφή ελεγκτή. 
Περιέχει δυο είδη γνώσης: (α) επιλογή συναρτήσεων συµµετοχής και (β) επιλογή scaling factors. 
Ένας scaling factor µπορεί να κανονικοποιήσει ένα φυσικό πεδίο. 
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Γ. Μηχανή Συµπερασµάτων 
 
Η µηχανή συµπερασµάτων είναι ο πυρήνας ενός ασαφούς ελεγκτή. Έχει την ικανότητα να 
προσοµοιώνει την ανθρώπινη λήψη αποφάσεων που βασίζεται σε ασαφείς ιδέες και έννοιες και 
να δίνει ασαφείς δράσεις ελέγχου µε ασαφή επαγωγή και µε κανόνες εξαγωγής συµπερασµάτων 
σε ασαφή λογική. Η µηχανή συµπερασµάτων κυρίως αποτελείται από µια ασαφή βάση κανόνων 
και κάποια αναγκαία γνώση για τη λογική λήψης αποφάσεων. 

Ένας ασαφής κανόνας ελέγχου µέσα στη βάση κανόνων είναι µια ασαφής υπό συνθήκη 
δήλωση στην οποία το προηγούµενο (antecedent) είναι µια συνθήκη στο πεδίο εφαρµογής της 
και το επόµενο (consequent) είναι µια δράση ελέγχου για το υπό έλεγχο σύστηµα. Οι ασαφείς 
κανόνες ελέγχου παρέχουν έναν βολικό τρόπο έκφρασης πολιτικής ελέγχου και γνώσης πεδίου. 
Επιπλέον, µερικές γλωσσολογικές µεταβλητές µπορεί να συµπεριλαµβάνονται στα προηγούµενα 
και στα συµπεράσµατα αυτών των κανόνων. Όταν συµβαίνει αυτό, το σύστηµα χαρακτηρίζεται 
ως ασαφές σύστηµα πολλαπλών εισόδων και πολλαπλών εξόδων. Για παράδειγµα, στην 
περίπτωση ενός ασαφούς συστήµατος δύο εισόδων και µιας εξόδου, οι ασαφείς κανόνες ελέγχου 
έχουν την εξής µορφή: 

 
R1: if x is A1 and y is B1 then z is C1, 
R2: if x is A2 and y is B2 then z is C2, 
       …………………….                  
Rn: if x is An and y is Bn then z is Cn, 

 
Όπου x, y και z είναι γλωσσολογικές µεταβλητές που αντιπροσωπεύουν δυο µεταβλητές 
κατάστασης διεργασίας και µια µεταβλητή ελέγχου. Τα Ai, Bi και Ci είναι γλωσσολογικές τιµές 
των µεταβλητών x, y και z στα αντίστοιχα υπερσύνολα αναφοράς τους, U, V και W, µε i=1, 2, 
…,n και µια υπονοούµενη συνδετική πρόταση επίσης συνδέει τους κανόνες σε ένα σύνολο 
κανόνων ή, ισοδύναµα, σε µια βάση κανόνων. 

Ένας ασαφής κανόνας ελέγχου του τύπου "αν (x είναι Ai και y είναι Bi) τότε (z είναι Ci)" 
υλοποιείται από µια ασαφή επαγωγή (fuzzy implication), η οποία είναι µια ασαφής σχέση Ri, και 
ορίζεται ως εξής: 

 
µRi=µ(Ai and Bi  Ci)(u,v,w)=[µΑi(u) and µBi(ν)]  µCi(w)         (1-9) 

 
όπου Ai Bi είναι ένα ασαφές σύνολο Ai × Bi στο U ×V, Ri=Ai και Bi Ci είναι µια ασαφής 
επαγωγή (σχέση) στο χώρο U ×V×W και το  δηλώνει µια συνάρτηση ασαφούς επαγωγής. 
Υπάρχουν πολλόι τρόποι ορισµού της ασαφούς επαγωγής (π.χ. Driankov et al, 1998), όπως η 
επαγωγή Kleene-Dienes, η επαγωγή Lukasiewicz, Zadeh, στοχαστική επαγωγή, Goguen, Sharp, 
Mamdani… 
 
∆. Τµήµα αποασαφοποίησης 
 
Το τµήµα αποασαφοποίησης πραγµατοποιεί τις ακόλουθες λειτουργίες: (α) χαρτογράφηση 
κλίµακας, που µετατρέπει το εύρος τιµών των µεταβλητών εξόδου σε αντίστοιχα υπερσύνολα 
αναφοράς και (β) αποασαφοποίησης, που µας δίνει µια σαφή δράση ελέγχου από την ασαφή 
δράση ελέγχου που προήλθε από τη µηχανή συµπερασµάτων. 

Στη βιβλιογραφία, αναφέρονται αρκετές µέθοδοι αποασαφοποίησης, π.χ. Center-of-
Area/Gravity, Center-of-Sums, Center-of-Largest-Area, First-of-Maxima, Middle-of-Maxima, 
Height. 
 
Από τα ανωτέρω, οι βασικές σχεδιαστικές παράµετροι ενός ασαφούς ελεγκτή είναι: 

22 



1. Στρατηγικές ασαφοποίησης και η ερµηνεία ενός τελεστή ασαφοποίησης 
2. ∆ιακριτοποίηση/κανονικοποίηση των υπερσυνόλων αναφοράς 
3. Ασαφής διαµέριση των χώρων εισόδου και εξόδου 
4. Επιλογή της συνάρτησης συµµετοχής ενός πρωταρχικού ασαφούς συνόλου 
5. Επιλογή µεταβλητών κατάστασης διεργασίας και µεταβλητών ελέγχου των ασαφών 

κανόνων ελέγχου 
6. Πηγή και προέλευση (source and derivation) των ασαφών κανόνων ελέγχου 
7. Συνέπεια, αλληλεπιδραστικότητα, πληρότητα των ασαφών κανόνων ελέγχου 
8. Ορισµός µιας ασαφούς επαγωγής 
9. Ορισµοί συνθετικού τελεστή 
10. Μηχανισµός συµπερασµάτων 
11. Στρατηγικές αποασαφοποίησης και ερµηνεία του τελεστή ασαφοποίησης 

 
1.3.4. Το Μοντέλο Ασαφούς Ελέγχου που χρησιµοποιείται στη διατριβή 
 
Για τον έλεγχο των διαφόρων αναµονητικών συστηµάτων χρησιµοποιούµε ασαφή έλεγχο 
προσοµοιώνοντας έναν έµπειρο άνθρωπο χειριστή, σε κάθε εποχή απόφασης. Συγκεκριµένα, 
βάσει της παρούσας κατάστασης του αναµονητικού συστήµατος, µια µηχανή συµπερασµάτων 
εξοπλισµένη µε µια βάση ασαφών κανόνων (και µε τα άλλα αναγκαία συστατικά που εξετάσαµε 
στο προηγούµενο εδάφιο) µπορεί να µπορεί να "πυροδοτήσει" µια on-line απόφαση για ρύθµιση 
της συµπεριφοράς του συστήµατος προκειµένου να διασφαλισθεί ότι το σύστηµα θα είναι 
βέλτιστο κατά κάποια έννοια. 

Ανάλογα µε το σύστηµα και τα κριτήρια, τα εσωτερικά χαρακτηριστικά των διαφόρων 
αναµονητικών συστηµάτων ποικίλλουν. Συνεπώς, η αρχιτεκτονική ενός ασαφούς ελεγκτή για 
κάποιο σύστηµα πρέπει να οικοδοµηθεί ανάλογα µε την περίπτωση. Ωστόσο, οι βασικές αρχές 
για την κατασκευή ασαφών ελεγκτών είναι παρόµοιες: µιµούµενοι τον ανθρώπινο τρόπο 
σκέψης, πρώτα εξερευνούµε όλες τις σχέσεις µεταξύ της απόφασης ελέγχου και όλων των ρητών 
και µη-ρητών παραγόντων που επιδρούν σε ένα αναµονητικό σύστηµα υπό έλεγχο και κατόπιν 
να στήσουµε τη βέλτιστη βάση ασαφών κανόνων και βάση δεδοµένων. 

Εδώ, τα υπερσύνολα αναφοράς είναι συνεχή, επειδή πιστεύεται ότι τα συνεχή υπερσύνολα 
αναφοράς παρέχουν καλύτερη ευστάθεια σε σχέση µε τα διακριτά. 

Συγκεκριµένα, οι συναρτήσεις συµµετοχής για τα ασαφή σύνολα επιλέγονται να έχουν 
τριγωνική µορφή, δηλαδή έχουν σχήµα Λ, ενώ µερικές µπορεί να είναι σχήµατος Γ στο δεξιό 
άκρο τους. Κάνουµε αυτήν την επιλογή επειδή οι παραµετρικές περιγραφές τριγωνικών 
συναρτήσεων συµµετοχής είναι οι πιο οικονοµικές (Driankov et al 1993). Επιπροσθέτως, 
αποδεικνύεται (Pedrycz 1994) ότι αυτού του σχήµατος οι συναρτήσεις συµµετοχής µπορούν να 
προσεγγίσουν κάθε είδος συνάρτηση συµµετοχής. 

Για να παρουσιάσουµε τους ασαφείς κανόνες, χρησιµοποιούµε τους όρους NB, NM, NS, 
ZO, PS, PM, PB για να δηλώσουµε "negative big", "negative medium", "negative small", "zero", 
"positive small", "positive medium", positive big" αντίστοιχα, εκτός αν επεξηγούµε αλλιώς. 

Οι προσοµοιώσεις γίνονται µε το Fuzzy Toolbox της εφαρµογής MATLAB. Για τους 
κανόνες "if-then" χρησιµοποιούµε επαγωγή Mamdani. Αυτή η επαγωγή είναι η δηµοφιλέστερη 
στο πεδίο του ασαφούς ελέγχου, επειδή είναι ακριβής και ταιριάζει σε διάφορες εφαρµογές 
συστηµάτων (Nakanishi et al 1993). O Wang (1994) επίσης αποδεικνύει ότι αυτή η επαγωγή 
είναι υπολογιστικά απλή και ταιριάζει µε όλα τα διαισθητικά κριτήρια του GMP που 
παρουσιάζονται στον πίνακα 1-1. 
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Πίνακας 1-1: ∆ιαισθητικά κριτήρια που σχετίζουν την πρόταση 1 και το συµπέρασµα για τη 
δεδοµένη πρόταση 2 στο GMP 

 
 x is A' (πρόταση 1) y is B' (πρόταση 2) 

Κριτήριο 1 x is A y is B 
Κριτήριο 2-1 x is very A y is very B 
Κριτήριο 2-2 x is very A y is B 
Κριτήριο 3-1 x is more or less A y is more or less B 
Κριτήριο 3-2 x is more or less A y is B 
Κριτήριο 4-1 x is not A y is unknown 
Κριτήριο 4-2 x is not A y is not B 

 
Αυτή η επαγωγή συνδέεται µε τη χρήση του µίνι-κανόνα Rc ως ασαφούς συνάρτησης 

επαγωγής.  
Για λόγους απλότητας, αντί για θεωρητική εξήγηση, χρησιµοποιούµε ένα παράδειγµα για να 

παρουσιάσουµε τις βασικές ιδέες της επαγωγής Mamdani. Έστω δυο ασαφείς κανόνες ελέγχου: 
 

R1: if x is A1 and y is B1 then z is C1 
R2: if x is A2 and y is B2 then z is C2 

 
Σύµφωνα µε την επαγωγή Mamdani, η συνάρτηση συµµετοχής µc του C δίδεται σηµείο προς 

σηµείο από τη σχέση: 
 

µc (z)=[α1 ∧µc1(z)] ∨ [α2 ∧µc2(z)]    (1-10) 
 
όπου 

 
x∧y=max{x,y} 
x∨y=min{x,y} 

α1=[µΑ1(x0)] ∧ µB1(y0) 
α2=[µΑ2(x0)] ∧ µB2(y0) 

x0, y0=Είσοδοι 
z=Έξοδος 

 
Για να µετατρέψουµε την ασαφή έξοδο σε µια χρησιµοποιήσιµη σαφή (αποασαφοποίηση), 

χρησιµοποιούµε τη µέθοδο αποασαφοποίησης Height. Οι Driankov et al (1993) ήταν οι πρώτοι 
που έδωσαν σηµασία στην αξιολόγηση µεθόδων αποασαφοποίησης. Στο έργο τους, παραθέτουν 
τον ακόλουθο πίνακα: 
 

Πίνακας 1-2: Σύγκριση και αξιολόγηση µεθόδων αποασαφοποίησης 
Μέθοδοι 
αποασαφοποίησης* CoA CoS MoM FoM HM CLA 

Continuity Y Y N N Y N 
Disambiguity Y Y Y Y Y N 
Plausibility Y Y N N Y Y 
Comp. Complexity Bad Good Good Good Good Bad 
Weight counting N Y N N Y N 

*CoA: Center-of-Maxima, CoS: Center-of-Sums, MoM: Middle-of-Maxima, FoM: First-
of-Maxima, HM: Height Method, CLA: Center-of-Largest-Area 
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Από τον πίνακα 1-2 λοιπόν, εύκολα αντιλαµβανόµαστε ότι η µέθοδος Height είναι µια από τις 
καλύτερες επιλογές µας Έστω τώρα c(k) και fk η µέγιστη τιµή και το ύψος, αντίστοιχα, του k-
οστού ασαφούς συνόλου της ασαφούς εξόδου. Τότε, µε τη µέθοδο Height, η αποασαφοποιηµένη 
σαφής έξοδος u* θα είναι: 

 
 

    (1-11) 
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όπου n ο ολικός αριθµός ασαφών συνόλων της ασαφούς εξόδου. Εδώ πρέπει να πούµε ότι η 
µέθοδος ασαφούς ελέγχου που παρουσιάζουµε έχει ως στόχο την εύρεση υπολογιστικά 
αποτελεσµατικών βέλτιστων πολιτικών. Σε όλη την εργασία µας, υποθέτουµε ότι υπάρχουν 
βέλτιστες πολιτικές και χρησιµοποιούµε τον όρο "πολιτική" µε την έννοια της "αιτιοκρατικής 
στάσιµης πολιτικής". Η µέθοδος Height είναι µια ειδική περίπτωση της µεθόδου Center-of-
Gravity ή Center-of-Area, η οποία περιέχεται στο Fuzzy Toolbox της εφαρµογής MATLAB µε 
την επωνυµία "Centroid" και αυτήν θα χρησιµοποιήσουµε στους υπολογισµούς µας. 
 
1.4. Οργάνωση της ∆ιατριβής 
 
Στη διατριβή αυτή, αντιµετωπίζουµε τα προβλήµατα ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων 
χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της ασαφούς λογικής. Από κάθε µια από τις κατηγορίες του 
πεδίου του ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων επιλέγουµε µια περίπτωση για παρουσίαση. Πιο 
συγκεκριµένα, κατασκευάζουµε στη διατριβή αυτή τα συστήµατα Εξαγωγής Ασαφών 
Συµπερασµάτων (Fuzzy.Inference Systems - FIS) που θα µπορέσουν να βοηθήσουν έναν 
µελετητή να κατασκευάσει τα απαιτούµενα µοντέλα για προσοµοιώσεις σε Simulink. 

Η διατριβή αυτή ακολουθεί σε ό,τι αφορά την οργάνωσή της, τις κατηγορίες ελέγχου 
αναµονητικών συστηµάτων που ταξινοµήθηκαν στο εδάφιο 1.2. Τα κεφάλαια 2 ως 5 
ασχολούνται µε προβλήµατα Ελέγχου αριθµού εξυπηρετούντων, Ελέγχου ρυθµού εξυπηρέτησης, 
Ελέγχου πρωτοκόλλου ουράς και Ελέγχου εισόδου πελατών. Συνολικά, εξετάζουµε τέσσερεις 
περιπτώσεις. Στις εξεταζόµενες περιπτώσεις παραθέτουµε περιγραφή προβλήµατος, 
αρχιτεκτονική του ασαφούς ελεγκτού και αριθµητικό παράδειγµα. Παρουσιάζουµε επίσης τη 
συµπεριφορά των ασαφών κανόνων, όπως αυτή εκδηλώνεται από το FIS. Στο τελευταίο 
κεφάλαιο παραθέτουµε σύνοψη και σχόλια. 
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2 
 
Έλεγχος Αριθµού Εξυπηρετούντων 
 
2.1. Μοναδικός Εξυπηρετών µε ∆ιακοπές (Περίπτωση 1) 
 
2.1.1. Περιγραφή Προβλήµατος 
 
Έστω ένα αναµονητικό σύστηµα µε έναν εκθετικό εξυπηρετούντα. Η ουρά έχει άπειρη 
χωρητικότητα. Παρουσιάζουµε το µοντέλο στο σχήµα 2-1. Οι αφίξεις των πελατών είναι 
Poisson µε παράµετρο λ. Ο εξυπηρετών παρέχει εξυπηρέτηση µε ρυθµό µ, όπου µ>λ. Έχουµε, 
δηλαδή, ένα σύστηµα Μ/Μ/1, στο οποίο όµως ο ρυθµός εξυπηρέτησης µπορεί να ρυθµισθεί στο 
µηδέν (δηλαδή ο εξυπηρετών απενεργοποιείται για κάποια χρονικά διαστήµατα), ανάλογα µε 
την κατάσταση του συστήµατος. 
 

 
 

Σχήµα 2-1: Αναµονητικό σύστηµα µε έναν εξυπηρετούντα µε διακοπές 
 
Επιλέγουµε µια κλασσική δοµή κόστους, στην οποία υπάρχουν τρεις τύποι κόστους: (α) κόστος 
εξυπηρέτησης ri, i=0,1, µε 0≤r0≤r1<+∞, που είναι το κόστος ανά µονάδα χρόνου όταν ο 
εξυπηρετών είναι εκτός (i=0) ή εντός (i=1) λειτουργίας. (β) κόστος εναλλαγής (switching cost) 
Ri, i=0,1, που είναι το σταθερό µη αρνητικό κόστος που εισάγεται κάθε φορά που ο εξυπηρετών 
τίθεται εντός (i=1) ή εκτός (i=0) λειτουργίας αντίστοιχα. (γ) Κόστος αναµονής h, που είναι το 
κόστος αναµονής ανά µονάδα χρόνου ανά πελάτη στο σύστηµα, συµπεριλαµβανοµένου και 
αυτού που βρίσκεται στην εξυπηρέτηση (αν υπάρχει). 

Ο στόχος του συστήµατος είναι η εύρεση µιας βέλτιστης πολιτικής ελέγχου, που υπαγορέυει 
πότε θα τεθεί εκτός λειτουργίας ο εξυπηρετών, η οποία θα ελαχιστοποιεί το µέσο κόστος του 
συστήµατος σε έναν άπειρο ορίζοντα. Αυτή η αναµονητική διαδικασία είναι ηµι-Markov. 

Για την περίπτωση αυτή, ο Heyman (1968) αποδεικνύει ότι η βέλτιστη πολιτική είναι αυτή 
στην οποία (α) ο εξυπηρετών πάντα µένει σε λειτουργία όταν 
 

[(r1-r0)(1-ρ)(2/h)+1]2-(R0+R1)(1-ρ)(8λ/h)<0 (2-1) 
 

 
όπου ρ=λ/µ ή (β) ο εξυπηρετών πρέπει να τίθεται εντός λειτουργίας όταν υπάρχουν Ν* πελάτες 
αναµένοντες µπροστά από ανενεργό εξυπηρετούντα και τίθεται εκτός λειτουργίας όταν το 
σύστηµα µπαίνει σε αδρανή περίοδο. Ο εξυπηρετών λέµε ότι είναι "ανενεργός" όταν είναι εκτός 
λειτουργίας, ανεξαρτήτως του αν υπάρχουν πελάτες που περιµένουν στο σύστηµα και "αδρανής" 
όταν είναι εντός λειτουργίας, αλλά δεν υπάρχουν πελάτες στο σύστηµα. Ν* είναι το ακέραιο 
µέρος του 
 

h
)1)(RR(2*n 10 ρλ −+

=  (2-2) 
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Αυτή η πολιτική είναι µια εξαντλητική υστερητική πολιτική. 
 
2.1.2. Αρχιτεκτονική του Ασαφούς Ελεγκτή 
 
Κάτω από µια βέλτιστη πολιτική, φαίνεται ευνοϊκό να κρατάµε πάντα σε λειτουργία τον 
εξυπηρετούντα όταν η διαφορά του κόστους του ρυθµού κόστους εξυπηρέτησης (service cost 
rate) και του ρυθµού κόστους ανενέργειας (dormant cost rate) r1-r0 είναι αρκετά µικρή ή/και το 
κόστος εναλλαγής R0+R1 είναι αρκετά µεγάλο κλπ. Αυτό είναι ένα στατικό πρόβληµα 
(πρόβληµα σχεδιασµού) και είναι ευκολότερο να επιλυθεί µε απλό λογισµό (Heyman 1968). Για 
να τονίσουµε τον δυναµικό χαρακτήρα αυτού του προβλήµατος (δηλαδή ότι πρόκειται για 
πρόβληµα ελέγχου), υποθέτουµε ότι η ανισότητα 2-1 δεν ισχύει, πράγµα που µας εγγυάται ότι 
δεν υπάρχει τέτοια πιθανότητα. 

Οι συµβατικές τεχνικές ελέγχου συνήθως περιγράφουν την κατάσταση του συστήµατος µε 
τα (k,s) όταν ο εξυπηρετών είναι στην κατάσταση k (k=1,0 σηµαίνει ότι ο εξυπηρετών είναι 
εντός και εκτός λειτουργίας αντίστοιχα) και υπάρχουν s πελάτες στο σύστηµα, και συνεπώς η 
κατάσταση του συστήµατος αλλάζει σε κάθε άφιξη πελάτη ή ολοκλήρωση εξυπηρέτησης. 
Σ'αυτήν την εργασία, εισάγουµε µια ακόµη παράµετρο c, η οποία είναι το αθροιζόµενο κόστος 
αναµονής στην παρούσα κατάσταση εξυπηρετούντος. Έτσι, η κατάσταση του συστήµατος θα 
περιγράφεται από τα (k,s,c). Θα δώσουµε σύντοµα περισσότερες και λεπτοµερείς εξηγήσεις για 
το c. Χωρίς απώλεια γενικότητας, περιορίζουµε τις εποχές απόφασης κατά τις οποίες ο 
εξυπηρετών µπορεί να τεθεί εντός ή εκτός λειτουργίας στις εποχές µετάβασης κατάστασης 
(transition epochs of state). Υποθέτουµε όµως ότι ένας απασχοληµένος εξυπηρετών δεν µπορεί 
να απενεργοποιηθεί. Στην περίπτωση αυτή, οι εποχές απόφασης είναι οι στιγµές που έχουµε 
ολοκλήρωση εξυπηρέτησης. 

Παρατηρούµε ότι η απενεργοποίηση του εξυπηρετούντως όταν υπάρχουν πελάτες στο 
σύστηµα εισάγει περιττό κόστος απενεργοποίησης και αναµονής και, συνεπώς (1α) µια βέλτιστη 
πολιτική ελέγχου απενεργοποιεί τον εξυπηρετούντα µόνον όταν αυτός ξεκινά µια αδρανή 
περίοδο (δηλαδή µια περίοδο κατά την οποία δεν υπάρχουν αναµένοντες πελάτες στο σύστηµα). 
Η πρόταση (1α) υπαγορεύει ότι (1β) η βέλτιστη πολιτική ελέγχου είναι εξαντλητικού τύπου. 
Σύµφωνα µε τις προηγούµενες προτάσεις, µπορούµε να γράψουµε αµέσως έναν σαφή κανόνα, 
όταν s=0, δηλαδή, αν δεν υπάρχουν πελάτες στο σύστηµα, τότε ο εξυπηρετών τίθεται ή παραµένει 
εκτός λειτουργίας. Στο εξής, θα εστιάσουµε την προσοχή µας µόνον στο πότε είναι η βέλτιστη 
στιγµή για να θέσουµε σε λειτουργία έναν ανενεργό εξυπηρετούντα όταν υπάρχουν πελάτες στο 
σύστηµα. 

Αν δεν υπάρχουν κόστη εναλλαγής, είναι τετριµµένα βέλτιστο να θέσουµε εντός 
λειτουργίας τον εξυπηρετούντα όταν φτάσει ένας πελάτης. Η ύπαρξη του κόστους αυτού όµως 
µπορεί να οδηγήσει σε µια καθυστέρηση στην ενεργοποίηση του εξυπηρετούντος όταν 
υπάρχουν πελάτες στο σύστηµα. Ο Heyman (1968) επίσης αναφέρει ότι ο εξυπηρετών πρέπει να 
µένει κλειστός για κάποιον πεπερασµένο χρόνο τ έχοντας πελάτες να περιµένουν. ∆εν 
προσδιορίζει όµως αυτό το τ. Η κύρια αποστολή µας εδώ είναι να προσδιορίσουµε ρητώς αυτήν 
την καθυστέρηση. Στο πεδίο της Ν-πολιτικής, η καθυστέρηση εκφράζεται από τον αριθµό των 
αναµενόντων πελατών µπροστά από έναν ανενεργό εξυπηρετούντα. Τότε το τ που αναφέρει ο 
Heyman µπορεί να ερµηνευθεί ως ο χρόνος καθυστέρησης κατά τον οποίο οι αναµένοντες 
πελάτες συγκεντρώνονται µέχρι ένα συγκεκριµένο επίπεδο. 

Λόγω αυτών των παρατηρήσεων, ο βέλτιστος χρόνος έναυσης για τον εξυπηρετούντα 
αναπόφευκτα θα προσδιορισθεί από τις σχέσεις µεταξύ του κόστους αναµονής των πελατών και 
του κόστους αναµονής. Παρατηρούµε επίσης ότι (2) όταν η συγκέντρωση κόστους αναµονής c 
σε µια περίοδο διακοπής του εξυπηρετούντος είναι συγκρίσιµη µε µια τιµή R', που προκαλείται 
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από κόστη εναλλαγής, είναι βέλτιστο να θέσουµε σε λειτουργία τον ανενεργό εξυπηρετούντα. 
Προφανώς (3) όσο µεγαλύτερο το c, τόσο ευκολότερα αποφασίζουµε να θέσουµε σε λειτουργία 
τον εξυπηρετούντα. Επιπροσθέτως, πρέπει να υπάρχουν κάποιες σχέσεις µεταξύ της βέλτιστης 
απόφασης και του ρ και του h, όπου ρ=λ/µ και h είναι το κόστος αναµονής ανά µονάδα χρόνου 
ανά πελάτη στο σύστηµα. Για παράδειγµα, αν το ρ είναι κοντά στο µηδέν, που σηµαίνει ότι ο 
ρυθµός εξυπηρέτησης είναι πολύ υψηλός, µπορούµε να θέσουµε σε λειτουργία τον 
εξυπηρετούντα χωρίς βιασύνη, αλλιώς επειγόµαστε να το πράξουµε αυτό. Αν τώρα το h είναι 
πολύ υψηλό, η είσοδος ενός ακόµη πελάτη θα επηρεάσει σηµαντικά το κόστος συστήµατος και 
έτσι ο εξυπηρετών θα πρέπει να τεθεί σε λειτουργία νωρίτερα, αλλιώς λίγο αργότερα. Με άλλα 
λόγια: (4) όσο υψηλότερο το ρ, τόσο ευκολότερα αποφασίζουµε να θέσουµε σε λειτουργία τον 
εξυπηρετούντα και (5) όσο υψηλότερο το h, τόσο ευκοότερα αποφασίζουµε να θέσουµε σε 
λειτουργία τον εξυπηρετούντα. 

Οι σαφείς κανόνες έχουν ήδη αναπτυχθεί και οι προτάσεις (3)-(5) ορίζουν την ασαφή βάση 
κανόνων. Οι ασαφείς είσοδοι είναι: η παράµετρος ρ(ρ∈(0,1)), το κόστος αναµονής ανά µονάδα 
χρόνου ανά πελάτη στο σύστηµα (h∈(0,+ ∞)) και τοαθροιζόµενο κόστος αναµονής στην 
παρούσα κατάσταση εξυπηρετούντος (c∈[0,+ ∞)). Μαθηµατικά, το c είναι 
 

∑
=

=
n

1j
jhsc       (2-3) 

 
όπου j είναι η j-οστή µονάδα χρόνου στην παρούσα κατάσταση εξυπηρετούντος, n ο ολικός 
αριθµός µονάδων χρόνου στην παρούσα κατάσταση εξυπηρετούντος και sj ο αριθµός πελατών 
στο σύστηµα τη j-οστή µονάδα χρόνου. Η ασαφής έξοδος είναι η απόφαση για το αν ο 
εξυπηρετών θα τεθεί σε λειτουργία (d=0,1). Ο πίνακας 2-1 περιέχει την βάση ασαφών κανόνων. 
Αν η ασαφής έξοδος είναι YES (ΝΑΙ), ο ανενεργός εξυπηρετών τίθεται σε λειτουργία, αλλιώς 
όχι. Κάθε ασαφής είσοδος έχει 4 ασαφή σύνολα, άρα η βάση ασαφών κανόνων έχει 64 κανόνες. 

Οι συναρτήσεις συµµετοχής για τις ασαφείς εισόδους c, h, ρ και για την ασαφή έξοδο d 
φαίνονται στα σχήµατα 2-2(α), (β), (γ) και (δ) αντίστοιχα. 
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Πίνακας 2-1: Η βάση κανόνων του προβλήµατος 

 
Επειδή τα c και h δεν είναι άνω φραγµένα, για να προσδιορίσουµε ρητώς ασαφή σύνολα, 

πρέπει να φτιάξουµε για κάθε µια από τις δυο αυτές ασαφείς εισόδους ένα ειδικό ασαφές 
σύνολο. Έστω τώρα µια ακραία περίπτωση του συστήµατος όπου h 0 και ρ 0, δηλαδή αυτές 
οι παράµετροι δεν επιδρούν στην απόφαση έναρξης λειτουργίας του εξυπηρετούντος. Τότε είναι 
βέλτιστο να µπει σε λειτουργία ο εξυπηρετών όταν η συγκέντρωση c στην περίοδο µιας 
διακοπής του εξυπηρετούντος είναι ίση µε µια τιµή που προκαλείται µόνον από το κόστος 
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εναλλαγής. Εδώ ας παρατηρήσουµε ότι, επειδή κάθε εναλλαγή κατάστασης του εξυπηρετούντος 
εισάγει τα κόστη εναλλαγής R0 και R1 µια φορά, επιβάλλουµε και το κόστος έναυσης και το 
κόστος παύσης λειτουργίας όταν ο εξυπηρετών πρόκειται να ενεργοποιηθεί. Αυτό του επιτρέπει 
στην περίοδο µεγαλύτερου κόστους (δηλαδή την περίοδο κατά την οποία λειτουργεί) για 
λιγότερο χρόνο και, αν χρειάζεται, περισσότερο χρόνο στην περίοδο µικρότερου κόστους (εκτός 
λειτουργίας) και δεν αλλοιώνει τη δοµή κόστους του συστήµατος. Από εκεί βλέπουµε ότι (6α) 
γι'αυτήν την ακραία περίπτωση, είναι βέλτιστο να ενεργοποιήσουµε τον εξυπηρετούντα όταν 
c=R'ρ=0,h=0=R0+R1. Αυτή η περίπτωση είναι ισοδύναµη µε τον κανόνα if c is PB and H is ZO and 
ρ is ZO, then d is YES στη βάση κανόνων. Με άλλα λόγια, (6β) το ασαφές σύνολο PB για το c µε 
συνάρτηση συµµετοχής 1.0 στην βάση ασαφών κανόνων είναι R0+R1. 

Επειδή το αθροισµένο κόστος αναµονής των πελατών αυξάνεται µε γεωµετρική πρόοδο µε 
τον αριθµό των πελατών στο σύστηµα, έχουµε τις συναρτήσεις συµµετοχής για το h και το c 
όπως τις παρουσιάζουµε στα σχήµατα 2-2(β) και 2-2(γ) αντίστοιχα. Από τα παραπάνω, η 
απόφαση "YES" λαµβάνεται µόνον όταν όλες οι ασαφείς έξοδοι είναι YES, οπότε έχουµε τις 
συναρτήσεις συµµετοχής για την ασαφή έξοδο d όπως στο σχήµα 2-2(δ). 

Τελικά, αξίζει να σηµειώσουµε ότι η βάση κανόνων είναι ανεξάρτητη από τους ρυθµούς 
κόστους εξυπηρέτησης r0 και r1. Αυτό συµβαίνει εξαιτίας της ιδιότητας του µοντέλου µε έναν 
αφαιρούµενο εξυπηρετούντα κατά την οποία ο εξυπηρετών σε ένα µακροπρόθεσµο κριτήριο 
είναι απασχοληµένος µε πιθανότητα ρ κάθε χρονική στιγµή, ανεξαρτήτως του ρυθµού κόστους 
εξυπηρέτησης. 
 

Σχήµα 2-2(α) 
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Σχήµα 2-2(β) 

 
Σχήµα2-2(γ) 
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Σχήµα 2-2(δ) 

 
 
Λόγω ιδιαιτεροτήτων του MATLAB, χρειάστηκε η συνάρτηση συµµετοχής για την απόφαση 
ΝΟ να είναι τραπεζοειδής, µε τη µορφή που βλέπουµε στο σχήµα 2-2(δ). 
 
2.1.3. Αριθµητικό Παράδειγµα 
 
Εξετάζουµε ένα σύστηµα Μ/Μ/1 µε τις ακόλουθες παραµέτρους: ρυθµός αφίξεων λ=1/20, 
ρυθµός εξυπηρέτησης µ=1/6, ρυθµός κόστους αναµονής ανά πελάτη h=1.2, σταθερό κόστος 
εναλλαγής R0=R1=48. 

Από το σχήµα 2-2(γ), το ρ=0.3 ερµηνεύεται ως ρ is PM with grade 0.825 and PB with grade 
0.067, αντίστοιχα. Επίσης, το R0=R1=48 υπαγορεύει ότι οι scaling factors για τα c και h είναι 
0.0625 και, συνεπώς, από το σχήµα 2-2(β) το h=1.2 αντιστοιχεί στη δήλωση h is ZO with grade 
0.7 and PS with grade 0.1. Αυτοί οι υπολογισµοί υλοποιούνται αυτόµατα από τον ασαφή 
ελεγκτή. 

Οι διαδικασίες ασαφούς εξαγωγής συµπερασµάτων παρουσιάζονται εν συντοµία ως εξής: 
Σε κάθε εποχή απόφασης, ο ασαφής ελεγκτής (δείτε το σχήµα 1.2.) λαµβάνει την τρέχουσα 
συγκέντρωση κόστους c (που επηρεάζεται από το s) και τις ασαφοποιεί σε κατάλληλες 
γλωσσολογικές τιµές. Βάσει των αντίστοιχων ασαφών κανόνων, "πυροδοτούνται" αντίστοιχες 
ασαφείς αποφάσεις. Λόγω των ειδικών ασαφών συναρτήσεων συµµετοχής για το d, ο 
αποασαφοποιητής εδώ είναι απλός. Μια απόφαση "YES" λαµβάνεται όποτε όλες οι ασαφείς 
έξοδοι είναι YES.  

Έστω, για παράδειγµα, τρέχουσα συσσώρευση κόστους c=6. Αυτή η τιµή κλιµακώνεται σε 
6 × 0.0625=0.3750 που από το σχήµα 2-2(α) ανταποκρίνεται στο ΖΟ µε βαθµό 0.875 και PS µε 
βαθµό 0.458. Σύµφωνα µε την βάση ασαφών κανόνων (Πίνακας 2-1) και τις συνέπειες του 
Mamdani, οι ασαφείς αποφάσεις d µοντελοποιούνται ως ακολούθως. 
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-If ΖΟ with grade 0.875 and h is ZO with grade 0.7 and ρ is ΡΜ with grade 0.825, then d is 
NO with grade 0.7. 

-If c is PS with grade 0.458 and h is ZO with grade 0.7 and ρ is PM with grade 0.825, then d 
is YES with grade 0.458. 

- If c is ZO with grade 0.875 and h is PS with grade 0.1 and ρ is PM with grade 0.825, then d 
is YES with grade 0.1. 

-If c is PS with grade 0.458 and h is PS with grade 0.1 and ρ is PM with grade 0.825, then d 
is YES with grade 0.1. 

-If c is ZO with grade 0. 875 and h is ZO with grade 0.7 and ρ is PB with grade 0.067, then d 
is YES with grade 0.067. 

- If c is PS with grade 0.458 and h is ZO with grade 0.7 and ρ is PB with grade 0.067, then d 
is YES with grade 0.067. 

- If c is ZO with grade 0.875 and h is PS with grade 0.1 and ρ is PB with grade 0.067, then d 
is YES with grade 0.067. 

- If c is PS with grade 0.458 and h is PS with grade 0.1 and ρ is PB with grade 0.067, then d 
is YES with grade 0.067. 

 
Εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι το Fuzzy Logic Toolbox του MATLAB δεν µας δίνει τη 

δυνατότητα να διατυπώσουµε ακριβώς µε την προαναφερθείσα µορφή τους ασαφείς κανόνες. 
Συγκεκριµένα, η µορφή που µπορούµε να δώσουµε είναι, π.χ.: 

 
- If c is ZO and h is PS and ρ is PM, then d is YES. 

 
Από τις οκτώ ασαφείς εξόδους d, µία είναι NO (ΟΧΙ). Συνεπώς, απόφαση είναι ΝΟ (ΟΧΙ)! 
Στο σχήµα 2-3 παραθέτουµε το διάγραµµα ροής του συστήµατος. Επίσης, στα σχήµατα 2-4 

(α), (β), (γ) παρουσιάζουµε τρισδιάστατα διαγράµµατα για την έξοδο d, όπως αυτή επηρεάζεται 
από τις εισόδους c, h, ρ. 
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Σχήµα 2-3. ∆ιάγραµµα ροής του συστήµατος 

 
 

Σχήµα 2-4(α) 
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Σχήµα 2-4(β) 
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Σχήµα 2-4(γ) 
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3 
 
Έλεγχος του Ρυθµού Εξυπηρέτησης 
 
3.1 Μοναδικός Εξυπηρετών χωρίς Κόστη Εναλλαγής (Περίπτωση 2) 
 
3.1.1 Περιγραφή Προβλήµατος 
 
Θεωρούµε σύστηµα µε µοναδικό εξυπηρετούντα και άπειρη χωρητικότητα ουράς. Οι πελάτες 
καταφθάνουν σύµφωνα µε κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ και υπάρχει σύνολο k τύπων 
χρόνων εξυπηρέτησης, k= 1,2,...,m, όπου κάθε χρόνος κατανέµεται εκθετικά µε µέση τιµή 1/µk 
και 0≤µ1<µ2<...<µm<+∞, µm>λ. Ο εξυπηρετών µπορεί να αποφασίσει τον τύπο ρυθµού 
εξυπηρέτησης k, βασιζόµενος στην κατάσταση του συστήµατος. ∆ύο είδη κόστους λαµβάνονται 
υπ’οψιν: (α) κόστος υπηρεσίας rk, k=1,2,…,m µε 0≤r1<r2<...<rm<+∞, το οποίο αποτελεί το 
κόστος ανά µονάδα χρόνου όταν εφαρµόζεται ο τύπου k ρυθµός εξυπηρέτησης και (β) κόστος 
αναµονής h, το οποίο είναι το κόστος αναµονής ανά µονάδα χρόνου ανά πελάτη στο σύστηµα, 
συµπεριλαµβανοµένου του εξυπηρετούµενου (αν υπάρχει). 

Ο σκοπός του συστήµατος είναι να βρεθεί βέλτιστη πολιτική ελέγχου που θα ελαχιστοποιεί 
το µέσο κόστος του συστήµατος για άπειρο χρόνο. Η αναµονητική αυτή διαδικασία είναι ηµί-
Markov διαδικασία λήψης αποφάσεων. 

Οι Crabill (1972) και Lippman (1973) αποδεικνύουν ότι είτε έχουµε περιορισµό στάσιµων 
πολιτικών είτε όχι, η βέλτιστη πολιτική είναι η connected increasing policy (συνδεδεµένη 
αύξουσα πολιτική), οπότε η ύπαρξη περισσοτέρων πελατών στο σύστηµα συνεπάγεται την 
ταχύτερη εξυπηρέτησή τους. O Crabill (1972) σηµειώνει ότι τα βέλτιστα σηµεία εναλλαγής 
R*

k+1 (βλέπε ενότητα 1.2.3.) είναι οι ακέραιοι που ελαχιστοποιούν το µέσο αναµενόµενο κόστος 
χρησιµοποιώντας την εξυπηρέτηση τύπου κόστους k.  
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όπου , ,   και το αντιπροσωπεύει το 

κόστος εξυπηρέτησης της τύπου k υπηρεσίας, και εφαρµόζεται όταν υπάρχουν s πελάτες στο 
σύστηµα. Βλέπε (Crabill 1972) για πλήρη εξήγηση των ανωτέρω ποσοτήτων. Αυτή η διαδικασία 
καθορίζει αποτελεσµατικά την βέλτιστη πολιτική µόνο όταν υπάρχουν δύο διαθέσιµοι τύποι 
κόστους εξυπηρέτησης. Ωστόσο, ο τύπος (3-1) είναι πολύ σηµαντικός για να επαληθεύσουµε τα 
αποτελέσµατά µας. 
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3.1.2 Αρχιτεκτονική του Ελεγκτή Ασαφούς Λογικής 
 

Η κατάσταση του συστήµατος περιγράφεται από τις (k,s) όταν το κόστος εξυπηρέτησης 
είναι τύπου k και υπάρχουν s πελάτες στο σύστηµα, οπότε και αλάζει µε την άφιξη κάθε πελάτη 
και την περάτωση της εκάστοτε υπηρεσίας. Χωρίς απώλεια της γενικότητας, περιορίζουµε τις 
εποχές απόφασης κατά τις οποίες το κόστος εξυπηρέτησης ελέγχεται προς τις µεταβατικές 
εποχές κατάστασης, αλλά υποθέτοντας ότι τα κόστη εξυπηρέτησης ενός απασχοληµένου 
εξυπηρετούντα δεν µεταβάλλονται. Στην περίπτωση αυτή, οι εποχές απόφασης είναι στιγµές 
όπου καταφθάνει ο πελάτης σε άδειο σύστηµα ή/και αποχωρεί από αυτό. 
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Αυτό είναι τυπικό πρόβληµα Ν-πολιτικής, το οποίο σηµαίνει ότι ο τύπος υπηρεσίας 
καθορίζεται σύµφωνα µε τον αριθµό των πελατών µέσα στο σύστηµα. Για να ενσωµατωθεί το 
κόστος εξυπηρέτησης της υπηρεσίας στην διαδικασία απόφασης, ο αριθµός των πελατών µέσα 
στο σύστηµα υλοποιείται µέσω του κόστους αναµονής ανά µονάδα χρόνου hs. Συνεπώς η σχέση 
µεταξύ hs και rk πραγµατοποιείται χρησιµοποιώντας το rk για τον σχηµατισµό ενός ειδικού 
ασαφούς συνόλου hs, όπως θα δούµε παρακάτω. 

Τυπικώς, επιλέγουµε τον τρέχοντα τύπο κόστους υπηρεσίας, k=1,2,…,m και το τρέχον 
κόστος αναµονής ανά µονάδα χρόνου του συστήµατος hs∈(0,+∞), ως ασαφείς εισόδους και την 
διακύµανση (dk) του τύπου κόστους υπηρεσίας ως ασαφή έξοδο. Τα πεδία τιµών για τις k και hs 
είναι [0,+6] και [0,+∞) αντιστοίχως. Το πεδίο τιµών του dk εκλέγεται ώστε να αποτελεί το 
στάνταρ so-standard πεδίο [-6,+6]. Ο εξυπηρετών µεταβάλλει τον τύπο του κόστους υπηρεσίας 
απλώς προσθέτοντας την αποασαφοποιηµένη έξοδο του dk=-(m-1), …, -2, -1, 0, 1, 2, …,m-1, 
στον τρέχοντα τύπο k. Η ασαφής βάση κανόνων φαίνεται στον Πίνακα 3-1. Σηµειώνουµε ότι 
αντιστοιχίζουµε την ασαφή είσοδο k ZO όταν το κόστος υπηρεσίας είναι τύπου 1, επειδή αυτός 
είναι ο βασικός τύπος ακόµα και όταν δεν υπάρχουν πελάτες µέσα στο σύστηµα.  
 

Πίνακας 3-1: Η βάση κανόνων 

 
 

 
Οι συναρτήσεις συµµετοχής για το hs φαίνονται στο Σχήµα 3-2, και για τα k και dk στα Σχήµατα 
3-3(α) και (β) αντιστοίχως. 

Ένα παράδειγµα για την κατανόηση της βάσης κανόνων είναι το παρακάτω: Όταν ο τύπος 
κόστους έχει την µέγιστη τιµή µm, αλλά το τρέχον κόστος αναµονής ανά µονάδα χρόνου είναι 
µηδέν (δεν υπάρχουν πελάτες στο σύστηµα την στιγµή αυτήν), επειδή δεν υπάρχει κόστος 
αλλαγής κατάστασης λειτουργίας, ο εξυπηρετών πρέπει να τεθεί στο ελάχιστο επίπεδο 
εξυπηρέτησης µ1. Συνεπώς η µεταβολή του τύπου κόστους εξυπηρέτησης έχει µεγάλη αρνητική 
τιµή. Αυτή είναι η εξήγηση του κανόνα if k is PB and hs is ZO, then dk is NB στην βάση 
κανόνων. Οµοίως καταγράφουµε και το υπόλοιπο της βάσης κανόνων.  

Το συσσωρευµένο κόστος αναµονής των πελατών αυξάνει αναλογικά µε τον αριθµό των 
πελατών στο σύστηµα. Αυτό είναι η βάση για να καθορίσουµε τη µορφή της ασαφούς 
συνάρτησης συµµετοχής για το hs. Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι ασαφείς συναρτήσεις συµµετοχής 
για το hs καθορίζονται για την περίπτωση όπου το κόστος υπηρεσίας είναι ανάλογο της 
αντίστοιχης υπηρεσίας. Όταν αυτή η συσχέτιση δεν είναι αναλογική, πρέπει να διαιρέσουµε τις 
ασαφείς συναρτήσεις συµµετοχής του hs µε µεθοδολογία περίπτωση ανά περίπτωση. 

Ο ποσοτικός καθορισµός των ασαφών συνόλων για το hs βασίζεται στην παρατήρηση ότι 
είναι πάντα προτιµότερο να πληρώνουµε περισσότερο για µεγαλύτερο ρυθµό εξυπηρέτησης, 
αντι να πληρώνουµε περισσότερο για να διατηρούµε εν αναµονή µεγαλύτερο αριθµό πελατών 
όταν αιτείται αύξηση του κόστους. Ως εκ τούτου ΡΒ για το hs πρέπει να είναι ισοδύναµο µε την 
διαφορά του κόστους υπηρεσίας ανά µονάδα χρόνου µεταξύ του ελάχιστου και του µεγίστου 
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κόστους υπηρεσίας. Συνεπώς, το ΡΒ για το hs µε βαθµό συµµετοχής 1 είναι σταθερό στο rm-r1. 
Χρησιµοποιώντας παράγοντα κλιµάκωσης αλλάζουµε ένα φυσικό πεδίο (physical domain) στο 
κανονικοποιηµένο αντίστοιχό του, π.χ. το rm-r1 αντιστοιχεί στο 6 στο σχήµα 2-2(β) µέσω 
παράοντα κλιµάκωσης. 

Παρατηρούµε ότι µόνο οι διαφορές rk-r1, όταν ο εξυπηρετών γυρίζει από τύπο k σε l µε  
k,l=1,2,…,m επηρεάζεται, ενώ η τιµή των εκάστοτε rk ,  k=1,2,…,m δεν µεταβάλλεται. 
 

Σχήµα 3-2 
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Σχήµα 3-3(α) 

 
Σχήµα 3-3(β) 
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3.1.3 Ένα αριθµητικό παράδειγµα 
 
Παράδειγµα 3: Εξετάζουµε ένα σύστηµα µε ρυθµό άφιξης λ=1/120 και επτά διαθέσιµους τύπους 
υπηρεσίας µk= 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.10 και αντιστοιχούν σε κόστη rk=10, 20, 30, 
40, 50, 60, 70, όπου k=1,2,…,7 αντίστοιχα. Το κόστος αναµονής είναι h=2.8. 

Εφόσον υπάρχουν επτά τύποι υπηρεσίας, ο παράγοντας κλιµάκωσης για το k είναι 1. Επίσης 
οι τιµές r1=10 και r7=70 καταδεικνύουν ότι ο παράγων κλιµάκωσης για το hs είναι 0.1. Οι 
υπολογισµοί αυτοί επιβάλλονται αυτόµατα από τον ελεγκτή ασαφούς λογικής.  

Η διαδικασία ασαφούς ελέγχου είναι εν συντοµία ως ακολούθως. Σε κάθε εποχή 
αποφάσεων ο ελεγκτής ασαφούς λογικής (βλέπε Σχήµα 1-2) λαµβάνει τον τρέχοντα τύπο 
υπηρεσίας k και τον αριθµό των πελατών hs (ο οποίος επηρεάζεται από το s) και τα ασαφοποιεί 
σε κατάλληλες γλωσσολογικές τιµές. Με βάση τους ανάλογους ασαφείς κανόνες ορισµένες 
ασαφείς αποφάσεις ενεργοποιούνται. Τότε ο αποασαφοποιητής µεταβάλλει τις ασαφείς 
αποφάσεις σε µια σαφή και εφαρµόσιµη. Τέλος, η αποασαφοποιηµένη έξοδος προσίθεται στον 
τρέχοντα τύπο υπηρεσίας για να ρυθµιστεί η συµπεριφορά του συστήµατος. Για παράδειγµα ας 
υποθέσουµε τρέχοντα τύπο υπηρεσίας k=1 και αριθµό πελατών στο σύστηµα s=5. Από το Σχήµα 
3-3(α), βλέπουµε ότι το k αντιστοιχεί σε ΖΟ µε βαθµό 1 και PS µε βαθµό 0.33. 

Η τιµή hs=2.8 x 5=14 κλιµακώνεται προς τα κάτω σε 14x0.1=1.4 το οποίο σύµφωνα και µε 
το σχήµα 3-2 αντιστοιχεί σε PS µε βαθµό 0.13 και ΡΜ µε βαθµό 0.57. Σύµφωνα µε την βάση 
ασαφών κανόνων (Πίνακας 3-1) και τη µέθοδο Mamdani, οι ασαφείς αποφάσεις dk καθορίζονται 
ως ακολούθως: 
 

- If k is ZO with grade 1 and hs is PS with grade 0.13, then dk is PS with grade 0.13. 
- If k is PS with grade 0.33 and hs is PS with grade 0.13, then dk is PS with grade 0.13. 
- If k is ZO with grade 1 and hs is PM with grade 0.57, then dk is PS with grade 0.57. 
- If k is PS with grade 0.33 and hs is PM with grade 0.57, then dk is PS with grade 0.33. 

 
Από το σχήµα 3-3(β), οι µέγιστες τιµές και ύψη των ασαφών αποφάσεων dk είναι e(1)=2, e(2)=0, 
e(3)=4, e(4)=2, και f1=0.13, f2=0.13, f3=0.57, f4=0.33. Με τη µέθοδο αποασαφοποίησης Height 
(εµείς χρησιµοποιούµε την πιο γενική περίπτωση, την centroid, λόγω της προαναφερθείσας 
ιδιαιτερότητας του MATLAB), η σαφής έξοδος dk* δίνεται από τον τύπο 
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Τότε ο επόµενος τύπος εξυπηρέτησης είναι k+dk*=1+3=4. Και εδώ, πέραν της µορφής που 
έχουν οι συναρτήσεις συµµετοχής, παρουσιάζουµε τα διαγράµµατα συµπεριφοράς των κανόνων. 
Όπως έχει δείξει ο Runtong (1996), το σύστηµα µεταβάλλει το ρυθµό εξυπηρέτησής του 
ανάλογα µε το µήκος της ουράς, ενώ η βέλτιστη πολιτική που αποδίδει είναι µια connected 
increasing policy (συνδεδεµένη αύξουσα πολιτική), στην οποία όταν το µέγεθος της ουράς τείνει 
στο 1 (αλλά είναι κατώτερο του 1) και ο τύπος ρυθµού εξυπηρέτησης είναι 1, ο επόµενος τύπος 
ρυθµού εξυπηρέτησης είναι 2, ενώ, όταν το µέγεθος της ουράς τείνει στο µηδέν (αλλά είναι 
µεγαλύτερο αυτού) και ο τρέχων τύπος ρυθµού εξυπηρέτησης είναι 2, ο επόµενος τύπος ρυθµού 
εξυπηρέτησης θα είναι 1, κ.ο.κ. Ο τύπος του Crabill (3-1) δεν µπορεί να µας προσδιορίσει τη 
βέλτιστη πολιτική για το γενικό πρόβληµα πολλαπλών σταδίων, αλλά βοηθά στην επιβεβαίωση 
των αποτελεσµάτων. Στο σχήµα 3- βλέπουµε σε τρισδιάστατο γράφηµα πώς συµπεριφέρονται οι 
κανόνες. 
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Σχήµα 3-4 
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4 
 
Έλεγχος του Πρωτοκόλλου Ουράς 
 
4. Παράλληλοι Εξυπηρετούντες µε Ετερογενείς Ρυθµούς Εξυπηρέτησης (Περίπτωση 3) 
 
4.1.1. Περιγραφή Προβλήµατος 
 
Έστω το αναµονητικό σύστηµα του σχήµατος 4-1. Οι πελάτες φθάνουν στον buffer κατά 
Poisson µε σταθερό ρυθµό λ. Ο buffer έχει άπειρη χωρητικότητα και η σειρά εξυπηρέτησης δεν 
παίζει κανένα ρόλο. Ο buffer εξυπηρετείται από δυο εκθετικούς εξυπηρετούντες µε 
διαφορετικούς µέσους ρυθµούς εξυπηρέτησης µi, όπου λ<µ1+µ2, i=1,2. Χωρίς απώλεια 
γενικότητος, υποθέτουµε ότι µ1>µ2. Αυτή η διαδικασία είναι µια διαδικασία απόφασης Markov 
συνεχούς χρόνου. 
 

Σχήµα 4-1: Το αναµονητικό µοντέλο της Περίπτωσης 3 

 
 
Εδώ πάλι το ζητούµενο είναι ο προσδιορισµός της βέλτιστης πολιτικής, η οποία αναθέτει 
δυναµικά τους αναµένοντες πελάτες σε αδρανείς εξυπηρετούντες για να ελαχιστοποιηθεί ο 
µέσος χρόνος παραµονής των πελατών στο σύστηµα. Σηµειώνουµε ότι χρόνος παραµονής είναι 
το άθροισµα του χρόνου αναµονής στην ουρά και του χρόνου εξυπηρέτησης. Με το θεώρηµα 
του Little, ο στόχος του συστήµατος είναι ισοδύναµος µε την ελαχιστοποίηση του µέσου 
αριθµού πελατών στο σύστηµα. Επίσης, αυτός ο στόχος µπορεί να είναι η ελαχιστοποίηση του 
µέσου κόστους αναµονής αν υποθέσουµε ότι υπάρχει κόστος αναµονής ανά πελάτη ανά µονάδα 
χρόνου. 

Για την περίπτωση αυτή, οι Lin και Kumar (1984), Walrand (1984) και Viniotis και 
Ephremides (1988) αποδεικνύουν (βλέπε και εδάφιο 1.2.4.) ότι υπάρχει µια βέλτιστη πολιτική, η 
οποία είναι τύπου κατωφλιού. Συγκεκριµένα, ο ταχύτερος εξυπηρετών πρέπει να τροφοδοτείται 
µε έναν πελάτη αµέσως µόλις ο εξυπηρετών καταστεί διαθέσιµος, αλλά ο πιο αργός εξυπηρετών 
πρέπει να χρησιµοποιείται αν και µόνον αν το µήκος της ουράς ξεπερνά µια κρίσιµη τιµή 
κατωφλιού n*. Οι Lin και Kumar (1984) επίσης δίνουν µια µέθοδο υπολογισµού της τιµής του 
βέλτιστου κατωφλιού. Για 

  (4-1) 
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Jt0 ≥Jt1 ≥Jt2 ≥ Jt3 ≥… ≥Jtn και Jtn<Jtn+1  

 
Αυτή η βέλτιστη πολιτική ονοµάζεται πολιτική tn. Σύµφωνα µε την αρχική δηµοσίευση (Lin & 
Kumar 1984), τα λ, µ1 και µ2 εδώ πρέπει να κανονικοποιηθούν στη µονάδα. 
 
4.1.2. Αρχιτεκτονική του Ασαφούς Ελεγκτή 
 
Η κατάσταση του συστήµατος µπορεί να περιγραφεί από τα (x,y1,y2), όπου x=0,1,2,…, είναι ο 
αριθµός πελατών στο buffer και yi=1,0 δηλώνουν αν ο εξυπηρετών i, i=1,2, είναι 
απασχοληµένος ή όχι. Έτσι, x+y1+y2 αντιπροσωπεύει τον συνολικό αριθµό πελατών στο 
σύστηµα σ'αυτήν την κατάσταση. Η κατάσταση του συστήµατος αλλάζει σε κάθε άφιξη πελάτη 
ή ολοκλήρωση εξυπηρέτησης. Χωρίς απώλεια γενικότητας, περιορίζουµε τις εποχές απόφασης 
κατά τις οποίες οι αναµένοντες πελάτες ανατίθενται, στις εποχές µετάβασης της κατάστασης του 
συστήµατος. Όµως, υποθέτουµε ότι κάθε απασχοληµένος εξυπηρετών δεν µπορεί να δεχθεί νέο 
πελάτη. Σ'αυτήν την περίπτωση, οι εποχές απόφασης είναι οι χρόνοι που ένας πελάτης φθάνει 
στο σύστηµα µε αδρανείς εξυπηρετούντες ή εγκαταλείπει το σύστηµα ενώ υπάρχουν κι άλλοι 
πελάτες στην ουρά. 

Για να απαλείψουµε τέτοιες τετριµµένες περιπτώσεις, γράφουµε απευθείας τους σαφείς 
κανόνες για την κατάσταση x=0: Αν δεν υπάρχουν πελάτες στην ουρά, είτε οι εξυπηρετούντες 
είναι απασχοληµένοι είτε όχι, τότε δεν ανατίθενται πελάτες σε κανέναν εξυπηρετούντα στο 
σύστηµα και για τις καταστάσεις x>0 και y1=0: Αν ο ταχύτερος εξυπηρετών είναι αδρανής και 
υπάρχουν πελάτες στην ουρά, θα ανατεθεί σ'αυτόν ένας πελάτης. Στο εξής θα εστιάσουµε την 
προσοχή µας µόνο στη βέλτιστη ανάθεση αναµενόντων πελατών στον πιο αργό εξυπηρετούντα 
(τον εξυπηρετούντα 2) όταν αυτός είναι διαθέσιµος, χρησιµοποιώντας τεχνικές ασαφούς 
ελέγχου. 

Σ'αυτό το πλαίσιο, µας ενδιαφέρει µόνον η κατάσταση στην οποία ο ταχύτερος εξυπηρετών 
(ο εξυπηρετών 1) είναι απασχοληµένος και ο πιο αργός (ο 2) είναι αδρανής, ενώ υπάρχουν 
πελάτες στην ουρά, δηλαδή x>0, y1=1 και y2=0. Παρατηρούµε το µέγεθος της ουράς σε κάθε 
εποχή απόφασδης και γνωρίζουµε ότι είναι ένας θετικός παράγοντας στη λήψη της απόφασης 
ανάθεσης πελάτη στον εξυπηρετούντα 2. Ωστόσο, οι γνωστές πληροφορίες δεν είναι αρκετές για 
να προσδιορίσουν τις ποσοτικές σχέσεις µεταξύ του µεγέθους ουράς και της τελικής απόφασης. 
Με άλλα λόγια, δε µπορούµε να ορίσουµε τα ασαφή σύνολα για την είσοδο x, που είναι βασική 
για την επίτευξη της εξαγωγής ασαφούς συµπεράσµατος. Για να ξεπεράσουµε αυτήν τη 
δυσκολία, στρεφόµαστε σε µια σηµαντική παράµετρο του συστήµατός µας, τον ρυθµό αφίξεως 
λ, µια σταθερή παράµετρο που παίζει πρωταρχικό ρόλο στη λήψη της απόφασης και θα 
µπορούσε να χρησιµοποιηθεί και ως τυπική ασαφής είσοδος στη βάση κανόνων, όπως θα δούµε. 
Γι'αυτόν το λόγο, αυτή η ειδική ασαφής είσοδος θα ονοµασθεί ψεύτικη (dummy) ασαφής 
είσοδος. 

Πέραν των προαναφερθέντων σαφών κανόνων, καταστρώνουµε τη βάση ασαφών κανόνων 
ως εξής. Οι ασαφείς είσοδοι είναι ο αριθµός των πελατών στην ουρά (x=0,1,2,…) και ο µέσος 
ρυθµός αφίξεως των πελατών λ ∈[0,µ1+µ2). Η ασαφής έξοδος είναι η απόφαση d=1,0, για την 
ανάθεση ενός πελάτη στον αδρανή εξυπηρετούντα 2. Τα υπερσύνολα αναφοράς για τις ασαφείς 
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εισόδους x και λ είναι [0,+ ∞) και [0,6] αντίστοιχα. Το υπερσύνολο αναφοράς για την ασαφή 
έξοδο d είναι [0,1]. Παραθέτουµε στον πίνακα 4-1 τη βάση κανόνων. Η τιµή PVB για την ασαφή 
είσοδο x σηµαίνει "Positive Very Big" και είναι βέβαια µεγαλύτερη από την PB. YES και NO 
για την ασαφή έξοδο d αντιστοιχούν στο 1 και στο 0. Αν η τιµή της d είναι YES, τότε ένας 
αναµένων πελάτης ανατίθεται στον αδρανή εξυπηρετούντα 2, αλλιώς όχι. Στο σχήµα 4-2 έχουµε 
τους βαθµούς συµµετοχής για την ασαφή είσοδο x, ενώ στα σχήµατα 4-3(α) και 4-3(β) έχουµε 
τους βαθµούς συµµετοχής για την ασαφή είσοδο λ και την ασαφή έξοδο d αντίστοιχα. 
 

Πίνακας 4-1 

 
 
Η θεµελίωση της βάσης κανόνων και η επιλογή των ασαφών εισόδων βασίζονται στις εξής 
δηλώσεις. Πρώτον, (α) πιο εύκολα αποφασίζουµε να χρησιµοποιήσουµε τον εξυπηρετούντα 2 αν 
έχουµε περισσότερους πελάτες στο σύστηµα, γιατί ο πιο αργός εξυπηρετών µπορεί να µειώσει 
το χρόνο παραµονής όταν ο buffer γεµίζει. ∆εύτερον, (β) η απόφαση χρήσης του 
εξυπηρετούντος 2 µπορεί να ενισχυθεί από έναν υψηλότερο ρυθµό αφίξεων. Όντως, όταν οι 
αναµένοντες πελάτες έχουν ήδη φθάσει σε επίπεδα συµφόρησης και ο διαχειριστής του 
συστήµατος γνωρίζει ότι πρόκειται να σηµειωθούν κι άλλες αφίξεις που θα αυξήσουν περαιτέρω 
το συνωστισµό στο σύστηµα, πρέπει να χρησιµοποιήσει τον πιο αργό εξυπηρετούντα µε 
λιγότερο δισταγµό. 

Τώρα, προσδιορίζουµε τις ποσοτικές σχέσεις µεταξύ των ασαφών µεταβλητών που 
δικαιολογούν τη χρήση της εισόδου λ. (γ1) Σε µια ειδική κατάσταση λ=0, θέλουµε να 
αδειάσουµε το σύστηµα που ήδη έχει n πελάτες στην ουρά και η βέλτιστη τιµή κατωφλιού θα 
είναι 
 

)1(Int*n
2
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0 −== µ

µ
λ       (4-2) 

 
όπου Int(⋅) είναι ο µικρότερος ακέραιος µεγαλύτερος ή ίσος του (⋅). Για να εξηγήσουµε τον τύπο 
(4-2), µε δεδοµένο ότι η σειρά εξυπηρέτησης δεν µας ενδιαφέρει, έχουµε την ακόλουθη 
παρατήρηση. Ξεκινώντας από τον Int(µ1/µ2)-οστό πελάτη στην ουρά, αν ένας πελάτης πάει στον 
εξυπηρετούντα 2, τότε και αυτός ο πελάτης και όλοι οι υπόλοιποι θα τελειώσουν την 
εξυπηρέτησή τος εντός χρόνου όχι µεγαλύτερου από αυτόν που θα έκανε αν δεν έµπαινε στον 
αργό εξυπηρετούντα. Έτσι, το βέλτιστο κατώφλι σ'αυτήν την κατάσταση είναι Int(µ1/µ2-1). Για 
παράδειγµα, για µ1/µ2=3.5 και λ=0, όταν υπάρχουν περισσότεροι από τέσσερεις πελάτες στην 
ουρά, αν ο τέταρτος πελάτης πάει στον εξυπηρετούντα 2, ο προσδοκώµενος χρόνος παραµονής 
στο σύστηµα δεν θα είναι µικρότερος από 4/(3.5µ2). Έτσι, ο τέταρτος πελάτης ωφελείται αν 
εξυπηρετηθεί από τον εξυπηρετούντα 2. Επιπροσθέτως, αυτή η ατοµικά βέλτιστη δράση είναι 
και κοινωνικά βέλτιστη, επειδή κρατά τον προσδοκώµενο χρόνο παραµονής στο σύστηµα για 
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τον πρώτο µέχρι και τον τρίτο πελάτη αµετάβλητο, αλλά τον µειώνει για όλους τους πελάτες 
µετά τον τέταρτο. Επιπλέον, είναι εύκολο να επαληθευθεί ότι αυτή η µείωση αρχίζει να 
λαµβάνει χώρα µε τον τέταρτο πελάτη. Άρα, το βέλτιστο κατώφλι είναι το 3. 

Η περίπτωση που εξετάζουµε είναι ισοδύναµη µε τον κανόνα if λ is ZO and x is PVB, then d 
is YES. Με άλλα λόγια, (γ2) το PVB για την x στην βάση ασαφών κανόνων είναι σταθερό στο 
(µ1/µ2-1), που δεν είναι απαραίτητα ακέραιος. Στην πραγµατικότητα, ο αριθµητικός 
προσδιορισµός αυτού του PVB είναι ο λόγος για τον οποίον δηµιουργούµε την ψεύτικη ασαφή 
είσοδο λ. Να σηµειωθεί ότι από τις προτάσεις (β) και (γ), συµπεραίνουµε ότι (δ) η βέλτιστη τιµή 
κατωφλιού είναι άνω φραγµένη από το (µ1/µ2-1). 

Τώρα προσδιορίζουµε τις συναρτήσεις συµµετοχής για τις ασαφείς µεταβλητές. Επειδή ο 
χρόνος παραµονής του πελάτη στο σύστηµα αυξάνεται γεωµετρικά µε τον αριθµό των πελατών 
στο σύστηµα, οι συναρτήσεις συµµετοχής για το x είναι όπως στο σχήµα 4-2. Η απόφαση "Yes" 
λαµβάνεται µόνον όταν όλες οι ασαφείς έξοδοι είναι YES, οπότε η συνάρτηση συµµετοχής για 
την έξοδο d είναι ίδια µε το σχήµα 2-2(δ). 
 

Σχήµα 4-2 
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Σχήµα 4-3(α) 

 
 

Σχήµα 4-3(β) 

 
 

4.1.3. Ένα αριθµητικό Παράδειγµα 
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Εξετάζουµε µια ουρά µε δυο παράλληλους εξυπηρετούντες µε ελεγχόµενες αφίξεις, όπου οι 
παράµετροι είναι: λ=0.1, ρυθµοί εξυπηρέτησης των εξυπηρετούντων 1 και 2 µ1=0.1 και µ2=0.02. 
Ήδη γνωρίζουµε ότι µ1/µ2-1 αντιστοιχεί στο 9 στο σχήµα 4-2 και ότι µ1+µ2 αντιστοιχεί στο 6 στο 
σχήµα 2-8(α) αντίστοιχα, άρα ο scaling factor για το x είναι 2.25 και για το λ είναι 50. Τότε το 
λ=0.1 ερµηνεύεται ως λ is PM with grade 0.67 and PB with grade 0.67. Αυτοί οι υπολογισµοί 
γίνονται αυτόµατα από τον ασαφή ελεγκτή (όπως τον ανέπτυξε ο Runtong, 1996). 

H διαδικασία ασαφούς ελέγχου παριστάνεται εν συντοµία ως εξής: Σε κάθε εποχή 
απόφασης, ο ελεγκτής λαµβάνει τον τρέχοντα αριθµό αναµενόντων πελατών και τον ασαφοποιεί 
στις κατάλληλες γλωσσολογικές τιµές. Βάσει των αντίστοιχων ασαφών κανόνων, πυροδοτούνται 
συγκεκριµένες ασαφείς αποφάσεις. Εξαιτίας των ειδικών ασαφών συναρτήσεων συµµετοχής για 
το d, ο αποασαφοποιητής εδώ είναι απλός. Μια απόφαση "Yes" λαµβάνεται όποτε όλες οι 
ασαφείς έξοδοι είναι "Yes". Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι ο τρέχων αριθµός πελατών στην 
ουρά είναι x=5. Η τιµή αυτή πολλαπλασιάζεται µε 2.25 (5 x 2.25=11.25) που, από το σχήµα 4-
2(α) αντιστοιχεί σε PVB µε βαθµό 1. Σύµφωνα µε τη βάση κανόνων και τη µέθοδο Mamdani, οι 
ασαφείς αποφάσεις διαµορφώνονται ως εξής: 
 

- If λ is PM with grade 0.67 and x is PVB with grade 1, then d is YES with grade 0.67. 
- If λ is PB with grade 0.67 and x is PVB with grade 1, then d is YES with grade 0.67. 

 
Επειδή και οι δυο ασαφείς έξοδοι d είναι YES, η απόφαση είναι "Yes". Παραθέτουµε επίσης στο 
σχήµα 4-4 τη συµπεριφορά των κανόνων όταν έχουµε µια αρχική κατάσταση (0,0,0). 
 

Σχήµα 4-4 
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5 
 

Έλεγχος της Εισόδου Πελατών 
 
5.1. Ένας Εξυπηρετών µε Ένα Ρεύµα Αφίξεων (Περίπτωση 4) 
 
5.1.1. Περιγραφή Προβλήµατος 
 
Έστω το αναµονητικό σύστηµα του σχήµατος 5-1. 
 

Σχήµα 5-1 

 
 
Οι πελάτες φθάνουν στον buffer κατά Poisson µε σταθερό ρυθµό λ. O buffer έχει άπειρη 
χωρητικότητα και η σειρά εξυπηρέτησης δεν παίζει ρόλο. Η εξυπηρέτηση γίνεται από έναν 
εκθετικό εξυπηρετούντα µε ρυθµό εξυπηρέτησης µ. Σε έναν αφικνούµενο πελάτη µπορεί να 
επιτραπεί ή να µην επιτραπεί να µπει στον buffer από έναν κεντρικό ελεγκτή που αναπαρίσταται 
από τη µεγάλη µαύρη κουκκίδα του σχήµατος 5-1. Το αναµονητικό σύστηµα είναι Μ/Μ/1 µε 
έλεγχο αφίξεων. Έστω ότι το σύστηµα δέχεται µια σταθερή αµοιβή w για κάθε πελάτη που 
δέχεται και πληρώνει κόστος αναµονής h ανά πελάτη ανά µονάδα χρόνου στο σύστηµα. 
Θέλουµε να καθορίσουµε τη βέλτιστη πολιτική αφίξεων ώστε να µεγιστοποιήσουµε το µέσο 
κέρδος (αµοιβή µείον κόστος). Η διαδικασία αυτή είναι διαδικασία απόφασης ηµί-Markov. 

Γι'αυτήν την περίπτωση, ο Naor (1969) αποδεικνύει ότι υπάρχει µια βέλτιστη πολιτική κι 
ότι είναι τύπου κατωφλιού. Συγκεκριµένα, το σύστηµα δέχεται έναν πελάτη αν και µόνον αν 
x<n*, όπου x ο αριθµός πελατών που βρίσκονται ήδη στο σύστηµα. Ο Naor αποδεικνύει ότι 
 

)
h

w1n:nmin(*nI
µ

>+=       (5-1) 

 
που είναι η ατοµικά βέλτιστη τιµή κατωφλιού και 
 

)
h

w...n1n:nmin(*n 2n
s

µ
ρρ >++++= +      (5-2) 

 
που είναι η κοινινικά βέλτιστη τιµή κατωφλιού, όπου ρ=λ/µ. Έπεται ότι nS* ≤nI*. Με άλλα 
λόγια, µια κοινωνικά βέλτιστη πολιτική δέχεται λιγότερους πελάτες στο σύστηµα από ό,τι µια 
ατοµικά βέλτιστη. 
 
5.1.2. Αρχιτεκτονική του Ασαφούς Ελεγκτή 
 
Χωρίς απώλεια γενικότητας, οι εποχές απόφασης στις οποίες ελέγχονται οι αφικνούµενοι 
πελάτες µπορούν να περιορισθούν στους χρόνους αφίξεων νέων πελατών. Η κατάσταση του 
συστήµατος στις εποχές απόφασης µπορεί να περιγραφεί από x=0,1,2,..., όπου x είναι ο αριθµός 
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πελατών στο σύστηµα, συµπεριλαµβανοµένου και του πελάτη που πιθανόν βρίσκεται στην 
εξυπηρέτηση. 

Επειδή οι αφίξεις πελατών ελέγχονται, δεν είανι απαραίτητο να υποθέσουµε ότι λ<µ για να 
εξασφαλίσουµε την ευστάθεια του συστήµατος. 

Για να αποφύγουµε την τετριµµένη περίπτωση όπου αρνούµαστε την είσοδο αµέσως σε 
έναν αφικνούµενο πελάτη, ακόµα και µε άδειο το σύστηµα (x=0), υποθέτουµε από τώρα και στο 
εξής (και για τις τρεις περιπτώσεις σ'αυτό το κεφάλαιο) ότι, 
 

0hw >−
µ

       (5-3) 

Με αυτήν την υπόθεση, είναι πάντα ωφέλιµο να δεχόµαστε πελάτη στο σύστηµα όταν αυτό είναι 
άδειο. Έτσι, γράφουµε έναν σαφή κανόνα για την κατάσταση x=0, ο οποίος λέει if there are no 
customers in the system, then an arriving customer is admitted to the system. Στο εξής θα 
εστιάσουµε το ενδιαφέρον µας στη βέλτιστη είσοδο πελατών όταν ο εξυπηρετών είναι 
απασχοληµένος ή x ≥1. 

Mε αυτό το πλαίσιο, επειδή ο πελάτης στην εξυπηρέτηση δεν επηρεάζει την απόφαση 
ελέγχου, η πολιτική ελέγχου υπαγορεύεται µόνον από τον αριθµό των πελατών στην ουρά. 
Ωστόσο, όπως και στο κεφάλαιο 4, αυτή η πληροφορία δεν αρκεί για να προσδιορίσουµε 
ποσοτικά τις αποφάσεις ελέγχου. Έτσι, καταφεύγουµε και πάλι στην τεχνική της ψεύτικης 
µεταβλητής. Μιλώντας τυπικά, επιλέγουµε τις ακόλουθες παραµέτρους ως ασαφείς εισόδους: 
αριθµός πελατών στον buffer, s=0,1,2,…, και το ρυθµό αφίξεων πελατών λ[0,+ ∞). Το 
υπερσύνολο αναφοράς για την ασαφή έξοδο d είναι [0,1]. 

Ο πίνακας 5-1 περιέχει την βάση ασαφών κανόνων, όπου YES για την έξοδο d σηµαίνει ότι 
ο πελάτης γίνεται δεκτός στο σύστηµα, αλλιώς τον διώχνουµε. 
 

Πίνακας 5-1: Η βάση κανόνων 

 
 
Οι συναρτήσεις συµµετοχής για τις ασαφείς εισόδους s και λ παρουσιάζονται στα σχήµατα 2-
2(α) και (β) αντίστοιχα, ενώ στο 5-2 αυτές για την ασαφή έξοδο d. 
 
Η θεµελίωση της ασαφούς βάσης κανόνων βασίζεται στις ακόλουθες προτάσεις: (α) όσο 
περισσότεροι πελάτες υπάρχουν στο buffer, τόσο πιο δύσκολο είναι να δεχθούµε έναν νέο 
πελάτη (τόσο πιο δύσκολο είναι το "Yes"). Αυτό οφείλεται στο ότι οι επιπρόσθετοι πελάτες 
εισάγουν ένα υψηλό κόστος αναµονής, ενώ η ανταµοιβή δεν είναι τόσο σηµαντική όταν οι 
πελάτες στο buffer είναι πολλοί. Αυτό σηµαίνει ότι η βέλτιστη πολιτική εισόδου είναι τύπου 
κατωφλιού. (β) Η απόφαση "Yes" αποδυναµώνεται όταν αυξάνεται ο ρυθµός αφίξεων πελατών. 
Οι δυο αυτές προτάσεις είναι το κύριο σηµείο στην εργασία των Rue και Rosenshine (1981). 
Πράγµατι, αν ο διαχειριστής του συστήµατος ήξερε ότι οι πελάτες φθάνουν µε πολύ υψηλό 
ρυθµό, άρα ο εξυπηρετών σπάνια "πεινάει", δεν θα ήθελε να δεχθεί νέους πελάτες όταν ο 
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εξυπηρετών είναι απασχοληµένος, λόγω του ότι απλώς θα τον φόρτωναν µε κόστος αναµονής. 
Μ'αυτές τις προτάσεις, ετοιµάζουµε τη βάση κανόνων και συµπεραίνουµε ότι (γ), όσο 
µικρότερος είναι ο αριθµός των πελατών στο buffer, τόσο ισχυρότερη επίδραση έχει στο να 
αλλάξει γνώµη ο διαχειριστής. Από εκεί οδηγούµαστε στη µορφή των συναρτήσεων συµµετοχής 
για το s. Από τα παραπάνω, βλέπουµε ότι η απόφαση "Νο" λαµβάνεται µόνον όταν όλες οι 
ασαφείς έξοδοι είναι ΝΟ κι από εκεί λαµβάνουµε τις συναρτήσεις συµµετοχής για την d. 
 

Σχήµα 5-2 

 
 

Τώρα προσδιορίζουµε τις ποσοτικές σχέσεις ανάµεσα στην d και στις s και λ. Επειδή όµως 
τα λ στο κεφάλαιο 4 ήταν άνω φραγµένα, δεν χρειάζεται να προσδιορίσουµε σταθερές τιµές για 
τα αντίστοιχα ασαφή σύνολα. Γ'αυτό τυγχάνει ειδικής ανάλυσης µόνον οι κανονική ασαφής 
είσοδος x, που δεν είναι άνω φραγµένη. Έτσι πρέπει να εξετάσουµε και τις δυο εισόδους λ και s. 

Για την ασαφή είσοδο s και για την ειδική περίπτωση (δ1) λ=0, δηλαδή όταν πρέπει να 
αποφασίσουµε για τον τελευταίο πελάτη που φθάνει στο σύστηµα, η βέλτιστη τιµή κατωφλιού 
είναι nr=0* είναι ο µέγιστος ακέραιος µικρότερος από ή ίσος µε 
 

h
wn 0r

µ
==        (5-4) 

 
Αυτή η πρόταση λέει ότι ο τελευταίος πελάτης γίνεται αποδεκτός µόνον όταν η ανταµοιβή για 
την αποδοχή του καλύπτει το αναµενόµενο κόστος αναµονής, το οποίο είναι w=nr=0*(h/µ). Αυτή 
η περίπτωση είναι ισοδύναµη του κανόνα if λ is ZO and s is PB, then d is NO. ∆ηλαδή, (δ2) το 
ασαφές σύνολο PB για το s µε βαθµό συµµετοχής 1.0 στην ασαφή βάση κανόνων είναι σταθερό 
στην τιµή wµ/h, που δεν είναι απαραίτητα ακέραιος αριθµός. Επιπροσθέτως, (ε) ο µεγαλύτερος 
ακέραιος που είναι µικρότερος ή ίσος του nr=0* είναι το ατοµικά βέλτιστο κατώφλι. Λόγω της 
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υπόθεσης (5-3) και των προτάσεων (β) και (δ) συµπεραίνουµε ότι (στ) η βέλτιστη τιµή 
κατωφλιού είναι κάτω φραγµένη από το 1 και άνω από το wµ/h. 

Όσον αφορά την ασαφή είσοδο λ, θεωρούµε την περίπτωση που ένας αφικνούµενος πελάτης 
απορρίπτεται ενώ υπάρχει µόνον ένας πελάτης στην εξυπηρέτηση (x=1 και s=0). Αυτή η 
περίπτωση παρατηρείται όταν η µέση ωφέλεια της απόρριψης του αφικνουµένου πελάτη είναι 
µεγαλύτερη από αυτήν που θα είχαµε αν τον δεχόµασταν στο buffer. Η συνθήκη δίνεται από: 
 

µλµλ
λ

µλµλ
λ

µµ
1/)]12(hw[)11/()hw( ⋅

+
−−≥⋅

+
+−     (5-5) 

 
Από την ανισότητα (5-5) βλέπουµε ότι η αριστερή πλευρά είναι αύξουσα ως προς λ, ενώ η δεξιά 
φθίνουσα ως προς το λ. Έτσι, η συνθήκη (5-5) θα ικανοποιηθεί τελικά όταν το λ γίνει αρκετά 
υψηλό, ανεξάρτητα από τις υπόλοιπες παραµέτρους. Αυτή η παρατήρηση µας οδηγή στό 
συµπέρασµα (ζ) ότι, για το κριτήριο του µέσου όρου, όταν το λ είναι αρκετά µεγάλο, το 
σύστηµα τελικά θα αρνείται κάθε είσοδο, ακόµα κι αν ο buffer είναι άδειος. Από την ανισότητα 
(5-5) έχουµε: 
 

)h5wh2wh3w(
h2

222 +−+−≥ µµ
µ

λ µ      (5-6) 

 
Αυτή η συνθήκη είναι ισοδύναµη µε τον κανόνα if λ is PB and s is ZO, then d is NO. 
 
5.1.3. Ένα Αριθµητικό Παράδειγµα 
 
Έστω ένα σύστηµα Μ/Μ/1 µε έλεγχο αφίξεων, στο οποίο οι παράµετροι είναι ως εξής: λ=0.3, 
µ=0.3, ανταµοιβή για κάθε πελάτη w=50 και κόστος αναµονής ανά πελάτη ανά µονάδα χρόνου 
h=2. 

Από τις προτάσεις (β2) και (η) και τα σχήµατα , οι scaling factors για τις εισόδους λ και s 
είναι 0.8 και 3.54 αντίστοιχα. Τότε το λ=0.3 ερµηνεύεται ως λ is ZO with grade 0.92 and PS with 
grade 0.41. Αυτοί οι υπολογισµοί γίνονται αυτόµατα από τον ασαφή ελεγκτή. 

Οι διαδικασίες ασαφούς εξαγωγής συµπερασµάτων είναι εν συντοµία: Σε κάθε εποχή 
απόφασης, ο ελεγκτής λαµβάνει τον τρέχοντα αριθµό αναµενόντων πελατών s, και τον 
ασαφοποιεί στις κατάλληλες γλωσσολογικές τιµές. Με τους κατάλληλους ασαφείς κανόνες, 
ενεργοποιούνται οι αντίστοιχες ασαφείς αποφάσεις. Λόγω των ειδικών συναρτήσεων 
συµµετοχής για την d, ο αποασαφοποιητής εδώ είναι απλός. Μια απόφαση "ΝΟ" λαµβάνεται 
µόνον όταν όλες οι ασαφείς έξοδοι είναι ΝΟ. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι s=1. Η τιµή 
αυτή πολλαπλασιαζόµενη µε τον scaling factor γίνεται 3.54 που από το σχήµα αντιστοιχεί σε 
PM µε βαθµό 0.355 και PB µε βαθµό 0.454. Σύµφωνα µε τη βάση κανόνων και µε τη µέθοδο 
Mamdani, οι ασαφείς αποφάσεις είναι: 
 

- If λ is ZO with grade 0.92 and s is PM with grade 0.355, then d is YES with grade 0.355 
- If λ is PS with grade 0.41 and s is PM with grade 0.355, then d is NO with grade 0.355 
- If λ is ZO with grade 0.92 and s is PB with grade 0.454, then d is NO with grade 0.454 
- If λ is PS with grade 0.41 and s is PB with grade 0.454, then d is NO with grade 0.41 

 
Από τις τέσσερεις ασαφείς εξόδους d, η µία είναι YES. Άρα, η απόφαση είναι YES. 
 
Παρουσιάζουµε σχηµατικά τη συµπεριφορά των κανόνων. 
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Σχήµα 5-3 
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6 
 
Συµπεράσµατα 
 
6.1. Ανακεφαλαίωση 
 
Ο έλεγχος αναµονητικών συστηµάτων και η θεωρία ασαφούς ελέγχου αναπτύχθηκαν 
ταυτόχρονα στα µέσα της δεκαετίας του 1960 και έχουν χρησιµοποιηθεί για την επίλυση 
αρκετών πρακτικών προβληµάτων. Σ'αυτήν την εργασία παρουσιάζεται ο συνδυασµός τους, ο 
οποίος σίγουρα είναι ακόµα σε πρώιµο στάδιο, αλλά, όπως απέδειξε ο Runtong, είναι µια πολλά 
υποσχόµενη και αποτελεσµατική ερευνητική κατεύθυνση. Στην εργασία του ο Runtong για 
πρώτη φορά επεχείρησε να λύσει προβλήµατα ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων, που 
"κανονικά" ανήκουν στη σφαίρα των στοχαστικών διαδικασιών, µε τεχνικές ασαφούς λογικής, 
λύνοντας υπάρχοντα προβλήµατα και αναπτύσσοντας µέσα από κάθε ανεξάρτητη περίπτωση 
ένα συστηµατικό πλαίσιο για τον ασαφή έλεγχο αναµονητικών συστηµάτων (FCQS). 

Στα προηγούµενα κεφάλαια, εξετάσαµε τέσσερεις περιπτώσεις, για τις οποίες 
κατασκευάσαµε και τα ασαφή συστήµατα εξαγωγής συµπερασµάτων σε MATLAB 6.1, τα 
οποία προσφέρονται για περαιτέρω χρήση. Αυτά τα µοντέλα προέρχονται από όλες τις 
κατηγορίες του ελέγχου αναµονητικών συστηµάτων. 

Το πρώτο κεφάλαιο χωρίζεται σε δυο µέρη. (α) Ορίζουµε τον FCQS και εξηγούµε γιατί τον 
επιλέγουµε, παρέχοντας σαφείς ορισµούς και ξεκάθαρα επιχειρήµατα. Αυτό είναι το θεωρητικό 
κοµµάτι της εργασίας µας. (β) Παρουσιάζουµε µια σύγκριση του ελέγχου αναµονητικών 
συστηµάτων και του ασαφούς ελέγχου. Εδώ είναι η τεχνική βάση αυτής της εργασίας. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο, εξετάζουµε το πρόβληµα του ελέγχου του αριθµού εξυπηρετούντων. 
Το µοντέλο που επιλέγουµε έχει έναν εξυπηρετούντα και χρησιµοποιείται µια κλασσική δοµή 
κόστους. Ο στόχος του συστήµατος είναι ο προσδιορισµός της βέλτιστης πολιτικής λειτουργίας 
για την ελαχιστοποίηση του µέσου κόστους συστήµατος σε άπειρο χρονικό ορίζοντα. 

Στο τρίτο κεφάλαιο, ασχολούµαστε µε τον έλεγχο του ρυθµού εξυπηρέτησης σε ένα σύστηµα 
µε έναν εξυπηρετούντα, χωρίς κόστη εναλλαγής. Εδώ, ο ρυθµός εξυπηρέτησης είναι η 
µεταβλητή ελέγχου. 

Το τέταρτο κεφάλαιο πραγµατεύεται τον έλεγχο του πρωτοκόλλου ουράς. Εδώ εξετάζουµε 
την ανάθεση πελατών σε δυο ετερογενείς παράλληλους εξυπηρετούντες. 

Τέλος, στο πέµπτο κεφάλαιο, θεωρούµε τον έλεγχο της εισόδου πελατών σε ένα σύστηµα 
Μ/Μ/1 µε ένα ρεύµα εισόδου (µια κλασσική και γνωστή περίπτωση). Με τη χρήση της ψεύτικης 
(dummy) µεταβλητής, η προσέγγισή µας γεφυρώνει το χάσµα µεταξύ κοινωνικής και ατοµικής 
βελτιστότητας στην περιοχή ελέγχου της βέλτιστης εισόδου πελατών. 
 
6.2. Παρατηρήσεις 
 
Έχουµε τις εξής παρατηρήσεις: 
 
Α. Βελτιστότητα 
 
Πολλές φορές χρησιµοποιούµε τον όρο "βέλτιστος" για να περιγράψουµε τις µεθόδους ή τις 
πολιτικές που επιδιώκουµε να προσδιορίσουµε µε την προσέγγιση του ασαφούς ελέγχου. 
Υπάρχει όµως το ερώτηµα του πόσο βέλτιστα είναι τα συστήµατα και πώς µπορούµε να 
δοκιµάσουµε τη βελτιστότητά τους. Η βελτιστότητα είναι ένα από τα πιο δύσκολα προβλήµατα 
στον ασαφή έλεγχο. Ο Runtong λέει ότι κανένα ασαφές σύστηµα ελέγχου δεν είναι σίγουρα 
βέλτιστο, αλλά και η βελτιστότητα είναι ένα ασαφές σύνολο µε βαθµό συµµετοχής µεταξύ 0 και 
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1. Τα δε µοντέλα που ανέπτυξε, από τη σύγκριση των αποτελεσµάτων µε τις υπάρχουσες 
αναλυτικές λύσεις αποδεικνύονται σε µεγάλο βαθµό βέλτιστα. 
 
Β. Ευστάθεια 
 
Μια άλλη δυσκολία στον ασαφή έλεγχο είναι η ευστάθεια. Στα συγκεκριµένα συστήµατα (που οι 
προσοµοιώσεις που πραγµατοποίησε ο Runtong απέδειξαν πως είναι ευσταθή), η αστάθεια 
αποφεύγεται µε την προσεκτική εκπαίδευση των ασαφών βάσεων κανόνων (και των 
αντίστοιχων συναρτήσεων συµµετοχής) και µε την επιλογή συνεχών υπερσυνόλων αναφοράς 
για όλα τα αασαφή σύνολα, καθώς ένα διακριτό υπερσύνολο αναφοράς θα µπορούσε εύκολα να 
προκαλέσει αστάθεια σε ένα ασαφές σύστηµα ελέγχου. 
 
Γ. Ψεύτικη Μεταβλητή 
 
Στο κεφάλαιο 4, χρησιµοποιούµε την "ψεύτικη" ασαφή µεταβλητή, η οποία είναι µια οντότητα 
που δεν είναι πραγµατικά µεταβλητή, αλλά παίζει αυτόν τον ρόλο. Η τεχνική αυτή είναι 
αποτελεσµατική σε πολιτικές κατωφλιού. Αν οι ρυθµοί αφίξεων είναι άγνωστοι, έχουµε ένα 
πολύπλοκο σύστηµα µε άγνωστες παραµέτρους, οπότε οι κλασσικές µέθοδοι δυναµικού ελέγχου 
δεν είναι αποτελεσµατικές, γιατί δεν µπορούν να προσδιορίσουν ρητώς τις pathwise πιθανότητες 
που είναι ζωτικής σηµασίας για τις ευρετικές µεθόδους. Εδώ, η προσέγγιση του ασαφούς 
ελέγχου µε τη βοήθεια της ψεύτικης µεταβλητής παρουσιάζει πλεονεκτήµατα. 
 
∆. Κοινωνική/Ατοµική Βελτιστοποίηση 
 
Στα κεφάλαια 4 και 5 οι βέλτιστες πολιτικές ελέγχου ακολουθούν το κριτήριο της κοινωνικής 
βελτιστοποίησης. Με άλλα λόγια, "βέλτιστο" = "κοινωνικά βέλτιστο". Η αντιπαράθεση µεταξύ 
κοινωνικής και ατοµικής βελτιστοποίησης εξακολουθεί να υφίσταται, ιδίως σε προβλήµατα 
βέλτιστου ελέγχου δροµολόγησης/εισόδου σε αναµονητικά συστήµατα. Στα κεφάλαια 4 και 5, οι 
κοινωνικά βέλτιστες τιµές κατωφλιού προσδιορίζονται µε τη βοήθεια ατοµικά βέλτιστων 
κατωφλιών, γεφυρώνοντας έτσι τα δυο κριτήρια – και µε τη βοήθεια της ψεύτικης µεταβλητής. 
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