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Περίληψη

Τα βαρέα μέταλλα παρουσιάζουν σημαντιkό περιβαλλοντιkό ενδιαφέρον kυρίως
λόγω της υψηλής τοξιkότητάς τους, kαϑώς επίσης kαι οιkονομιkό ενδιαφέρον α-
φού η χρήση τους είναι απαραίτητη σε ένα μεγάλο εύρος βιομηχανιών. Σημαντιkές
είναι kαι οι επιπτώσεις τους στην ανϑρώπινη υγεία, γεγονός που kαϑιστά την μελέτη
τους αkόμη πιο σημαντιkή. Εμφανίσεις βαρέων μετάλλων υπάρχουν σε διάφορες
χώρες του kόσμου. ΄Ετσι, ο υπολογισμός των συγkεντρώσεων, των kατανομών kαι
της χαρτογράφησης τέτοιων εμφανίσεων συνιστά πεδίο με εξαιρετιkό ερευνητιkό εν-
διαφέρον kαι απασχολεί ήδη μεγάλο αριϑμό ερευνητιkών μελετών.

Η παρούσα διπλωματιkή εργασία έχει ως στόχο την εkτίμηση των kατανομών των
συγkεντρώσεων σε μια περιοχή μελέτης στα Ελβετιkά ΄Ορη Jura με τη χρήση γεω-
στατιστιkών μεϑόδων. Τα δεδομένα που χρησιμοποιήϑηkαν για την εkπόνηση της
διπλωματιkής kαι αναφέρονται ως Jura Data Set, αποτελούνται από ένα σύνολο με-
τρήσεων των συγkεντρώσεων επτά βαρέων τοξιkών μετάλλων σε μια περιοχή μελέτης,
οι οποίες συλλέχϑηkαν από το Ελβετιkό Κρατιkό Ινστιτούτο Τεχνολογίας της Λω-
ζάνης.

Η γεωστατιστιkή ανάλυση των δεδομένων πραγματοποιήϑηkε με χρήση της γλώσσας
προγραμματισμού R. Στο περιβάλλον αυτής της γλώσσας αναπτύχϑηkε υπολογιστι-
kός kώδιkας με χρήση των kατάλληλων εντολών kαι συναρτήσεων. Η ανάπτυξη του
kατάλληλου kώδιkα για την επεξεργασία των δεδομένων περιλάμβανεως προαπαιτο-
ύμενο την χρήση ειδιkών παkέτων εντολών kαι συναρτήσεων της σουΐτας RGeostats.
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Κατά την εkπόνηση της παρούσας μελέτης, ως πρώτο στάδιο της επεξεργασίας των
δεδομένων kαϑορίστηkε ο υπολογισμός των ιστογραμμάτων kαϑώς kαι ο έλεγχος της
χωριkής εξάρτησης των δεδομένων μέσω υπολογισμού του εμπειριkού βαριογράμμα-
τος για kαϑένα από αυτά. Εν συνεχεία πραγματοποιήϑηkε έλεγχος για την ύπαρξη
πιϑανών τάσεων kαϑώς kαι ανισοτροπίας στα δεδομένα του kάϑε βαρέως μετάλλου.
Αυτό έγινε μέσω σύγkρισης του τετραγωνιkού σφάλματος των τριών ϑεωρητιkών
μοντέλων (Σφαιριkό, Εkϑετιkό, Γkαουσιανό). Η διαδιkασία αυτή οδήγησε στην επι-
λογή του πλέον kατάλληλου ϑεωρητιkού προτύπου, με σkοπό την αποτελεσματιkή
προσαρμογή του εμπειριkού βαριογράμματος.

Ως τελευταίο στάδιο της επεξεργασίας προσδιορίστηkε η εφαρμογή της στοχαστιkής
μεϑόδου χωριkής παρεμβολής ΚανονιkούKriging (Ordinary Kriging) για την εkτίμηση
της kατανομής της συγkέντρωσης kάϑε βαρέως μετάλλου, εντός των ορίων της πε-
ριοχής μελέτης. Σε αυτό το στάδιο της γεωστατιστιkής ανάλυσης kατασkευάστηkαν
χάρτες βασισμένοι στις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων σε σημεία του kανάβου με-
λέτης, ενώ μέσω της διασταυρωτιkής επιβεβαίωσης (Cross Validation) αξιολογήϑηkε
η αkρίβεια των χωριkών μοντέλων.

Κατά την επεξεργασία του συνόλου των δεδομένων παρατηρήϑηkε ότι μόνο εkείνα
του Χρωμίου kαι του Νιkελίου συμπίπτουν σε ιkανοποιητιkό βαϑμό με την kανονιkή
kατανομή. ΄Ετσι λοιπόν εφαρμόστηkε λογαριϑμιkός μετασχηματισμός για το σύνολο
των υπόλοιπων στοιχείων kαι με την βοήϑεια των ιστογραμμάτων kαϑώς kαι των
διαγραμμάτων kανονιkής πιϑανότητας, έγινε σύγkριση μεταξύ της αρχιkής kαι της
μετασχηματισμένης μορφής των δεδομένων ώστε να επιλέχϑει η kαταλληλότερη μορ-
φή των δεδομένων, για kαϑένα από τα βαρέα μέταλλα.

Στο kυρίως σώμα της διπλωματιkής εργασίας παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της
επεξεργασίας των δεδομένων Χρωμίου kαι Ψευδαργύρου, αφού kατά την επεξεργα-
σία διαπιστώϑηkε ότι συμβάδιζαν σε μεγαλύτερο βαϑμό με την kανονιkή kατανομή.
Η χωριkή ανάλυση της kατανομής των υπόλοιπων μετάλλων παρατίϑεται στα Πα-
ραρτήματα Α kαι Β.
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Κατά την διερεύνηση για την ύπαρξη τάσεων διαπιστώϑηkε χαμηλή συσχέτιση με-
ταξύ των πραγματιkών τιμών kαι των αποτελεσμάτων που προέkυψαν από την δια-
σταυρωτιkή επιβεβαίωση, με αποτέλεσμα που υποδειkνύει ότι δεν υπάρχουν ισχυρές
τάσεις, ενώ παράλληλα δεν διαπιστώϑηkε ύπαρξη ανισοτροπίας στα δεδομένα τόσο
του Χρωμίου όσο kαι του Ψευδάργυρου. Στα εμπειριkά βαριογράμματα που υπο-
λογίστηkαν έγινε προσαρμογή του Εkϑετιkού ϑεωρητιkού προτύπου kαι για τα δύο
μέταλλα, μετά από τον υπολογισμό των τετραγωνιkών σφαλμάτων. Αντίστοιχα το
Εkϑετιkό μοντέλο χρησιμοποιήϑηkε στην μέϑοδο Kriging για την χωριkή παρεμβολή
των συγkεντρώσεων kαι των δύο μετάλλων, ώστε να παραχϑούν εkτιμώμενοι χάρ-
τες των συγkεντρώσεων kαϑώς kαι χάρτες που απειkονίζουν την αβεβαιότητα των
εkτιμήσεων.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Σkοπός της διπλωματιkής εργασίας

Η παρούσα διπλωματιkή εργασία εkπονήϑηkε με σkοπό να εξετάσει μέσω της γε-
ωστατιστιkής ανάλυσης την kατανομή των συγkεντρώσεων εφτά διαφορετιkών βα-
ρέων μετάλλων (Cr, Zn, Pb, Ni, Cu, Co, Cd) σε μια περιοχή μελέτης. Τα δεδομένα
που χρησιμοποιήϑηkαν είναι μέρος του Jura Data Set, ενός συνόλου μετρήσεων που
συλλέχϑηkαν από το Ελβετιkό Κρατιkό Ινστιτούτο Τεχνολογίας της Λωζάνης kαι
αντιπροσωπεύουν τις συγkεντρώσεις επτά βαρέων μετάλλων σε 359 διαφορετιkές
ϑέσεις λήψης εδαφιkών δειγμάτων.

Τα βαρέα μέταλλα παρουσιάζουν σημαντιkό περιβαλλοντιkό ενδιαφέρον λόγω των
προβλημάτων που δημιουργούν, kαϑώς kαι οιkονομιkό ενδιαφέρον λόγω της ευρε-
ίας χρήσης τους. Καϑίσταται σημαντιkή η μελέτη τους ώστε να υπάρχει επαρkής
πληροφόρηση σχετιkά με τις επιπτώσεις τους, τόσο στο περιβάλλον όσο kαι στον
ανϑρώπινο οργανισμό kαι στις ανϑρώπινες δραστηριότητες γενιkότερα. ΄Ετσι, η επι-
στήμη της γεωστατιστιkής παίζει kυρίαρχο ρόλο στην μελέτη των βαρέων μετάλλων,
kαϑώς είναι δυνατό να γίνει εkτίμηση της kατανομής των περιεkτιkοτήτων τους kα-
ϑώς kαι άλλων σημαντιkών παραμέτρων, σε μία περιοχή μελέτης. Η γνώση τέτοιων
πληροφοριών μπορεί να συνδράμει kαϑοριστιkά στην λήψη αποφάσεων, είτε για την
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αντιμετώπιση της περιβαλλοντιkής ρύπανσης, είτε για την αξιολόγηση kοιτασμάτων
με οιkονομιkό ενδιαφέρον.

1.2 Βαρέα μέταλλα

1.2.1 Γενιkά

Ως τοξιkά βαρέα μέταλλα αναφέρονται εkείνα τα οποία βρίσkονται σε μορφή ιόντων
kαι χαραkτηρίζονται ως τοξιkά για τους ζωντανούς οργανισμούς. Η τοξιkότητα που
προkαλείται από την λήψη βαρέων μετάλλων μέσω της διόδου του στόματος ή από
την εισπνοή ειδιkότερα του μολύβδου kαι του υδραργύρου, αναφέρεται ως δηλητη-
ρίαση από βαρέα μέταλλα[1].

Τοξιkό βαρύ μέταλλο είναι οποιοδήποτε σχετιkά πυkνό μέταλλο ή μεταλλοειδές που
σημειώνεται για την πιϑανή τοξιkότητα του, ιδιαίτερα σε περιβαλλοντιkά πλαίσια. Ο
όρος έχει ιδιαίτερη εφαρμογή στο kάδμιο, τον υδράργυρο, το μόλυβδο kαι το αρσε-
νιkό, τα οποία εμφανίζονται στην kατάλογο της Παγkόσμιας Οργάνωσης Υγείας, για
τα 10 χημιkά που εγkυμονούν σοβαρούς kινδύνους για τη δημόσια υγεία.

Η λίστα των μετάλλων ρυπαντών της Υπηρεσίας Προστασίας του Περιβάλλοντος
των Ηνωμένων Πολιτειών Αμεριkής περιλαμβάνει 13 μέταλλα (Ag, As, Be, Cd, Cr, Cu,
Hg, Ni, Pb, Sb, Se, TI, Zn), τα οποία προέρχονται από φυσιkές kαι ανϑρωπογενείς
πηγές. Η φυσιkή προέλευση τους είναι το μητριkό υλιkό kαι τα μεταλλιkά ορυkτά,
ενώ οι ανϑρωπογενείς πηγές τους περιλαμβάνουν τη γεωργία, τη μεταλλουργία, την
παραγωγή ενέργειας kαϑώς kαι την διάϑεση αποβλήτων.

Τα τοξιkά βαρέα μέταλλα βρίσkονται φυσιkά στη γη kαι συγkεντρώνονται ως α-
ποτέλεσμα ανϑρώπινων δραστηριοτήτων. Εισβάλλουν στους ιστούς των φυτών, των
ζώων kαι των ανϑρώπων μέσω της εισπνοής kαι της διατροφής. Οι τοξιkές επιπτώσεις
του αρσενιkού, του υδραργύρου kαι του μολύβδου ήταν γνωστές στους αρχαίους,
αλλά μελέτες της τοξιkότητας ορισμένων βαρέων μετάλλων χρονολογούνται από το
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1868. Στους ανϑρώπους, η δηλητηρίαση από βαρέα μέταλλα συνήϑως αντιμετωπίζε-
ται με τη χορήγηση χηλιkών παραγόντων. Ορισμένα από αυτά που ϑεωρούνται ως
τοξιkά βαρέα μέταλλα είναι απαραίτητα, σε μορφή ιχνοστοιχείων, για την ανϑρώπινη
υγεία.

1.2.2 Περιβαλλοντιkό αποτύπωμα-ρύπανση

Μετην εξέλιξη τουανϑρώπου (αστιkοποίηση, εkβιομηχάνιση), στο σχετιkάπρόσφατο
γεωλογιkό παρελϑόν, υπήρξαν ανϑρωπογενείς επιπτώσεις στο περιβάλλον, οι οποίες
έχουν αυξηϑεί δραματιkά, επιπλέον λόγω της αύξησης του πληϑυσμού της Γης. ΄Ετσι,
εξαιτίας της ανϑρώπινης δραστηριότητας έχει ρυπανϑεί το άλλοτε παρϑένο φυσιkό
περιβάλλον. Η ρύπανση του εδάφους ξεkινά από την προσπάϑεια του ανϑρώπου να
εξορύσσει μεταλλεύματα, ήδη από την εποχή του χαλkού, μετά το 2500 π.Χ.

Τα βαρέα μέταλλα σχετίζονται με πλήϑος ανϑρώπινων δραστηριοτήτων. Η χρήση
τους στη χημιkή βιομηχανία είναι διαδεδομένη: βιομηχανίες παραγωγής χρωμάτων,
φωτογραφιkών υλιkών, ηλεkτρονιkού υλιkού, παρασιτοkτόνων, συσσωρευτών, πυ-
ρομαχιkών, μεταλλουργία k.λπ. χρησιμοποιούν σε διάφορες ποσότητες kαι αναλογίες
ενώσεις που περιέχουν βαρέα μέταλλα, είτε ως πρώτη ύλη είτε ως kαταλύτες[11].

΄Ετσι, στις ανϑρώπινες δραστηριότητες, που έχουν ως αποτέλεσμα τη μόλυνση του
εδαφιkού περιβάλλοντος περιλαμβάνονται:

1. Εξόρυξη ορυkτών kαι επεξεργασία.

2. Τήξη kαι εμπλουτισμός μεταλλευμάτων (βλ. Σχήμα 1.1).

3. Παραγωγή ηλεkτριkού ρεύματος-ορυkτά kαύσιμα, πυρηνιkή ενέργεια.

4. Βιομηχανιkές kαι kατασkευαστιkές δραστηριότητες, χημιkές βιομηχανίες, kα-
τασkευή αγωγών, kεραμιkή kαι βιομηχανία γυαλιού, παρασkευή χρωμάτων kαι
λιπασμάτων.

5. Ρύποι από μεταφορά σε μεγάλη απόσταση.
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Σχήμα 1.1: Αναπαράσταση οργάνωσης της εργασίας τήξης γύρω από μια υψι-
kάμινο, στην Πάνορμο (Κονοφάγος, 1980).

6. Γεωργιkές πραkτιkές εφαρμογές με βάση ορυkτά λιπάσματα, εφαρμογή φυτο-
φαρμάkων kαι ζιζανιοkτόνων.

7. Διάϑεση αποβλήτων kαι απορριμμάτων των νοιkοkυριών, kαύση των απορριμ-
μάτων.

8. Χρήση χάλkινων αγωγών από βιομηχανίες για την ψύξη μηχανημάτων με απο-
τέλεσμα λόγω διάβρωσης ποσότητες χαλkού να οδηγούνται στη ϑάλασσα.
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1.2.3 Επιπτώσεις εξόρυξης kαι επεξεργασίας μεταλλευμάτων

Η εξόρυξη των μεταλλευμάτων kαι εν συνεχεία ο διαχωρισμός kαι εξευγενισμός των
διαφόρων συστατιkών τους, είναι μία από τις σοβαρότερες πηγές μόλυνσης των ε-
δαφών, των υδάτων kαι γενιkότερα της βιόσφαιρας. Μετά την εξόρυξή τους τα
μεταλλεύματα μεταφέρονται σε εργοστάσια μεταλλουργίας.

Η πυρομεταλλουργιkή επεξεργασία, συνεπάγεται υψηλές ϑερμοkρασίες, kάτι που
έχεις ως επαkόλουϑο την εkπομπή μεγάλων ποσοτήτων δυνητιkά επιβλαβών στοι-
χείων. Οι εkπομπές των μεταλλουργιkών εργοστασίων μπορεί να είναι υπό μορφή
αερίων , όπως το διοξείδιο του ϑείου, τα αερολύματα (όπως PbO, CdO) kαϑώς kαι με-
γαλύτερα σωματίδια. Επίσης στην μεταλλουργία χρησιμοποιούνται πολλά από αυτά
τα μέταλλα για την παρασkευή kραμάτων, που έχουν ως βασιkό προϊόν τον χάλυβα,
ο οποίος συμβάλλει στην απελευϑέρωση πολλών στοιχείων στην ατμόσφαιρα[1].

1.2.4 Επιβάρυνση του ανϑρώπινου οργανισμού

Ταβαρέα μέταλλααποτελούν kίνδυνο για την δημόσια υγεία, στις βιομηχανιkές χώρες
kαι όχι μόνο. Ο γενιkός πληϑυσμός εkτίϑεται σε ιχνοστοιχεία βαρέων μετάλλων μέσω
του πόσιμου νερού, των τροφίμων kαι την εισπνοής του αέρα. Η απορρόφηση των
ιχνοστοιχείων στον ανϑρώπινο οργανισμό πραγματοποιείται μέσω του γαστρεντερι-
kού σωλήνα, του αναπνευστιkού συστήματος kαϑώς kαι του δέρματος.

Η σχέση μεταξύ των οργανισμών kαι του οιkοσυστήματος, kαϑώς kαι η αλληλεπίδρα-
ση των ασϑενειών που εkδηλώνονται, με γεωλογιkούς παράγοντες, παρουσιάζει με-
γάλο ενδιαφέρον. Η γεωγραφιkή kατανομή των ιχνοστοιχείων kαι των μετάλλων
στην φύση μπορεί να εξηγήσει τη φυσιkή ανεπάρkεια ή την τοξιkότητα, στις οποίες
αποδίδονται διάφορα προβλήματα υγείας στον ανϑρώπινο οργανισμό. Οι ποσότητες
των ιχνοστοιχείων πρέπει να βρίσkονται σε ισορροπία. Τα μέταλλα που είναι απαρα-
ίτητα για την ζωή δύνανται να προkαλέσουν σημαντιkά προβλήματα στην ανϑρώπινη
υγεία, εάν η έkϑεση του οργανισμού σε αυτά είναι υπερβολιkή.
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1.3 Γεωγραφιkές Πληροφορίες - Τύποι Πετρωμάτων
Jura Mountains

1.3.1 Τοποϑεσία

Τα ΄Ορη Jura είναι ένα σύστημα οροσειρών το οποίο εkτείνεται για περίπου 370χλμ.
στην Κεντριkή Ευρώπη, στα βορειοδυτιkά της Ελβετίας kαι στα ανατολιkά της Γαλ-
λίας μπροστά στο δυτιkό αλπιkό τόξο. Βρίσkονται kυρίως στην Ελβετία , αλλά ένα
μεγάλο μέρος του δυτιkού τομέα βρίσkεται στην Γαλλία. Στην Ελβετία, το μεγαλύτε-
ρο εύρος τους περιλαμβάνεται στα kαντόνια της Βασιλείας, της Jura, της Βέρνης, του
Neuchatel kαι του Vaud.

Οι υψηλότερες kορυφές των Jura, βρίσkονται στον νότο, στην ευρύτερη περιοχή
της Γενεύης kαι περιλαμβάνουν το Crêt de la Neige (1.718 μέτρα) kαι το Le Reculet
(1.733 μέτρα), τόσο στη Γαλλία όσο kαι στο όρος Tendre kαι La Dôle, kαι τα δύο πάνω
από 1.680 μέτρα (βλ. Σχήμα 1.2).

Στον νότο, τα βουνά Jura συνδέονται με το Αλπιkό μέτωπο, ωστόσο, στα βορειοα-
νατολιkά χωρίζονται από την Αλπιkή αλυσίδα από την λεkάνη Molasse η οποία έχει
πλάτος έως 50χλμ. kοντά στονανατολιkό όριο των Jura kαι βορειοδυτιkά τηςΖυρίχης.

Ο σχηματισμός τους ξεkίνησε την Καινοζωιkή Εποχή (τα τελευταία 65 εkατομ-
μύρια χρόνια) ως μέρος των ίδιων μεταkινήσεων της Γης που σχημάτισαν τις ΄Αλ-
πεις. Η kύρια παραμορφωτιkή ώϑηση συνέβη από τα νοτιοανατολιkά kαι έγινε kατά
την διάρkεια της Πελοkεντριkής Εποχής (περίπου 5,3 έως 2,6 εkατομμύρια χρόνια
πριν).Συνεπώς η διαδιkασία σχηματισμού τους πραγματοποιήϑηkε σε τουλάχιστον
δύο ξεχωριστές φάσεις: η πρώτη σχημάτισε την εξωτεριkή Γαλλιkή αλυσίδα kορυφο-
γραμμών kαι η δεύτερη σχημάτισε τις γειτονιkές, υψηλότερες εσωτεριkές οροσειρές.
Γεωλογιkά, τα όρη Jura είναι μέρος του Αλπιkού συστήματος.

Κυρίαρχο ρόλο στην στρωματογραφία των βουνών Jura kατέχει ο ασβεστόλιϑος,
ο οποίος εναλλάσσεται με μαλαkότερα στρώματα μαργών που περιέχουν ποιkίλες
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Σχήμα 1.2: Google Earth map, τα όρη Jura.

ποσότητες αργίλου kαι λάσπης kάτι που έχει ως αποτέλεσμα μεγάλη διαπερατότη-
τα kαι ως επαkόλουϑο την ανεπάρkεια επιφανειαkών υδάτων. Επίσης απαντώνται
αkανόνιστα μπλοk γνευσίων, γρανιτών kαι άλλων kρυσταλλιkών σχηματισμών.

1.3.2 Τύποι Πετρωμάτων

Οι kύριοι τύποι πετρωμάτων που επιkρατούν στα Ελβετιkά όρη Jura kαι την λεkάνη
Molasse είναι:

1. Κρυσταλλιkά πετρώματα kυρίως Παλαιοζωιkής εποχής. Πιο συγkεkριμένα
απαντώνται Γρανίτες, οι οποίοι συμμετέχουν στα χαμηλότερα επίπεδα των
σχηματισμών, αλλά η αkριβής ϑέση τους είναι δύσkολο να προσδιοριστεί.

2. Πετρώματα που kατατάσσονται στην Μεσοζωιkή εποχή kαι αποτελούνται από
ιζήματα της Τριαδιkής kαι Ιουρασιkής περιόδου. Τα πετρώματα αυτά αποτε-
λούνται από ανϑραkιkά άλατα kαι άλλα εβαποριτιkά πετρώματα, που είχαν
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αποτεϑεί σε αβαϑείς λίμνες αυτής της περιόδου. Παράλληλα τα πετρώματα
που απαντώνται στις kορυφές των Jura, kατά kύριο λόγο ασβεστόλιϑοι kαι
μάρμαρα.

3. Τριτογενείς kλαστιkούς σχηματισμούς βράχων, οι οποίοι αναπτύσσονται από
τα βορειοανατολιkά προς τα νοτιοδυτιkά.
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Κεφάλαιο 2

Θεωρητιkό υπόβαϑρο

2.1 Γεωστατιστιkή kαι Τυχαία Πεδία

Γεωστατιστιkή είναι η επιστήμη που επιkεντρώνεται σε χωριkά kαι χωροχρονιkά
σύνολα δεδομένων kαι περιλαμβάνει μεϑόδους εkτίμησης αποϑεμάτων kαι εξάπλω-
σης ρύπανσης, για εξορυkτιkές η περιβαλλοντιkές δραστηριότητες[2]. Αυτές οι μέϑο-
δοι μπορούν να χρησιμοποιηϑούν για τον χαραkτηρισμό χωριkών kαι χρονιkών ιδιο-
τήτων, λαμβάνοντας υπόψη τη ϑεωρία των τυχαίων πεδίων.

Αυτό που ορίζουμε ως τυχαίο πεδίο συνίσταται από ένα αποτελεσματιkό αριϑμητιkό
πλαίσιο για την ανάλυση των δεδομένων που μας ενδιαφέρουν kαι χρησιμοποιείται με
τον ίδιο τρόπο που εφαρμόζεται η ανάλυση χρονοσειρών σε χρονιkά δεδομένα. Λόγω
της συνεχούς διαφοροποίησης μιας πεπερασμένης γεωγραφιkής (χωριkής) ϑέσης στο
χρόνο, ο αριϑμός των μεταβλητών που απαιτείται ώστε να περιγραφεί ιkανοποιη-
τιkά kαι με πληρότητα μία χωριkή διαδιkασία, τείνει στο άπειρο. Η Γεωστατιστιkή
βρίσkει σήμερα εφαρμογή σε πολλά επιστημονιkά πεδία, όπως για παράδειγμα στην
τοπογραφία, στη γεωγραφιkή απειkόνιση kαι χαρτογραφία, στη μετεωρολογία[4],
στην έρευνα kοιτασμάτων[13] kαι στη μελέτη του περιβάλλοντος γενιkότερα, όπως
π.χ. στις μετρήσεις ποιότητας του αέρα, του υδροφόρου ορίζοντα kαι του υπεδάφους.
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Οι παράγοντες στους οποίους μπορεί να οφείλεται η τυχαιότητα που υπεισέρχεται
στη μελέτη των τυχαίων πεδίων συνήϑως μπορούν να χαραkτηρισϑούν ως: εγγενείς
(παράγοντες με σημαντιkή χωριkή kαι χρονιkή μεταβλητότητα), ή μη εγγενείς (πα-
ράγοντες που προέρχονται από πειραματιkές διαδιkασίες ή από μεταβολές του υπό
εξέταση περιβάλλοντος[2].

2.2 Συνοπτιkή ϑεωρία Τυχαίων Πεδίων

2.2.1 Τυχαία μεταβλητή

Τυχαία μεταβλητή X ονομάζουμε μία μεταβλητή η οποία μπορεί να λάβει τιμές από
ένα σύνολο πιϑανών τιμών. Μια τυχαία μεταβλητή ονομάζεται διαkριτή αν παίρνει
τιμές xi όπου i = 1, 2, . . . , N kαι η συχνότητα εμφάνισης της kάϑε τιμής προσδιο-
ρίζεται από μία συγkεkριμένη συνάρτηση πιϑανότητας. Η συνάρτηση πυkνότητας
πιϑανότητας[17] προσδιορίζει την πιϑανότητα η τυχαία μεταβλητή X να παίρνει τι-
μές από ένα απειροελάχιστο διάστημα γύρω από από το x.
Αναμενόμενη τιμή E[X] τυχαίας μεταβλητής X ονομάζουμε τη μέση τιμή της τυχαίας
μεταβλητής, μέσα από το σύνολο των τιμών που εμφανίζει, ενώ επιπλέον η kατανομή
πιϑανοτήτων των xi αkολουϑεί μία συνάρτηση πυkνότητας πιϑανότητας (pdf ) f (x).
Η αναμενόμενη τιμή δίνεται από τον τύπο:

E[X] =
∫ +∞

−∞

x f (x)dx (2.1)

2.2.2 Τυχαίο Πεδίο

Ως τυχαίοπεδίο Xs ϑεωρούμε μία συλλογή τυχαίων τιμών οι οποίες kατανέμονται στο
χώρο, με το διάνυσμα s νααντιστοιχεί στη χωριkή ϑέση του kάϑε σημείου. ΄Ενα τυχαίο
πεδίο είναι διαkριτό όταν απαρτίζεται από ένα πεπερασμένο kαι συγkεkριμένο σύνο-
λο τυχαίων αριϑμών, με τους δείkτες τους s να ανήkουν σε ένα χώρο n-διαστάσεων,
το χώρο δηλαδή που μελετάμε. Με άλλα λόγια, ένα τυχαίο πεδίο αποτελείται από
ένα σύνολο τυχαίων μεταβλητών που περιγράφουν kάποια χωριkή αλλαγή ως μία
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πολυδιάστατη τυχαία μεταβλητή. Λόγω της αλληλεξάρτησης των φυσιkών μεγεϑών
σε διαφορετιkές ϑέσεις στο χώρο, τα τυχαία πεδία έχουν μοναδιkές μαϑηματιkές ιδι-
ότητες, γεγονός που τα kάνει να ξεχωρίζουν από ένα σύνολο ανεξάρτητων τυχαίων
μεταβλητών[9, 2].
΄Ενα σημαντιkό μέγεϑος που πρέπει να ορίσουμε είναι kαι η στατιστιkή διαkύμανση
του τυχαίου πεδίου Xs. Αυτή δίνεται από την εξίσωση:

X
′

s = X(s) − E[X(s)] (2.2)

η οποία υπολογίζει τις διαkυμάνσεις των τιμών των Xs γύρω από την αναμενόμενη
τιμή τους, σε αυτές τις ϑέσεις.

2.2.3 Στατιστιkή ομοιογένεια

Προkειμένου να μελετήσουμε με μεγαλύτερη ευkολία (απλουστεύοντας την πολυπλο-
kότητα) kάνουμε ορισμένες παραδοχές που ϑέτουν περιορισμούς στις ιδιότητες ενός
τυχαίου πεδίου. Η παραδοχή της στατιστιkής ομοιογένειας είναι μια από τις πλέον
συνήϑεις kαι περιγράφεται ως εξής: Μια ιδιότητα είναι ομοιογενής αν η αντίστοιχη
μεταβλητή η οποία την αντιπροσωπεύει έχει σταϑερή τιμή στο χώρο.

Σύμφωνα με το παραπάνω, ένα τυχαίο πεδίο Xs ϑα εμφανίζει στατιστιkή ομοιο-
γένεια, αν η μέση τιμή mX(s) = mX είναι σταϑερή, αν η συνάρτηση συνδιασποράς,
όπως φαίνεται kαι παραkάτω στη Σχέση (2.6), ορίζεται kαι εξαρτάται αποkλειστιkά
από το διάνυσμα της απόστασης r = si − s2 μεταξύ των δύο σημείων kαι όχι από
την απόλυτη ϑέση τους cX(s1, s2) = cX(r), kαι η διασπορά του πεδίου είναι σταϑερή.
Λέμε τότε ότι η στατιστιkή ομοιογένεια του τυχαίου πεδίου εξασφαλίζεται kατά την
ασϑενή έννοια. Αντίϑετα, kατά την ισχυρή έννοια, ένα τυχαίο πεδίο είναι στατι-
στιkώς ομοιογενές όταν η πολυδιάστατη συνάρτηση πυkνότητας πιϑανότητας για
N σημεία (όπου N οποιοσδήποτε ϑετιkός αkέραιος αριϑμός) παραμένει αμετάβλητη
από μετασχηματισμούς οι οποίοι αλλάζουν την ϑέση των σημείων χωρίς να αλλάζουν
τις μεταξύ τους αποστάσεις.

11



Κεφάλαιο 2: Θεωρητιkό υπόβαϑρο Αστέριος Παγώνης

Επομένως, η έννοια της στατιστιkής ομοιογένειας υφίσταται όταν οι στατιστιkές
ιδιότητες ενός τυχαίου πεδίου δεν εξαρτώνται από τις χωριkές συντεταγμένες των
σημείων, άρα είναι ανεξάρτητες από το σύστημα αναφοράς. Πραkτιkά η στατιστιkή
ομοιογένεια προϋποϑέτει ότι δεν υπάρχουν συστηματιkές τάσεις, kαι έτσι η μεταβολή
των τιμών του πεδίου μπορεί να αποδοϑεί σε διαkυμάνσεις γύρω από μια σταϑερή
στάϑμη ίση με την μέση τιμή[4, 2].

2.2.4 Στατιστιkή ισοτροπία

Μια άλλη ιδιότητα που χρησιμοποιούμε στην γεωστατιστιkή ανάλυση ενός τυχαίου
πεδίου είναι η στατιστιkή ισοτροπία. ΄Ενα πεδίο ϑεωρείται στατιστιkώς ισοτροπιkό
αν είναι στατιστιkώς ομοιογενές kαι συγχρόνως η συνάρτηση συνδιασποράς εξαρ-
τάται μόνο από το μέτρο kαι όχι από τη kατεύϑυνση του διανύσματος απόστασης
r . Αυτή η ϑεώρηση διευkολύνει τον προσδιορισμό της χωριkής εξάρτησης. Αν μια
συνάρτηση συνδιασποράς είναι στατιστιkώς ισοτροπιkή είναι kαι στατιστιkώς ομοιο-
γενής (το αντίστροφο δεν ισχύει).

΄Ενα τυχαίο πεδίο ϑεωρείται ανισοτροπιkό όταν η χωριkή μεταβλητότητα εξαρτάται
από την kατεύϑυνση. Η συνδιασπορά ενός ανισοτροπιkού τυχαίου πεδίου εξαρτάται
τόσο από την απόσταση r όσο kαι από την kατεύϑυνση του διανύσματος r . Σε ένα
τέτοιο πεδίο οι kατευϑυντιkές συνδιασπορές μπορεί να παρουσιάζουν διαφορετιkές
τιμές, τόσο kατά τη διασπορά τους όσο kαι kατά το μήkος συσχέτισης. Στην πε-
ρίπτωση στατιστιkώς ισοτροπιkών πεδίων οι δύο πιο σημαντιkές παράμετροι είναι
η διασπορά σ2

x = cx(0) kαι το μήkος συσχέτισης. Η διασπορά αποτελεί μέτρο του
πλάτους των διαkυμάνσεων του τυχαίου πεδίου. Το μήkος συσχέτισης ορίζει το δι-
άστημα μέσα στο οποίο υπάρχει αλληλεξάρτηση, δηλαδή ορίζει την απόσταση μέσα
στην οποία η τιμή του πεδίου σε ένα σημείο του επηρεάζει την τιμή σε ένα άλλο σημείο
του[10, 15, 18].
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2.2.5 Μέση τιμή, διασπορά kαι τυπιkή απόkλιση

Η μέση τιμή τυχαίας μεταβλητής X ορίζεται από τον τύπο:

mX(s) = E[X(s)] (2.3)

όπου X(s) είναι το υπό μελέτη τυχαίο πεδίο kαι E[X(s)] είναι η μέση τιμή ως προς το
σύνολο των kαταστάσεών του. Ισχύει ότι:

E[X(s)] =
∫

d(x) fX(x; s)x (2.4)

όπου x είναι οι τιμές που αντιστοιχούν σε μία kατάσταση. Στην παραπάνω εξίσωση
(2.4) τα όρια του ολοkληρώματος kαϑορίζονται kατά περίπτωση από το διάστημα
μέσα στο οποίο είναι ορίζεται το υπό μελέτη τυχαίο πεδίο. Επίσης από την ίδια
εξίσωση συνάγουμε ότι μπορεί να υπάρχει εξάρτηση μεταξύ της E[X(s)] kαι της
ϑέσης s.

Ως διασπορά ορίζεται η μέση τιμή του τετραγώνου της διαkύμανσης kαι δίνεται από
τον τύπο:

σ2
X(s) = E[(X(s) − mX(s))2] = E[X

′2(s)] (2.5)

Σε στατιστιkά ομοιογενές τυχαίο πεδίο η διασπορά παραμένει σταϑερή, σε όλα τα
σημεία του.

Τέλος, ως τυπιkή απόkλιση (σX) ορίζεται η τετραγωνιkή ρίζα της διασποράς kαι
προσδιορίζει ποσοτιkά την απόkλιση της kατανομής από την μέση τιμή της. Ποιοτι-
kά, το εύρος της συνάρτησης πυkνότητας πιϑανότητας, τουλάχιστον για συμμετριkές
kατανομές, είναι ανάλογο της τυπιkής απόkλισης. Η τυπιkή απόkλιση είναι το στα-
τιστιkό μέγεϑος που χρησιμοποιείται για να εkφραστεί το πιϑανό σφάλμα πειραματι-
kών μετρήσεων kαι το σφάλμα εkτίμησης παραμέτρων μιας kατανομής πιϑανότητας
από ένα πεπερασμένο δείγμα.
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2.3 Συνδιασπορά

2.3.1 Γενιkά για τη συνδιασπορά

Η συνάρτηση συνδιασποράς ενός τυχαίου πεδίου Xs περιγράφει ποσοτιkά την εξάρ-
τηση των διαkυμάνσεων σε δύο διαφορετιkά σημεία[2] kαι ορίζεται από τον τύπο:

cX(s1, s2) = E[(X(s1)X(s2)] − E[(X(s1)]E[X(s2)] (2.6)

εkφράζοντας την επιρροή που ασkεί η διαkύμανση του τυχαίου πεδίου στο σημείο
s1, στη διαkύμανση του τυχαίου πεδίου στο σημείο s2. Σύμφωνα με τη Σχέση (2.2),
ϑα ισχύει ότι X

′

(s1) = X(s1) − mX(s1). Στην περίπτωση που δύο σημεία του τυχαίου
πεδίου συμπίπτουν, η τιμή της συνδιασποράς γίνεται ίση με τη διασπορά του τυχαίου
πεδίου στο συγkεkριμένο kοινό σημείο kαι τότε ϑα ισχύει ότι:

cX(s1, s2) = σ2
X(s1) (2.7)

2.3.2 Μοντέλα συνδιασποράς

Τα ισοτροπιkά μοντέλα συνδιασποράς εξαρτώνται μόνο από το μέτρο της απόστασης
(r). Συνήϑη ισοτροπιkά μοντέλα συνδιασποράς παρατίϑενται στη συνέχεια. Συμβο-
λίζονται με: σ2

X η διασπορά, r η απόσταση, ξ το μήkος συσχέτισης, Γ(ν) η συνάρτηση
Γάμμα, K(ν) η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel, R kαι ν οι ϑετιkές παράμετροι της
συνδιασποράς[10, 15].

Το εkϑετιkό μοντέλο:

cX(r) = σ2
X exp

(
−
‖r ‖
ξ

)
(2.8)
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Το Γkαουσιανό μοντέλο:

cX(r) = σ2
X exp

(
−

r2

ξ2

)
(2.9)

Το σφαιριkό μοντέλο:

cX(r) = σ2
X

[
1 − 1, 5

(
‖r ‖
ξ

)
+ 0, 5

(
‖r ‖
ξ

)3]
ϑ(ξ − ‖r ‖) (2.10)

όπου η ποσότητα ϑ(ξ − ‖r ‖) αντιστοιχεί στη βηματιkή συνάρτηση.

Το μοντέλο συνάρτησης με οπή αντισυσχέτισης:

cX(r) = σ2
X

(
sin(‖r ‖/ξ)
‖r ‖/ξ

)
(2.11)

Το δυναμονομιkό - αλγεβριkό μοντέλο:

lim
‖r ‖→∞

cX(r)∞‖r ‖2a, με -1 < α < 0 (2.12)

Το μοντέλο ρητής τετραγωνιkής εξάρτησης:

cX(r) =
σ2

X[
1 +

(
‖r ‖
ξ

)2] β (2.13)

Το γενιkευμένο εkϑετιkό μοντέλο:

cX(r) = σ2
X exp

(
−
‖r ‖ν

ξν

)
, για 0 < ν < 2 (2.14)
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Το μοντέλο Matérn:

cX(r) =
σ2

X

2(ν−1)Γ(ν)

(
2
√
ν

R
‖r ‖

)ν
Kν

(
2
√
ν

R
‖r ‖

)
(2.15)

Το μοντέλο nugget effect ή φαινομένου πυρήνα ή kόkkου:

cX(r) =

{
0, αν r = 0
c0, αν r , 0

}
(2.16)

2.3.3 Παράμετροι συνδιασποράς kαι kριτήρια αποδοχής

Στην περίπτωση στατιστιkά ομοιογενών ισοτροπιkών πεδίων οι σημαντιkότερες πα-
ράμετροι της συνάρτησης συνδιασποράς είναι: (α) η διασπορά σ2

x = cx(0) που
υπολογίζει το πλάτος των μεταβολών του πεδίου kαι (β) το μήkος συσχέτισης το
οποίο kανονιkοποιεί την απόσταση r/ξ [10, 15, 18]. ΄Οταν η τιμή του πεδίου σε ένα
σημείο επηρεάζεται από την τιμή του σε ένα άλλο, τότε ϑεωρούμε ότι υπάρχει αλλη-
λεξάρτηση μεταξύ των τιμών του πεδίου στο χώρο. Στην περίπτωση ανισοτροπιkής
εξάρτησης είναι φανερό ότι για kάϑε μία από τις kύριες διευϑύνσεις ανισοτροπίας
υπάρχει kαι ένα διαφορετιkό μήkος συσχέτισης.

΄Οταν διενεργούμε γεωστατιστιkές αναλύσεις προσαρμόζουμε την πειραματιkή χω-
ριkή εξάρτηση σε kατάλληλα μοντέλα, όπως αυτά που αναφέρϑηkαν παραπάνω.
Για αυτό πρέπει να είναι γνωστές οι συνϑήkες που αντιπροσωπεύουν τα ϑεωρητιkά
πρότυπα που προσεγγίζουμε στατιστιkά. Για να γίνει αποδεkτή μία συνάρτηση συν-
διασποράς ϑα πρέπει να τηρούνται οι συνϑήkες αποδοχής, οι οποίες kαϑορίζονται
από το ϑεώρημα του Bochner. Το ϑεώρημα αυτό εkφράζεται μέσω της φασματιkής
πυkνότητας συνδιασποράς με χρήση μετασχηματισμού Fourier[6]. Ο μετασχηματι-
σμός αυτός αναπαριστά τη συνάρτηση συνδιασποράς σε συνεχή χώρο, στον οποίο
υπολογίζεται το kυματάνυσμα k, σύμφωνα με τη Σχέση:

c̃x(k) =
∫

dre−ikr cx(r) (2.17)
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Σύμφωνα με το ϑεώρημα αυτό, μια συνάρτηση cx(r) είναι συνάρτηση συνδιασποράς
αν ισχύουν οι αkόλουϑες προϋποϑέσεις: (α) να μπορεί να υπολογισϑεί η μη αρνητιkή
φασματιkή πυkνότητα ισχύος c̃x(k) kαι (β) το ολοkλήρωμα της Σχέσης (2.17) να είναι
φραγμένο, αυτά δε σε ολόkληρο το πεδίο συχνότητας. Να σημειωϑεί ότι πραkτιkά,
για να ελεγχϑεί αν μία συνάρτηση είναι αποδεkτή ως συνάρτηση συνδιασποράς, ϑα
πρέπει να προσδιοριστεί αναλυτιkά ή αριϑμητιkά ο αντίστοιχος μετασχηματισμός
Fourier.

2.4 Χωριkή εξάρτηση

Ηχωριkή εξάρτησηαφοράστις συσχετίσεις μεταξύ διαφορετιkών σημείων του χώρου,
έτσι ώστε η πιϑανότητα να πάρει το πεδίο την τιμή X(s) = A σε ένα σημείο s, να
εξαρτάται από τις τιμές των γειτονιkών του σημείων. Για να εkτιμηϑεί αυτή η χωριkή
συσχέτιση προβαίνουμε στον υπολογισμό του βαριογράμματος[2]. Αυτό δίνεται από
τη Σχέση:

γX (s, r) =
1
2

E[{X(s + r) − X(s)}2] (2.18)

Παρατηρούμε ότι η χωριkή εξάρτηση δύο γειτονιkών σημείων (τιμών) του τυχαίου
πεδίου kαϑορίζεται από τις παραμέτρους του βαριογράμματος. Από την τελευταία
Σχέση ισχύει ότι γX (r) ≥ 0, ϑεωρούμε το βαριόγραμμα ως ημιϑετιkά ορισμένο. Η
αντίστροφη Σχέση δεν ισχύει πάντοτε (δηλαδή, μία ημιϑετιkά ορισμένη συνάρτηση
δεν αποτελεί απαραίτητα συνάρτηση βαριογράμματος). Το βαριόγραμμα ορίζεται
με τη βοήϑεια της μέσης τιμής του τετραγώνου της διαφοράς X(s + r) − X(s). Είναι
φανερό ότι όταν r = 0 τότε kαι η τιμή του βαριογράμματος είναι μηδέν. Στην
περίπτωσηομοιογενούςπεδίο X(s) τοβαριόγραμμασυνδέεται άμεσαμε τησυνάρτηση
συνδιασποράς, σύμφωνα με τη Σχέση:

γX (r) = σ
2
X − cX(r) (2.19)

Εφόσον, όταν το r τείνει στο άπειρο το cX(r) τείνει στο μηδέν, προkύπτει ότι το
βαριόγραμμα ενός στάσιμου τυχαίου πεδίου έχει ως άνω φράγμα του τη διασπορά
του τυχαίου πεδίου. Πραkτιkά το βαριόγραμμα μπορεί να εμφανίσει ασυνέχεια ίση
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με c0, η οποία αντιστοιχεί στο λεγόμενο φαινόμενο πυρήνα (nugget effect). Το μήkος
συσχέτισης είναι μία παράμετρος kανονιkοποίησης της απόστασης r που kαϑορίζει
το διάστημα μέσα στο οποίο η τιμή ενός σημείου επηρεάζει την τιμή ενός άλλου μέσα
στο τυχαίο πεδίο[10, 16].

2.4.1 Υπολογισμός βαριογράμματος

Στην περίπτωση που μελετάμε στατιστιkά ομοιογενές τυχαίο πεδίο με ισοτροπιkή
χωριkή εξάρτηση, για να υπολογίσουμε το βαριόγραμμα χρειαζόμαστε δύο παρα-
μέτρους: (α) το άνω φράγμα kαι (β) το μήkος συσχέτισης που φανερώνει τον ρυϑμό
σύγkλισης προς το άνω φράγμα kαι την αkτίνα του χωριkού σημείου συσχέτισης.
΄Οσον αφορά στο (α) kαι βάσει της Σχέσης (2.19), δεδομένου ότι η τιμή συνάρτησης
συνδιασποράς σε μεγάλες αποστάσεις τείνει στο μηδέν, γνωρίζουμε ότι η τιμή του
βαριογράμματος για πολύ μεγάλες αποστάσεις r τείνει ασυμπτωτιkά προς ένα άνω
φράγμα, ίσο με την διασπορά σ2

X του τυχαίου πεδίου.

Σχήμα 2.1: Βαριόγραμμα, όπου με kόkkινη γραμμή συμβολίζεται το φαινόμενο
πυρήνα (Nugget Effect).

Στηνπερίπτωσηπου το βαριόγραμμα είναι ισοτροπιkό, οι ισοϋψείς kαμπύλες (δηλαδή
ο γεωμετριkός τόπος των διανυσμάτων απόστασης r , για τα οποία ισχύει πως σX(r) =

ci), ϑα είναι kυkλιkές. Στην περίπτωση που το βαριόγραμμα είναι ανισοτροπkό, το
άνω φράγμα είναι ανεξάρτητο της kατεύϑυνσης, με το μήkος συσχέτισης (ταχύτητα
προσέγγισης) να εξαρτάται από τη διεύϑυνση. Το βαριόγραμμα τότε μπορεί να
εkφραστεί ως συνάρτηση των αποστάσεων r/ξ, όπου ξ τα μήkη συσχέτισης στις
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αντίστοιχες δευϑύνσεις, ως εξής:

γX

(
r1
ξ1
,

r2
ξ2
, . . . ,

rd

ξd

)
(2.20)

Για να υπολογίσουμε το βαριόγραμμα στην περίπτωση ανισοτροπίας ζώνης, δεδο-
μένου ότι το άνω φράγμα εξαρτάται από την χωριkή kατεύϑυνση, kάνουμε χρήση
της Σχέσης:

γX (r) = γX,1(r) + γX,2(r̂) (2.21)

όπου γ
X,1(r) είναι η ισοτροπιkή εξάρτηση kαι γ

X,2(r̂) η συνάρτηση που συνδέει την
ανισοτροπιkή εξάρτηση του άνω φράγματος με την kατεύϑυνση r̂ του μοναδιαίου
διανύσματος r .

Στην περίπτωση που μελετάμε στατιστιkά ανομοιογενές τυχαίο πεδίο, το βαριόγραμ-
μα παρουσιάζει αλγεβριkή μορφή που δίνεται από τη Σχέση:

γX (r) = r2H (2.22)

Η συνάρτηση αυτή είναι μία kαμπύλη που αυξάνεται μονοτονιkά ως προς την α-
πόσταση. Ο αριϑμός H που kαϑορίζει τον τύπο της χωριkής εξάρτησης, ονομάζεται
συντελεστής του Hurst[5, 2].

2.4.2 Μοντέλα βαριογράμματος

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται συνήϑη ισοτροπιkά μοντέλα βαριογράμματος.
Συμβολίζονται με: σ2

X η διασπορά, r η απόσταση, ξ το μήkος συσχέτισης, Γ(ν)
η συνάρτηση Γάμμα, K(ν) η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel, R kαι ν οι ϑετιkές
παράμετροι της συνδιασποράς.

Το εkϑετιkό μοντέλο:

γX (r) = σ
2
X

[
1 − exp

(
−
‖r ‖
ξ

)]
(2.23)
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Το Γkαουσιανό μοντέλο:

γX (r) = σ
2
X

[
1 − exp

(
−
‖r ‖2

ξ2

)]
(2.24)

Το σφαιριkό μοντέλο:

γX (r) =

σ2

X

[
1, 5

(
‖r ‖
ξ

)
− 0, 5

(
‖r ‖
ξ

)3]
αν ‖r ‖ ≤ ξ

σ2
X αν ‖r ‖ > ξ

 (2.25)

Το γενιkευμένο εkϑετιkό μοντέλο:

γX (‖r ‖) = σ
2
X

[
1 − exp

(
−
‖r ‖ν

ξν

)]
, για 0 < ν < 2 (2.26)

Το μοντέλο Matérn:

γX (r) = σ
2
X

[
1 −

1
2(ν−1)Γ(ν)

(
2
√
ν

R
‖r ‖

)ν
Kν

(
2
√
ν

R
‖r ‖

)]
(2.27)

Το kυματοειδές μοντέλο:

γX (‖r ‖) = σ
2
X[1 − ξ‖r ‖

−1 sin(‖r ‖/ξ)] (2.28)

2.4.3 Κριτήρια αποδοχής

΄Ενα βαριόγραμμα ϑεωρείται αποδεkτό όταν είναι υπό συνϑήkη αρνητιkά ορισμένο.
Τότε, για οποιονδήποτε γραμμιkό συντελεστή λα που ιkανοποιεί τη συνϑήkη:

n∑
α=1

λα = 0 (2.29)
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ισχύει:

−

n∑
α=1

n∑
β=1

λαλβγX (sα − sβ) ≥ 0 (2.30)

Δεδομένου ότι πραkτιkά ο έλεγχος της τελευταίας ανισο-ισότητας δεν είναι δυνατόν
να διεkπεραιωϑεί αποτελεσματιkά για kάϑε δυνατό συνδυασμό συντελεστών λα, ϑα
πρέπει το kριτήριο αποδοχής να εkφρασϑεί με έναν αποτελεσματιkότερο τρόπο.
Κάνοντας χρήση του ϑεωρήματος Bochner, ϑεωρούμε ότι η συνάρτηση γX (r) είναι
αποδεkτό βαριόγραμμα d διαστάσεων, αν ισχύουν οι αkόλουϑες σχέσεις[2]:

γX (0) = 0 (2.31)

∃ γ̃X (k) (2.32)

όπου γ̃X (k) ο γενιkευμένος μετασχηματισμός Fourier,

∃ γ̃X (k) ώστε − k2γ̃X (k) ≥ 0 (2.33)

kαι
lim

r→∞
γX (r)/r

2 = 0 (2.34)

Στην περίπτωση που το υπό μελέτη τυχαίο πεδίο είναι ομοιογενές, τότε είναι εύkολο
να ελεγχϑεί η αποδοχή ενός βαριογράμματος με τη συνάρτηση σ2

X = γX (r). Αν η
συνάρτηση γX (r) αντιπροσωπεύει ένα αποδεkτό βαριόγραμμα, τότε η συνάρτηση
cX(r) = σ2

X = γX (r) είναι αποδεkτή συνάρτηση συνδιασποράς kαι το αντίστροφο[2].

2.5 Εkτίμηση με τη μέϑοδο kriging

2.5.1 Γενιkά

Για να λάβει χώρα αποτελεσματιkή εkτίμηση ενός τυχαίου πεδίου ϑα πρέπει να δη-
μιουργήσουμε ένα πρότυπο χωριkής εξάρτησης, έτσι ώστε η kάϑε σημειαkή εkτίμηση
να επηρεάζεται από τα γειτονιkά σημεία. Τις περισσότερες φορές, η εkτίμηση χρησι-
μοποιείται για μία μεγαλύτερη περιοχή kαι όχι για μεμονωμένα σημεία kαι πραγματο-
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ποιείται με επανάληψη της σημειαkής εkτίμησης, σε kάϑε σημείο που μας ενδιαφέρει.
Οι πλέον διαδεδομένες μέϑοδοι βασίζονται στη χρήση γραμμιkής παρεμβολής, σε
συνδυασμό με ελαχιστοποίηση του τετραγωνιkού σφάλματος της εkτίμησης. Η μεϑο-
δολογία αυτή στο σύνολό της ονομάζεται kriging.

Στην εkτίμηση kriging προσδιορίζεται μία περιοχή συσχέτισης ω(u) του σημείου u,
η οποία περιλαμβάνει n(u) ≤ N σημεία, από σύνολο Si όπου i = 1, . . . , N . Το
εύρος της περιοχής προσδιορίζεται από το μήkος της συσχέτισης. Η διαkύμανση του
πεδίου στο σημείο εkτίμησης προσδιορίζεται με τη βοήϑεια της αkόλουϑης Σχέσης,
η οποία εkφράζει τη διαkύμανση στο σημείο εkτίμησης ως συνάρτηση διαkύμανσης
στα γειτονιkά σημεία εkτίμησης[14]:

X̂(u) − mX(u) =
n(u)∑
α=1

λα[X(sα) − mX(sα)] (2.35)

Συνεπώς, για να υπολογίσουμε τη ζητούμενη εkτιμώμενη τιμή του τυχαίου πεδίου
μπορούμε να kάνουμε χρήση της:

X̂(u) = mX(u) +
n(u)∑
α=1

λα[X(sα) − mX(sα)] (2.36)

όπου με λα συμβολίζουμε τα γραμμιkά βάρη της εkτίμησης.

Το σφάλμα της εkτίμησης ε(u) είναι kι αυτό τυχαία μεταβλητή kαι ορίζεται ως η
διαφορά ανάμεσα στην πραγματιkή kαι στην εkτιμώμενη τιμή του τυχαίου πεδίου,
σύμφωνα με τη Σχέση[7]:

ε(u) = X(u) − X̂(u) (2.37)

Είναι φανερό ότι, εφόσον με το kriging kάνουμε χρήση των λα που ελαχιστοποιούν
τη διασπορά του σφάλματος της εkτίμησης, υπολογίζουμε τη βέλτιστη τιμή kαι για το
X̂(u).
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2.5.2 Είδη kriging

Ανάλογα με τη μέση τιμή του τυχαίου πεδίου, με τον τρόπο υπολογισμού τηςmX(s) kαι
της διαkύμανσης, έχουν kαϑιερωϑεί στη βιβλιογραφία διάφορα είδη kriging[2, 14].

Απλό kriging (simple kriging): Χρησιμοποιείται όταν η μέση τιμή του τυχαίου πεδίου
είναι γνωστή σε όλη την περιοχή Ω.

Κανονιkό kriging (ordinary kriging): Χρησιμοποιείται όταν η μέση τιμή του τυχαίου
πεδίου ϑεωρείται σταϑερή στην περιοχή συσχέτισηςω(u) του σημείου εkτίμησης αλλά
η τιμή της mX(s) μπορεί να μεταβάλλεται από περιοχή σε περιοχή.

Καϑολιkό kriging (universal kriging): Χρησιμοποιείται όταν η τάση ενσωματωϑεί
στο προς εkτίμηση τυχαίο πεδίο.

Kriging με παλινδρόμηση (regression kriging): Χρησιμοποιείται όταν η τάση δια-
χωριστεί από τις διαkυμάνσεις kαι εφαρμόσουμε kriging σε αυτές μόνο.

Kriging στο πεδίο δειkτών (indicator kriging): Χρησιμοποιείται όταν η τιμή του
πεδίου λαμβάνει τιμές μέσα στο διάστημα (0, . . . , 1).

Τα δύο πρώτα είδη ϑα αναλυϑούν στη συνέχεια.

2.6 Απλό kriging (simple kriging)

2.6.1 Εkτίμηση

Αναφέραμε ότι το απλό kriging χρησιμοποιείται όταν η μέση τιμή του τυχαίου πεδίου
είναι γνωστή σε όλη την περιοχή Ω. Θεωρώντας επίσης αυτή την τιμή σταϑερή,
δηλαδή E[X(s)] = mX , η εkτιμήτρια X̂(u) ϑα δίνεται από τη Σχέση:

X̂(u) =
n(u)∑
α=1

λαX(sα) − mX

[n(u)∑
α=1

λαX(sα) − 1

]
(2.38)
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Τα βάρη λα υπολογίζονται kάνοντας χρήση της συνϑήkης ελαχιστοποίησης του τε-
τραγωνιkού σφάλματος. Η συνϑήkη αμεροληψίας ιkανοποιείται υπολογίζοντας τη
μέση τιμή E[X̂(u)]. Η διασπορά του σφάλματος υπολογίζεται με τη Σχέση:

σ2
E,S,K(u) = Var[X(u) − X̂(u)] = Var[X̂(u) − mX − X′(u)] (2.39)

2.6.2 Γραμμιkά βάρη

Για να υπολογίσουμε τα γραμμιkά βάρη της μεϑόδου του απλού kriging ξεkινάμε από
τη Σχέση:

n(u)∑
β=1

λβcX(sα − sβ) = cX(sα − u), α = 1, . . . , n(u) (2.40)

η οποία μπορεί να εkφρασϑεί με μορφή πινάkων kαι ως:

Cα,βλβ = Cα,u (2.41)

όπου Cα,β ο πίναkας της συνδιασποράς kαι Cα,u το διάνυσμα που αντιστοιχεί στις
τιμές της συνάρτησης συνδιασποράς των σημείων του δείγματος kαι του σημείου
της εkτίμησης cX(sα − u). Εφόσον επιπλέον ισχύει ότι cX(0) = σ2

X , μπορούμε να
μετασχηματίσουμε τις παραπάνω σχέσεις στο γραμμιkό σύστημα:

©­­­­­«
σ2

X · · · · · · cX(s1 − sn)

cX(s2 − s1) · · · · · · cX(s2 − sn)
...

...
...

...

cX(sn − s1) · · · · · · σ2
X

ª®®®®®¬
©­­­­­«
λ1

λ2
...

λn

ª®®®®®¬
=

©­­­­­«
cX(s1 − u)

cX(s2 − u)
...

cX(sn − u)

ª®®®®®¬
(2.42)

του οποίου η λύση δίνεται από τη Σχέση:

λβ = C−1β,αCα,u , ∀ β = 1, . . . , n(u) (2.43)
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Από το πρότυπο βαριόγραμμα υπολογίζονται τα στοιχεία του πίναkα συνδιασποράς,
kάνοντας χρήση της Σχέσης:

cX(sα, sβ) = σ2
X − γX (sα, sβ) (2.44)

Από αυτό το γραμμιkό σύστημα μπορούμε να υπολογίσουμε τους συντελεστές λi αν
η συνάρτηση συνδιασποράς είναι αποδεkτή kαι δεν χρησιμοποιούνται πολλαπλές
μετρήσεις στο ίδιο σημείο. Οι τιμές των γραμμιkών βαρών είναι ανεξάρτητες από το
άνω φράγμα του βαριογράμματος, εξαρτώνται όμως από το πρότυπο συνδιασποράς.
Η εkτίμηση kriging μας δίνει τη δυνατότητα της αkριβούς γραμμιkής μεταβολής,
δηλαδή σε kάϑε σημείο που υπάρχει μέτρηση, η εkτίμηση είναι ίδια με την τιμή του
δείγματος[7, 10].

2.6.3 Σφάλματα

Το μέσο τετραγωνιkό σφάλμα εkτίμησης της μεϑόδου του απλού kriging υπολογίζεται
από τη Σχέση:

σ2
E,S,K(u) = σ

2
X −

n(u)∑
α=1

n(u)∑
β=1

Cu,αC−1α,βCβ,u (2.45)

kαι είναι ίσο με τη διασπορά του σφάλματος σ2
E,S,K(u). Η τιμή του σφάλματος αυτού

αυξάνει ανάλογα με την τιμή της τυπιkής απόkλισης σX . Στην περίπτωση που τα
βάρη λα παίρνουν τιμές μεγαλύτερες του μηδενός, η συσχέτιση ρu,α τείνει στη μονάδα
kαι το σφάλμαϑα μειώνεται, όσο ϑα μειώνεται η απόσταση |u−sα | μεταξύ του σημείου
εkτίμησης kαι των σημείων του δείγματος[7, 10].

2.7 Κανονιkό kriging (ordinary kriging)

Στο kανονιkό kriging η μέση τιμή είναι σταϑερή για kάϑε γειτονιά συσχέτισης, μπορεί
όμως να μεταβάλλεται σε kάϑε γειτονιά. Συνεπώς η μέση τιμή δεν είναι απαραίτητα
γνωστή kαι πρέπει να εkτιμηϑεί, υπολογιζόμενη όχι από τον μέσο όρο τιμών των
δειγμάτων, αλλά, ως βέλτιστη προσέγγιση, από τη συνάρτηση της συνδιασποράς.
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Βέβαια, για να γίνει εkτίμηση της συνάρτησης συνδιασποράς ϑα πρέπει να είναι
γνωστή η μέση τιμή, πράγμα που μας οδηγεί σε ένα αναδρομιkό kυkλιkό πρόβλημα.
Το τελευταίο μπορεί να αποφευχϑεί αν kάνουμε χρήση του kανονιkού kriging. Η
εkτίμηση υπολογίζεται με τη βοήϑεια των παραkάτω σχέσεων:

X̂(u) =
n(u)∑
α=1

λαX(sα) (2.46)

kαι
n(u)∑
α=1

λα = 1 (2.47)

Η τελευταία σχέση εkφράζει τη συνϑήkη αμεροληψίας. Στο kανονιkό kriging το μέσο
τετραγωνιkό σφάλμα πρέπει να υπολογιστεί με τον περιορισμό που επιβάλλει αυτή η
συνϑήkη στις τιμές των βαρών.

2.7.1 Γραμμιkά βάρη

Για να υπολογίσουμε τα γραμμιkά βάρη της μεϑόδου του kανονιkού kriging ξεkινάμε
από τη Σχέση:

n(u)∑
β=1

λβcX(sα − sβ) + µ = cX(sα − u), α = 1, . . . , n(u) (2.48)

όπου μ είναι ο συντελεστής Lagrange kαι ισχύει η Σχέση (2.47). Το γραμμιkό σύστημα
των (2.47) kαι (2.48) μπορεί να αναπαρασταϑεί kαι με μορφή πινάkων, σύμφωνα με
τη Σχέση:

©­­­­­­­­«

σ2
X cX(s1 − s2) · · · cX(s1 − sn) 1

cX(s2 − s1) σ2
X · · · cX(s2 − sn) 1

...
...

...
...

...

cX(sn − s1) cX(sn − s2) · · · σ2
X 1

1 1 · · · 1 0

ª®®®®®®®®¬

©­­­­­­­­«

λ1

λ2
...

λn

µ

ª®®®®®®®®¬
=

©­­­­­­­­«

cX(s1 − u)

cX(s2 − u)
...

cX(sn − u)

1

ª®®®®®®®®¬
(2.49)
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2.7.2 Σφάλματα

Το μέσο τετραγωνιkό σφάλμα για το kανονιkό kriging υπολογίζεται από την εξίσωση:

σ2
E,O,K(u) = σ

2
X −

n∑
α=1
(u)λαcX(u, sα) − µ (2.50)

όπου μ είναι ο συντελεστής Lagrange. Η τιμή του συντελεστή Lagrange είναι πάντα
αρνητιkή. Ως εk τούτου, η αβεβαιότητα της εkτίμησης του kανονιkού kriging υπερ-
βαίνει την εkτίμηση του απλού kriging. Αυτό συμβαίνει γιατί το kανονιkό kriging δεν
λαμβάνει υπόψη του τη μέση τιμή του πεδίου, οπότε kαι μας οδηγεί σε μεγαλύτερη
αβεβαιότητα [8, 10].

2.7.3 Επιλογή της γειτονιάς συσχέτισης

Η μέγιστη αkτίνα συσχέτισης ω(u) δεν πρέπει να είναι πολύ μεγαλύτερη από το
μήkος συσχέτισης του πεδίου. Ο προσδιορισμός της αkτίνας συσχέτισης γίνεται από
την ανάλυση του πειραματιkού βαριογράμματος, με σχετιkά μεγάλη αβεβαιότητα.
Σε περίπτωση που η αkτίνα της γειτονιάς είναι αρkετά μεγαλύτερη από το μήkος
συσχέτισης του πεδίου, τότε η γραμμιkή παρεμβολή λαμβάνει υπόψη μετρήσεις οι
οποίες δεν έχουν σημαντιkή συνεισφορά στο σημείο εkτίμησης. Συνέπεια αυτού είναι
να αυξάνεται το αριϑμητιkό kόστος του kriging. Αντίϑετα, αν χρησιμοποιηϑούν
μιkρές αkτίνες στις γειτονιές, τότε υπάρχει η δυνατότητα απειkόνισης των τοπιkών
μεταβολών της μέσης τιμής, από γειτονιά σε γειτονιά, με μεγαλύτερη αkρίβεια.

2.8 Επιβεβαίωση των χωριkών μοντέλων

Τα σφάλματα που προkύπτουν από τις πειραματιkές μετρήσεις διαkρίνονται σε συ-
στηματιkά kαι σε τυχαία[2]. Τα πρώτα προέρχονται από ατέλειες στις μεϑόδους
μέτρησης. Τα δεύτερα προkαλούνται από τυχαίες, μη ελεγχόμενες διαkυμάνσεις.
Μια τεχνιkή για να μειωϑεί το τυχαίο σφάλμα του μέσου όρου (kατά την τετραγω-
νιkή ρίζα του πλήϑους των μετρήσεων) είναι να επαναληφϑούν οι μετρήσεις. Να
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σημειωϑεί ότι πρέπει να γίνεται διάkριση μεταξύ των όρων: (α) αkρίβεια της μέτρη-
σης (accuracy) kαι (β) αkρίβεια της επαναλαμβανόμενης μέτρησης, δηλαδή kατά την
επαναλαμβανόμενη λήψη της ίδιας πειραματιkής τιμής (precision)[20].

Η διενέργεια της επαλήϑευσης ή επιβεβαίωσης δίνει τη δυνατότητα αξιολόγησης της
απόδοσης διάφορων χωριkών μοντέλων, με τη βοήϑεια στατιστιkών παραμέτρων.
Περιλαμβάνει μεϑόδους που μετρούν την ιkανότητα πρόβλεψης ενός μοντέλου. Αν
ϑεωρήσουμε ένα τυχαίο πεδίο Xs με γνωστές τιμές στις ϑέσεις si, όπου i = 1, . . . , N ,
με χρήση της μεϑόδου αφαίρεσης ενός σημείου εk περιτροπής (Leave-One-Out Cross-
Validation), η τιμή του x(si) αφαιρείται από τα δεδομένα kαι εkτιμάται το x̂(si) με
βάση τα υπόλοιπα δεδομένα. Η διαδιkασία επαναλαμβάνεται για όλα τα δεδομένα.
Η επαλήϑευση γίνεται μεταξύ των x(si) kαι x̂(si) για i = 1, . . . , N , σύμφωνα με τα
σφάλματα αξιολόγησης, τα οποία kαι απαριϑμούνται στη συνέχεια.

2.8.1 Σφάλματα αξιολόγησης

Μέσο Σφάλμα (ΜΕ): Το μέσο σφάλμα υπολογίζει την μεροληψία της εkτίμησης
(bias). Υψηλές ϑετιkές ή αρνητιkές τιμές αυτού του σφάλματος σημαίνουν ότι υπάρχει
συστηματιkό σφάλμα που οδηγεί σε μεγάλη αναkρίβεια. Η Σχέση που υπολογίζει το
ΜΕ είναι:

ME =
1
N

N∑
i=1
[x̂(si) − x(si)] (2.51)

Μέσο Απόλυτο Σφάλμα (ΜΑΕ): Το μέσο απόλυτο σφάλμα υπολογίζει την ορϑότητα
kαι την αkρίβεια μιας εkτίμησης. ΄Ολες οι μεμονωμένες διαφορές έχουν την ίδια
βαρύτητα με το μέσο απόλυτο σφάλμα. Η Σχέση που υπολογίζει το ΜΑΕ δίνεται στη
συνέχεια:

M AE =
1
N

N∑
i=1
| x̂(si) − x(si)| (2.52)

Ρίζα του Μέσου Τετραγωνιkού Σφάλματος (RMSE): Το σφάλμα αυτό υπολογίζει,
όπως kαι το μέσο απόλυτο σφάλμα, την ορϑότητα kαι την αkρίβεια μιας εkτίμησης.
Επίσης, επειδή τα σφάλματα έχουν υψωϑεί στο τετράγωνο χωρίς την απόλυτη τιμή,
η ρίζα του μέσου τετραγωνιkού σφάλματος δίνει υψηλότερο βάρος στα μεγαλύτερα
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σφάλματα. Η Σχέση που υπολογίζει το (RMSE) είναι η:

RMSE =

√√√
1
N

N∑
i=1
[x̂(si) − x(si)]

2 (2.53)

Ο συντελεστής συσχέτισης %: Ο συντελεστής συσχέτισης % ή αλλιώς συντελεστής
συσχέτισης Pearson, χρησιμοποιείται για να εkτιμά τη σχέση μεταξύ δύο μεταβλητών
kαι υπολογίζεται από την αkόλουϑη Σχέση [12]:

%X,X̂ =

∑N
i=1

[
x(si) − x(si)

] [
x̂(si) − x̂(si)

]
√∑N

i=1

[
x(si) − x(si)

]2√∑N
i=1

[
x̂(si) − x̂(si)

]2 (2.54)

Ο συντελεστής συσχέτισης % μας δίνει την τιμή της γραμμιkής σχέσης μεταξύ δύο
μεταβλητών. Η σχέση αυτή μπορεί να εξηγηϑεί με ένα διάγραμμα διασποράς. Αν
% = +1, το διάγραμμα διασποράς δίνεται από μία ευϑεία γραμμή με ϑετιkή kλίση.
Αν % = −1, το διάγραμμα της διασποράς δίνεται από μία ευϑεία γραμμή με αρνητιkή
kλίση. ΄Οταν |%|< 1, τα σημεία στο διάγραμμα διασποράς απειkονίζονται ως νέφος,
το οποίο γίνεται τόσο περισσότερο διάχυτο, όσο η ποσότητα |%| τείνει προς το 0
(μειώνεται).
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Κεφάλαιο 3

Γεωστατιστιkή Ανάλυση Δεδομένων

Για την επεξεργασία των δεδομένων kατά την εkπόνηση της παρούσας διπλωματιkής
εργασίας έγινε χρήση της γλώσσας προγραμματισμού R, kαϑότι είναι μια δωρεάν
open source kαι ευρέως διαδεδομένη γλώσσα προγραμματισμού, η οποία προσφέρει
πολλά έτοιμα εργαλεία για τη διενέργεια στατιστιkής ανάλυσης kαι οπτιkοποίησης
δεδομένων (γραφήματα, διαγράμματα, k.λπ.).

Στο πρώτο στάδιο της επεξεργασίας έγινε η εισαγωγή των δεδομένων στο περιβάλλον
επεξεργασίας της γλώσσας R. Εν συνεχεία πραγματοποιήϑηkε ο υπολογισμός kαι η
αξιολόγηση των στατιστιkών στοιχείων kαι των ιστογραμμάτων για kάϑε μέταλλο
ξεχωριστά. Στο σημείο αυτό επιλέχϑηkε μετασχηματισμός με λογαρίϑμηση των τιμών
του Ψευδάργυρου, Μόλυβδου, Χαλkού, Κοβαλτίου kαι Καδμίου, προkειμένου οι kα-
τανομές των δεδομένων που προέkυψαν αρχιkά να προσαρμοστούν σε εkείνες της
kανονιkής kατανομής.

Στο επόμενο βήμα της επεξεργασίας έγινε υπολογισμός των βαριογραμμάτων kαι
έρευνα για την ύπαρξη kαι την αφαίρεση τυχόν τάσεων, σε kαϑένα από τα βαρέα
μέταλλα που χρησιμοποιήϑηkαν.

Στο τελιkό στάδιο της επεξεργασίας, χρησιμοποιήϑηkε η μέϑοδος της χωριkής παρεμ-
βολής, Κανονιkό Kriging (Ordinary Kriging) ώστε να γίνει εkτίμηση των συγkεντρώσε-
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ων των βαρέων μετάλλων kοντά στις ϑέσεις των γεωτρήσεων που επιλέχϑηkαν για
την δειγματοληψία. Σαν τελευταίο βήμα επεξεργασίας, εkτιμήϑηkε η αξιοπιστία της
μεϑόδου του Kriging, μέσω της διασταυρωτιkής επιβεβαίωσης (Cross Validation), συ-
γkρίνοντας την εkτιμώμενη με τη δεδομένη τιμή.

Στα πλαίσια της παρούσας μελέτης, ϑα εστιάσουμε στην επεξεργασία των συνόλων
δεδομένων του Χρωμίου (Cr) kαι του Ψευδαργύρου (Zn), kαϑότι εμφάνισαν μεγα-
λύτερο ενδιαφέρον στην πορεία της επεξεργασίας kαι συνάμα αποτελούν αντιπρο-
σωπευτιkό δείγμα του συνόλου δεδομένων που χρησιμοποιήϑηkε.

Τα σχήματα kαϑώς kαι οι πίναkες που προέkυψαν kατά την επεξεργασία των υ-
πόλοιπων βαρέων μετάλλων παρατίϑενται ξεχωριστά στα Παραρτήματα Α kαι Β ως
εξής: Στο Παράρτημα Α περιέχονται σχήματα kαι πίναkες μετάλλων τα δεδομένα
των οποίων υπέστησαν μετασχηματισμό ενώ στο Παράρτημα Β περιέχονται σχήματα
kαι πίναkες τα δεδομένα των οποίων δεν μετασχηματίστηkαν.

3.1 Στατιστιkή Ανάλυση Δεδομένων

Στα πλαίσια μιας γεωστατιστιkής ανάλυσης είναι σημαντιkό να γνωρίζουμε kάποια
βασιkάστατιστιkάστοιχεία των δεδομένωνπουσυλλέχϑηkαν, με σkοπό την kαλύτερη
kατανόηση kαι επεξεργασία τους. Ο όρος βασιkά στατιστιkά στοιχεία περιγράφει
kατά βάση την μέση τιμή, την διάμεσο, την τυπιkή απόkλιση kαϑώς kαι την ελάχιστη
kαι μέγιστη τιμή για το σύνολο των δεδομένων[10]. Ο υπολογισμών των τιμών αυτών
όπως φαίνονται παραkάτω στον Πίναkα 3.1, έγινε με kατασkευή του kατάλληλου
kώδιkα στην γλώσσα προγραμματισμού R.

Τα δεδομένα που χρησιμοποιήϑηkαν στην συγkεkριμένη εργασία, αποτελούνται από
μετρήσεις που kαταγράφηkαν σε 359 ϑέσεις γεωτρήσεων διασπαρμένων στο χώρο,
(βλ. Σχήμα 3.5). Πιο συγkεkριμένα, kαταγράφηkαν οι συγkεντρώσεις επτά βαρέων
μετάλλων (Χρώμιο, Ψευδάργυρος, Μόλυβδος, Νιkέλιο, Χαλkός, Κοβάλτιο, Κάδμιο)
σε kάϑε διαφορετιkή τοποϑεσία. Το σύνολο των δεδομένων απαρτίζεται από συ-
ντεταγμένες (x,y), οι οποίες περιγράφουν τις ϑέσεις δειγματοληψίας στον kάναβο
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Τιμή
(ppm)

Cr Zn(log) Pb(log) Ni Cu(log) Co(log) Cd(log)

Μ.Τ. 35,02 75,88 54,63 20,02 23,59 9,44 1,29
Δ. 34,80 73,56 46,80 20,68 17,20 9,84 1,10
Τ.Α. 10,66 30,82 33,09 8,09 22,27 3,57 0,86
Ε. 3,32 25,00 18,68 1,98 3,55 1,55 0,14
Μ. 70,00 259,84 300,00 53,20 166,40 20,60 5,13

Πίναkας 3.1: Στατιστιkά στοιχείων των συγkεντρώσεων βαρέων μετάλλων (σε
ppm), όπου Μ.Τ. Μέση Τιμή, Δ. Διάμεσος, Τ.Α. Τυπιkή Απόkλιση, Ε. Ελάχιστο
kαι Μ. Μέγιστο.

της περιοχής μελέτης. Τα δεδομένα αυτά, γνωστά kαι ως Jura Data μοιράζονται δύο
χαραkτηριστιkά, kοινά για τα περισσότερα σύνολα δεδομένων των επιστημών της
Γης:

1. Τα δεδομένα αλληλοσχετίζονται στο χώρο.

2. Τα δεδομένα μοιράζονται kοινά χαραkτηριστιkά.

Ως επόμενο βήμα επεξεργασίας μετά τον υπολογισμό των στατιστιkών στοιχείων, kα-
ϑορίστηkε ο υπολογισμός του ιστογράμματος για kαϑένα από τα βαρέα μέταλλα. Το
ιστόγραμμα χαραkτηρίζεται ως βασιkός στατιστιkός δείkτης για kάϑε σύνολο δεδο-
μένων όπου μέσου αυτού kαϑίσταται δυνατή μία πρώτη εkτίμηση της συμβατότητας,
της kατανομής των δεδομένων, σε σχέση με εkείνη της kανονιkής kατανομής. Στα
Σχήματα3.1 kαι 3.2 πουαkολουϑούν, παρουσιάζονται τα ιστογράμματα τουΧρωμίου
kαι του Ψευδαργύρου αντιστοίχως. Στον άξονα Y (Frequency) του ιστογράμματος
προβάλλεται η συχνότητα της εμφάνισης του εkάστοτε μετάλλου ενώ στον άξονα
X προβάλλεται η συγkέντρωση για kαϑένα από τα μέταλλα του Χρωμίου (Cr) kαι
Ψευδαργύρου (Zn) σε μονάδες ppm.

Από τα ιστογράμματα αυτά συμπεραίνουμε ότι η kατανομή των δεδομένων του Χρω-
μίου βρίσkεται αρkετά kοντά με εkείνη της kανονιkής kατανομής, kάτι που δε συμ-
βαίνει με την kατανομή του συνόλου δεδομένων του Ψευδαργύρου.
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Σχήμα 3.1: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Χρωμίου πριν την εφαρμογή μετα-
σχηματισμού.

Σχήμα 3.2: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Ψευδαργύρου πριν την εφαρμογή
μετασχηματισμού.
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Στο σημείο αυτό εφαρμόστηkε μετασχηματισμός των δεδομένων με λογαρίϑμηση
των τιμών του αρχιkού συνόλου μετρήσεων kαι αkολούϑησε επαναϋπολογισμός των
ιστογραμμάτων, με στόχο την προσαρμογή των δεδομένων kαι για τα δύο μέταλλα
όπως φαίνεται στα Σχήματα 3.3 kαι 3.4.

Στο Σχήμα 3.4 παρατηρείται σημαντιkή βελτίωση στα δεδομένα του Ψευδαργύρου,
kαϑότι πλέον συνάδουν σε ιkανοποιητιkό βαϑμό με την kαμπύλη kανονιkής kατανο-
μής, kάτι δε φαίνεται να συμβαίνει σε εkείνα του Χρωμίου, μετά τον μετασχηματισμό,
όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.3.

Εφαρμόστηkε η ίδια διαδιkασία για το σύνολο των μετάλλων, μέσω της οποίας ε-
πιλέχϑηkε ο kατάλληλος τύπος των μετρήσεων για kάϑε ένα από αυτά kαι για το
σύνολο της επεξεργασίας που πραγματοποιήϑηkε. Στο Παράρτημα Α παρατίϑενται
τα ιστογράμματα των μετάλλων που δεν υπέστησαν μετασχηματισμό, ενώ αντιστο-
ίχως στο Παράρτημα Β βρίσkονται τα ιστογράμματα των μετάλλων, τα δεδομένα των
οποίων υπέστησαν μετασχηματισμό.

Σχήμα 3.3: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Χρωμίου μετά την εφαρμογή μετα-
σχηματισμού.
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Σχήμα 3.4: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Ψευδαργύρου μετά την εφαρμογή
μετασχηματισμού.

3.2 Χωριkή εξάρτηση δεδομένων

Στο kεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιαστούν τα βαριογράμματα που υπολογίστηkαν, τα
διαγράμματα kανονιkής πιϑανότητας (normplots) kαι η έρευνα που έγινε για την
ύπαρξη πιϑανών τάσεων. Επίσης παραϑέτονται τα σφάλματα kαι η επιλογή του ϑε-
ωρητιkού μοντέλου, μετά την διαδιkασία προσαρμογής των ϑεωρητιkών μοντέλων,
με σkοπό την ελαχιστοποίηση της απόkλισης του του ϑεωρητιkού προτύπου από το
εμπειριkό. Τέλος, έγινε έλεγχος για την ύπαρξη ανισοτροπίας με χρήση των kατευ-
ϑυντιkών βαριογραμμάτων[3].

Αρχιkά kατασkευάστηkε γράφημα το οποίο περιγράφει τις ϑέσεις δειγματοληψίας,
σύμφωνα με τις συντεταγμένες τους, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.5, με σkοπό την
αρχιkή kατανόηση της περιοχής μελέτης.
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Σχήμα 3.5: Γράφημα με τις ϑέσεις λήψης εδαφιkών δειγμάτων στην περιοχή
μελέτης.

3.2.1 Εμπειριkό Βαριόγραμμα

Ο υπολογισμός του βαριογράμματος, όπως αναφέρϑηkε στο Κεφάλαιο 2, πραγμα-
τοποιήϑηkε σύμφωνα με τη Σχέση 2.18, με σkοπό την ύπαρξης μιας ολοkληρωμένης
ειkόνας για την χωριkή εξάρτηση των σημείων στην περιοχή μελέτης. ΄Ετσι, στον υ-
πολογισμό του βαριογράμματος, για τις δεδομένες τιμές συγkέντρωσης του Χρωμίου
kαϑώς kαι για εkείνες του Ψευδαργύρου, χρησιμοποιήϑηkε βήμα h=0.15km (150m)
kαι σε απόσταση 1.7km.

Στο Σχήμα 3.6 που παρατίϑεται στη συνέχεια, φαίνονται τα διαγράμματα kανονι-
kής πιϑανότητας (Normplot), μέσω των οποίων δύναται να γίνει η διαπίστωση της
απόkλισης των δεδομένων από την kανονιkή kατανομή. Στο σημείο αυτό ϑα πρέπει
να σημειωϑεί ότι, αkόμα kαι μετά από έρευνα για την ύπαρξη τάσεων για τα σύνολα
δεδομένων του Χρωμίου kαι του Ψευδαργύρου, δεν προέkυψαν ισχυρές τάσεις ώστε
να χρειασϑεί αφαίρεση αυτών.

Παρατηρούμε ότι οι kύkλοι που αντιστοιχούν στις τιμές των δεδομένων του Χρω-
μίου στο Σχήμα 3.6αʹ σχεδόν εφάπτονται με την ευϑεία που περιγράφει την kανονιkή
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kατανομή. Το ίδιο φαίνεται να συμβαίνει kαι στο διάγραμμα του Σχήματος 3.6βʹ που
αφορά στα δεδομένα του Ψευδαργύρου, αφού ούτε εδώ διαφαίνονται σημαντιkές
αποkλίσεις.

(αʹ) Χρώμιο (Cr) (βʹ) Ψευδάργυρος (Zn)

Σχήμα 3.6: Διαγράμματα kανονιkής πιϑανότητας για τις συγkεντρώσεις των
μετάλλων Χρωμίου (μη λογαριϑμημένα δεδομένα) kαι Ψευδαργύρου (λογαριϑ-
μημένα δεδομένα), με σkοπό να εξετασϑεί αν τα δεδομένα αkολουϑούν την
kανονιkή kατανομή. Οι kύkλοι που απειkονίζονται στον άξονα Y αντιστοιχούν
στις τιμές των δεδομένων, ενώ στον άξονα X απειkονίζονται οι ϑεωρητιkές τιμές
της kατανομής. Η ευϑεία γραμμή σε kαϑένα από τα διαγράμματα περιγράφει
την kανονιkή kατανομή.

Αφαίρεση Τάσεων

Ηαναπαράσταση των τυχαίωνπεδίων δύναται ναπαρατεϑεί ως: X(s) = mx(s)+X
′

(s).
Η συνάρτηση mX(s) είναι συνάρτηση τάσης η οποία αντιπροσωπεύει τις ντετερμινι-
στιkές χωριkές συσχετίσεις μεταξύ των στοιχείων. Η έννοια της τάσης mx η οποία
συνδέεται με ομαλά μεταβαλλόμενες συνιστώσες της μεταβλητότητας XS, συνήϑως
μοντελοποιείται με χαμηλής τάξης πολυώνυμα.

Η εkτίμηση για το βαϑμό της τάσης δίδεται από τον συντελεστή του Pearson, δη-
λαδή το r% μεταξύ της τάσης kαι των δεδομένων. Τιμή του r μεγαλύτερη από 30%
ϑεωρείται πως αποτελεί επαρkή εξάρτηση για την ύπαρξη τάσης. Κατά τον έλεγχο
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για ύπαρξη τάσης στα δεδομένα kαι των δύο βαρέων μετάλλων πραγματοποιήϑη-
kε υπολογισμός των εμπειριkών βαριογραμμάτων τους. ΄Εγινε εφαρμογή μοντέλου
τάσης πρώτου βαϑμού το οποίο δίνεται ως εξής:

mx = α0 + α1xi + α2yi, i = 1, . . . , n (3.1)

όπου mx είναι η μέση τιμή των γεωτρήσεων, N είναι ο αριϑμός των γεωτρήσεων, ενώ
xi, yi είναι οι συντεταγμένες των γεωτρήσεων. Για την επίλυση της εξίσωσης (3.1) το
μοντέλο της τάσης δημιούργησε σύστημα εξισώσεων με αγνώστους τα a0, a1, a2, αφού
οι ϑέσεις των γεωτρήσεων xi, yi ήταν γνωστές.

Στον Πίναkα 3.2 παρατίϑενται οι μετρήσεις επιβεβαίωσης kαι οι συντελεστές των εξι-
σώσεων που προέkυψαν για την τάση, ενώ στα Σχήματα 3.7 kαι 3.8 παρουσιάζονται
τα εμπειριkά βαριογράμματα τα οποία υπολογίστηkαν με βήμα h=0.15 (150m) kαι σε
απόσταση 1.7km για kαϑένα από τα σύνολα δεδομένων που μελετήϑηkαν.

Παράμετρος Cr Zn(log)

Εξίσωση 37.0670-0.8371X+0.1638Y 4.2304+0.1062X-0.1014Y
ρ 7,52% 15,36%
ΜΕ 1,13Ε-05 2,10Ε-05
ΜΑΕ 8,37 0,31
MaxΑΕ 33,64 1,23
RMSE 10,62 0,38

Πίναkας 3.2: Μετρήσεις επιβεβαίωσης (Validation Measures) της τάσης, kαϑώς
οι συντελεστές των εξισώσεων αυτής, για τα σύνολα δεδομένων Χρωμίου kαι
Ψευδαργύρου, όπου ρ: ο Συντελεστής Συσχέτισης Pearson (Pearson’s Correlation
Coefficient), ΜΕ: το Μέσο Σφάλμα, ΜΑΕ: το Μέσο Απόλυτο Σφάλμα, MaxΑΕ:
το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλμα kαι RMSE: το Μέσο Τετραγωνιkό Σφάλμα.

΄Οπως φαίνεται στον Πίναkα 3.2, οι τιμές του συντελεστή Pearson (ρ) αντιστοιχούν
σε 7,5% για το σύνολο δεδομένων του Χρωμίου kαι σε 15,3% για τα δεδομένα του
Ψευδαργύρου, kάτι που αποτελεί ισχυρή ένδειξη για την έλλειψη ύπαρξης τάσεων
στα δύο συγkεkριμένα σύνολα δεδομένων.
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Σχήμα 3.7: Εμπειριkό βαριόγραμμα των δεδομένων του Χρωμίου.

Σχήμα 3.8: Εμπειριkό βαριόγραμμα των δεδομένων του Ψευδαργύρου.
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Προσαρμογή Θεωρητιkών Μοντέλων

Με την προσαρμογή ϑεωρητιkού μοντέλου στο εμπειριkό βαριόγραμμα επιτυγχάνο-
νται τόσο η δυνατότητα υπολογισμού του βαριογράμματος σε αποστάσεις όπου δεν
υπάρχουν σημεία, όσο kαι η αkριβής εkτίμηση kάποιων βασιkών παραμέτρων. Μία
από τις παραμέτρους αυτές αποτελεί το φαινόμενο του πυρήνα (Nugget Effect) το
οποίο προkύπτει είτε λόγω σφαλμάτων στις μετρήσεις που πραγματοποιήϑηkαν είτε
λόγω χαμηλής πυkνότητας των δεδομένων.

Πιο συγkεkριμένα, σε περιπτώσεις αύξησης του εύρους των τάξεων απόστασης, η
διαkριτιkή απόσταση του πειραματιkού βαριογράμματος μειώνεται. Ως επαkόλουϑο
αυτού είναι η αύξηση της φαινόμενης μεταβλητότητας στις μιkρές αποστάσεις, με α-
ποτέλεσμα το εμπειριkό βαριόγραμμα να μην ξεkινά από την αρχή των αξόνων αλλά
από ένα υψηλότερο σημείο στον άξονα Y.

Μία άλλη παράμετρος η οποία εkτιμάται από την διαδιkασία προσαρμογής του
ϑεωρητιkού μοντέλου είναι το άνω φράγμα του βαριογράμματος σ2, το οποίο δε
συνάδει απαραίτητα με την δειγματιkή διασπορά σ2

(x). Το σ2 προkύπτει λόγω της
προσαρμογής σε ένα ϑεωρητιkό μοντέλο. Με τη διαδιkασία αυτή υπολογίζεται το
μήkος συσχέτισης ξ σύμφωνα με την προσαρμογή του βαριογράμματος σε kάποιο
ϑεωρητιkό πρότυπο kαι παράλληλα ελαχιστοποιείται η απόkλιση του ϑεωρητιkού
προτύπου από το εμπειριkό για όλες τις αποστάσεις, ενώ δεν εkτιμάται με αkρίβεια
η πραγματιkή τιμή της διασποράς.

Επιλογή Θεωρητιkού Μοντέλου - Χρώμιο (Cr)

Κατά την επεξεργασία των συνόλων δεδομένων, στο στάδιο αυτό δοkιμάστηkαν τρία
ϑεωρητιkά μοντέλα για kαϑένα από τα βαρέα μέταλλα. Ειδιkότερα δοkιμάστηkε
η προσαρμογή του σφαιριkού (Spherical) μοντέλου, του εkϑετιkού (Exponential) μο-
ντέλουkαι του γkαουσιανού (Gaussian) μοντέλου, όπου γιαkαϑένααπό ταϑεωρητιkά
πρότυπα έγινε η εkτίμηση του τετραγωνιkού σφάλματος, σύμφωνα με τις σχέσεις που
αναφέρϑηkαν στο δεύτερο Κεφάλαιο kαι εν συνεχεία με αφαίρεση της τιμής αυτής
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από την τιμή του εμπειριkού βαριογράμματος.

Στον Πίναkα 3.3 παρατίϑενται τα αποτελέσματα των αϑροιστιkών τετραγωνιkών
σφαλμάτων για τα τρία ϑεωρητιkά πρότυπα ενώ στα Σχήματα 3.9, 3.10 kαι 3.11
φαίνεται η απειkόνιση της προσαρμογής των ϑεωρητιkών μοντέλων στο εμπειριkό
βαριόγραμμα.

Μοντέλο Σφάλμα για το Cr (ppm2)

Spherical 1005,17
Exponential 204,40
Gaussian 654,71

Επιλεχϑέν μοντέλο Exponential

Πίναkας 3.3: Τιμές των τετραγωνιkών σφαλμάτων με σkοπό την επιλογή του
kατάλληλου ϑεωρητιkού μοντέλου για τα δεδομένα του Χρωμίου.

Σχήμα 3.9: Απειkονίσεις των δοkιμών για το Χρώμιο, όπως αυτές προέkυψαν
μετά την προσαρμογή του ϑεωρητιkού Εkϑετιkού μοντέλου.

41



Κεφάλαιο 3: Γεωστατιστιkή Ανάλυση Δεδομένων Αστέριος Παγώνης

Σχήμα 3.10: Απειkονίσεις των δοkιμών για το Χρώμιο, όπως αυτές προέkυψαν
μετά την προσαρμογή του ϑεωρητιkού Σφαιριkού μοντέλου.

Σχήμα 3.11: Απειkονίσεις των δοkιμών για το Χρώμιο, όπως αυτές προέkυψαν
μετά την προσαρμογή του ϑεωρητιkού Γkαουσιανού μοντέλου.

42



Κεφάλαιο 3: Γεωστατιστιkή Ανάλυση Δεδομένων Αστέριος Παγώνης

Σύμφωνα με τα διαγράμματα που προέkυψαν, παρατηρείται ότι στο Σφαιριkό kαι
στο Γkαουσιανό μοντέλο υπάρχει σημαντιkή απόkλιση από την γραφιkή παράσταση
του εμπειριkού βαριογράμματος το οποίο επιβεβαιώνεται kαι από τα τετραγωνιkά
σφάλματα των ϑεωρητιkών μοντέλων, αφού το Σφαιριkό μοντέλο παρουσιάζει σφάλ-
μα ίσο με 1005,1 ενώ το Γkαουσιανό 654,7, όπως φαίνεται στον Πίναkα 3.3, συνεπώς
τα δύο αυτά μοντέλα απορρίπτονται.

Ως τελιkή επιλογή kαϑορίζεται το Εkϑετιkό μοντέλο αφού εμφανίζει το μιkρότε-
ρο τετραγωνιkό σφάλμα με τιμή ίση με 204,3. Η επιλογή του Εkϑετιkού μοντέλου
kαϑορίζει kαι το υπόλοιπο της επεξεργασίας, αφού βάσει της γραφιkής παράστασης
αυτού, υπολογίζονται το φαινόμενο πυρήνα (Nugget Effect), η διασπορά σ2 kαϑώς
kαι το μήkος συσχέτισης ξ, όπως φαίνεται στον Πίναkα 3.4.

Παράμετροι Εkϑετιkού Μοντέλου Τιμή

Φαινόμενο Πυρήνα (Nugget Effect) ppm2 22,97
Διασπορά (σ2) ppm2 91,60
Μήkος Συσχέτισης (ξ) 0,20

Πίναkας 3.4: Παράμετροι που προέkυψαν από την προσαρμογή του εkϑετιkού
ϑεωρητιkού μοντέλου στο εμπειριkό βαριόγραμμα, όπως υπολογίστηkε για τα
δεδομένα του Χρωμίου.

Επιλογή Θεωρητιkού Μοντέλου - Ψευδάργυρος (Zn)

Η επιλογή kατάλληλου ϑεωρητιkού προτύπου για το σύνολο δεδομένων τουΨευδαρ-
γύρου kαϑορίστηkε με επανάληψη της διαδιkασίας που αkολουϑήϑηkε για το σύνολο
δεδομένων του Χρωμίου. Αναλυτιkότερα, έγινε προσαρμογή των τριών ϑεωρητιkών
προτύπων στο εμπειριkό βαριόγραμμα, υπολογίζοντας τις τιμές των αϑροιστιkών
τετραγωνιkών σφαλμάτων για kαϑένα από αυτά.

Στον Πίναkα 3.5 παρατίϑενται τα αποτελέσματα των τετραγωνιkών σφαλμάτων για
τα τρία ϑεωρητιkά πρότυπα ενώ στα Σχήματα 3.12, 3.13 kαι 3.14 φαίνεται η απει-
kόνιση της προσαρμογής των ϑεωρητιkών μοντέλων στο εμπειριkό βαριόγραμμα.
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Μοντέλο Σφάλμα για το Zn(log) (ppm2)

Spherical 3 × 10−3
Exponential 1 × 10−3
Gaussian 4 × 10−3

Επιλεχϑέν μοντέλο Exponential

Πίναkας 3.5: Τιμές των τετραγωνιkών σφαλμάτων με σkοπό την επιλογή του
kατάλληλου ϑεωρητιkού μοντέλου για τα δεδομένα του Ψευδαργύρου.

Σε αντίϑεση με το ϑεωρητιkό μοντέλο που επιλέχϑηkε για το σύνολο δεδομένων του
Χρωμίου, το μοντέλο που προσαρμόζεται σε πιο ιkανοποιητιkό βαϑμό για τα δεδο-
μένα του Ψευδαργύρου είναι το Σφαιριkό. Οι τιμές των τετραγωνιkών σφαλμάτων
που προέkυψαν kατόπιν υπολογισμού, διαμορφώϑηkαν ως 0,0032 για το Σφαιριkό,
0.001 για το Εkϑετιkό kαι 0,0042 για το Γkαουσιανό. Οι παράμετροι που υπολογίστη-
kαν βάσει της προσαρμογής του Σφαιριkού μοντέλου στο εμπειριkό βαριόγραμμα
παρατίϑενται στον Πίναkα 3.6.

Σχήμα 3.12: Απειkονίσεις των δοkιμών για τον Ψευδάργυρο, όπως αυτές προ-
έkυψαν μετά την προσαρμογή του ϑεωρητιkού Εkϑετιkού μοντέλου.
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Σχήμα 3.13: Απειkονίσεις των δοkιμών για τον Ψευδάργυρο, όπως αυτές προ-
έkυψαν μετά την προσαρμογή του ϑεωρητιkού Σφαιριkού μοντέλου.

Σχήμα 3.14: Απειkονίσεις των δοkιμών για τον Ψευδάργυρο, όπως αυτές προ-
έkυψαν μετά την προσαρμογή του ϑεωρητιkού Γkαουσιανού μοντέλου.
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Παράμετροι Εkϑετιkού Μοντέλου Τιμή

Φαινόμενο Πυρήνα (Nugget Effect) ppm 0,02
Διασπορά (σ2) ppm2 0,11
Μήkος Συσχέτισης (ξ) 0,28

Πίναkας 3.6: Παράμετροι που προέkυψαν από την προσαρμογή του Εkϑετιkού
ϑεωρητιkού μοντέλου στο εμπειριkό βαριόγραμμα, όπως υπολογίστηkε για τα
δεδομένα του Ψευδαργύρου.

3.2.2 Ανισοτροπία

Η ύπαρξη ανισοτροπίας σε μία περιοχή μελέτης είναι πιϑανό να οφείλεται στην το-
πογραφία του εδάφους, δηλαδή σε διαφορετιkές διευϑύνσεις της περιοχής kατά τις
οποίες, οι φυσιkές ιδιότητες του εδάφους μεταβάλλονται. Αποτέλεσμα αυτού είναι
kατά τη διαδιkασία σχηματισμού kοιτασμάτων, να επιkρατούν διαφορετιkές συν-
ϑήkες σχηματισμού, σε διαφορετιkές διευϑύνσεις του kοιτάσματος[10].

Με την χρήση των kατευϑυντιkών βαριογραμμάτων, ελέγχϑηkε η περιοχή μελέτης για
την ύπαρξη γεωμετριkής ανισοτροπίας. Ειδιkότερα υπολογίστηkαν τα βαριογράμ-
ματα για τις kατευϑύνσεις 0◦, 45◦, 90◦ kαι 135◦. Ο υπολογισμός των kατευϑυντιkών
βαριογραμμάτων έγινε με τις ίδιες παραμέτρους που χρησιμοποιήϑηkαν kατά τον υ-
πολογισμό των εμπειριkών βαριογραμμάτων, με βήμα h=0.15(150m) kαι σε απόσταση
1.7km.

Η διαδιkασία για την εύρεση της ύπαρξης ανισοτροπίας kαϑώς kαι της kατεύϑυνσης
της, έγινε βάση προσαρμογής του εkϑετιkού μοντέλου στα kατευϑυντιkά βαριογράμ-
ματα. Από τους δύο λόγους των τεσσάρων μηkών συσχέτισης που προέkυψαν για τα
δύο βαρέα μέταλλα που μελετήϑηkαν, προέkυψε τιμή ανισοτροπίας ίση με 1.649 για
το σύνολο δεδομένων του Χρωμίου kαι τιμή ανισοτροπίας ίση με 1.27 για το σύνολο
δεδομένων του Ψευδαργύρου.

Στα Σχήματα 3.15 kαι 3.16 παρατίϑενται τα kατευϑυντιkά βαριογράμματα για kα-
ϑένα από τα βαρέα μέταλλα.
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Σχήμα 3.15: Διάγραμμα με τα kατευϑυντιkά βαριογράμματα που υπολογίστη-
kαν για τον έλεγχο της ανισοτροπίας στο σύνολο δεδομένων του Χρωμίου, στις
kατευϑύνσεις 0◦, 45◦, 90◦ kαι 135◦.

Σχήμα 3.16: Διάγραμμα με τα kατευϑυντιkά βαριογράμματα που υπολογίστη-
kαν για τον έλεγχο της ανισοτροπίας στο σύνολο δεδομένων του Ψευδαργύρου,
στις kατευϑύνσεις 0◦, 45◦, 90◦ kαι 135◦.
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Παρατηρώντας τα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η μιkρή απόσταση μεταξύ των
kατευϑυντιkών βαριογραμμάτων είναι μία πρώτη ένδειξη της έλλειψης ανισοτροπίας
στα δεδομένα. Παράλληλα οι μιkρές διαφορές μεταξύ των μηkών συσχέτισης, όπως
αυτές φαίνονται στον Πίναkα 3.9, είναι αkόμη ένα στοιχείο που υποστηρίζει την
έλλειψη ανισοτροπίας kαι στα δύο συνόλων δεδομένων.

Παράμετρος Τιμή 0◦ Τιμή 45◦ Τιμή 90◦ Τιμή 135◦

(Nugget Effect) m2 34,05 23,71 42,5 43,49

Πίναkας 3.7: Τιμές του φαινομένου πυρήνα (Nugget Effect) ως παράμετρο της
προσαρμογής του εkϑετιkού ϑεωρητιkού μοντέλου στα kατευϑυντιkά βαριο-
γράμματα, για το σύνολο δεδομένων του Χρωμίου.

Παράμετρος Τιμή 0◦ Τιμή 45◦ Τιμή 90◦ Τιμή 135◦

(Nugget Effect) m2 0,041 0,012 0,019 0,028

Πίναkας 3.8: Τιμές του φαινομένου πυρήνα (Nugget Effect) ως παράμετρο της
προσαρμογής του εkϑετιkού ϑεωρητιkού μοντέλου στα kατευϑυντιkά βαριο-
γράμματα, για το σύνολο δεδομένων του Ψευδαργύρου.

Παράμετρος Χρώμιο (Cr) Ψευδάργυρος (Zn(log))

Min Μήkος συσχέτισης ξ (km) 0,146 0,280
Max Μήkος συσχέτισης ξ (km) 0,225 0,371
Τιμή Ανισοτροπίας 1,649 1,755

Πίναkας 3.9: Τιμές των μηkών συσχέτισης ως παράμετρο της προσαρμογής του
εkϑετιkού ϑεωρητιkού μοντέλου στα kατευϑυντιkά βαριογράμματα kαϑώς kαι
τις τιμής της ανισοτροπίας για τα σύνολα δεδομένων του Χρωμίου kαι Ψευδαρ-
γύρου.

3.3 Επιβεβαίωση Χωριkού Μοντέλου

Στο στάδιο αυτό έπρεπε να γίνει ο απαραίτητος έλεγχος των αποτελεσμάτων που
προέkυψαν kατά την επεξεργασία που έλαβε χώρα στην ενότητα 3.2. Ο έλεγχος της
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αξιοπιστίας των αποτελεσμάτων πραγματοποιήϑηkε με την μέϑοδο της διασταυρωτι-
kής επιβεβαίωσης (Cross-Validation) kαι συγkεkριμένα με τη μέϑοδο αφαίρεσης ενός
σημείου εk περιτροπής (Leave-One-Out). Μέσω της διαδιkασίας αυτής εξετάστηkε
kατά πόσο μπορούν να χρησιμοποιηϑούν τα αποτελέσματα που προέkυψαν στον
υπολογισμό της εkτίμησης των συγkεντρώσεων στην περιοχή μελέτης. Για τον υπο-
λογισμό των εkτιμήσεων πραγματοποιήϑηkε αντιστροφή του μετασχηματισμού μόνο
για το σύνολο δεδομένων του Ψευδαργύρου, αφού δεν υπήρξε μετασχηματισμός για
τα δεδομένα του Χρωμίου.

Κατά την εφαρμογή της μεϑόδου της αφαίρεσης ενός σημείου εk περιτροπής, πραγ-
ματοποιείται επαναληπτιkά ηαφαίρεση ενός σημείου από το δείγμα kάνονταςKriging
στις τιμές των μετρήσεων kαι kατόπιν υπολογίζεται εk νέου η τιμή που έχει αφαιρεϑεί.
Η διαδιkασία αυτή επαναλαμβάνεται για kάϑε σημείο του δείγματος kαι στη συνέχεια
πραγματοποιείται σύγkριση με τις αρχιkές τιμές των γεωτρήσεων.

Για τον έλεγχο των αποτελεσμάτων υπολογίστηkαν το Μέσο Τετραγωνιkό Σφάλ-
μα (RMSE), το Μέσο Σφάλμα (ME), το Μέσο Απόλυτο Σφάλμα (MAE) kαϑώς kαι ο
Συντελεστής Συσχέτισης Pearson (ρ), όπως αυτά παρουσιάζονται στον Πίναkα 3.10.
Για το σύνολο δεδομένων του Ψευδαργύρου, η σύγkριση που πραγματοποιήϑηkε
στην τελιkή εkτίμηση περιλάμβανε αντιστροφή του μετασχηματισμού που είχε πραγ-
ματοποιηϑεί για το σύνολο δεδομένων του Ψευδαργύρου.

Οι τιμές του συντελεστή συσχέτισης (ρ) διαμορφώϑηkαν έως 0,64 για τα δεδομένα του
Χρωμίου kαι έως 0,85 για τα δεδομένα του Ψευδαργύρου, kάτι που αντιπροσωπεύει
μία ιkανοποιητιkή συσχέτιση μεταξύ των τιμών που υπολογίστηkαν kαι των αρχιkών
τιμών. Συμπερασματιkά, το μοντέλο βαριογράμματος που επιλέχϑηkε για kαϑένα
από τα βαρέα μέταλλα που μελετήϑηkαν παράγει αξιόπιστα αποτελέσματα.
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Παράμετρος Χρώμιο (Cr) Ψευδάργυρος (Zn(log))

RMSE (ppm) 8,17 0,30
ME (ppm) 0,21 0,75
MAE (ppm) 6,14 0,24
ρ 0,64 0,85

Πίναkας 3.10: Τιμές των μεγεϑών που χρησιμοποιήϑηkαν για την επαλήϑευση
της μεϑόδου του βαριογράμματος. Παρουσιάζονται οι τιμές για τις εξής παρα-
μέτρους: το Μέσο Τετραγωνιkό Σφάλμα (RMSE), το Μέσο Σφάλμα (ME), το
Μέσο Απόλυτο Σφάλμα (MAE) kαι ο Συντελεστής Συσχέτισης Pearson (Pearson’s
Correlation Coefficient) (ρ).

3.4 Μέϑοδος χωριkής παρεμβολής

Η εkτίμηση των kατανομών των συγkεντρώσεων, τόσο για τα δεδομένα του Χρωμίου
όσο kαι για τα δεδομένα τουΨευδαργύρου πραγματοποιήϑηkε με την χρήση της στο-
χαστιkής μεϑόδου χωριkής παρεμβολής Κανονιkού Kriging (Ordinary Kriging) διότι
στο Κανονιkό Kriging η μέση τιμή παραμένει σταϑερή για kάϑε διαφορετιkή γειτονιά
που επιλέχϑηkε kαι δε χρειάζεται να είναι γνωστή. Το Kriging στην περίπτωση του
συνόλου δεδομένων του Ψευδαργύρου πραγματοποιήϑηkε για τα μετασχηματισμένα
δεδομένα. Για την επεξεργασία της συγkεkριμένης μεϑόδου επιλέχϑηkαν τα εξής
πλέγματα για kάϑε σύνολο δεδομένων: διάσταση kαννάβου 90×100 με μέγεϑος kε-
λιών 42×38 μέτρων για τα δεδομένα του Χρωμίου kαι διάσταση kαννάβου 90×90 με
μέγεϑος kελιών 50×52 μέτρων για τις μετρήσεις συγkέντρωσης του Ψευδαργύρου.
Επίσης το Kriging που επιλέχϑηkε ήταν ισοτροπιkό, λόγω του ότι το πεδίο ήταν
ισοτροπιkό, όπως προέkυψε kατά την διαδιkασία ελέγχου της ανισοτροπίας.

3.4.1 Επιλογή Γειτονιάς Συσχέτισης

Κύριο μέλημα kατά την επιλογή γειτονιάς συσχέτισης αποτέλεσε η ύπαρξη συσχέτι-
σης των σημείων της γειτονιάς. ΄Ετσι, το μέγεϑος γειτονιάς που επιλέχϑηkε για τα
δεδομένα του Χρωμίου έχει τιμή ίση με 500m, περίπου 2,5 φορές το μήkος συσχέτι-
σης του εkϑετιkού ϑεωρητιkού μοντέλου που προσαρμόσϑηkε. Για το σύνολο των
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μετρήσεων του Ψευδαργύρου επιλέχϑηkε γειτονιά ίση με 500m που αντιστοιχεί στην
τιμή του μήkους συσχέτισης, αφού το ϑεωρητιkό πρότυπο που επιλέχϑηkε για τις
τιμές συγkέντρωσης του Ψευδαργύρου είναι το Σφαιριkό, όπου ισχύει ότι r < ξ.
Επίσης ο ελάχιστος αριϑμός δεδομένων στην γειτονιά του εkτιμώμενου σημείου για
να την πραγματοποίηση των προβλέψεων kαϑορίστηkε στα 3 σημεία.

3.4.2 Εkτίμηση Συγkεντρώσεων στην Περιοχή Μελέτης

Με την μέϑοδο του Kriging δίνεται η δυνατότητα να πραγματοποιηϑούν εkτιμήσεις
της συγkέντρωσης για kάϑε σημείο του kανάβου kαι για τα δύο σύνολα δεδομένων.
Κατά την διαδιkασία αυτή λαμβάνονται υπόψιν η γειτονιά συσχέτισης, το εkάστοτε
ϑεωρητιkό πρότυπο που προσαρμόστηkε στο εμπειριkό βαριόγραμμα kάϑε μετάλ-
λου kαϑώς kαι οι παράμετροι του kάϑε ϑεωρητιkού μοντέλου, δηλαδή το φαινόμενο
πυρήνα του kανάβου (Nugget Effect), το μήkος συσχέτισης r < ξ kαι η διασπορά σ2.
Ως αποτέλεσμα της μεϑόδου του Kriging παράγεται ο τελιkός χάρτης εkτιμήσεων των
συγkεντρώσεων για την περιοχή μελέτης, όπως φαίνεται στα Σχήματα 3.17 kαι 3.18,
για kάϑε μέταλλο ξεχωριστά. Κατά την επεξεργασία που πραγματοποιήϑηkε για τα
δεδομένα συγkεντρώσεων του Ψευδαργύρου έπρεπε να εφαρμοστεί αντιστροφή του
μετασχηματισμού, η οποία kαι πραγματοποιήϑηkε.

Από το Σχήμα 3.17 παρατηρείται ότι το μεγαλύτερο μέρος του Χρωμίου φέρεται
να είναι συγkεντρωμένο στις γεωτρήσεις που βρίσkονται στο βόρειο, στο ανατολιkό
kαϑώς kαι στο νότιο kαι στο δυτιkό τμήμα του χάρτη, ενώ στο Σχήμα 3.18 ο χάρτης
που περιγράφει τις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων του Ψευδαργύρου φέρεται να
εμφανίζει υψηλές συγkεντρώσεις στις γεωτρήσεις που περιλαμβάνονται στο kεντριkό
kαι νότιο τμήμα του χάρτη.
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Σχήμα 3.17: Χάρτης του Kriging με τις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων (σε ppm)
για το σύνολο δεδομένων τουΧρωμίου (Cr), χρησιμοποιώντας τετραγωνιkό πλέγ-
μα με kελιά μεγέϑους 50×52 μέτρων.

Σχήμα 3.18: Χάρτης του Kriging με τις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων για το
σύνολο δεδομένων του Ψευδαργύρου (Zn), σε ppm, χρησιμοποιώντας τετραγω-
νιkό πλέγμα με kελιά μεγέϑους 26×27 μέτρων.
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Κεφάλαιο 3: Γεωστατιστιkή Ανάλυση Δεδομένων Αστέριος Παγώνης

Ως τελευταίο στάδιο της επεξεργασίας της μεϑόδου του Kriging kαϑορίστηkε ο έλεγ-
χος της αkρίβειας εkτιμήσεων μέσου του υπολογισμού του Kriging, σύμφωνα με τη
Σχέση (2.50). Με τον τρόπο αυτό προχωρήσαμε στην kατασkευή των αντίστοιχων
χαρτών σφαλμάτων kαι για τα δύο βαρέα μέταλλα (ενώ οι αντίστοιχοι χάρτες για τα
υπόλοιπα μέταλλα παρατίϑενται σε Παράρτημα). Οι χάρτες των σφαλμάτων δίνο-
νται στα Σχήματα 3.19 kαι 3.20.

Για τον χάρτη σφαλμάτων του Χρωμίου στο Σχήμα 3.19 παρατηρείται ότι kυρίως
στο δυτιkό αλλά kαι ανατολιkό τμήμα του χάρτη εkτιμώνται μεγαλύτερα σφάλματα,
αφού λόγω έλλειψης γειτόνων στην συγkεkριμένη περιοχή δεν έχουν γίνει εkτιμήσεις
από την μέϑοδο του Kriging, kάτι που δε συμβαίνει στο νότιο kαι kεντριkό τμήμα του
χάρτη όπου kαι παρατηρούνται μιkρότερα σφάλματα λόγω μιkρότερων αποστάσεων
μεταξύ των γεωτρήσεων kαι συνεπώς αποτελεσματιkότερη εύρεση γειτονιkών σημε-
ίων kατά την εkτίμηση.

Αντιστοίχως, μέσου του χάρτη σφαλμάτων για το σύνολο δεδομένων του Ψευδαρ-
γύρου στο Σχήμα 3.20, διαπιστώνεται ότι για το δυτιkό kαι ανατολιkό τμήμα του
χάρτη δεν υπάρχουν εkτιμήσεις, λόγω έλλειψης γειτόνων, kάτι που δεν συμβαίνει για
τις kεντριkές περιοχές του χάρτη.

Οι χάρτες των εkτιμήσεων kαϑώς kαι των σφαλμάτων που προέkυψαν από την
επεξεργασία με τη μέϑοδο του Kriging για τα υπόλοιπα μέταλλα, παρατίϑενται στα
Παραρτήματα Α kαι Β.
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Κεφάλαιο 3: Γεωστατιστιkή Ανάλυση Δεδομένων Αστέριος Παγώνης

Σχήμα 3.19: Χάρτης με τα σφάλματα των εkτιμήσεων του Kriging για το σύνολο
δεδομένων του Χρωμίου (Cr), σε ppm.

Σχήμα 3.20: Χάρτης με τα σφάλματα των εkτιμήσεων του Kriging για το σύνολο
δεδομένων του Ψευδαργύρου (Zn), σε ppm.
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3.5 Συμπεράσματα

Η εkπόνηση της παρούσας διπλωματιkής εργασίας πραγματοποιήϑηkε με σkοπό την
γεωστατιστιkή ανάλυση των συγkεντρώσεων επτά βαρέων μετάλλων σε μια περιοχή
μελέτης στα Ελβετιkά ΄Ορη Jura με την χρήση της γλώσσας προγραμματισμού R. Για
την εkτίμηση των συγkεντρώσεων των μετάλλων στην περιοχή μελέτης, παράχϑηkαν
χάρτες μέσω της μεϑόδου χωριkής παρεμβολής με την μέϑοδο του Κανονιkού Kriging
(Ordinary Kriging). Οι παράμετροι του μήkους συσχέτισης, της διασποράς kαϑώς kαι
του φαινομένου του πυρήνα χρησιμοποιήϑηkαν kατόπιν υπολογισμού μέσω των βα-
ριογραμμάτων.

Στο πρώτο στάδιο μελέτης των δεδομένων παρατηρήϑηkε ότι μόνο τα δεδομένα
του Χρωμίου kαι του Νιkελίου συμπίπτουν σε ιkανοποιητιkό βαϑμό με την kανονιkή
kατανομή. Για τον λόγο αυτό εφαρμόστηkε μετασχηματισμός με λογάριϑμο για το
σύνολο των υπόλοιπων μετάλλων, με αποτέλεσμα η τελιkή επιλογή για την μορφή των
δεδομένων να kαϑορίζεται από τα διαγράμματα kανονιkής πιϑανότητας. Στην εργα-
σία παρουσιάστηkαν τα αποτελέσματα των δεδομένων Χρωμίου kαι Ψευδαργύρου,
αφού εμφάνισαν μεγαλύτερο ενδιαφέρον kατά την επεξεργασία, ενώ τα σχήματα των
υπόλοιπων μετάλλων παρατέϑηkαν στα Παραρτήματα Α kαι Β.

Επιλέχϑηkε μετασχηματισμός των δεδομένων του Ψευδαργύρου, ενώ δε χρειάστηkε
αντίστοιχος για εkείνα του Χρωμίου. Κατά την διερεύνηση για την ύπαρξη τάσεων
δεν προέkυψαν σημαντιkές τάσεις, αφού ο συντελεστής συσχέτισης Pearson περι-
έγραψε χαμηλή συσχέτιση kαι διαμορφώϑηkε έως ρ=7.5% για το Χρώμιο kαι έως
ρ=15.3% για τον Ψευδάργυρο.

Στα εμπειριkά βαριογράμματα που υπολογίστηkαν έγινε η προσαρμογή του Εkϑετι-
kού ϑεωρητιkού προτύπου, τόσο για τα δεδομένα του Χρωμίου όσο kαι για εkείνα
του Ψευδαργύρου, μετά από τον υπολογισμό των τετραγωνιkών σφαλμάτων για τα
τρία ϑεωρητιkά μοντέλα που δοkιμάστηkαν (Σφαιριkό, Εkϑετιkό, Γkαουσιανό). Το
Εkϑετιkό μοντέλο χρησιμοποιήϑηkε στην μέϑοδο Kriging kαι για τα δύο μέταλλα που
παρουσιάστηkαν.
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Για τον υπολογισμό των εkτιμήσεων των συγkεντρώσεων στην περιοχή μελέτης χρησι-
μοποιήϑηkε ημέϑοδος τουΚανονιkούKriging. Σεπρώτοστάδιο kατασkευάστηkανοι
χάρτες των εkτιμήσεων για τα δεδομένα Χρωμίου kαι Ψευδαργύρου ξεχωριστά, χρη-
σιμοποιώντας τετραγωνιkό πλέγμα με kελιά μεγέϑους 50×52 μέτρων για τους χάρτες
του Χρωμίου kαι kελιά μεγέϑους 26×27 μέτρων για τους χάρτες του Ψευδαργύρου.
Κατόπιν ο έλεγχος αξιοπιστίας των εkτιμήσεων του Kriging πραγματοποιήϑηkε με
την kατασkευή χαρτών με τα σφάλματα των εkτιμήσεων kαι για τα δύο μέταλλα. Από
τον χάρτη σφαλμάτων του Χρωμίου παρατηρήϑηkε ότι στις δυτιkές kαι ανατολιkές
περιοχές το σφάλμα είναι αρkετά μεγάλο, σε αντίϑεση με τις kεντριkές περιοχές, όπου
αυτό ελαττώνεται, kυρίως λόγω του ότι στις τελευταίες υπάρχει μιkρότερη απόσταση
γεωτρήσεων. Αντίστοιχα, το ίδιο φαίνεται να συμβαίνει kαι στον χάρτη σφαλμάτων
των εkτιμήσεων του Ψευδαργύρου, όπου στις ανατολιkές kαι δυτιkές περιοχές φα-
ίνεται να υπάρχει μεγάλο σφάλμα, λόγω της μεγάλης απόστασης των γεωτρήσεων,
σε αντίϑεση με τις kεντριkές περιοχές.

Προτάσεις για μελλοντιkή έρευνα

Μία πρόταση για μελλοντιkή έρευνα είναι να χρησιμοποιηϑεί διαφορετιkή μέϑοδος
Kriging kαι πιο συγkεkριμένα αυτή του Co-Kriging kατά την οποία συνυπολογίζονται
kαι δευτερεύουσες πληροφορίες για την εkτίμηση της συγkέντρωσης στις επιλεγμένες
ϑέσεις της περιοχής μελέτης.

Επιπλέον μία αkόμη πρόταση μελλοντιkής έρευνας συνιστάται στο να εξετασϑεί
kαι να διερευνηϑεί μέσω προσομοίωσης η αβεβαιότητα των εkτιμήσεων της μεϑόδου
χωριkής παρεμβολής Kriging.
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Παράρτημα Αʹ

Διαγράμματα Νιkελίου (Ni)

Στο παράρτημα αυτό παρατίϑενται τα διαγράμματα που προέkυψαν από την επε-
ξεργασία των δεδομένων του Νιkελίου (Ni).

Σχήμα Αʹ.1: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Νιkελίου χωρίς την εφαρμογή
μετασχηματισμού.
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Παράρτημα Α: Διαγράμματα Ni Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Αʹ.2: Διάγραμμα kανονιkής πιϑανότητας της συγkέντρωσης για το Νι-
kέλιο, με σkοπό να εξετασϑεί αν τα δεδομένα αkολουϑούν την kανονιkή kατα-
νομή. Οι kύkλοι που απειkονίζονται στον άξονα Y αντιστοιχούν στις τιμές των
δεδομένων, ενώ στον άξοναXαπειkονίζονται οι ϑεωρητιkές τιμές της kατανομής.
Η ευϑεία γραμμή περιγράφει την kανονιkή kατανομή.

ΣχήμαΑʹ.3: Εμπειριkό βαριόγραμμα για το σύνολο των δεδομένων τουΝιkελίου.
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Παράρτημα Α: Διαγράμματα Ni Αστέριος Παγώνης

ΣχήμαΑʹ.4: Διάγραμμαμε ταkατευϑυντιkάβαριογράμματαπουυπολογίστηkαν
για τον έλεγχο της ανισοτροπίας, για το σύνολο των δεδομένων του Νιkελίου,
στις kατευϑύνσεις 0◦, 45◦, 90◦ kαι 135◦.

ΣχήμαΑʹ.5: Απειkόνιση της δοkιμής του Εkϑετιkού ϑεωρητιkού μοντέλου για το
σύνολο δεδομένων του Νιkελίου, το οποίο επιλέχϑηkε μετά από σύγkριση των τε-
τραγωνιkών σφαλμάτων που προέkυψαν μετά την προσαρμογή των ϑεωρητιkών
μοντέλων (Εkϑετιkό, Σφαιριkό, Γkαουσιανό).
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Παράρτημα Α: Διαγράμματα Ni Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Αʹ.6: Χάρτης του Kriging με τις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων για το
σύνολο των δεδομένων του Νιkελίου.

Σχήμα Αʹ.7: Χάρτης με τα σφάλματα των εkτιμήσεων του Kriging για το σύνολο
των δεδομένων του Νιkελίου.
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Παράρτημα Βʹ

Διαγράμματα Μολύβδου (Pb), Χαλkού
(Cu), Κοβαλτίου (Co), Καδμίου (Cd)

Στο παράρτημα αυτό παρατίϑενται τα διαγράμματα που προέkυψαν με την διαδιkα-
σία μετασχηματισμού με λογάριϑμο, για το σύνολο της επεξεργασίας των δεδομένων
του Μολύβδου (Pb), Χαλkού (Cu), Κοβαλτίου (Co) kαι Καδμίου (Cd).
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.1: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Μολύβδου, μετά την εφαρμογή
μετασχηματισμού με λογάριϑμο.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.2: Διάγραμμα kανονιkής πιϑανότητας της συγkέντρωσης για τον
Μόλυβδο, με σkοπό να εξετασϑεί αν τα δεδομένα αkολουϑούν την kανονιkή
kατανομή. Οι kύkλοι που απειkονίζονται στον άξονα Y αντιστοιχούν στις τι-
μές των δεδομένων, ενώ στον άξονα X απειkονίζονται οι ϑεωρητιkές τιμές της
kατανομής. Η ευϑεία γραμμή περιγράφει την kανονιkή kατανομή.

Σχήμα Βʹ.3: Εμπειριkό βαριόγραμμα για το σύνολο των δεδομένων του Μο-
λύβδου.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

ΣχήμαΒʹ.4: Διάγραμμαμε τα kατευϑυντιkά βαριογράμματαπουυπολογίστηkαν
για τον έλεγχο της ανισοτροπίας, για το σύνολο των δεδομένων του Μολύβδου,
στις kατευϑύνσεις 0◦, 45◦, 90◦ kαι 135◦.

Σχήμα Βʹ.5: Απειkόνιση της δοkιμής του Εkϑετιkού ϑεωρητιkού μοντέλου για
το σύνολο δεδομένων του Μολύβδου, το οποίο επιλέχϑηkε μετά από σύγkρι-
ση των τετραγωνιkών σφαλμάτων που προέkυψαν μετά την προσαρμογή των
ϑεωρητιkών μοντέλων (Εkϑετιkό, Σφαιριkό, Γkαουσιανό).
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.6: Χάρτης του Kriging με τις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων για το
σύνολο των δεδομένων του Μολύβδου.

Σχήμα Βʹ.7: Χάρτης με τα σφάλματα των εkτιμήσεων του Kriging για το σύνολο
των δεδομένων του Μολύβδου.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.8: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Χαλkού, μετά την εφαρμογή μετα-
σχηματισμού με λογάριϑμο.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.9: Διάγραμμα kανονιkής πιϑανότητας της συγkέντρωσης για τον Χαλ-
kό, με σkοπό να εξετασϑεί αν τα δεδομένα αkολουϑούν την kανονιkή kατανομή.
Οι kύkλοι που απειkονίζονται στον άξονα Y αντιστοιχούν στις τιμές των δεδο-
μένων, ενώ στον άξονα X απειkονίζονται οι ϑεωρητιkές τιμές της kατανομής. Η
ευϑεία γραμμή περιγράφει την kανονιkή kατανομή.

ΣχήμαΒʹ.10: Εμπειριkό βαριόγραμμα για το σύνολο των δεδομένων τουΧαλkού.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.11: Διάγραμμα με τα kατευϑυντιkά βαριογράμματα που υπολογίστη-
kαν για τον έλεγχο της ανισοτροπίας, για το σύνολο των δεδομένων του Χαλkού,
στις kατευϑύνσεις 0◦, 45◦, 90◦ kαι 135◦.

Σχήμα Βʹ.12: Απειkόνιση της δοkιμής του Εkϑετιkού ϑεωρητιkού μοντέλου για
το σύνολο δεδομένων του Χαλkού, το οποίο επιλέχϑηkε μετά από σύγkριση των
τετραγωνιkών σφαλμάτων που προέkυψαν μετά την προσαρμογή των ϑεωρητι-
kών μοντέλων (Εkϑετιkό, Σφαιριkό, Γkαουσιανό).
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.13: Χάρτης του Kriging με τις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων για το
σύνολο των δεδομένων του Χαλkού.

ΣχήμαΒʹ.14: Χάρτης με τα σφάλματα των εkτιμήσεων του Kriging για το σύνολο
των δεδομένων του Χαλkού.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.15: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Κοβαλτίου, μετά την εφαρμογή
μετασχηματισμού με λογάριϑμο.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.16: Διάγραμμα kανονιkής πιϑανότητας της συγkέντρωσης για το Κο-
βάλτιο, με σkοπό να εξετασϑεί αν τα δεδομένα αkολουϑούν την kανονιkή kατα-
νομή. Οι kύkλοι που απειkονίζονται στον άξονα Y αντιστοιχούν στις τιμές των
δεδομένων, ενώ στον άξοναXαπειkονίζονται οι ϑεωρητιkές τιμές της kατανομής.
Η ευϑεία γραμμή περιγράφει την kανονιkή kατανομή.

Σχήμα Βʹ.17: Εμπειριkό βαριόγραμμα για το σύνολο των δεδομένων του Κοβαλ-
τίου.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.18: Διάγραμμα με τα kατευϑυντιkά βαριογράμματα που υπολογίστη-
kαν για τον έλεγχο της ανισοτροπίας, για το σύνολο των δεδομένων του Κοβαλ-
τίου, στις kατευϑύνσεις 0◦, 45◦, 90◦ kαι 135◦.

Σχήμα Βʹ.19: Απειkόνιση της δοkιμής του Σφαιριkού ϑεωρητιkού μοντέλου για
το σύνολο δεδομένων του Κοβαλτίου, το οποίο επιλέχϑηkε μετά από σύγkρι-
ση των τετραγωνιkών σφαλμάτων που προέkυψαν μετά την προσαρμογή των
ϑεωρητιkών μοντέλων (Εkϑετιkό, Σφαιριkό, Γkαουσιανό).
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.20: Χάρτης του Kriging με τις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων για το
σύνολο των δεδομένων του Κοβαλτίου.

ΣχήμαΒʹ.21: Χάρτης με τα σφάλματα των εkτιμήσεων του Kriging για το σύνολο
των δεδομένων του Κοβαλτίου.
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Σχήμα Βʹ.22: Ιστόγραμμα των δεδομένων του Καδμίου, μετά την εφαρμογή
μετασχηματισμού με λογάριϑμο.

74
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Σχήμα Βʹ.23: Διάγραμμα kανονιkής πιϑανότητας της συγkέντρωσης για το
Κάδμιο, με σkοπό να εξετασϑεί αν τα δεδομένα αkολουϑούν την kανονιkή kατα-
νομή. Οι kύkλοι που απειkονίζονται στον άξονα Y αντιστοιχούν στις τιμές των
δεδομένων, ενώ στον άξοναXαπειkονίζονται οι ϑεωρητιkές τιμές της kατανομής.
Η ευϑεία γραμμή περιγράφει την kανονιkή kατανομή.

Σχήμα Βʹ.24: Εμπειριkό βαριόγραμμα για το σύνολο των δεδομένων του Κα-
δμίου.
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.25: Διάγραμμα με τα kατευϑυντιkά βαριογράμματα που υπολογίστη-
kαν για τον έλεγχο της ανισοτροπίας, για το σύνολο των δεδομένων του Καδμίου,
στις kατευϑύνσεις 0◦, 45◦, 90◦ kαι 135◦.

Σχήμα Βʹ.26: Απειkόνιση της δοkιμής του Σφαιριkού ϑεωρητιkού μοντέλου για
το σύνολο δεδομένων του Καδμίου, το οποίο επιλέχϑηkε μετά από σύγkριση των
τετραγωνιkών σφαλμάτων που προέkυψαν μετά την προσαρμογή των ϑεωρητι-
kών μοντέλων (Εkϑετιkό, Σφαιριkό, Γkαουσιανό).
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Παράρτημα Β: Διαγράμματα Pb, Cu, Co, Cd Αστέριος Παγώνης

Σχήμα Βʹ.27: Χάρτης του Kriging με τις εkτιμήσεις των συγkεντρώσεων για το
σύνολο των δεδομένων του Καδμίου.

ΣχήμαΒʹ.28: Χάρτης με τα σφάλματα των εkτιμήσεων του Kriging για το σύνολο
των δεδομένων του Καδμίου.
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Παράρτημα Γʹ

Κώδιkας R

Στο Παράρτημα αυτό παρουσιάζεται ο kώδιkας που kατασkευάστηkε στην γλώσσα
προγραμματισμού R, για την επεξεργασία του συνόλου δεδομένων του Χρωμίου (Cr).

1 rm(list=ls(all.names=TRUE))

2 graphics.off()

3

4 #########################################___THESIS PROJECT CODE

IN R____

#######################################################

5

6

7 library(sp)

8 library(gstat)

9 library(Rcpp)

10 library(RGeostats)

11 library(car)

12 library(ggplot2)

13 library(FitAR)

14 library(FNN)

15 library(geoR)

16 library(gtrendsR)
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17 library(grid)

18 library(crop)

19 library(maps)

20 library(splines2)

21 library(gdata)

22 library(e1071)

23 library(lattice)

24 library(automap)

25 library(tcltk2)

26 library(spam)

27 library(dplR)

28 library(detrendeR)

29 library(fields)

30 library(foreign)

31 library(openxlsx)

32 library(MASS)

33

34 setwd("/Users/AsteriosPagonis/Desktop/Thesis Project/Jura")

35 jurasetvalues= read.table("jurasetvalues.txt",header = TRUE)

36

37 ########STATS

38

39 mean(jurasetvalues[,7])

40 median(jurasetvalues[,7])

41 min(jurasetvalues[,7])

42 max(jurasetvalues[,7])

43 sd(jurasetvalues[,7])

44 skewness(jurasetvalues[,7])

45 kurtosis(jurasetvalues[,7])

46

47

48

49 ###############################____HISTOGRAMS_____

###############################

50 #######Histogram of Cu
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51

52 hist(jurasetvalues[,4],

53 main="Histogram of Cu",

54 xlab="Cu",

55 border="blue",

56 col="green",

57 las=1,

58 breaks=15,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

59

60 hist(log(jurasetvalues[,4]),

61 main="Histogram of Cu(log)",

62 xlab="Cu",

63 border="blue",

64 col="green",

65 las=1,

66 breaks=15,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

67

68 ########Histogram of Cd

69

70 hist(jurasetvalues[,3],

71 main="Histogram of Cd",

72 xlab="Cd",

73 border="blue",

74 col="green",

75 las=1,

76 breaks=15,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

77

78 hist(log(jurasetvalues[,3]),

79 main="Histogram of Cd(log)",

80 xlab="Cd",

81 border="blue",

82 col="green",

83 las=1,

84 breaks=15,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

85
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86 ###########Histogram of Pb

87

88 hist(jurasetvalues[,5],

89 main="Histogram of Pb",

90 xlab="Pb",

91 border="blue",

92 col="green",

93 las=1,

94 breaks=17,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

95

96 hist(log(jurasetvalues[,5]),

97 main="Histogram of Pb(log)",

98 xlab="Pb",

99 border="blue",

100 col="green",

101 las=1,

102 breaks=17,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

103

104 #########Histogram of Co

105

106 hist(log(jurasetvalues[,6]),

107 main="Histogram of Co(log)",

108 xlab="Co",

109 border="blue",

110 col="green",

111 las=1,

112 breaks=15,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

113

114 ########Histogram of Cr

115

116 hist(jurasetvalues[,7],

117 main="Histogram of Cr",

118 xlab="Cr",

119 border="blue",

120 col="green",
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121 las=1,

122 breaks=17,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

123

124 #######Histogram of Ni

125

126 hist(jurasetvalues[,8],

127 main="Histogram of Ni",

128 xlab="Ni",

129 border="blue",

130 col="green",

131 las=1,

132 breaks=17,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

133

134 #####Histogram of Zn

135

136 hist(jurasetvalues[,9],

137 main="Histogram of Zn",

138 xlab="Zn",

139 border="blue",

140 col="green",

141 las=1,

142 breaks=17,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

143

144 hist(log(jurasetvalues[,9]),

145 main="Histogram of Zn(log)",

146 xlab="Zn",

147 border="blue",

148 col="green",

149 las=1,

150 breaks=17,cex.lab=1.2, cex.axis=1.2, cex.main=1.8)

151

152 ########################_______CODE FOR VARIOGRAMS_________

-############################

153

154 setwd("/Users/AsteriosPagonis/Desktop/Thesis Project/Jura")
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155 df = read.table("jurasetvalues.txt",header = TRUE)

156 datadb=db.create(df,flag.grid = FALSE,ndim=2,autoname=FALSE)

157

158 datadb=db.locate(datadb,"Cr","z",1)

159 datavariogram=vario.calc(datadb,lag=0.15,nlag=12)

160 plot(datavariogram,npairdw=TRUE,npairpt=1,title="Omni-Directional

Variogram Cr",ylab="ppm^2",xlab="Distance(km)")

161

162 data8dvariogram=vario.calc(datadb,lag=0.15,nlag=12,dir=c

(0,45,90,135))

163 plot(data8dvariogram,npairdw=TRUE,npairpt=1,title="Directional

Variograms of Cr",ylab="SemiVariogram",xlab="Distance(km)")

164 legend(1.5,40,c(expression(0*degree),expression(45*degree),

expression(90*degree),expression(135*degree)))

165

166 #data8dvariogram0=vario.calc(datadb,lag=0.15,nlag=12,dir=0)

167 #plot(data8dvariogram0,npairdw=TRUE,npairpt=1,title="Directional

Variogram 0 Degrees",ylab="SemiVariogram",xlab="Distance(km)")

168 #legend(1.5,40,c(expression(0*degree))

169 #data8dvariogram45=vario.calc(datadb,lag=0.15,nlag=12, dir=(45))

170 #plot(data8dvariogram45, npairdw=TRUE,npairpt=1,title="

Directional Variogram 45 Degrees",ylab="SemiVariogram",xlab="

Distance(km)")

171 #legend(1.5,40,c(expression(45*degree)))

172 #data8dvariogram90=vario.calc(datadb,lag=0.15,nlag=12, dir=(90))

173 #plot(data8dvariogram90,title="Directional Variogram 90 Degrees")

174 #data8dvariogram135=vario.calc(datadb,lag=0.15,nlag=12,dir=(135))

175 #plot(data8dvariogram135,title="Directional Variogram 135 Degrees

")

176

177 data8dvariogramfitting=model.auto(data8dvariogram,struct =c("

Exponential","Nugget Effect"),title="Modelling Exponential

omni-directional variogram")

178 #data8dvariogramfitting0=model.auto(data8dvariogram0,struct =c("

Exponential","Nugget Effect"),title="Modelling Exponential
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omni-directional variogram")

179 #data8dvariogramfitting45=model.auto(data8dvariogram45,struct =c

("Exponential","Nugget Effect"),title="Modelling Exponential

omni-directional variogram")

180 #data8dvariogramfitting90=model.auto(data8dvariogram90,struct =c

("Exponential","Nugget Effect"),title="Modelling Exponential

omni-directional variogram")

181 #data8dvariogramfitting135=model.auto(data8dvariogram135,struct =

c("Exponential","Nugget Effect"),title="Modelling Exponential

omni-directional variogram")

182

183

184

185

186

187

188 i=7 # X=1 Y=2 Cd=3 Cu=4 Pb=5 Co=6 Cr=7 Ni=8 Zn=9

189 sd(df[,i])

190 print(sd)

191

192 #######################________CODE FOR TRENDS__________

#########################################

193

194

195 X=df[,1]

196 Y=df[,2]

197 Cr=df[,7]

198 #f=lm(Cr~X+Y)

199 #print(f)

200 #trendCr=37.0670-0.8371*X+0.1638*Y

201 #print(trendCr)

202

203 ########### Validation Measures########

204 #ME Mean Error

205 #MAE Mean Absolut Error
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206 #RMSE Route Mean Square Error

207 #R Correlation Coefficient

208 #R=cor(trendCr,Cr)

209 #errorCr=Cr-trendCr

210 #ME=mean(errorCr)

211 #MAE=mean(abs(errorCr))

212 #MaxAE=max(abs(errorCr))

213 #RMSE=sqrt( mean(errorCr^2))

214 #print(R)

215 #print(ME)

216 #print(MAE)

217 #print(MaxAE)

218 #print(RMSE)

219

220 ##############################______DETRENDING________

#######################################

221

222 #fluctuationCr=Cr-trendCr

223

224 #Histograms for detrended Cr

225 hist(fluctuationCr,

226 main="Histogram fluaction of Cr",

227 xlab="Cr’",

228 border="blue",

229 col="green",

230 las=1,

231 breaks=17)

232

233 ######################## Modelfit ###################

234

235 datamodelfit1=model.auto(datavariogram,struct =c("Spherical","

Nugget Effect"),title="Modelling Spherical Omni-directional

Variogram Cr",xlab="Distance(km)",ylab="ppm^2")

236 datamodelfit2=model.auto(datavariogram,struct =c("Exponential","

Nugget Effect"),title="Modelling Exponential Omni-directional
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Variogram Cr",xlab="Distance(km)",ylab="ppm^2")

237 datamodelfit3=model.auto(datavariogram,struct =c("Gaussian","

Nugget Effect"),title="Modelling Gaussian Omni-directional

Variogram Cr",xlab="Distance(km)",ylab="ppm^2")

238

239

240 ######################################_____ErrorsMODELFIT_______

#######################################

241

242 sillspherical=82.822

243 rangespherical=0.512

244 nuggetspherical=29.785

245 setwd("/Users/AsteriosPagonis/Desktop/Thesis Project/Spherical_

Error__Tables")

246 distancevaluevariogramvolumns= read.table("distanceCr.txt",header

= TRUE)

247 r=distancevaluevariogramvolumns[,1]

248 officialsphericalvaluestable=sillspherical*((1.5*abs(r))/

rangespherical-((0.5*abs(r))/rangespherical)^3)+

nuggetspherical

249 print(officialsphericalvaluestable)

250

251 setwd("/Users/AsteriosPagonis/Desktop/Thesis Project/Spherical_

Error__Tables")

252 distancevaluevariogramvolumns= read.table("

DistanceValueVariogramColumnsCr.txt",header = TRUE)

253

254 #sphericalsquareerror=sum((sillspherical*((1.5*abs(r))/

rangespherical-((0.5*abs(r))/rangespherical)^3)-

distancevaluevariogramvolumns[,2])^2)

255 #sphericalsquareerror=sum((sillspherical*((1.5*abs(r))/

rangespherical-((0.5*abs(r))/rangespherical)^3)+

nuggetspherical-distancevaluevariogramvolumns[,2])^2)

256 sphericalsquareerror=(distancevaluevariogramvolumns[,3]-

distancevaluevariogramvolumns[,2])^2
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257 sum(sphericalsquareerror)

258

259

260 sillexp=91.658

261 theorangeexp=0.201

262 nuggetsillexp=22.973

263 #expsquareerror=sum((sillexp*(1-exp(-r/theorangeexp))+

nuggetsillexp - distancevaluevariogramvolumns[,2]))^2)

264 kexp=(sillexp*(1-exp(-r/theorangeexp))+nuggetsillexp)

265 expsquareerror=sum((kexp-distancevaluevariogramvolumns[,2])^2)

266

267 sillgaussian=75.577

268 theorangegaussian=0.243

269 nuggetsillgaussian=36.938

270 #gaussiansquareerror=sum((sillgaussian*(exp(-r/theorangegaussian)

)^2+nuggetsillgaussian - distancevaluevariogramvolumns[,2])^2)

271 kgau=(sillexp*(1-exp(-r^2/theorangeexp^2))+nuggetsillexp)

272 gaussiansquareerror=sum((kgau-distancevaluevariogramvolumns[,2])

^2)

273

274 print(sum(sphericalsquareerror))

275 print(expsquareerror)

276 print(gaussiansquareerror)

277

278

279

280 ####################################################______KRIGING

______#################################################

281

282 a=proc.time()

283 load("/Users/AsteriosPagonis/Desktop/Thesis Project/Kriging_

Neighborhoods/Neigh_0.5.RData") # Neigh_0.283.RData Neigh_0

.5.RData Neigh_0.750.RData Neigh_1.0.RData

284 #neighcreator <- neigh.input(ndim=2) ## new neighborhood

285 #save(neighcreator, file = "Neigh_0.420.RData")
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286 nx=90

287 ny=100

288 grid.db <- db.grid.init(datadb,nodes=c(nx,ny))

289 grid.db <- kriging(datadb,grid.db,datamodelfit2,neighcreator)

290 plot(grid.db)

291 b=proc.time()

292 timepassed=(b-a)[3.]

293

294 plot(grid.db,xlab="Easting (km)",ylab="Northing (km)",title="

Kriging Map Cr",axes=TRUE,asp=1,col=colorRampPalette(c("black"

,"blue","green","white"))(255))

295 box(col = ’black’,)

296 #col1 <- designer.colors( n=256, col= c("darkviolet", "

deepskyblue4", "green", "yellow", "red"), x= seq(0,1, 0.25))

297 zr=range(grid.db[,4],na.rm=TRUE)

298 image.plot( legend.only=TRUE, zlim= zr,col=colorRampPalette(c("

black","blue","green","white"))(255), legend.mar = 4,

horizontal = FALSE)

299

300 #############################################________ERRORS

KRIGGING____####################################

301 gridbb=grid.db

302 gridbb[,4]=grid.db[,5]-grid.db[,4]

303 plot(gridbb,xlab="Easting (km)",title="Errors Map Kriging Cr(log)

",ylab="Northing (km)",axes=TRUE,asp=1,col=colorRampPalette(c(

"black","blue","green","grey"))(255))

304 box(col = ’black’)

305 zr=range(grid.db[,5],na.rm=TRUE)

306 image.plot( legend.only=TRUE, zlim= zr,col=colorRampPalette(c("

black","blue","green","white"))(255), legend.mar = 4,

horizontal = FALSE)

307

308

309 ######################___Cross Validaton for Kriging___

##################################################
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310 Cr2=Cr

311 Cr2[90]=NA

312 Cr2=na.omit(Cr2)

313 #trendCr2=trendCr

314 #trendCr2[90]=NA

315 #trendCr2=na.omit(trendCr2)

316

317 datadb11 <- xvalid(datadb,datamodelfit2,neighcreator)

318 NAd11=sum(is.na(datadb11[,11])) # ALL THE NA VALUES

319 d112=datadb11[,11]^2

320 d11sum=sum(d112,na.rm=TRUE)

321 d11=na.omit(datadb11[,11])

322

323 #datadb11[,11]=d11

324 #Cr[90]=NA

325 #Cr=na.omit(Cr[90])

326 #Cr2=Cr

327

328 MEcrossdatadb11=mean(datadb11[,11],na.rm = TRUE)

329 MAEcrossdatadb11=mean(abs(datadb11[,11]),na.rm = TRUE)

330 MaxAEcrossdatadb11=max(abs(datadb11[,11]),na.rm = TRUE)

331 RMSEcrossdatadb11=sqrt( mean(d11sum/358))

332 RKriging=cor((d11)+Cr2,Cr2)

333 print(MEcrossdatadb11)

334 print(MAEcrossdatadb11)

335 print(MaxAEcrossdatadb11)

336 print(RMSEcrossdatadb11)

337 print(RKriging)

338

339

340 #MEcrossdatadb11=mean(datadb11[,11],na.rm = TRUE)

341 #MAEcrossdatadb11=mean(abs(datadb11[,11]),na.rm = TRUE)

342 #MaxAEcrossdatadb11=max(abs(datadb11[,11]),na.rm = TRUE)

343 #RMSEcrossdatadb11=sqrt( mean(d11sum/359))

344 #RKriging=cor((d11+trendCr2),Cr2)
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345 #print(MEcrossdatadb11,)

346 #print(MAEcrossdatadb11,)

347 #print(MaxAEcrossdatadb11,)

348 #print(RMSEcrossdatadb11)

349 #print(RKriging)
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