
ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Σχολή Μηχανικών Παραγωγής και ∆ιοίκησης

Αριθµητικές µέθοδοι υψηλής τάξης ακρίβειας
για µοντέλα κυκλοφοριακής ϱοής

∆ιπλωµατική Εργασία Μ.∆.Ε
ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΣΤΙΣ ΕΠΙΣΤΗΜΕΣ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

ΛΕΩΝΙ∆ΑΣ Μ. ΜΠΟΛΑΡΗΣ

Επιβλέπων : Αναπλ. Καθηγητής Ανάργυρος ∆ελής

ΧΑΝΙΑ , 2018



2

Η διατριβή αυτή εξετάστηκε µε επιτυχία στις 11 Οκτωβρίου 2018 από την τριµελή:

• Αναπλ Καθηγητή Ανάργυρο ∆ελή ως επιβλέπων

• Επικ. Καθηγητή Εµµανουήλ Μαθιουθάκη

• Καθηγητή Ιωάννης Νικολός

η οποία ορίστηκε κατά την διάρκεια της 1ης /21-5-2018 ΓΣΕΣ της Σχολής Μηχανικών
και ∆ιοίκησης του Πολυτεχνείου Κρήτης



Ευχαριστίες

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Επιβλέποντα της διατριβής Αναπληρωτή Καθηγητή Ανάρ-

γυρος ∆ελή και τον Επικ. Καθηγητή Εµµανουήλ Μαθιουδάκη για την επιστηµονική

καθοδήγηση που µου παρείχαν σε όλα τα στάδια των µεταπτυχιακών σπουδών

Επίσης ευχαριστώ το τρίτο µέλος της συµβουλευτικής µου επιτροπής Καθηγητή Ιω-

άννη Νικολό. Ιδιαίτερα ϑα ήθελα να ευχαριστήσω την Ανδρονίκη για την συµπαράσταση

της στην ολοκλήρωση των σπουδών µου.

Τέλος ευχαριστώ τα µέλη της οικογένειας µου για την υποστήριξη που µου παρείχαν

σε όλη την διάρκεια των σπουδών µου.

3



4



Περιεχόµενα

1 Εισαγωγή 7

2 Μακροσκοπικά Μοντέλα Κυκλοφορίας 11
2.1 Το µοντέλο των Payne-Whitman(PW) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 Το Μοντέλο των Aw and Rascle(AR) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3 Το Μοντέλο των Aw-Rascle-Zang (ARZ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Το µοντέλο Gas-Kinetic-Traffic (GKT) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Το Μοντέλο Ξαλάρωσης και η Αριθµητική Επίλυση του 17
3.1 Το Σύστηµα διαφορικών εξισώσεων κυκλοφοριακής ϱοής (Traffic flow) . . 17
3.2 Η µετατροπή των διαφορικών εξισώσεων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.3 Χωρική ∆ιακριτικοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3.1 Πρώτης τάξης στο χώρο (1st-order Upwind) . . . . . . . . . . . . . 20
3.3.2 ∆εύτερης Τάξης στο χώρο (2nd-order MUSCL) . . . . . . . . . . . . 20
3.3.3 Πέµπτης Τάξης στον χώρο (5th-order WENO) . . . . . . . . . . . . 21

3.4 Χρονική ∆ιακριτικοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.5 Αρχικές και Συνοριακές Συνθήκες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.6 Επιλογή χαρακτηριστικής ταχύτητας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4 Αριθµητικές Προσοµοιώσεις 27
4.1 Part A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.1.1 PW µοντέλο προσοµοίωση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.1.2 AR µοντέλο προσοµοίωση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.1.3 ARZ µοντέλο προσοµοίωση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.1.4 GKT µοντέλο προσοµοίωσης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5 Συµπεράσµατα 59
5.1 Σύγκριση µεταξύ Weno-Muscl τρόπου επίλυσης . . . . . . . . . . . . . . 59

5.1.1 Μοντέλο PW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.1.2 Μοντέλο AR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.1.3 Μοντέλο ARZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.1.4 Μοντέλο GKT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2 Relaxation vs Relaxed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5



6 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η παρούσα µεταπτυχιακή εργασία περιλαµβάνει την αριθµητική επίλυση συστηµάτων
µερικών διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε) που αναπαριστούν την κυκλοφοριακή ϱοή οχη-
µάτων (Traffic flow). Η µοντελοποίηση της κυκλοφοριακής ϱοής αποτελεί ένα ταχέως
αναπτυσσόµενο ερευνητικό αλλά και πρακτικό Ϲήτηµα τα τελευταία χρόνια λόγω της α-
νάγκης για ϐελτιστοποίηση της χρήσης των υπάρχων κυκλοφοριακών δικτύων και την
κατασκευή νέων. Η εργασία περιλαµβάνει την ανάλυση και επίλυση µερικών ευρέ-
ως χρησιµοποιούµενων µακροσκοπικών µοντέλων κυκλοφορίας δεύτερης τάξης. Ποιο
συγκεκριµένα κατασκευάζονται αριθµητικές προσεγγίσεις πεπερασµένων όγκων τύπου
χαλάρωσης (Relaxation) για τις µερικές διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν το κάθε
µοντέλο

Για την αριθµητική επίλυση του συστήµατος χαλάρωσης, εξετάζονται ανακατασκευές
χαµηλής και υψηλής ανάλυσης στο χώρο και ϱητά σχήµατα ενσωµάτωσης χρόνου τύπου
Runge-Kutta. Η οικογένεια χωρικών διακριτοποιήσεων περιλαµβάνει µία προσέγγιση
τύπου MUSCL δεύτερης τάξης και WENO πέµπτης τάξης. ΄Εµφαση δίνεται στη µέθοδο
WENO για την επίλυση των διαφορετικών µοντέλων κυκλοφορίας. Για να αποδειχθεί η
αποτελεσµατικότητα της προτεινόµενης προσέγγισης, διεξάγονται εκτεταµένες αριθµη-
τικές δοκιµές για τα διάφορα µοντέλα κυκλοφοριακής ϱοής.Εκτενείς επεκτάσεις αυτών
των µοντέλων µπορούν να ϐρεθούν στα[25, 31, 7, 58] . Η µέθοδος WENO εφαρµόστηκε,
κυρίως, στο πρότυπο µακροσκοπικής ϱοής πρώτης τάξης Lighthill-Whitham-Richards
(LWR), στις παραλλαγές του και σε πολύ λίγες ερευνητικές οµάδες µέχρι στιγµής.Η µέθο-
δος WENO πέµπτης τάξης του [32], τύπου Lax-Friedrichs για κάθε εξίσωση στο σύστηµα,
εφαρµόστηκε στο [65] για να λύσει την επέκταση πολλαπλών τάξεων που προτάθηκε στο
[62] του µοντέλου LWR (MCLWR) µε ετερογενείς οδηγούς. Μια επέκταση σε αυτό το
έργο παρουσιάστηκε στο [67] για την προσέγγιση ενός µοντέλου MCLWR, τροποποιη-
µένου για να αντιµετωπίσει τις ανοµοιογενείς οδικές συνθήκες. Χρησιµοποιήθηκε µια
µέθοδος WENO µε ϐάση την ακριβή συνιστώσα πέµπτης τάξης, το οποίο εφαρµόζει την
αριθµητική ϱοή Lax-Friedrichs στη µέθοδο πεπερασµένου όγκου και τη διάσπαση της
ϱοής στη µέθοδο πεπερασµένων διαφορών. Μια επέκταση του έργου από το [65] παρου-
σιάστηκε στο [68], όπου παρέχεται καλύτερη εκτίµηση της ελάχιστης χαρακτηριστικής
ταχύτητας του µοντέλου MCLWR, ϐελτιώνοντας έτσι τα αριθµητικά αποτελέσµατα. Στο
[9] προτάθηκε οικογένεια αριθµητικών σχηµάτων για κινηµατικές ϱοές πολλαπλών ειδών
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µε ασυνεχείς ϱοές, συµπεριλαµβανοµένου ενός µοντέλου ϱοής κυκλοφορίας MCLWR.
Αυτά τα προγράµµατα πρώτης τάξης µπορούν να αναβαθµιστούν σε ακρίβεια υψηλότε-
ϱης τάξης χρησιµοποιώντας τεχνικές τύπου MUSCL. Η προσέγγιση της χαλάρωσης που
εισάγεται στο [34], έχει ϐρει ευρεία εφαρµογή σε προβλήµατα ϱευστοδυναµικής, ανα-
ϕέρουµε για παράδειγµα τα [4, 6, 13, 18, 20, 19, 21, 22, 36, 51, 52, 53, 5], µεταξύ
άλλων. Το κύριο πλεονέκτηµα αυτών των συστηµάτων είναι ότι δεν χρειάζονται Riemann
solvers ούτε ο υπολογισµός των ιδιοτιµών που καθιστά αυτή τη µεθοδολογία ιδανική για
προβλήµατα όπου µια αναλυτική έκφραση για τις ιδιοτιµές των Jacobian πινάκων µπο-
ϱεί να µην είναι δυνατή ή να είναι υπολογιστικά απαιτητική, ή τα προβλήµατα Riemann
είναι δύσκολο να την προσεγγίσουν [54]. Ωστόσο, οι εργασίες χρησιµοποιώντας την µέ-
ϑοδο χαλάρωσης για προβλήµατα κυκλοφοριακής ϱοής περιλαµβάνουν, µέχρι στιγµής,
πολύ λίγες εργασίες σε µεθόδους δεύτερης ή ανώτερης τάξης για τις µεθόδους LWR (και
παραλλαγές) και χαµηλής τάξης σε πρότυπα µοντέλα ϱοής κυκλοφορίας δεύτερης τάξης,
όπως Aw και Rascle (AR) [2] και Aw-Rascle-Zhang (ARZ) [63].

Η προσέγγιση που ακολουθείται σε αυτή την εργασία περικλείει µια µέθοδο χαλά-
ϱωσης (relaxed) που προτείνεται στο [34] και είναι ϐασισµένη σε ϑεωρία πεπερασµένων
όγκων αριθµητικής διακριτικοποίησης ενός µη-γραµµικού συστήµατος µερικών διαφο-
ϱικών εξισώσεων(Μ.∆.Ε). Με τον τρόπο αυτό η µεθοδολογία που ακολουθείται είναι α-
νεξάρτητη από την χρησιµοποίηση ενός Riemann επιλυτή.Με αυτή την προσέγγιση οι
διαφορές µεταξύ τον διάφορων κυκλοφοριακών µοντέλων λαµβάνονται υπόψιν διαµέσου
των διαφορετικών ϱοών(fluxes), κεντρικών όρων, παραµέτρων και άνω ϕραγµάτων για τις
αντίστοιχες ιδιοτιµές των Jacobian πινάκων.

Παρόλο που στο παρελθόν έχουν χρησιµοποιηθεί µε επιτυχία µέθοδοι χαµηλής τάξης
που ϐασίζονται σε πεπερασµένους όγκους µε µακροσκοπικά µοντέλα κυκλοφορίας (π.χ
αναφέρουµε τα [24, 44, 8, 45]),η χρησιµοποίηση µοντέλων µεγαλύτερης τάξης παρά-
γει µια πιο ακριβή προσέγγιση και µειώνει την αριθµητική διάχυση στην υπολογιστική
προσέγγιση. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την χρησιµοποίηση λιγότερων σηµείων διακριτι-
κοποίησης για την επιθυµητή ακρίβεια που ϑέλουµε καθώς ο υπολογισµός γίνεται πολύ
πιο αποδοτικός.

Σε αυτή την εργασία σε αντίθεση µε την [70] επιχειρείται µια χαλαρή επίλυση του
συστήµατος διαφορικών εξισώσεων ("Traffic Flow") µε απώτερο σκοπώ την περαιτέρω
ελαχιστοποίηση υπολογιστικού κόστους. ΄Ετσι ο κύριος σκοπός της εργασίας έγκειται
στην σύγκριση µεταξύ του χαλαροποιηµένου(relaxation) και χαλαρού(relaxed) τρόπου
επίλυσης των αριθµητικών προσεγγίσεων.Καθώς ουσιαστικά πρέπει να έχουµε τα ίδια
αποτελέσµατα µεταξύ τον δύο τρόπων επίλυσης µε τα αντίστοιχα οφέλη τόσο σε κόστος
όσο και σε χρόνος επίλυσης που προσφέρει η χαλαρή προσέγγιση που µελετάται σε
αυτήν την εργασία.

Αρχικά περιγράφουµε µια περίληψη των µοντέλων κυκλοφορίας που χρησιµοποιού-
νται και έπειτα ϑα αναφέρουµε και τους τρόπους µε τα οποία υλοποιούµε αυτά τα µοντέλα
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καθώς και την χρονική και χωρική τους διακριτοποίησης. ΄Επειτα γίνεται µια παρουσί-
αση τον αποτελεσµάτων που δίνουν τα µοντέλα από µία ευρεία γκάµα περιπτώσεων στην
χαλαρή προσέγγιση (relaxed).Οι περιπτώσεις αυτές είναι ίδιες µε αυτές της [70] µε διαφο-
ϱά την σύγκρισης µεταξύ των δύο τρόπων αριθµητικής προσέγγισης (relaxed,relaxation).
Ο αλγόριθµος επίλυσης υλοποιείται στην γλώσσα προγραµµατισµού Fortran και η δη-
µιουργία των διαγραµµάτων χρησιµοποιώντας το πρόγραµµα MatLab.
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Κεφάλαιο 2

Μακροσκοπικά Μοντέλα Κυκλοφορίας

Τα µαθηµατικά µοντέλα που ϑα µελετήσουµε σε αυτήν την εργασία ανήκουν στην κατη-
γορία των µακροσκοπικών µοντέλων δεύτερης τάξης και είναι τα εξής 1:

1. Το µοντέλο των Paine-Whitman (PW)[47],[61]

2. Το µοντέλο των Aw-Rascle (AR)[2]

3. Το µοντέλο των Aw-Rascle-Zang (ARZ)[63]

4. Το µοντέλο Gas-Kinetic-Traffic (GKT) base[57, 26, 58]

Η γενική αριθµητική µορφή του συστήµατος διαφορικών εξισώσεων για τα µακροσκο-
πικά µοντέλα µίας διάστασησ(1-D) χρησιµοποιώντας τους νόµους διατήρησης της µάζας
και ϱοής (conservation laws) (και µε έναν γενικό πηγαίο ορό) είναι της εξής µορφής [34]

∂tu + ∂xf(u) = s(u)
u(x, 0) = u0(x)

(2.1)

ή στην ηµι-γραµµική µορφή
∂tu + J(u)∂xu = s(u) (2.2)

όπου έχουµε u ∈ R2 το διάνυσµα των αγνώστων και

• s(u) διάνυσµα πηγαίων όρων

• f(u) είναι συνάρτηση κυκλοφοριακής ϱοής

• J(u) ο Ιακωβιανός πίνακας του συστήµατος

J(u) =
∂f

∂u

.
1Από δω και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε τα σύντοµα ονόµατα της παρένθεσης για κάθε µοντέλο.
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2.1 Το µοντέλο των Payne-Whitman(PW)

Το Payne-Whitman (PW) µοντέλο προτάθηκε στις εργασίες [47] και [61] και είναι ένα
από τα πρώτα non-equilibrium µοντέλα κυκλοφορίας. Σε µορφή διατήρησης των νόµων
της µάζας και ϱοής (conservastion laws) γράφεται ως

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x
(
ρu2 + P (ρ)

)
= ρ

(
V e(ρ)− u

τ

)
(2.3)

όπου

• ρ(x, t) είναι η κυκλοφοριακή πυκνότητα (traffic density) (Veh/Km)

• u(x, t) είναι η µέση ταχύτητα των οχηµάτων (Km/h) µε q = ρu να είναι η µεταβλητή
κυκλοφοριακής ϱοής (Veh/h)

• P (ρ) = C2
0ρ είναι ο όρος κυκλοφοριακής πίεσης

• C0 είναι µια παράµετρος που περιγράφει την αναµενόµενη αντίδραση του οδηγού
στην κυκλοφοριακή πυκνότητα (traffic density)

• V e(ρ) είναι η ταχύτητα ισορροπίας (equilibrium speed)

• τ είναι ο χρόνος χαλάρωσης (s)

• f e(ρ, V e) = ρV e(ρ) είναι το ϑεµελιώδες διάγραµµα (fundamental diagram)

Για αυτό το µοντέλο η γενική µορφή των νόµων διατήρησης της µάζας και ϱοής (2.1)
ικανοποιείται για :

• u = [ρ, ρu]T

• f(u) = [ρu, ρu2 + P (ρ)]T

• s(u) = [0, (ρVe(ρ)− ρu)/τ ]T

• λ1,2 = u ± C0 οι δύο διαφορετικές και πραγµατικές ιδιοτιµές του J(u) οι οποίες
συνήθως αναφέρονται και σαν στάσιµες χαρακτηριστικές ταχύτητες (characteristic
speeds)

• λ∗ = V e(ρ) + ρV e′(ρ) που αποτελεί έξτρα χαρακτηριστική ταχύτητα του PW σε
σχέση µε τον δρόµο η οποία είναι στην πραγµατικότητα η πραγµατική ταχύτητα
στο LWR µοντέλο

• C0 =

√
−V ′e (ρ)

2τ



2.2. ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΩΝ AW AND RASCLE(AR) 13

Πρέπει να σηµειωθεί ότι για τ → 0 το σύστηµα (2.3) παίρνει σαν όριο του το LWR
µοντέλο. Το PW µπορεί να ϑεωρηθεί σαν ένα σύστηµα υπερβολικής διατήρησης της
µάζας µε χαλαρικοποίηση από τον Whitham [61] και Liu [40]. ΄Εχει αποδειχθεί στο [61]
ότι η σταθερή συνθήκη για το γραµµικό σύστηµα µε την µέθοδο χαλαροποίησης είναι η

λ1 < λ∗ < λ2

Αυτό το µοντέλο έχει ένα µεγάλο µειονέκτηµα το οποίο έχει απασχολήσει τους ερευνητές
(για παράδειγµα παραπέµπουµε τα [17] και [16]) κυρίως γιατί το µοντέλο ακολουθεί
αυστηρά την ϑεωρία του ϱευστής κυκλοφορίας. Η ανισοτροπική ϕύση της κυκλοφορια-
κής ϱοής δεν διατηρείται καθώς τα οχήµατα µπορούν να πάρουν και αρνητική ταχύτητα
για παράδειγµα αντίθετα στην κίνηση.Είναι ξεκάθαρο από τις ιδιοτιµές ότι η µία είναι
πάντα µεγαλύτερη από την ταχύτητα του οχήµατος u. ΄Ετσι η πληροφορία από πίσω
επηρεάζει την συµπεριφορά του οδηγού. Αυτό δεν είναι πάντα ϕυσικό µειονέκτηµα κα-
ϑώς η ταχύτητα είναι ο µέσος όρος τον ταχυτήτων των οχηµάτων σε ένα δρόµο[46, 66]
και [28].Εποµένως εξετάζουµε αυτό το µοντέλο γιατί έχει µια ενδιαφέρον αριθµητική
επίλυση. Για την V e(ρ) έχουν χρησιµοποιηθεί πολλές εξισώσεις για παραπάνω παραπέ-
µπουµε στο [41] Εδώ εµείς χρησιµοποιούµε τις παραµέτρους που χρησιµοποιούνται στα
[33, 29, 35, 64] και [69]

• V e(ρ) = 5.0461
[
(1 + exp((ρ− 0.25)/0.06)−1 − 3.72 ∗ 10−6

]
l/τ µε l, τ να είναι τη

µονάδα µέτρησης µήκους και χρόνου και

C0 = 2.48445l/τ

• V e(ρ) = umax

(
1− exp

(
Cm
umax

(
ρjam
ρ
− 1

)))
µε

– ρjam να είναι η πυκνότητα του δρόµου σε συνθήκη κυκλοφοριακής συµφό-
ϱησης

– umax η µέγιστη επιτρεπόµενη ταχύτητα σε m/s

– cm η κινητική ταχύτητα σε συνθήκες κυκλοφοριακή συµφόρησης

2.2 Το Μοντέλο των Aw and Rascle(AR)

Οι Aw and Rascle [2] πρότειναν ένα νέο σύστηµα δύο εξισώσεων που ϐελτιώνει το PW
και αντιµετωπίζει τα Ϲητήµατα µε το PW µοντέλο αποµακρύνοντας την αρνητική ϱοή
και εισάγοντας την ανισοτροπική ιδιότητα της κυκλοφορίας. Συνέστησαν ότι η σωστή
εξάρτηση πρέπει να εισάγει και την απόλυτη παράγωγο τού όρου πίεσης. ΄Ετσι το AR
µοντέλο σε µορφή διατήρησης των νόµων µάζας και ϱοής γράφεται σαν

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
∂t(ρ(u+ P (ρ))) + ∂x(ρu(u+ P (ρ)) = 0

(2.4)

όπου
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• P (ρ) = C2
0ρ

γ, γ > 0 η οποία τώρα σε αντίθεση µε το PW είναι µια µονότονη αύξουσα
συνάρτηση πυκνότητας έτσι ώστε να εισάγει στο µοντέλο την ανισοτροπική ιδιότητα
της κυκλοφορίας

• λ1 = u − ρP ′(ρ) και λ2 = u είναι η δύο διακριτές και πραγµατικές ιδιοτιµές που
παίρνουµε για το συγκεκριµένο µοντέλο

• λ1 < λ2 επειδή η συνάρτηση P (ρ) είναι µονότονη αύξουσα συνάρτηση.Το σύστηµα
είναι αυστηρά υπερβολικό εκτός για το σηµείο όπου ρ = 0

• C0 = 1 και γ = 2 είναι η άλλες µεταβλητές που χρησιµοποιούµε για αυτή την
εργασία

2.3 Το Μοντέλο των Aw-Rascle-Zang (ARZ)

Το Aw-Rascle-Zang (ARZ) [63] µοντέλο είναι παρόµοιο µε το AR αλλά η δεύτερη του
εξίσωση εισάγει έναν όρο ισορροπίας (equilibrium) ο οποίος µιµείται την συµπεριφορά
του οδηγού.Το µοντέλο αυτό σε αρχή διατήρησης των νόµων της µάζας και ϱοής είναι
την µορφής :

∂tρ+ ∂x(x+ ρV e(ρ)) = 0

∂tx+ ∂x

(
x2

ρ
− xV e(ρ)

)
= 0, x = ρ(u− V e(ρ))

(2.5)

όπου

• V e(ρ) είναι η µεγίστη επιτρεπόµενη ταχύτητα "equilibrium speed"

• x είναι η µεταβλητή που εκφράζει την διαφορά µεταξύ της πραγµατική ϱοής q = ρu
και της ϱοής από την εξίσωση qe = ρV e

• λ1 = u+ ρ(V e)
′ και λ2 = u είναι οι δύο διακριτές και πραγµατικές µεταβλητές που

παίρνουµε από το σύστηµα (2.5)

Εποµένως αυτό το σύστηµα είναι ξανά αυστηρά υπερβολικό καθώς (V e)
′ είναι αρνητική

και η µέγιστη πληροφορία που µπορεί να ταξιδεύσει το όχηµα είναι ίση µε την ταχύτητα
του οχήµατος u. Πρέπει να αναφέρουµε ότι το ARZ και AR είναι αυστηρά υπερβολικά
µοντέλα εκτός για το σηµείο όπου ρ = 0 που οι δύο ιδιοτιµές είναι ίσες Σε αυτή την
εργασία χρησιµοποιούµε δύο εξισώσεις για V e(ρ)

• V e(ρ) = umax

(
1− ρ

ρmax

)
όπου

– umax είναι η µέγιστη επιτρεπόµενη ταχύτητα

– ρmax είναι η µέγιστη πυκνότητα

• V e(ρ) = umax

(
1− exp

(
Cm

umax

(
ρjam
ρ
− 1
)))

ίδια µε δεύτερη V e του PW µοντέλου



2.4. ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ GAS-KINETIC-TRAFFIC (GKT) 15

2.4 Το µοντέλο Gas-Kinetic-Traffic (GKT)

Το GKT µοντέλο [57] και [58] είναι ένα µακροσκοπικό "gas-kinetic-base" µοντέλο που
προέρχεται από την µικροσκοπική δυναµική τον οχηµάτων και χρησιµοποιώντας τους
νόµους διατήρησης της µάζας και ϱοής έχει την ακόλουθη µορφή:

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu
2 + Θρ) = ρ

(
V e(ρ)− u

τ

)
(2.6)

όπου ο Ιακωβιανός πίνακας του συστήµατος είναι της µορφής :

J(u) =

 0 1
∂P

∂ρ
− u2 ∂P

∂ρ
− 2u

 µε P = ρθ(ρ, u)

det[J(u)− λI] = 0

ϐρίσκουµε τις ιδιοτιµές του Ιακωβιανού πίνακα (χαρακτηριστικές ταχύτητες) που δίνονται
από

λ1,2 = u+
1

2

∂P

∂q
±

√(
1

2

∂P

∂q

)2

+
q

r

∂P

∂q
+
∂P

∂ρ
= u

(
1 + A(ρ)±

√
A(ρ)2 + A(ρ) + ρ

∂A(ρ)

∂ρ

)
(2.7)

που ορίζουν ότι το σύστηµα (2.1) αποτελείται από αυστηρά υπερβολικές µερικώς παρα-
γωγίσηµες διαφορικές εξισώσεις.

• Θ = A(ρ)u2

• A(ρ) = A0 + δA

[
1 + tanh

(
ρ− ρcr
δρ

)]
η οποία είναι µια συνάρτηση που εξαρτάται

από την κυκλοφοριακή πυκνότητα

– ρcr είναι η κρίσιµη πυκνότητα που απεικονίζει την διαφορά µεταξύ της ελεύ-
ϑερης ϱοής και της ϱοή σε συνθήκες κυκλοφοριακής συµφόρησης.

– A0, δA, δρ είναι διάφορες µεταβλητές που χρησιµοποιούνται στο µοντέλο και
δίνονται στον πίνακα 2.1

• V e είναι το "equilibrium speed" (µέγιστη επιτρεπόµενη ταχύτητα)

Σε αυτό το µοντέλο η συνάρτηση V e εκφράζεται σαν :

V e(ρ, u, ρα, uα) = vmax

[
1− A(ρ)

2A(ρmax)

(
ραTu

1− ρα/ρmax

)2

B(δu)

]
(2.8)

Με ϐάση την (2.8) έχουµε ότι η V e συνάρτηση δίνεται από την µέγιστη (δυνατή) πυκνότητα
vmax µειωµένη κατά ένα όρο ο οποίος αντικατοπτρίζει την αναγκαία µείωση των ϕυσικών
ελιγµών.Η ρα και η uα υπολογίζονται στο σηµείο xα = x+γ(1/ρmax+T ∗u) µε T να είναι
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ο ασφαλές χρόνος πορείας και γ ∈ [1, 2]. Ο όρος B ονοµάζεται συνήθως σαν Boltzmann

(interaction) factor µε δ =
u− uα√

2Θ
, ο όρος υπολογίζεται σαν :

B(z) = 2

z exp−z
2/2

√
2π

+ (1 + z2)

z∫
−∞

e−y
2/2

√
2π

dy


και περιγράφει την αλληλεπίδραση πέδησης της αδιανυσµατικής ταχύτητας. Ο όρος δu
εκφράζει την διαφορά µεταξύ της πραγµατικής ϑέσης και της ϑέση αλληλεπίδρασης xα.
Η ϐασική διαφορά του GKT µοντέλου και τον υπόλοιπων µακροσκοπικών µοντέλων είναι
ο µή-τοπικός χαρακτήρας του µοντέλου. Ο µη τοπικός όρος στην (2.6) προκαλεί µία
ιδιότητα λείανση που µοιάζει µε έναν όρο ϱοής αλλά η επίδρασή της είναι µια ϑετική
κατεύθυνση εποµένως είναι ποιο ϱεαλιστικός. Ο ιακωβιανός του µοντέλου (2.5) έχει
δύο διακριτές ιδιοτιµές (2.7) το οποίο δείχνει ότι το µοντέλο είναι αυστηρά υπερβολικό.
Παρακάτω παραθέτουµε ένα πίνακα µε ενδεικτικές τιµές για τις µεταβλητές του GKT
µοντέλου που ακολουθούν τις τιµές από το [57, 26].

Παράµετροι Μονάδες Μέτρησης Τιµές
Μέγιστη ταχύτητα umax km/h 110
Μέγιστη πυκνότητα ρmax vehicle/km 160
Κρίσιµη πυκνότητα ρcr vehicle/km 0.27ρmax
Χρόνος οµαλής ϱοής T s 1.8
Συντελεστής κλίµακας γ 1.2
Χρόνος χαλάρωσης τ s 32

A0 0.008
δA 2.5A0

δρ vehicle/km 0.05ρmax

Πίνακας 2.1: Ενδεικτικές τιµές για τις παραµέτρους του GKT µοντέλου



Κεφάλαιο 3

Το Μοντέλο Ξαλάρωσης και η
Αριθµητική Επίλυση του

3.1 Το Σύστηµα διαφορικών εξισώσεων κυκλοφορια-
κής ϱοής (Traffic flow)

Η αριθµητική µορφή των διαφορικών εξισώσεων για το µακροσκοπικό µοντέλο µίας
διάστασης χρησιµοποιώντας τους νόµους διατήρηση της µάζας και ϱοής (conservation
law) (και µε έναν γενικό πηγαίο ορό) είναι της εξής µορφής [34]:

∂tu + ∂xf(u) = s(u)
u(x, 0) = u0(x)

(3.1)

όπου έχουµε u ∈ R2 το διάνυσµα των αγνώστων, f(u) συνάρτηση ϱοής s(u) διάνυσµα µε
πηγαίους όρους
Το συγκεκριµένο σύστηµα (3.1) µπορεί να γραφτεί σε µορφή συστήµατος

∂tu + J(u)∂xu = s(u) (3.2)

Στην συγκεκριµένη εργασία µας ενδιαφέρουν όταν οι αρχικές συνθήκες του προβλήµατος
είναι της εξής µορφής :

u0(x) =

{
ul, for x < x∗
ur, for x > x∗

(3.3)

Οπου στο σηµείο x∗ έχουµε µια ασυνέχεια που ορίζει ένα Riemann πρόβληµα

3.2 Η µετατροπή των διαφορικών εξισώσεων

Το (3.1) µετατρέπετε σε ήµι-γραµµικό διαγωνιοποίησιµο σύστηµα χρησιµοποιώντας µια
µέθοδο µερικής χαλάρωσης.
Το σύστηµα αυτό αποτελείται από γραµµικές χαρακτηριστικές µεταβλητές και δύσκαµ-
πτες πηγές. Εισάγουµε ένα διάνυσµα τεχνητών µεταβλητών χαλάρωσης v (relaxation

17
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variables) στο σύστηµα εξισώσεων (3.1) και έτσι µετατρέπεται στην εξής µορφή :

∂tu + ∂xv = s(u)

∂tv + C2∂xu = −1

ε
(v − f(u))

(3.4)

µε αρχικές συνθήκες
u(x, 0) = u0(x),
v(x, 0) = v0(x) = f(u0(x))

(3.5)

όπου η µικρή παράµετρος ε είναι ο ϱυθµός της χαλάρωσης (0 < ε� 1) και

C2 = diag{c2
1, c

2
2}

είναι ένας ϑετικός διαγώνιος πίνακας που διαλέγουµε1.
Για µικρά ε, υλοποιώντας την Chapman-Enskog expansion ς στο σύστηµα χαλαρο-

ποίησης (3.4), δίνουµε για παράδειγµα τα [11, 12, 34], µπορούµε να πάρουµε την εξής
προσέγγιση u

∂tu + ∂xf(u) = s(u) + ε∂x [f ′(u)s(u)] + ε∂x
[(

C2 − f ′(u)2
)
∂xu
]

+O(ε2), (3.6)

όπου f ′(u) συµβολίζει το Ιακωβιανό πίνακα για την συνάρτηση ϱοής f . Η συνάρτηση (3.6)
µας ορίζει την πρώτης τάξης συµπεριφορά του χαλαροποιηµένου συστήµατος (3.4), µε
ένα τρίτο όρο στο δεξιό µέρος τάξης O(ε) κυρίαρχο όρο στο µοντέλο και (C2 − f ′(u)2) να
είναι ο πίνακας διάχυσης. Το µοντέλο (3.4) είναι καλώς ορισµένο µόνο όταν (C2 − f ′(u)2)
είναι ένας ϑετικός ορισµένος πίνακας για όλα τα u. Αυτή η συνθήκη στο πίνακα της
διάχυσης των µεταβλητών λέγεται sub-characteristic condition, [34],

C2 − f ′(u)2 ≥ 0, ∀u, (3.7)

η οποία εξασφαλίζει την αποσβεστική ϕύση του (3.6). Στο 1-D, είναι ίση µε :

λ2 ≤ c2, όπου λ = max
1≤i≤n

|λi| και c = min
1≤i≤n

|ci|. (3.8)

Είναι ξεκάθαρο ότι για το u µεταβαλλόµενο σε έναν οριοθετηµένο τοµέα,(3.7) µπορεί
να ικανοποιηθεί πάντα επιλέγοντας αρκετά µεγάλες τιµές για τα διαγώνια στοιχεία στο
C2. Ωστόσο, λόγω περιορισµών σταθερότητας σε ένα αριθµητικό σχήµα, είναι επιθυµητό
νο αποκτήσουµε τις µικρότερες τιµές για C2 που πληρούν το κριτήριο(3.7).
Γράφοντας το σύστηµα (3.4) σε µορφή πίνακα έχει την ακόλουθη µορφή[

∂tu
∂tv

]
+

[
0 I

C2 0

]
+

[
∂xu
∂xv

]
=

[
s(u)

−(v − f(u))

ε

]
(3.9)

µε την απαλοιφή του από το (3.9) αποκτούµε την ακόλουθη κανονικοποίηση στο αρχικό
σύστηµα

∂tu + ∂xf(u) = s(u) + εs∂t(u)− ε(∂2
ttu−C2∂2

xxu), (3.10)

1Η επιλογή αυτού του πίνακα ϑα την εξετάσουµε ξεχωριστά για κάθε ένα µοντέλο
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που εισάγει µια κανονικοποίηση τύπου κύµατος υψηλότερης τάξης του αρχικού νόµου
διατήρησης και των πρόσθετων (u)ε∂ts. Σε [11, 12, 43] δείχθηκε ότι οι λύσεις της
χαλάρωσης του µοντέλου (3.4) συγκλίνει αυστηρά στη λύση της µοναδικής εντροπίας
του αρχικού νόµου διατήρησης. Το µοντέλο χαλάρωσης παρέχει ένα µηχανισµό ενάντια
στην αποσταθεροποιητική επίδραση της µη γραµµικής απόκρισης, καθώς και µηχανισµό
απόσβεσης των ταλαντώσεων.

3.3 Χωρική ∆ιακριτικοποίηση

Ας υποθέσουµε τώρα ότι αρχικά έχουµε s(u) = 0 τότε το σύστηµα (3.9) γράφεται στην
µορφή :

∂tW + M∂xW = H (3.11)

όπου έχουµε

W =

[
u
v

]
,M =

[
0 I

C2 0

]
και H =

 0

− 1

ε(v − f(u))

 (3.12)

Επειδή το (3.11) είναι υπερβολικό ο πίνακας M διαγωνοποιείται άρα έχουµε

M = SΛS−1 ή Λ = S−1MS

όπου

• Ο όρος S είναι ο πίνακας µε τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα του M

• Ο όρος Λ είναι ο διαγώνιος πίνακας των ιδιοτιµών του M

ϑέτοντας
G = S−1M

έχουµε το ακόλουθο διαγώνιο σύστηµα

∂tG + Λ∂xG = S−1H (3.13)

και µετά από απλές αλγεβρικές πράξεις καταλήγουµε στο ακόλουθο σύστηµα

[
∂t(Cu + v)
∂t(Cu− v)

]
+ Λ

[
∂x(Cu + v)
∂x(Cu− v)

]
=

−1

ε
(v − f(u))

1

ε
(v − f(u))

 (3.14)

όπου
Λ = diag{c1, c2,−c1,−c2}

΄Ετσι έχουµε γραµµικές υπερβολικές εξισώσεις µε κυµατικές ταχύτητες διαχωριζόµενες
σε ϑετικά και αρνητικά τµήµατα. ΄Ετσι η λύση του (3.13) έχει την ιδιότητα να κινείται
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ανάµεσα στις µερικές ταχύτητες των γραµµικών χαρακτηριστικών καµπυλών Τα συστή-
µατα (3.13) και (3.11) είναι ίσα καθώς η διακριτικοποίηση του ένα οδηγεί στο άλλο. Από
το (3.14) και ϑέτοντας g1,2 = v ±Cu έχουµε ότι τα u και v έχουν την εξής µορφή

u =
1

2
C−1(g1 − g2) και v =

1

2
(g1 + g2) (3.15)

Τώρα διακριτοποιώντας τον χώρο σε κελιά Ii = [xi− 1
2
, xi+ 1

2
] άρα έχουµε τα εξής χωρικά

ϐήµατα xi = i∆x, xi± 1
2

= (i± 1
2
∆x) για κάθε χρονική στιγµή t άρα έχουµε

ui(t) =
1

∆x

∫
Ii

u(x, t)dx

και χρησιµοποιώντας την (3.4) έχουµε για το χρόνο t το ακόλουθο σύστηµα

∂

∂t
ui +

1

∆x

(
vi+ 1

2
− vi− 1

2

)
= s(u)i

∂

∂t
vi +

C2

∆x

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

)
= −1

ε
(vi − f(u)i)

(3.16)

όπου τα s(u)i και f(u)i είναι τα χωρικά µέσα του κεντρικού όρου και της συνάρτησης
ϱοής (flux) αντίστοιχα.Για να ολοκληρώσουµε την χωρική διακριτικοποίηση πρέπει να
υπολογίσουµε τους όρους ui± 1

2
και vi± 1

2

Σε αυτή την εργασία εξετάζουµε την χαλαρή (relaxed) µορφή του συστήµατος (3.4) η
οποία προέρχεται από την (3.16) όταν ε→ 0 και έχουµε το ακόλουθο χαλαρό σύστηµα

∂
∂t

ui + 1
∆x

(
vi+ 1

2
− vi− 1

2

)
= s(u)i

vi = f(ui)
(3.17)

το οποίο είναι ανεξάρτητο από τον ϱυθµό χαλάρωσης.

3.3.1 Πρώτης τάξης στο χώρο (1st-order Upwind)

Αφού το σύστηµα (3.4) έχει γραµµικά χαρακτηριστικά µε συνεχής χαρακτηριστικές τα-
χύτητες +ck και −ck µπορούµε να υλοποιήσουµε ένα σχετικά ευθύ "Upwind scheme"
που µας δίνει για τα g1 και g2 τα εξής

g1
i+1

2

= g1i

g2
i+1

2

= g2i

(3.18)

3.3.2 ∆εύτερης Τάξης στο χώρο (2nd-order MUSCL)

΄Οµοια µπορεί να υλοποιηθεί και µία δεύτερης τάξης διακριτικοποίηση στο χώρο χρησι-
µοποιώντας "van Leer’s MUSCL 2scheme" στον όρο των g1 και g2 σαν αυτό

g
(k)
1
i+1

2

= g
(k)
1i

+
1

2
∆xs+

i (3.19)

2Monotonic Upwind Scheme for Conservation Laws
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g
(k)
2
i+1

2

= g
(k)
2i+1
− 1

2
∆xs−i+1 (3.20)

όπου τα s+
i και s−i είναι οι κλίσεις τον g(k)

1 και g(k)
2 στον χώρου του κελιού Ii και ορίζονται

από το παρακάτω τύπο

s±i =
1

∆x
(g

(k)
1,2i+1

− g(k)
1,2i

)φ(θ±i )

θ±i =
g

(k)
1,2i
− g(k)

1,2i−1

g
(k)
1,2i+1

− g(k)
1,2i

(3.21)

όπου φ(θ) ορίζεται από τον "Van Leer’s slope limiter" συνάρτηση η οποία είναι η

φ =
| θ | +θ
1+ | θ |

(3.22)

Σε αυτήν την εργασία ϑα χρησιµοποιήσουµε και άλλους limiter οι οποίοι είναι οι εξής :

• Upwind
φ(θ) = 0 (3.23)

• SuperBee
φ(θ) = max(0,min(1, 2θ),min(2, θ)) (3.24)

• MinMod
φ(θ) = minmod(1, θ) (3.25)

• Nononized Centerer

φ(θ) = max(0,min((1 + θ)/2, 2, 2θ)) (3.26)

3.3.3 Πέµπτης Τάξης στον χώρο (5th-order WENO)

Το WENO3 είναι µια µέθοδος προσέγγισης της λύσης της εξίσωσης (3.4) χρησιµοποιώ-
ντας υψηλής τάξης πολυώνυµα σε αντίθεση µε το MUSCL που χρησιµοποιεί χαµηλής
τάξης πολυώνυµα. Εφαρµόζοντας την ανακατασκευή κατευθείαν στον κ- ος όρο των
χαρακτηριστικών µεταβλητών g1,2 = v ± Cu δίνει µια "non-oscillatory" υψηλής τάξης
διακριτικοποίηση στο χώρο. Σε αυτή την εργασία παρουσιάζουµε µε 5-της τάξης WENO
διακριτικοποίηση µε διακριτές τιµές για τις µεταβλητές g1

i+1
2

και g2
i+1

2

στο όριο ενός

κελιού i+ 1
2
και ορίζονται σαν δεξί και αριστερές τιµές gL1

i+1
2

και gR2
i+1

2

π.χ

g1
i+1

2

= gL1
i+1

2

g2
i+1

2

= gR2
i+1

2

(3.27)

Για µια γενική συνάρτηση Ψ(x) 5-ης τάξης ακρίβειας για το αριστερό όριο τιµής ΨL
i+ 1

2

είναι µια εξίσωση της µορφής

ψL
i+ 1

2
=

2∑
r=0

ω−r h
−
r (3.28)

3Weighted Essentially non-oscillatory scheme
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όπου h−r είναι η τιµή του µέσου όρου του κελιού r-th "stecnil" (i-r,i-r+1,i-r+2) σαν

h−0 =
1

3
ψi +

5

6
ψi+1 −

1

6
ψi+2

h−1 = −1

6
ψi−1 +

5

6
ψi +

1

3
ψi+1

h−2 =
1

3
ψi−2 −

7

6
ψi−1 +

11

6
ψi

(3.29)

και ω−r , r = 0, 1, 2 είναι µη γραµµικά WENO ϐάρη που δίνονται από

ω−r =
αr∑2
i=0 αi

, αr = Cr(1 +
η5

IS−r + ε
), r = 0, 1, 2 (3.30)

µε C0 = 3
10
,C1 = 3

5
,C2 = 1

10
και ε να είναι ένας πολύ µικρός αριθµός που εγγυάται ότι ο

παρανοµαστής δεν ϑα εξαφανιστεί και είναι ορισµένος στην συγκεκριµένη εργασία σαν
ε = 10−40 όπως αναφέρεται στο [8]. Η ένδειξη οµαλότητας IS−r δίνεται από τις παρακάτω
εξισώσεις

IS−0 =
13

12
(ψi − 2ψi+1 + ψi+2)2 +

1

4
(3ψi − 4ψi+1 + ψi+2)2

IS−1 =
13

12
(ψi−1 − 2ψi + ψi+1)2 +

1

4
(ψi−1 − ψi+1)2

IS−2 =
13

12
(ψi−2 − 2ψi−1 + ψi)

2 +
1

4
(ψi−2 − 4ψi−1 + 3ψi)

2

(3.31)

Ο όρος η5 δίνεται από την ένδειξη οµαλότητας σαν

η5 = |IS−0 − IS−2 |

όµοια ϐρίσκουµε και τον όρο

ψR
i+ 1

2
=

2∑
r=0

ω+
r h

+
r (3.32)

h+
0 =

1

3
ψi +

5

6
ψi+1 −

1

6
ψi+2

h+
1 = −1

6
ψi−1 +

5

6
ψi +

1

3
ψi+1

h+
2 =

1

3
ψi−2 −

7

6
ψi−1 +

11

6
ψi

(3.33)

IS+
0 =

13

12
(ψi − 2ψi+1 + ψi+2)2 +

1

4
(3ψi − 4ψi+1 + ψi+2)2

IS+
1 =

13

12
(ψi−1 − 2ψi + ψi+1)2 +

1

4
(ψi−1 − ψi+1)2

IS+
2 =

13

12
(ψi−2 − 2ψi−1 + ψi)

2 +
1

4
(ψi−2 − 4ψi−1 + 3ψi)

2

(3.34)

Αφού γίνουν όλες η πράξεις για κάθε όρο της (3.32) και (3.28) (µε όµοιο τρόπο για τα άλλο
όριο του κελιού i − 1

2
) τότε η αριθµητικές ϱοές (fluxes) για ui+ 1

2
και vi+ 1

2
υπολογίζονται

από την (3.15)



3.4. ΧΡΟΝΙΚΗ ∆ΙΑΚΡΙΤΙΚΟΠΟΙΗΣΗ 23

΄Εχει προταθεί µια µικρή αλλαγή στους τύπους στα ϐάρη της (3.30) για τον υπολο-
γισµό 5-ης τάξης ακρίβειας σε ένα πρώτης τάξης κρίσιµο σηµείο. Τα καινούρια ϐάρη
υπολογίζονται από την παρακάτω εξίσωση

ω−r =
αr∑2
i=0 α1

, αr = Cr

(
1 +

(
η5

IS−r + ε
)q
))

, r = 0, 1, 2 (3.35)

και µε q = 2 έχουµε επιτύχει µία 5-ης τάξης ακρίβεια σε ένα πρώτης τάξης κρίσιµο
σηµείο. Από πρακτικής άποψης αυξάνοντας το q µειώνεται η σχετική σηµασία της ασυ-
νέχειας. Επιπλέον έχει παρατηρηθεί ότι αυτό προκαλεί µία σταθεροποίηση στα κρίσιµα
σηµεία µε ασυνέχειες.

Σχήµα 3.1: Σύγκριση τιµών για (3.30) χρησιµοποιώντας τα ϐάρη της (3.35)

3.4 Χρονική ∆ιακριτικοποίηση

Το ηµιδιακριτό σύστηµα (3.16) και κατά επέκταση το (3.17) µπορούν να αναδιαµορφω-
ϑούν σαν αυτόνοµες κανονικές παραγωγίσηµες εξισώσεις όπως :

dY
dt

= F(Y)− 1

ε
G(Y) (3.36)

µε το χρονικά εξαρτώµενο διάνυσµα να δίνεται από

Y =

(
ui
vi

)
,F(Y) =

(
s(u)i −Dxvi
−C2Dxui

)
και G(Y) =

(
0

vi − f(u)i

)
(3.37)

µε

Dxvi =
vi+ 1

2
− vi− 1

2

∆x
και Dxui =

ui+ 1
2
− ui− 1

2

∆x
(3.38)

Καθώς το ε → 0 το σύστηµα (3.36) γίνεται δύσκαµπτο και η αποκλειστική διαχείριση
του δεξιού τµήµατος ϑα χρειαστεί πολύ µικρά ϐήµατα που µπορούν να περιορίσουν τον
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χρόνο στον οποίο τρέχουµε την προσοµοίωση µας.Αυτό µπορεί να αποδειχτεί εξαιρετικά
υπολογιστικά απαιτητικό. Για την ανακούφιση αυτού του προβλήµατος χρησιµοποιούµε
µια χρονική πορεία ϐασισµένη στο implicit-explicit (IMEX) Runge-Kutt (RK) διακριτι-
κοποίηση. Το µη δύσκαµπτο στάδιο διακριτικοποίησης για το F(Y) χρησιµοποιούµε
ένα "explicit RK scheme". Ενώ για το δύσκαµπτο στάδιο της G(Y) χρησιµοποιούµε έ-
να "RK(DIRK) scheme",παραθέτουµε το [3, 48] για παραπάνω πληροφορίες. Θέτοντας
σαν ∆tn κάθε χρονικό ϐήµα και Yn την προσεγγιστική λύση στον χρόνο t = tn τότε η
υλοποίηση της "s-stage IMEX" µεθόδου για την λύση του (3.36) µπορεί να γίνει όπως
παρακάτω:

Yk = Yn + ∆tn
k−1∑
m=1

{α̃kmF(Ym)− ∆tn

ε

k∑
m=1

αkmG(Ym), k = 1, 2, . . . , s (3.39)

yn+1 = yn + ∆tn
s∑

k=1

b̃kF(Yk)−
∆tn

ε

s∑
k=1

b̃kG(Yk) (3.40)

Η sxs πίνακες Ã = [α̃km] , α̃km για m ≥ k και Ã = [αkm] τους επιλέγουµε ώστε τα
αποτελέσµατα της διακριτικοποίησης να είναι explicit στην F(Y) και implicit στην G(Y).
Το s- διανύσµατα b̃ και b είναι οι κανονικοί συντελεστές που χαρακτηρίζουν την "IMEQ
RK sheme". Μπορούν να δοθούν σαν ένα απλό "double tableau" "Butcher notation"

c̃ Ã

b̃T
και

c A
bT (3.41)

όπου το c̃ και c είναι s-διανύσµατα στο µη-αυτοµατοποιήσηµο σύστηµα. Οι αριστεροί
και το δεξιοί πίνακες σχετίζονται µε την "IMEX RK schemes" αντίστοιχα Για δεύτερης
τάξης χρονική διακριτικοποίηση (χρησιµοποιώντας και το MUSCL scheme) οι πίνακες
δίνονται από:

0 0 0
1 1 1

1
2

1
2

και
−1 −1 0
2 1 1

1
2

1
2

(3.42)

Ο δύσκαµπτος κύριο όρος λύνεται µε implicitly σε δύο ϐήµατα (λόγω γραµµικότητας του
v) και ο µεταγωγικός όρος λύνεται µε δύο explicit ϐήµατα. ΄Ετσι έχουµε µια explicit υλο-
ποίηση για έναν implicit κύριο όρο µε σταθερό µεταγωγικό όρο από µια µη-δύσκαµπτη
οριζόντια µεταφορά όπως ένα συνήθης πεπερασµένου όγκου scheme. Σε αυτή την ερ-
γασία χρησιµοποιούµε τρίτης τάξης IMEX µεθόδους που εξετάζονται στο [3] µε WENO
διακριτικοποίηση και οι πίνακές δίνονται όπως παρακάτω:

0 0 0 0
γ 0 γ 0

1− γ γ − 1 2− 2γ 0
0 1

2
1
2

και

0 0 0 0
γ 0 γ 0

1− γ 0 1− 2γ γ
0 1

2
1
2

(3.43)

µε γ = (3+
√

3)/6. Οµοίως µε την προηγούµενη µέθοδο χρησιµοποιώντας την παραπάνω
IMEX scheme µπορούµε να ϐρούµε γραµµικές αλγεβρικές εξισώσεις για µη γραµµικές
µεταβλητές. Επιπλέον επειδή οι κεντρικοί όροι υπολογίζονται implicit και οι οριζόντιοι
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όροι explicit, η υψηλή τάξη χαλαροποίηση είναι σταθερά ανεξάρτητη από το ε, έτσι για
την επιλογή το ∆tn για κάθε χρονικό ϐήµα της προσοµοίωσης χρησιµοποιούµε την CFL
συνθήκη:

CFL = max

(
(max
i,k

cnk)
∆tn

∆x
,
∆tn

∆x

)
≤ 1 (3.44)

για πρώτης τάξης σχέδιο(sheme) και για δεύτερης και µεγαλύτερης τάξης την :

CFL = max

(
(max
i,k

cnk)
∆tn

∆x
,
∆tn

∆x

)
≤ 1

2
. (3.45)

Για υψηλότερης τάξης σχέδια ( schemes) όπου οι τιµές της χαλάρωσης είναι συνεχής ckn
υπολογίζονται σε κάθε χρονικό ϐήµα παρουσιάζονται παρακάτω στο 3.6

3.5 Αρχικές και Συνοριακές Συνθήκες

Για µια δεδοµένη τιµή u0(x) διαλέγουµε αρχικές συνθήκες για το χαλαροποιησηµο
πρόβληµα όπως παρακάτω

u(x, 0) = u0(x),
v(x, 0) = v0(x) ≡ f(u0(x)).

(3.46)

Σε ένα µικρό όριο χαλαροποίησης (ε → 0+) το σύστηµα (3.11) ικανοποιεί αρχικά τις
παραπάνω τοπικές ισορροπίες και για να αποφύγουµε την εισαγωγή ενός αρχικού στρώ-
µατος µέσω του συστήµατος χαλάρωσης δίνουµε τις παραπάνω αρχικές τιµές του v. Για
συνοριακές συνθήκες ϑέτοντας ϕυσικές συνοριακές συνθήκες up,που µπορούν να εισά-
γονται στο πρόβληµα ϑέτουµε vp = f(up) έτσι ώστε να αποφύγουµε την εισαγωγή ενός
τεχνητού συνοριακού στρώµατος. Για παράδειγµα αν µας δίνουν συνοριακές συνθή-
κες τύπου Dirichlet στο αρχικό µη-γραµµικό σύστηµα τότε σε ένα διακριτικοποιήσιµο
υπολογιστικό σύνορο [a, b] έχουµε:

u(a, t) = ua(t) και u(b, t) = ub(t), t > 0

έπειτα οι συνοριακές συνθήκες για τις µεταβλητές χαλαροποιήσης v είναι :

v(a, t) = f(ua(t)),v(b, t) = f(ub(t)), t > 0

Αν αντί,u ικανοποιεί της οµογενής συνοριακές συνθήκες Neumann τότε

∂u

∂x
|x=a = 0 και

∂u

∂x
|x=b = 0, t > 0

έπειτα επειδή
∂v

∂x
= f

′
(u)

∂u

∂x
Η συνοριακές συνθήκες για το χαλαροποιήσιµο σύστηµα (3.11) παίρνουµε

∂v

∂x
|x=a = 0 και

∂v

∂x
|x=b = 0, t > 0
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Περιοδικές συνθήκες δίνονται της µορφής u(a, t) = u(b, t) µπορούµε εύκολα να τις
εισάγουµε στην µεταβλητή χαλαροποίησης σαν v(a, t) = v(b, t) = f(u(a, t)). Γενικά
οποιαδήποτε επιλογή που οδηγεί στα όρια του σχετικού διαστήµατος και αρχικής χα-
λαροποίησης µπορεί να χρησιµοποιηθεί. Από πρακτικής πλευράς µια εύκολη λύση
εισαγωγής συνοριακών συνθηκών στα αριθµητικά µοντέλα είναι η χρησιµοποιήσει των
λεγόµενων "ghost cells" που επιµηκύνουν τον υπολογιστικό διάστηµα εισάγοντας έξτρα
κελιά στα σύνορα που έχουµε τις συνοριακές τιµές ϐάση των δεδοµένων συνοριακών
συνθηκών για κάθε αρχικό ϐήµα στον "RK solver".Παραθέτουµε το [37] για αναλυτική
συζήτηση της υλοποίησης σε πεπερασµένους όγκους.

3.6 Επιλογή χαρακτηριστικής ταχύτητας

Σηµαντικό Ϲήτηµα από πρακτικής σκοπιάς είναι και η επιλογή χαρακτηριστικής ταχύ-
τητας του πίνακα C2 έτσι ώστε να ικανοποιεί το κριτήριο (3.7).Το µέγεθος του πίνακα C2

παίζει σηµαντικό ϱόλο στην αριθµητική µετατροπή µε τα αριθµητικά σχήµατα που προ-
έρχονται από την (3.4). Για υπολογιστικούς και ϑεωρητικού λόγους είναι µερικές ϕορές
αναγκαίο να διαλέξουµε ο πίνακας C2 να έχει διακριτά διαγώνια στοιχεία έτσι ώστε να
αποφύγουµε την εκφύλιση του χαλαροποιηµένου συστήµατος. Η κατασκευή του πίνακα
C2 πρέπει να γίνει µε ϐάση τις µέσες εκτιµήσεις τον χαρακτηριστικών ταχυτήτων του
αρχικού προβλήµατος. ΄Ετσι για παράδειγµα µπορούµε να ϑέσουµε ότι όλες οι ιδιοτιµές
λ του f′(u) πρέπει να ικανοποιούν την συνθήκη | λ |> cmax όπου το cmax = maxkck. Κά-
νοντας αυτό εξασφαλίζουµε ότι η χαρακτηριστικές ταχύτητες του υπερβολικού τµήµατος
(3.4) είναι τόσο µεγάλες όσο και οι πραγµατικές ταχύτητες του αρχικού προβλήµατος.
Στην υλοποιήσει µας οι τιµές του ck,k = 1, . . . ,n(n = 2 για τα µοντέλα κυκλοφορίας)
είναι προσαρµοσµένες σε σχέση µε την συµπεριφορά της λύσης µε ϐάση µια γενική ε-
πιλογή για κάθε χρονικό ϐήµα ∆tn.Με ϐάση ένα γενικό µέγιστο για κάθε ιδιοτιµή του
συστήµατος των Jacobian πινάκων για κάθε κελί Ii η επιλογή γίνεται όπως παρακάτω:

ckn = max
i
| λnk | +e, k = 1, . . . , n

, όπου e είναι µια µικρή µεταβλητή διόρθωσης της τάξης του (10−2) για να αποφύγουµε
ότι οι χαρακτηριστικές ταχύτητες δεν ϑα εξαφανίζονται.Μια άλλη επιλογή είναι ο υπολο-
γισµός των ταχυτήτων ck να γίνεται τοπικά σε κάθε κελί Ii[6, 53] ϑέτοντας

cnk |i= max
k
| λnk |i +e, k = 1, . . . , n.

Σηµειώνουµε ότι για µεγάλες τιµές του ck συνήθως αυξάνεται η αριθµητική απόκλιση
έτσι για λόγους ακρίβειας προτιµάµε να έχουµε όσο το δυνατόν µικρότερα ck.



Κεφάλαιο 4

Αριθµητικές Προσοµοιώσεις

Σε αυτήν την εργασία τα συστήµατα που ϑα προσεγγίσουµε αφορούν το χαλαρό σύστηµα
(3.17) για προσέγγιση του (3.16) συστήµατος παραθέτουµε την αντίστοιχη εργασία [70].
Στην αριθµητική προσοµοίωση ϑα χρησιµοποιήσουµε την εξής V e(ρ)

Part A: V e(ρ) = umax

(
1− ρ

ρmax

)
4.1 Part A

4.1.1 PW µοντέλο προσοµοίωση

Σε αυτή την ενότητα ϑα πραγµατοποιήσουµε τις αριθµητικές προσοµοιώσεις για το PW
µοντέλο χρησιµοποιώντας τέσσερις διαφορετικές αρχικές συνθήκες της µορφής (3.3)
("Riemanns Problem").Είναι γνωστό ότι για το PW µοντέλο δέχεται οχτώ τύπους κυ-
µατικών λύσεων εισάγοντας τέσσερα πρώτης τάξης κύµατα και τέσσερα δεύτερης τάξης
κύµατα

• [RP1] R1−R2 κυµατική λύση µε

ρ(x, 0) = 0.16

u(x, 0) =

{
ui = V e(0.16), for x ≤ 4000

ur = V e(0.16) + 0.2, for x > 4000

(4.1)

• [RP2]R1− S2 κυµατική λύση µε

ρ(x, 0) =

{
ρi = 0.16, for x ≤ 4000

ρr = 0.16− 0.02, for x > 4000

u(x, 0) = V e(0.16)

(4.2)

• [RP3] S1− S2 κυµατική λύση µε

ρ(x, 0) = 0.16

u(x, 0) =

{
ui = V e(0.16), for x ≤ 4000

ur = V e(0.16)− 0.2, for x > 4000

(4.3)
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• [RP4] S1−R2 κυµατική λύση µε

ρ(x, 0) =

{
ρi = 0.16, for x ≤ 4000

ρr = 0.16 + 0.02, for x > 4000

u(x, 0) = V e(0.16)

(4.4)

Για αυτό µοντέλο οι τιµές που τρέχουν οι προσοµοιώσεις είναι οι εξής :

Παράµετροι Μονάδες Μέτρησης Τιµές
L m 8000

umax m/s 1
ρmax vehicle/m 1
Tf s 500
τ s 10000

Πίνακας 4.1: Τιµές µεταβλητών για το PW µοντέλο

Ενώ σαν συνοριακές τιµές έχουν χρησιµοποιηθεί οι Neumann (freeflow) τιµές
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Σχήµα 4.1: Το PW model-MUSCL για το RP1
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Σχήµα 4.2: Το PW model-MUSCL για το RP2
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Σχήµα 4.3: Το PW model-MUSCL για το RP3
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Σχήµα 4.4: Το PW model-MUSCL για το RP4
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Σχήµα 4.5: Το PW model-WENO για το RP1
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Σχήµα 4.6: Το PW model-WENO για το RP2
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Σχήµα 4.7: Το PW model-WENO για το RP3
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Σχήµα 4.8: Το PW model-WENO για το RP4
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4.1.2 AR µοντέλο προσοµοίωση

Αντίθετα µε το PW µοντέλο η λ2 για το AR και ARZ µοντέλα κυκλοφορίας είναι γραµµι-
κά εκφυλισµένα και έτσι µια συνεχής ασυνέχεια (C2) είναι αποδεκτή στο αρχικό κύµα.
Εποµένως σε σχέση µε το τα δεδοµένα το κύµα που σχετίζεται µε την πρώτη χαρακτηρι-
στική εξίσωση είναι είτε µία αραίωση R1 ή ένα σόκ S1 και είναι σχετικά µε τήν δεύτερη
ταχύτητα της ασυνέχειας (discontinuity) Οι τιµές των µεταβλητών που χρησιµοποιούµε
για αυτό την προσοµοίωση παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα

Παράµετροι Μονάδες Μέτρησης Τιµές
L m 16
Tf s 6
CFL 0.4

GridPoints 400

Πίνακας 4.2: Τιµές µεταβλητών για το AR µοντέλο

Ενώ σαν συνοριακές τιµές έχουν χρησιµοποιηθεί οι Neumann (freeflow) τιµές και εξετά-
Ϲουµε τις εξής περιπτώσεις :

• [AR Case1] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =

{
[ρl, ul] = [0.5, 0.6], for x ≤ 8

[ρr, [ur] = [0.8, 0.4], for x > 8
(4.5)

• [AR Case2] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =

{
[ρl, ul] = [0.8, 0.6], for x ≤ 8

[ρr, [ur] = [0.6, 1], for x > 8
(4.6)

• [AR Case3] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =

{
[ρl, ul] = [0.5, 0.6], for x ≤ 8

[ρr, [ur] = [0, 1], for x > 8
(4.7)

• [AR Case4] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =

{
[ρl, ul] = [0.4, 0.1], for x ≤ 8

[ρr, [ur] = [0.1, 0.9], for x > 8
(4.8)
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Σχήµα 4.9: Το AR model-MUSCL για το AR Case1
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Σχήµα 4.10: Το AR model-MUSCL για το AR Case2
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Σχήµα 4.11: Το AR model-MUSCL για το AR Case4
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Σχήµα 4.12: Το AR model-WENO για το AR Case1
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Σχήµα 4.13: Το AR model-WENO για το AR Case2
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Σχήµα 4.14: Το AR model-WENO για το AR Case3
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Σχήµα 4.15: Το AR model-WENO για το AR Case4
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4.1.3 ARZ µοντέλο προσοµοίωση

Για το µοντέλο ARZ έχουµε τις εξής τιµές των µεταβλητών :

Παράµετροι Μονάδες Μέτρησης Τιµές
L m 1
Tf s 0, 8
CFL 0.4

GridPoints 400
umax m/s 1
ρmax veh/s 1

Πίνακας 4.3: Τιµές µεταβλητών για το ARZ µοντέλο

Ενώ σαν συνοριακές τιµές έχουν χρησιµοποιηθεί οι Neumann (freeflow) τιµές. Οι περι-
πτώσεις που χρησιµοποιούµε είναι η εξής :

• [ARZ Case1] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =

{
[ρl, ul] = [0.5, 0.7], for x ≤ 0.5

[ρr, [ur] = [0.5, 0.1], for x > 0.5
(4.9)

• [ARZ Case2] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =

{
[ρl, ul] = [0.2, 0.5], for x ≤ 0.5

[ρr, [ur] = [0.9, 0.1], for x > 0.5
(4.10)

• [ARZ Case3] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =

{
[ρl, ul] = [0.2, 0.1], for x ≤ 0.5

[ρr, [ur] = [0.5, 0.7], for x > 0.5
(4.11)
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Σχήµα 4.16: Το ARZ model-MUSCL για το ARZ Case1
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Σχήµα 4.17: Το ARZ model-MUSCL για το ARZ Case2
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Σχήµα 4.18: Το ARZ model-MUSCL για το ARZ Case3
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Σχήµα 4.19: Το ARZ model-WENO για το ARZ Case1
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Σχήµα 4.20: Το ARZ model-WENO για το ARZ Case2
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Σχήµα 4.21: Το ARZ model-WENO για το ARZ Case3
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4.1.4 GKT µοντέλο προσοµοίωσης

Σε αυτήν την παράγραφο παρουσιάζω τα αποτελέσµατα για το µοντέλο GKT. ΄Οπως και
στα προηγούµενα παραθέτουµε για τις περιπτώσεις Muscl και Weno αποτελέσµατα. Τα
δεδοµένα που χρησιµοποιούµε για τις προσοµοιώσεις εµφανίζονται στον παρακάτω πί-
νακα

Παράµετροι Μονάδες Μέτρησης Τιµές
L m 6000

CFL 0.4
umax m/h 30.556
ρmax vehicle/m 0.16
ρcr vehicle/m 0.27ρmax = 0.0432
T s 1.8
γ 1.2
τ s 22
A0 0.008
δA 2.5A0

δρ vehicle/m 0.05ρmax

Πίνακας 4.4: Τιµές µεταβλητών για το GKT µοντέλο

Ενώ σαν συνοριακές τιµές έχουν χρησιµοποιηθεί οι Neumann (freeflow) τιµές
Εξετάζουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις για το GKT µοντέλο

• [GKT Case1] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =


[0.005, 0.0], for x ≤ 500

[0.0015, 0.0], for 500 < x < 3500

[0.005, 0.0], for x > 3500

(4.12)

• [GKT Case2] µε αρχικές συνθήκες

[ρ(x, 0), u(x, 0)] =


[0.015, 0.0], for x ≤ 500

[0.0125, 0.0], for 500 < x < 3500

[0.001, 0.0], for x > 3500

(4.13)
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[GKT Case 3]Οµογενής κυκλοφορία µε τοπικές διαταραχές

Η ανάπτυξη αστάθειας της κυκλοφορίας, ξεκινώντας µε σχεδόν οµοιογενή αρχική κυ-
κλοφορία, ϑεωρείται πολύ αυστηρή δοκιµή της αριθµητικής απόδοσης. Ακολουθώντας
το [57], εξετάζουµε µια διπολική αρχική µεταβολή της µέσης πυκνότητας ρ̄ που δίνεται
ως

ρ(x, 0) = ρ̄+ ∆ρ

[
cosh−2

(
x− x0

w+

)
− w+

w−
cosh−2

(
x− x0 −∆x0

w−

)]

όπου

w+ = 201.5 και w− = 805 και ∆x0 = w+ + w−

Με αρχική ϱοή q(x, 0) = qe(ρ(x, 0)) = ρV e που δίνεται στην τοπική ισορροπία

V e(ρ) =
ũ2

2umax

(
−1 +

√
1 +

4u2
max

ṽ

)

ũ =

√
umax

τρA(ρ)P (ρ)
, P (ρ) =

umaxρT
2

τA(ρmax)(1− ρ/ρmax)2
.

είχε οριστεί σε ∆ρ = 0.008veh/m και έγιναν διάφορες δοκιµές µε πυκνότητα ρ̄ = 0.037.
Στα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι η κυκλοφορια-
κή ϱοή είναι σε δακτύλιο περιφέρειας L = 10000m, Με αποτέλεσµα να εφαρµόζονται
περιοδικές συνθήκες ορίων, διακριτικοποιηµένες µε npts = 400 πλέγµα.
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Σχήµα 4.22: Τα MUSCL αποτελέσµατα για το GKT Case1
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Σχήµα 4.23: Τα MUSCL αποτελέσµατα για το GKT Case2
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Σχήµα 4.24: Τα MUSCL αποτελέσµατα για το GKT Case3
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Σχήµα 4.25: Τα WENO αποτελέσµατα για το GKT Case1
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Σχήµα 4.26: Τα WENO αποτελέσµατα για το GKT Case3



Κεφάλαιο 5

Συµπεράσµατα

Αρχικά πρέπει να πούµε ότι δεν υπάρχει ουσιαστική διαφορά µεταξύ των αποτελεσµάτων
της µεθόδου χαλαροποίησης που χρησιµοποιείται στο [70] και της χαλαρής προσέγγισης
που χρησιµοποιούµε στην παρούσα εργασία για αυτό δεν ϑα µπούµε στην διαδικασία
σύγκρισης µεταξύ αυτών των δύο εργασιών. Αντίθετα ϑα κάνουµε σύγκριση µεταξύ των
δύο µεθόδων επίλυσης Muscl-Weno καθώς και την επιρροή των λεγόµενων limiter στην
υπολογιστική µας λύση (που αφορούν µόνο την µέθοδο Muscl).

5.1 Σύγκριση µεταξύ Weno-Muscl τρόπου επίλυσης

Μέθοδος επίλυσης Muscl
Πλεονεκτήµατα Μειονεκτήµατα
Καλή ταχύτητα υπολογισµών Μεγάλη επιρροή των limiters
Λίγες πράξεις Μείωση ακρίβειας αποτελεσµάτων
Ακρίβειας λύσης 2ης τάξης Μεγάλη επιρροή από τις υπόλοιπες µεταβλητές

Πίνακας 5.1: Χαρακτηριστικά της Muscl

Μέθοδος επίλυσης Weno
Πλεονεκτήµατα Μειονεκτήµατα
∆εν χρησιµοποιεί limiter Πολλές πράξεις
Μεγάλη ακρίβεια της λύσης Υψηλό κόστος σε χώρος µνήµης
Ακρίβειας 5η τάξης Πολυπλοκότητα υπολογιστικού κώδικα

Πίνακας 5.2: Χαρακτηριστικά της Weno

Στις παρακάτω ενότητες ϑα παρουσιάσουµε τις διαφορές αυτές για κάθε µοντέλο που
χρησιµοποιούµε χρησιµοποιώντας τα διαγράµµατα πυκνότητας καθώς αυτά αντιπρο-
σωπεύουν την πιο χαρακτηριστική απεικόνιση της διαφοράς µεταξύ των δύο µεθόδων
προσέγγιση της λύσης.

59
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5.1.1 Μοντέλο PW

(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl RP1 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno RP1

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind RP1 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno RP1

Σχήµα 5.1: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο PW µοντέλο RP1

Από την παρατήρηση των διαγραµµάτων παρατηρούµε την µεγάλη επιρροή των limiter
στα αποτελέσµατα καθώς ϐλέπουµε την διαφορά στο διάγραµµα (5.1αʹ).Ακόµη παρατη-
ϱούµε την κακή εκτίµηση µεταξύ των limiter καθώς για παράδειγµα ο limiter Superbee
ξεκινάει να ταλαντώνεται, αυτό ϑα ήταν δυνατόν να διορθωθεί µε µία καλύτερη CFL
συνθήκη που µας οδηγεί να παρατήσουµε την µεγάλη επιρροή των limiter από τις υπό-
λοιπες µεταβλητές του προβλήµατος. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την µέθοδο επίλυσης
Weno (5.1βʹ) που ϐλέπουµε ότι δεν χρειάζεται διερεύνηση για την εύρεση µεταξύ του
καταλληλότερου limiter καθώς µας δίνει απευθείας την καλύτερη αριθµητική προσέγ-
γισης της εκάστοτε λύσης. Παρατηρούµε επίσης την αρκετά πιο "sharp" λύση που µας
παρουσιάζουν τα διαγράµµατα (5.1γʹ) και (5.1δʹ) µεταξύ της Muscl-Weno.



5.1. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕΤΑΞΥ WENO-MUSCL ΤΡΟΠΟΥ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 61

Οι παρατηρήσεις αυτές εντοπίζονται σε όλα τα διαγράµµατα του συγκεκριµένου µο-
ντέλου.Οµοίως παρουσιάζουµε και τα διαγράµµατα για τις υπόλοιπες προσοµοιώσεις
που εκτελούµε.

(αʹ) ∆ιάγραµµα ϱοής Muscl RP2 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno RP2

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind RP2 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno RP2

Σχήµα 5.2: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο PW µοντέλο RP2

Σε αυτήν την προσοµοίωση η δηµιουργία του διαγράµµατος (5.2γʹ) έχει γίνει χρησι-
µοποιώντας την Upwind προσέγγιση για να παρουσιάσει την διαφορά της χαµηλής τάξης
λύσης µε την µεγάλης τάξης προσέγγιση που µας δίνει η µέθοδος επίλυσης Weno (5.2δʹ)
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(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl RP3 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno RP3

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind RP3 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno RP3

Σχήµα 5.3: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο PW µοντέλο RP3

(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl RP4 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno RP4

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind RP4 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητα Weno RP4

Σχήµα 5.4: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο PW µοντέλο RP4

Σε αυτήν την προσοµοίωση παρατηρούµε την µεγάλη διαφορά µεταξύ της Muscl-
Weno καθώς στο διάγραµµα (5.4δʹ) παρατηρούµε την εµφάνιση ενός κύµατος που το
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διάγραµµα (5.4γʹ) δεν παρουσιάζει καθόλου.

5.1.2 Μοντέλο AR

Σε αυτήν την ενότητα παρατηρούµε την σύγκριση µεταξύ των προσοµοιώσεων σε WENO
και MUSCL για το AR µοντέλο.

(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case1 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case1

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case1 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case1

Σχήµα 5.5: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο AR µοντέλο case1

΄Οµοίως και σε αυτά τα διαγράµµατα παρατηρούµε την πολλή καλύτερη προσέγγιση
που µας δίνεις την µέθοδος επίλυσης Weno σε σχέση µε την Muscl προσέγγιση παρακάτω
παραθέτουµε τα διαγράµµατα και τις υπόλοιπες προσοµοιώσεις που έγιναν.
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(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case2 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case2

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case2 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case2

Σχήµα 5.6: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο AR µοντέλο case2

(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case4 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case4

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case4 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case4

Σχήµα 5.7: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο AR µοντέλο case4
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5.1.3 Μοντέλο ARZ

Σε αυτήν την ενότητα παρατηρούµε την σύγκριση µεταξύ των προσοµοιώσεων σε WENO
και MUSCL για το ARZ µοντέλο.

(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case1 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case1

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case1 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case1

Σχήµα 5.8: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο ARZ µοντέλο case1

Σε αυτά τα διαγράµµατα παρατηρούµε το Muscl µας δίνει µια µη επιτρεπτή προ-
σέγγιση σε σχέση µε το Weno το οποίο µας δίνει την σωστή προσέγγιση η διαφορά αυτή
έγκειται στην χαµηλή τάξη που χρησιµοποιείται σε αυτή την µέθοδο.
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(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case2 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case2

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case2 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case2

Σχήµα 5.9: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο ARZ µοντέλο case2

(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case3 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case3

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case3 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case3

Σχήµα 5.10: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο ARZ µοντέλο case3



5.1. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕΤΑΞΥ WENO-MUSCL ΤΡΟΠΟΥ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 67

5.1.4 Μοντέλο GKT

Σε αυτήν την ενότητα παρατηρούµε την σύγκριση µεταξύ των προσοµοιώσεων σε WENO
και MUSCL για το GKT µοντέλο.

(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case1 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case1

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case1 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case1

(εʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case1 (ϛʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case1

Σχήµα 5.11: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο GKT µοντέλο case1
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(αʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case3 (ϐʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case3

(γʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Upwind case3 (δʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case3

(εʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Muscl case3 (ϛʹ) ∆ιάγραµµα πυκνότητας Weno case3

Σχήµα 5.12: ∆ιαγράµµατα πυκνότητας στο GKT µοντέλο case3

Παρατηρούµε σε όλα τα διαγράµµατα ότι ο nononized centerer είναι ο καλύτερος από
τους υπόλοιπους limiters καθώς τα αποτελέσµατα που µας δίνει πλησιάζουν σε ακρίβεια
την µέθοδο Weno παρά την διαφορά τάξης που υπάρχει. (2ης τάξη Muscl , -5ης τάξης
Weno)

5.2 Relaxation vs Relaxed

Σε αυτήν την ενότητα συγκρίνουµε τις Relaxation και την Relaxed µορφή του συστήµατος
(3.1). Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζουµε τον αλγόριθµο που ακολουθούµε για την
επίλυση του (3.16) που είναι η Relaxation µορφή [70] και την Relaxed µορφή που είναι
η (3.17).

Ο πίνακας αυτός παρουσιάζει τον αλγόριθµο για µία δεύτερης τάξης Runge-Kutta
µέθοδο χρονικής διακριτικοποίηση που χρησιµοποιείται για την Muscl µέθοδο χωρικής
διακριτικοποίησης.
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Βήµατα Relaxation Relaxed
a u∗ = un u∗ = un

b v∗ = vn + 1
ε
(v∗ − f(u∗)) v∗ = f(u∗)

c u(1) = u∗ −D+v∗ u(1) = un −D+vn|vn=f(un)

d v(1) = v∗ − AD+u∗ v(1) = v∗ − AD+u∗

e u∗∗ = u(1) u∗∗ = u(1)

f v∗∗ = v(1) − 1
ε
(v∗∗ − f(u∗∗))− 21

ε
(v∗ − f(u∗)) v∗∗ = v(1)

g u(2) = u∗∗ −D+v∗∗ u(2) = u(1) −D+v(1)|v(1)=f(u(1))

h v(2) = v∗∗ − AD+u∗∗ v(2) = v∗∗ − AD+u∗∗

i un+1 = 1
2
(un + u(2)) un+1 = 1

2
(un + u(2))

j vn+1 = 1
2
(vn + v(2)) vn+1 = 1

2
(vn + v(2))

Πίνακας 5.3: ∆ιαφορές αλγορίθµου µεταξύ των Relaxation και Relax µορφής
Από τον (5.2) πίνακα είναι εµφανές ότι ο relax αλγόριθµος απαιτεί αρκετά λιγότερες
πράξεις καθώς στα ϐήµατα c και g αρκεί µία ανάθεση τιµής στις µεταβλητές χωρίς την
ανάγκη επίλυσης παραπάνω εξισώσεων που απαιτεί ο relaxation αλγόριθµος.
Πρέπει εδώ να τονίσουµε ότι έχουµε µεγαλύτερό κόστος στην Weno µέθοδο καθώς εκεί
χρησιµοποιούµε υψηλότερης τάξης Runge-Kutta (5-ης τάξης) και ο υπολογισµός της
Weno µέθοδος είναι ποιο απαιτητικός σε πράξεις και χώρο µνήµης σε σχέση µε την
Muscl µέθοδο στην οποία χρησιµοποιούµε δεύτερης τάξης Runge-Kutta. Αξίζει επίσης
να αναφέρουµε το η relax µορφή τρέχει αρκετά ποιο γρήγορα σε σχέση µε την relaxation
µορφή ιδιαίτερα σε πυκνές διακριτικοποιήσεις.
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