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�"#���$��%& 
 

�������������  ��� !���"#� �$!�%&��$�' ��(�#)� *� '*+�� �� +,-��$#�'#% ��� 

�!$.�/!���� ��*�(��' � 	���0"��� �1#%��, �!)��,�� ��*�(��' ��, �&'&���  

��-��$��� �+�$.1������  ��, ���,�+-�+)�, 	�'��  ($� �� .�'*+$� ��, ��*�  ��$ ��,  

�,�)�,  	���(+�1�� �$�2���, ��*�(��' ��$ 	��#��"�� ��/3��4��, �/����� ��, 

�&'&���  �&02�+��,  ��*�(��/  ��, �&'&���  ��-��$��� �+�$.1������  ��, 

���,�+-�+)�, 	�'�� .  

 
 �$!�%&��$�' ��(�#)� +)��$ �0$+�%&/�� #��� �$��(/�+$1 &�, ($� ��� #�'�$3� ��  2�� 

�,�1 �� -�2�$�. 
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������-
����������	�
 
 

������� �
����� ������� 
   �  �$4$�2  �,*&2  ��1!�,3� , #,��+�+#�'  ��1!�,3�  

 ��, Voltera. 
� �1�
T  

max�  �/($#��  +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3�  � �1�
T  

sK  ���*+�1 ���+#&�" ' �&)#+$�  ��-"����  � �3�
ML  

S  �,(�/���%#� ��, ,!�#���&���  � �3�
ML  

0S  ��-$�' #,(�/���%#�   ,!�#���&���  � �3�
ML  

IK  ���*+�1 ���#���'  ��, ,!�#����&���   � �3�
ML  

Y  �,��+�+#�'  &+��.��'  ��  #,(�/���%#�  ��, 

,!�#���&���  #+ �,����$�' &15� 

 

X  �,(�/���%#� �,����$�'  &15�  � �3�
ML  

V  6(��  ���$4��#�'�� � �3
L  

inF , 

outF  

�(��&+��$�/  !���-/  +$#24�,-+324�, � �13 �
TM  

b  �,*&2  *��#$&2����  � �1�
T  

n  �$1�,#&� �%� +$4��  

in  ���$-+)� )#� &+ ��� ��$*&2 �%� +$4�� �%� i  

��(��$#&�� #�� #"#��&�, ��$*&2  +$4�� ��, Voltera. 

 

m  �� 4$1�,#&� �%� !���&/��%� !�, -�������)5�,� ��

!+�$.1���� �%� ��(��$#&�� 

 

 

 

A  !)����   ��$�%�$��, ���%.$��2  !)����   

ija  �� #��$-+)� ��, !)���� �%� ��$�%�$��  

sn  ���*+�1 -���$�2 4$1�,#&�    

ix  
 #,(�/���%#� ��  &15�   � �3�
ML  

in  �� !�'*�  �%� �,��1�%� �%� +$4��  

1h , 2h  �4$1#���+  #��*+�/  ��, Voltera  

D  �,*&2  ���)%#�  � �1�
T  

1r  ��$ 2r  �,��+�+#�/  &+��.��'  ��  #,(�/���%#�  ��, 

,!�#���&���  #+ �,����$�' &15� 

 

�                                                          �4$1#����   -�2�� .  

ix                                                         �4$1#���� �$&' #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  &15�  

��, &$�����(��$#&�" i   

 

s  �4$1#���� �$&' #,(�/���%#�  ��, !+�$��$#�$��" 

,!�#���&���  . 

 

�~  �4$�#����!�$�&/��  +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3�   

max
~�  �4$�#����!�$�&/��  &/($#��  +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3�   

b
~

 �4$�#����!�$�&/��  �,*&2  *��#$&2����    

LAS Locally asymptotically stable (��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/ ) 
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�������
 
 


 !����1�% 4$!�%&��$�' +�(�#)� �0��1 �� &+�/�� &$�����(��$#&�� #+ ����(%�$#&2 

#�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��. �$ &$�����(��$#&�) �,�)%  #+ &+$��/  ����$/�(+$+  

!�)5�,� #�&���$�2 �2�� #�� 0"#�. ���#$&�!�$�"���$ %  �!�$��4�&��/  ��  �+��'  

.$�&15�  ��$ /�#$ #,&&+�/-�,� #��,  �"���,  �%� 4$�02�%� #��$-+)%� (C,Na,P,���.). 

��&���$�2  +!)#�  +)��$ � �2��  ��,  #��� �!�$��42&�#� �,!���$��� 0���)%� (!.-. 

#��,  .$���($��"  ��*��$#&�" ) ��$ #�$  .$�&�-��$�/  4$+�(�#)+  ($� ��� !���(%(' 

!��72��%�. �,�2  � #�&���$�2  ��,  �2��  ��$!2� &�  4)�+$ /��,#&� ($� ��� &+�/�� �%� 

&$���.$���� �����+!$4�1#+%� ��$ +#�$15�,&+ �,�)%  �� &+�/�� �,�' #��� ����(%�$#&2 

#+ ����$/�(+$+  #,�+-�"  /�(�,.  

 

��� !���� �+01��$� ��  +�(�#)�  4)�����$ +$#�(%($�/  /���$+  ��, -�&+$�#�1�� 2!%  � 

/���$� ��, -�&+$�#�1��, /���$+  !�, !+�$(�10�,� �� &$���.$��' ��1!�,3� #+ 

����$/�(+$+  #,�+-�"  /�(�,, ()�+��$ ���0��1 #�$  &$���.$��/  �����+!$4�1#+$  ��$ 

�,�)%  #��� ����(%�$#&2. ��� 4+"�+�� �+01��$� ()�+��$ � &+�/�� ��  4,��&$�'  

#,&!+�$0��1  ��, #,#�'&���  &$�����(��$#&�� #�� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� &+ ��� 

��1�,#� ��  �#,&!�%�$�'  +,#�1*+$�   �%� #�&+)%� $#����!)�  �%� #,#��&1�%� �%� 

4$�0��$��� +3$#�#+%� ($� 2 ��$ ($� ��+$  &$�����(��$#&�" . �/��  #�� �+�+,��)� 

�+01��$� �,�'  ��  +�(�#)�  !���,#$15����$ �$ (��0$�/  !���#�1#+$  �%� �"#+%� �%� 

#,#��&1�%� ($� 4$�0��+�$�/  ��-$�/  #,�*'�+  ��$ !���,#$15����$ �� #,&!+�1#&��� 

��  +�(�#)�  �,�' . 
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��� !���� �+01��$� ��  &+�/��  �,�'  4)�����$ �$ ��$#&�) ��$ �$ .�#$�/  /���$+  !�, 

+3�(�"� �$ +)��$ �� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, �$ +)��$ � &$���.$��' ��1!�,3� ��$ !�$+   

+3$#�#+$  ,!1�-�,� ($� �� ��� +�0�15�,�. ����"����$ �� $#�5"($� &15�  ��  

#,(�/���%#�  ��  �,����$�'  &15�  ��$ ��  &+��.��'  ��  #,(�/���%#�  ��, 

,!�#���&���  #+ ����$/�(+$+  #,�+-�"  /�(�,. �!)#�  ()�+��$ ���0��1 #�$  &$���.$��/  

�����+!$4�1#+$  �%� �!�)%� � &�*�&��$�' /�0��#� !���,#$15+��$ #+ ���1����� !)���� 

��$ �����'(+$ #��� ����(%�$#&2 �%� &$�����(��$#&�� ($� /�� !+�$��$#�$�2 ,!2#��%&�. 

��� 4+"�+�� �+01��$� ()�+��$ � &+�/�� ��  4,��&$�'  #,&!+�$0��1  �%� #,#��&1�%� 

����(%�$#&�" &+ 4"� ��$ &+ ��+$  ����(%�$#�/  ��$ ()�+��$ � ��1�,#� ��  �#,&!�%�$�'  

+,#�1*+$�  ($� �� #,#�'&��� �%� 4$�0��$��� +3$#�#+%� !�, +�0�15�,� �� !���!1�% 

#,#�'&���. 

 

�!2 ��� ��1�,#� ��, �4$�#����!�$�&/��, #,#�'&���  ($� ��,  4"� &$�����(��$#&�"  

!���"!�+$ 2�$, � &$�����(��$#&2  1 +)��$ �$���' , ($� �$  �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  

!�, $����!�$�"� �$  ��$#2���+ : 

 

)
~

1)(
~

1(~
111max, bK ����  ��$ 

�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

)
~

1(~

~

~

1)
~

1(~

1

11max,

1

2
22max,

b

b

K

K
b

�
� . 

  

� &$�����(��$#&2  2 +!$.$��+$ 2��� $����!�$�"���$ �$ ��$#2���+ : 

 

)
~

1)(
~

1(~
222max, bK ���� ��$ 

�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

)
~

1(~

~

~

1)
~

1(~

2

22max,

2

1
11max,

b

b

K

K
b

�
�  

	�$ �$ 4"� &$�����(��$#&�), �4�(�"���$ #+ /�!�,#�, 2��� � #,��+�+#�'  ���)%#�  

$����!�$+) �$  ��$#2���+ : 

 

)
~

1)(
~

1(~

)
~

1()
~

1(~

222max,

111max,

bK

bK

���

���

�

�
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�/��  �!�4+$��"+��$ 2�$ �� ,!1�-+$ #,�"!��3� &+��3" �%� 4"� &$�����(��$#&��, �2�+ 

,!1�-�,� 1!+$�� #�&+)� $#����!)�  2!�, � #,�"!��3� ,0)#����$. �� #�&+)� $#����!)�  

��'��,� #+ +,*"(��&&� �&'&� ��$ 4+� +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*'.  

 


 ��$*&��$�' !��#�&�)%#� ��  ��1�,#�  ()�+��$ ($� ��,  &$�����(��$#&�"  E.coli ��$ 

Vinelandii. �� �!��+�/#&��� 4+)-��,� 2�$ �� E.coli +!$����+) ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' 

���)%#�  1563.00 ��� hD . 

 

�� Vinelandii +!$����+) ($� �$  �$&/  11 394.1563.0 �� �� hDh . 	�$ �$ 4"� 

&$�����(��$#&�) �4�(�"���$ #+ /�!�,#� �!2 ��� -�&+$�#�1�� ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' 

���)%#�  !�, $����!�$�"� ��� ��$#2���� 1394.1 �� hD . 

 

�!2 ��� ��1�,#� ��, �4$�#����!�$�&/��, #,#�'&���  ($� ��,  ��+$  &$�����(��$#&�"  

!���"!�+$ 2�$, � &$�����(��$#&2  1 +)��$ �$���' , ($� �$  �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  

!�, $����!�$�"� �$  ��$#2���+ : 

 

 

�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

)
~

1(~

~

~

1)
~

1(~

1

11max,

1

2

22max,
b

b

K

K
b

�
� , 

�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

)
~

1(~

~

~

1)
~

1(~

1

11max,

1

3

33max,
b

b

K

K
b

�
�    ��$ 

 

 

 

)
~

1)(
~

1(~
111max, bK ���� . 

 

� &$�����(��$#&2  2 +!$.$��+$ 2��� $����!�$�"���$ �$ ��$#2���+ : 

 

�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

)
~

1(~

~

~

1)
~

1(~

2

22max,

2

1

11max,
b

b

K

K
b

�
� , 

�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

)
~

1(~

~

~

1)
~

1(~

2

22max,

2

3

33max,
b

b

K

K
b

�
�  ��$ 

 

)
~

1)(
~

1(~
222max, bK ���� . 

         

� &$�����(��$#&2  3 +!$.$��+$ 2��� $����!�$�"���$ �$ ��$#2���+ : 
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�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

)
~

1(~

~

~

1)
~

1(~

3

33max,

3

1
11max,

b

b

K

K
b

�
� , 

�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

)
~

1(~

~

~

1)
~

1(~

3

33max,

3

2
22max,

b

b

K

K
b

�
�  ��$ 

 

)
~

1)(
~

1(~
333max, bK ���� . 

 

�/��  �!�4+$��"+��$ 2�$ �� ,!1�-+$ #,�"!��3� &+��3" �%� ��$�� ' !+�$##2�+�%� 

&$�����(��$#&��, �2�+ ,!1�-�,� 1!+$�� #�&+)� $#����!)�  2!�, � #,�"!��3� 

,0)#����$. �� #�&+)� $#����!)�  ��'��,� #+ +,*"(��&&� �&'&� ��$ 4+� +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*'.  

 


 ��$*&��$�' !��#�&�)%#� ��  ��1�,#�  ()�+��$ ($� ��,  &$�����(��$#&�"  E.coli, 

Vinelandii ��$ Klebsiella oxytoca. �� �!��+�/#&��� 4+)-��,� 2�$ �� E.coli 4+� +!$����+) 

!��/. �� Vinelandii +!$����+) ($� �$  �$&/  11 394.1.822.0 �� �� hDh . �� Klebsiella 

oxytoca +!$����+) ($� �$  �$&/  11 822.0.0 �� �� hDh . 	�$ �$ ��+$  &$�����(��$#&�) 

�4�(�"���$ #+ /�!�,#� �!2 ��� -�&+$�#�1�� ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  !�, 

$����!�$�"� ��� ��$#2���� 1394.1 �� hD . 

 

��� ��)�� �+01��$� !���,#$15����$ �$ (��0$�/  !���#�1#+$  �%� �"#+%� ��, 

#,#�'&���  ����(%�$#&�" ($� 2 ��$ ($� ��+$  &$�����(��$#&�" , &+ 4$�0��+�$�/  ��-$�/  

#,�*'�+ . �� (��0'&��� +!���*+"�,� �� *+%���$�1 �!��+�/#&��� ($� ��� �#,&!�%�$�' 

+,#�1*+$� �%� #�&+)%� $#����!)� . 
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1.1 TO �������  TO� �	��
�����	  

�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, !�, +)��$ (�%#�2 #�� ���$4��#�'��  #,�+-�"  /�(�, 

!�'��,  ��14+,#�  (CSTR - Continuous Stirred Tank Reactor), ���!�"-*��+ �!2 ��,  

Jacques Monod, Aaron Novick ��$ Leo Szilard. �� &���/�� �,�2 '��� �!��/�+#&� ��  

$4/�  �%� +�+,�����, #�� /��  ��2!�  �� &+�+��*�"� �!��"#�+�� �$ &$���.$���) 

!��*,#&�) #+ #��*+�' ���1#��#�, 4)�����  !��1����� ��� 4,���2���� ��,  +�+,���/  

�� +�/(-�,� ��,  �,*&�"  ��1!�,3�  ��*�  ��$ �$  ,!2��$!+  !���&/���,  2!%  � 

*+�&����#)�, �� +!)!+4� ��, pH  ��$ ��� !���-' �3,(2��,. (.�/!+ [1-15]). 

�� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� �!2 ��� ����1�,8� ��, ��$ &+�1 �!��+�+) *+&+�$�4+  

&�*�&��$�2 +�(��+)� ($� ��� &+�/�� ��  &$���.$��'  0,#$���()�  ��$ ��, &$���.$���" 

&+��.��$#&�". 
 *+%�)� ��, &���/��, ��, -�&+$�#�1�� �!+,*"�+��$ #+ !���/  &+�/�+  

#��� &$���.$��' �$����()�, #�� 4,��&$�' �%� !��*,#&��, #�� &�*�&��$�' .$���()� ��$ 

#�� .$�-�&$�' &�-��$�'. �� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� /-+$ -��#$&�!�$�*+) ($� �� &+�/�� 

+�2  &+(1��, +"��,  #,#��&1�%�. ���#$&�!�$+)��$ %  &���/�� #��� +!+3+�(�#)� ,(��� 

�!�.�'�%� ��*�  ��$ ($� .$�&�-��$�/  4$+�(�#)+  !���(%('  !��72��%� �!2 (+�+�$�1 

&+�����(&/��,  &$�����(��$#&�" . ���#$&�!�$+)��$ +!)#�  ($� �� &���+��!�)�#� ��  

#,&!+�$0��1  &$�  �)&�� , ���1 ��$ ($� �� &���+��!�)�#� ��  4,��&$�'  #,&!+�$0��1  

�%� �����+!$4�1#+%� &$�����(��$#&��. �!��+�+) �� $4��$�2 &�*�&��$�2 &���/�� ($� �� 

&+�/�� ��, ����(%�$#&�", (.�/!+ [1-15]). 

��� .$���()� ,!1�-�,� ���+�1 &�*�&��$�1 &���/��, �� �!�)� +)��$ �!�4+��1. �� &���/�� 

��, -�&+$�#�1�� +)��$ /�� �!2 �,�1 ��$ )#%  �!��+�+) �� &���4$�2 &���/�� !�, 0�)�+��$ 

��  /-+$ +,�+)� �!�4�-'. �,�2 +)��$ ���*/ , ($��) �$  0,#$�/  !��1&+���$ &!���"� �� 

&+���*�"� ��$ �� !+$�1&��� �!�4+$��"�,� 2�$ &+��3" �%� &�*�&��$��� ��$ ��  *+%�)�  

��  .$���()�  ,!1�-+$ #"(��$#�. �� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� +)��$ /�� 4,��&$�2 

#"#��&� &+ #,�+-+)  +$#24�,  ��$ +324�,  ,�$���. 9�#$ +!$�,(-1�+��$ � &���+��!�)�#� 

���$���" ��, -�����'�� #,#�'&���  ��$ ��  -���$�'  #,�/-+$�  #�� 0"#�. 

9�� �$��#"#��&� +)��$ �2#� !��"!���� �� �� ������'#�,&+. ��2&� �� +!$-+$�'#�,&+ 

�� &+�/�� �%� �����+!$4�1#+%� &+��3" �%� #"�*+�%� &+��� ��, in situ. �)��$ #,-�1 

!��" !$*��2 �� !�#�#�2 ��  �!��,-)�  +3�$�)�  ��  /��+$8�  �,#����� +�/(-%� �%� 

�����+!$4�1#+%� !�, ��&.1��,� -��� &/#� #�� �$��#"#��&�. 	1�% �!2 �/��$+  

����#�1#+$  � 4,��&$�' #,&!+�$0��1 ��, �$��#,#�'&��� , 0��+���+��$ �!2 &)� ��$�' 
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#,�$#��&/�� �����+!$4�1#+%�, � �!�)� �!�4)4+��$ �!2 /�� ��$*&2 0�$�2&+�%�. �,�+!�  

+1� +!$*,&�"&+ ��� �����2�#� �%� &�-��$#&�� &+ ��,  �!�)�,  �$ &$�����(��$#&�) 

�����+!$4��"�, !�/!+$ �� ��,  &+�+�'#�,&+ �1�% �!2 �!��!�$�&/�+ , +�(�#���$��/  

#,�*'�+  ��$ �� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� �!��+�+) /�� +�4+$��$�2 ��2!� ��  &+�/��  

�,�' . �$ �����+!$4�1#+$  �%� &$�����(��$#&�� &!���"� �� &���+��!�$�*�"� ($� 

*+%���$�' (��#�. 	1�% �!2 $4+��/  ����#�1#+$  � +��$&%&/�� #,&!+�$0��1 �%� 

�����+!$4�1#+%� &!��+) �� +)��$ ���&+�2&+�� ($� &$� !�$�$�)� #,�*����, �$ �!�)+  

+!$.1������$ �!2 ��,  +�+,���/ . 


$� ��� &+�/�� ��  #,&!+�$0��1  �%� �����+!$4�1#+%� #�$  &+$��/  ����$/�(+$+  �!�/  

#,#�+,/  #,�+-�"  ����$/�(+$�  �!��+��"� $4+��1 #,#�'&��� �� &+�+�'#�,&+ ���+�1 

�/��$� �$����($�1 0�$�2&+��. 

�!1�-�,� �!�1 !���4+)(&��� !�, &!���"&+ �� &+�+�'#�,&+ �� &���/�� ��, 

-�&+$�#�1��. 
$� !��14+$(&� #+ &$� &��14� +!+3+�(�#)�  ,(��� �!�.�'�%�, 2!�, /��  

&$�����(��$#&2  !�, /-+$ #,���$�' &$���.$��' &15� )(x ���������+$ /��� �,!���' 

(,!2#��%&�, S ). �+ ��� �����1�%#� ��, ,!�#���&���  ����0/��+$ �� &+)%#� ��  

#,(�/���%#�  ��, #+ +!)!+4� �!�4+��1 �!2 �� !+�$.������$�' ��&�*+#)�. ��1��(� 

/-�,&+ !���4+)(&��� !��#�&�)%#�  ��, CSTR ($� �� *��1##$� !+�$.1���� (*��1##$� 

-�������$#�$�1 2!%  � *+�&����#)� ��$ � /���#� ��, 0%�2  &!���"� �� 

���!���#��*�"� #�� +�(�#�'�$�, (.�/!+ [2]). T� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� &!��+) �� 

&���+��!�$'#+$ �� 4$10��� +)4� &$���.$���� �����+!$4�1#+%� 2!%  �� &+�/�� ��  

&�*�&��$�'  !��#�&�)%#�  ��, ����(%�$#&�" &$�����(��$#&�� ($� /�� !+�$��$#�$�2 

*�+!�$�2 !2��, (.�/!+ [1-15] ).   

� $4��$�2  -�&+$�#�1��  +)��$ 2&�$�  &+ /��� CSTR. 
 !�+$�8�0)� �%� -�&+$�#����� 

�!�$�+) ��$#&/�� #,#�'&��� +�/(-�,, 2!%  &��14+  +�/(-�, pH  ��$ 4$��,&/��, 

�3,(2��, )(DO . ��� !����1�% #-'&� 4)�+��$ /�� �!��!�$�&/�� &���/�� -�&+$�#�1�� 

(.�/!+ [1], [15], [17]). 



 12 

                                        

E�'()� 1.1 �!��!�$�&/�� ���!��1#��#� -�&+$�#�1�� . 

6!%  /-+$ ���0+�*+) !���!1�% �� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� -��#$&�!�$+)��$ #+ 

+0��&�(/  %  &/*�4�  ���$�"!��#�  ���1 ��$ #��� &���+��!�)�#� ��, #,#�'&���  &$�  

�)&�� . ��� !+�)!�%#� &$�  &��14�  +!+3+�(�#)�  ,(��� �!�.�'�%�, 2!�, /��  

&$�����(��$#&2  !�, /-+$ #,���$�' &$���.$��' &15� )(x ���������+$ /��� �,!���' 

(,!2#��%&�, S ). �+ ��� �����1�%#� ��, ,!�#���&���  ����0/��+$ �� &+)%#� ��  

#,(�/���%#�  ��, #+ �!�4+��1 !+�$.������$�1 +!)!+4�. 

9�� !��14+$(&� +)��$ � �!�$��42&�#� ��  0�$�2��  �!2 �� �+�2, � �!�)� �!��+�+) 

�,!���' &+ ��3$�/  $4$2���+ . �+ /��� .$����$4��#�'�� !�, �����,*+) �� &���/�� ��, 

-�&+$�#�1��, #�� ,!2#��%&� -��#$&�!�$�"&+ �� 0�$�2�� ��$ #�� �!�$��4�&��' ��� 

&$�����(��$#&2 Pseudonomas putida. ���!2  +)��$ � #��*+��!�)�#� ��  #,(�/���%#�  

��  0�$�2��  #+ +!$��+!�1 +!)!+4�, (.�/!+ [11]). �$10��� +)4� ��  �$��(/�+$�  

Pseudonomas putida -��#$&�!�$�"���$ #�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, #+ ����(%�$#&2 

-��#$&�!�$����  �� T���,/�$� %  !+�$��$#�$�2 ,!2#��%&� &+ #��!2 ��� �!�$��42&�#� 

�%� #,(�+����#+%� #+ +!$��+!�1 +!)!+4�, (.�/!+ [4]). 9�� 1��� !��14+$(&� -�'#�  ��, 

&���/��, ��, -�&+$�#�1�� +)��$ � +!+3+�(�#)� ��, ��$-�%���$*,�+�)�, (TCE) �!2 �� 

&$�����(��$#&2 Variovorax. �� TCE +)��$ /��  �"!�  !�, ��'�+$ #��� ����(��)� �%� 

VOCs, � �!�)�  ,!1�-+$ #+ ,!2(+$� ��$ +!$0��+$��1 "4��� ��$ +,*"�+��$ ($� 

����$��(+�/#+$  (.�/!+ [7]).  

�!)#�  /�� !��14+$(&� !��#�&�)%#�  +�2  *���##)�, !+�$.1������  +)��$ &+�/�� ��  

��1!�,3�  ��, Dunaniella tertiolecta (��%��0"��+  0,��!��(����$�2 &$���1�(� ), �� 
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�!�)� ���!�"##+��$ #+ &���/�� -�&+$�#�1��, -��#$&�!�$����  15%�� ( 2N ) #�� 

!+�$��$#�$�2 ,!2#��%&�, (.�/!+ [11]).  

1.2 �

���
�
	 �������	  

 

1.2.1 
	���	
� �	
���	�
�
 ������*�
 

 

�$ &$�����(��$#&�) ����������,� #,#���$�1 ��$ +�&+���+"����$ 1��+  �.$��$�/  

!���&/���,  ($� ��� ��1!�,3� ��, . 
$� !��14+$(&� ����������,� *�+!�$�1, �� �!�)� 

&+����/!�,� #+ �,����$�' &15�. 
 �,!$�' ��&!"�� ��1!�,3�  �%� &$�����(��$#&�� #+ 

4$+�(�#)� #,�+-�"  /�(�, !+�$��&.1�+$ �$  +3'  01#+$ :  

(1) ���*1��,#� 01#�, ���1 ��� �!�)� �� �"����� ���!�"##+$ �� .$�#,�*+�$�1 &���!1�$� 

!�, �4�(�"� #��� &+($#��!�)�#� ��, +$4$��" �,*&�" ��1!�,3�  #�� 0�/#�� *�+!�$�2 

,�$�2, 

(2) ��(��$*&$�' 01#�, 2!�, � �,����$�' ���$(��0' +)��$ &/($#�� ��$ � -�&$�' #"#��#� 

��, �,����$��" !��*,#&�" +)��$ #-+42� #��*+�'. 6��� �� ,!2#��%&� �+)�+$ �� 

+3�����*+) ' 2��� /-�,� #,##%�+,�+) ��3$�1 &+��.��$�1 !���!��72���, � �,*&2  

��1!�,3�  &+$��+��$ ��-"���� !���������  #�&���$�/  ����(/  #�� .$�#,�*+�$�1 

&���!1�$�,  

(3) 01#� #��#$&2���� , 2!�, 4+� ,!1�-+$ ��*��' ��1!�,3�. �� �"����� 

+!���!��#������)5�,� ��� &+��.��$�2 &�-��$#&2 ��,  !���+$&/��, �� �,3'#�,� ��� 

!$*��2���� &����-�2�$�  +!$.)%#� ,  

(4) 01#� *��1��,, #�� #�&+)� �,�2 ��$#&/�� �"����� 4+� &!���"� �� �1.�,� +!���' 

+�/�(+$�  �!2 �,�' !�, /-�,� '4� �!�*��+,�+) ' �!2 1��+  !���+  "�+ . �� �+��1 

�"����� #,-�1 ,0)#�����$ �"#�. �� *�+!�$�1 #,#���$�1 !�, +�+,*+�������$ 

-��#$&�!�$�"���$ �!2 ��,  +!$.$�#���+ , ($� �� #,�/-$#� ��  �,����$�'  ��1!�,3� , 

(.�/!+ [1], [17], [19],[20]). 
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1.2.2 ���������	�
� 
	���	
�
 �	
���	�
�
 ������*�
 


 4,��&$�' ��  ��1!�,3�  &!��+) �� !+�$(�10+$ &+ 2��,  �$���$��" . �$ 01#+$  ��   

�,����$�'  ��1!�,3�  +0��&25����$ �2#� #+ &���/�� 4$��+)!����  /�(�,, 2#� ��$ #+ 

#,�+-�"  /�(�, ( !- -�&+$�#�1��  ). 

1.2.3 �*	
�
�	
 ������	
��� ��� �	+	
�� ��,��� ������*�
 

 

� +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3�  ( � �1, �
T� ) +3���1��$ �!2 4$10���,  !��1(���+  2!%  !.-. �� 

#,(�/���%#� ��, ,!�#���&��� , �!2 �� #,(�/���%#� ��, ���#���/� +02#�� /-�,&+ 

���#���'(�!2 ,!2#��%&�, !��72� ' �!2 ��3$�/  �,#)+ ). ��� #,(�+��$&/�� !+�)!�%#� 

()�+��$ � !���4�-' 2�$ � #,(�/���%#� &$�  �,#)�  (,!�#���&��� ), ��*��)5+$ ��� �,*&2 

��1!�,3� , ��� &���/�� &$���.$��'  ��1!�,3�  � +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3�  *� 

+3���1��$ &2�� �!2 �� #,(�/���%#� ��, -%�����$��'�. ,!�#���&���  4���4', 

)(S�� � . 


 !$� 4$�4+4�&/�� +3)#%#� !�, !+�$(�10+$ ��� +31���#� ��, +$4$��" �,*&�" ��1!�,3�  

�!2 �� #,(�/���%#� ��, -%�����$��'�. ,!�#���&���  +)��$ � +3)#%#� Monod: 

                                               
SK

S

s �
� max�

�                                                            (1.1) 

 

2!�,  

 

�max� &/($#��  +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3�  2��� sKS �� , 1�
h   

sK =#��*+�1 ���+#&�" ' �&)#+$�  ��-"���� , lg /  

S =#,(�/���%#� ��, ,!�#���&��� , lg /  

 


 +3)#%#� Monod +)��$ �&$+&!+$�$�' ��$ !���"!�+$ �!2 ��� ,!2*+#� 2�$ /�� +�5,&$�2 

#"#��&� &+ �$���$�' Michaelis-Menten +,*"�+��$ ($� �� !�2#��8� S  ��$ 2�$ � !�#2���� ��, 

/�5,&�, ' � �����,�$�' ��, 4�1#� +)��$ ���+�1 -�&��' �#�+ �,�2 �� +)��$ �,*&2-

��*��$#�$�2  ��, �,*&�" ��1!�,3� . 
 +3)#%#� Monod �� ��$ 4+� $#-"+$ #+ !��(&��$�1 

#,#�'&���, �!��+�+) �� !�/�� 4$�4+4�&/�� &���/�� ��1!�,3�  ($� ��,  &$�����(��$#&�" , 

(.�/!+ [1-17]).  

 

 



 15 

 

��'()�1.2 
�10�&� �$���$�'  Monod. 

 

�3$#�#+$  !�, /-�,� !����*+), (.�/!+ [17]) ($� �� !+�$(��0' ��, �,*&�" ��1!�,3� , 

!+�$��$#&/��, �!2 �� ,!2#��%&�, +��2  �!2 ��� +3)#%#� Monod, +)��$ : 

�3)#%#� Blackman        SKS 2,max �� ��   ' S

S

KS
K

S
2,

2

max ��
�

�            (1.2) 

 

�3)#%#� Tessier                         � �KS
e
��� 1max��                                              (1.3) 

 

�3)#%#� Moser              � � 1

max

max 1
�����

�
� n

Sn

S

n

SK
SK

S
��

�
�                         (1.4) 

 

�3)#%#� Contois    
SXK

S

sx �
� max�

�                                                                        (1.5) 

2!�,,  

        �sxK � #��*+�1 ���+#&�" ($� ��� (1.5), lg /  

 

�3)#%#� Haldane    

IK

S
SK

S
2

max

��

�
�

�                                                                 (1.6) 

2!�,,  

        �IK � #��*+�1 ���#���'  ��, ,!�#���&���  ($� ��� (1.6), lg / . 
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Haldane

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0 1 2 3 4 5 6 7

S

�
(S

)

 
 

��'()� 1.3 
�10�&� �$���$�'  Haldane 

 

�$� #�&���$�' !��1&+���  ($� ��� ���"�+�� !+�$(��0' ��  �$���$�'  ��  ��1!�,3�  �%� 

�,��1�%� ��$ #-+�)5+��$ &+ ��� #��$-+$�&+��)� �%� .$���($��� ���$4�1#+%�, +)��$ � 

#,��+�+#�'  &+�����!' , �!�)�  ��)5+��$ &+ .1#� �� !�#2 �����1�%#�  �1!�$�, 

#,#���$��". �!1�-�,� 4$10���$ #,��+�+#�/  &+�����!'  !�, #-+�)5����$: &+ �� !��72� 

!�, !��1-*��+  (
s

pY ), &+ 
S

P
Y

s
p �

�
��  (1.7), �� �2 !�, ��������*��+ (

2O
XY ) &+ 

2
2 O

X
Y

O
X �

�
��  (1.8) ' &+ .1#� �� ,!2#��%&� !�, ��������*��+ (

S
XY ) &+ 

S

X
Y

S
X �

�
��  

(1.9). �+%��"&+ 2�$ � !+�$+��$�2���� ��, �3,(2��, #��� ���$4��#�'�� +)��$ � )4$�, 

+3�$�)�  ��  ,!2*+#�  ��  !�'��,  ��1&+$3� . �� (+(��2  2�$ 4+� &�  +�4$�0/�+$ � 

!���(%(' !��72��%�, +02#�� ,!�*/��,&+ 2�$ ���/��  &$�����(��$#&2  4+� !��1(+$ 

!��72��� !�, /-�,� ��3$�/  +!$4�1#+$  #��� 1����, #�� &+�/�� �,�' *� -��#$&�!�$�*+) � 

#,��+�+#�'  &+��.��'  ��  #,(�/���%#�  ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  #+ 

�,����$�' &15� �
�
��

�
�

S
XY ,(.�/!+ [12]). 
$� �2(�,  +,���)�  *� #,&.��)5+��$ &+ Y ' &+ 

r (
Y

r
1

� ).  
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1.2.4 �	
���	�
� ������*� 
� 
���	����	� 
������
 ����� 


 ����$/�(+$� #,�+-�"  /�(�, !��/-+$ #��*+�/  !+�$.������$�/  #,�*'�+  �2#� ($� ��� 

��1!�,3� 2#� ��$ ($� �� !���(%(' !��72��� . ���/-+$ /�� �&�$2&��0� !�$��$�1 !��72�. 

�!��+�+) #�&���$�2 +�(��+)� #��� !��#4$��$#&2 ��  �!2��$#�  &$�����(��$#&�� #�� 

!+�$.1���� ��,  ��$ ��  !���(%('  �%� +!$*,&���� !��72��%� #�$  ./��$#�+  

!+�$.������$�/  #,�*'�+ . 
 ��1!�,3� ��$ � !���(%('  !��72���  4$�����"���$ ($� 

&+(1�� -���$�2 4$1#��&� #+ �/��$+  ����$/�(+$+ . 9!+$�� �!2 ��$#&/�� 4$1#��&�, �� 

#"#��&� 0�1�+$ #+ #��*+�' ���1#��#�, 2!�, �$ #,(�+����#+$  �%� &+��.����� 

(�,����$�' &15�, !��72�, ,!2#��%&�) 4$�����"���$ #��*+�/ . 


 �"�$� &��0' ����$/�(+$�  #,�+-�"  /�(�, +)��$ �� &���/�� ��, -�&+$�#�1��. 

���#$&�!�$����  ��� �!��!�$�&/�� &��0' ��, -�&+$�#�1�� #��� +$�2�� 1.1, &!���"&+ 

�� (�18�,&+ �� $#�5"($� &15�  ($� �� &+��.��' ��  #,(�/���%#�  ��, ,!�#���&���  

��$ ��  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  &15�  #��� -�&+$�#�1��. �/� �!�#�+$�%&/�� ,�$�2 

���0�4��+)��$ #��� �+�$52&+�� (,!�*/��,&+ !�'�� ��1&+$3� 1�� ��$ �&�$�(+�' 

#,(�/���%#� ��, �3,(2��, #��� ���$4��#�'��), -�&+$�#�1�� ��$ �� �,����$�2 �$���&� 

�!�&���"�+��$ &+ ��� )4$� �,*&2, (.�/!+ [2], [15], [17]).  

������� �	� 1 �	
�������	
�� �� ��� ���	��	
�	
� ���
����� 

�!���"&+ ���� �� (�18�,&+ �� $#�5"($� &15�  ($� �� ,!2#��%&� : 

� �
XVS

Y
SFSF

dt

VSd
outin )(

1
0 ����                                                    (1.10) 

2!�,, 

�V � 2(��  ��, .$����$4��#�'��, l  

XS , :�$ #,(�+����#+$  ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  ��$ ��  &$���.$��'  &15�  

���)#��$-�, lg / .  

inF , outF = �(��&+��$�/  !���-/  #��� +)#�4� ��$ #��� /3�4� ���)#��$-�, hl /  

0S : 
 #,(�/���%#� ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  #��� +)#�4�, lg / . 

Y : � #,��+�+#�'  &+�����!'  ��, ,!�#���&���  #+ &$���.$��' &15�. 

)(S� : � +$4$�2  �,*&2  &$���.$��'  ��1!�,3� , 1�
h . 
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�!���()5�,&+ ��� !��1(%(� #�� ��$#�+�2 &/��  ��  (1.10), �!2�+ !���"!�+$: 

XVS
Y

SFSF
dt

dS
V

dt

dV
S outin )(

1
0 �����                                  (1.11) 

XVS
Y

SFSFSVSV outin )(
1

0 �����
��

                                 (1.12) 

�#-"+$                outin FFV
dt

dV
���

�

                                                       (1.13) 

 


 (1.12) ()�+��$ SFSFSVSFF outinoutin ����
�

0)( - XVS
Y

)(
1
�  

 

� �XVS
Y

SSFSV in �
1

)( 0 ����
�

 

 

XS
Y

SS
V

F
S in )(

1
)( 0 �����

�

                                        (1.14) 

� �2(�  
V

Fin , ���0/�+��$ (+�$�2�+�� %  �,*&2  ���)%#� , ��$#&/��  %  D  ��$ +)��$ 

���)#���0�  ��, -�2��, !���&��'  (� ). 
 (1.14) &!��+) �� (��0+) %  : 

Y

XS
SSDS

)(
)( 0

�
���

�

                                          (1.15)         

2!�, 

D : � �,*&2  ���)%#� , 1�
h . 

)(S� : � +$4$�2  �,*&2  &$���.$��'  ��1!�,3� , 1�
h . 

0S : 
 #,(�/���%#� ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  #��� +)#�4�, lg / . 

Y : � #,��+�+#�'  &+�����!'  ��, ,!�#���&���  #+ &$���.$��' &15�. 

XS , :�$ #,(�+����#+$  ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  ��$ ��  &$���.$��'  &15�  

���)#��$-�, lg / .  
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�� ���)#��$-� $#�5"($� ($� �� �,����$�' &15� ()�+��$ : 

 

� � � � bXVXVSXFXF
dt

XVd
outin ���� �0                             (1.16) 

2!�,, 

�V � 2(��  ��, .$����$4��#�'��, l  

XS , :�$ #,(�+����#+$  ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  ��$ ��  &$���.$��'  &15�  

���)#��$-�, lg / .  

inF , outF = �(��&+��$�/  !���-/  #��� +)#�4� ��$ #��� /3�4� ���)#��$-�, hl /  

)(S� : � +$4$�2  �,*&2  &$���.$��'  ��1!�,3� , 1�
h . 

b , +)��$ � �,*&2  *��#$&2����  �%� &$�����(��$#&��, 1�
h . 

 


 (1.16) ()�+��$: 

��
��

VXVX � � bXVXVSXFXF outin ��� �0                     (1.17) 

 

:�� � (1.17), �2(% ��  (1.13) ()�+��$  

 

� � ���
�

XFFVX outin � � bXVXVSXFXF outin ���� �0  

 

� � �����
��

bXVXVSXFXV in

X

�
00

 

 

� �� � �
�

�

����
D

V

Fin

in

V

XF
XbSX �  

 

� �� � DXXbSX ���
�

� . 

 

�� $#�5"($� (�10+��$ % :  

� �� �XDbSX ���
�

�                                                 (1.18)  

 

D : � �,*&2  ���)%#� , 1�
h . 

)(S� : � +$4$�2  �,*&2  &$���.$��'  ��1!�,3� , 1�
h . 

X :
 #,(�/���%#� ��  &$���.$��'  &15� , lg / .  
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1.3 �

���
�
�� ���	���
�����
� 

1.3.1 �	
����� 

��� 0,#$�1 �$��#,#�'&��� ,!1�-�,� ���+�1 &$���.$��1 +)4� �� �!�)� #,�,!1�-�,� ��$ 

�����+!$4��"�. �,�/  �$ &$���.$��/  �����+!$4�1#+$  !�)5�,� #�&���$�2 �2�� #+ 

4$�4$��#)+  !�, ()�����$ #�� 0"#�, 2!%  �"���$ #��$-+)%� (!.-. �"���$ C,N). ��)5�,� �2�� 

#�� .$�#"�*+#� ��$ #�� .$��!�$��42&�#�, #+ .$�&�-��$�/  4$�4$��#)+  2!%  #��� 

+!+3+�(�#)� ,(��� �!�.�'�%� ���1 ��$ #+ +&!��$�/  4$�4$��#)+  2!%  � !���#�+,' 

�,�$�". 
 #,&!+�$0��1 �%� &+$���� ����$+�(+$�� 4+� +)��$ &$� &+�$��  �*��$#�$�'  

#"�*+#� �!2 �$  #,&!+�$0��/  4$���$��� ����$+�(+$�� �!2 ���&$�1 +)4�, ���1 �!+$���)5+$ 

��� -%�$�' ��$ 0,#$���($�' #-/#� &+��3" �%� +$4��. 

��� �$��#,#�'&���, �$ &$���.$���) !��*,#&�) +)��$ 4�&�&/��$ �!2 /�� #-+�$�1 &$��2 

��$*&2 +$4��. �,�2 +)��$ �!��/�+#&� +��+��$��� !+�$.������$��� !���(2��%�, 2!%  

#,��+�+#�/  ��1!�,3� , �� pH  ' � *+�&����#)�, �$ �!�)�$ +!$.1��,� 2�$� #��� !$*��' 

��3$��&$�' +�+��(+���$�2���� �%� &$���.$���� !��*,#&��. �!$!�2#*+�� �� *�+!�$�1 

#,#���$�1 &+��0/�����$ �!2 �� -�&��2�+�� #�� ,8��2�+�� +!)!+4� #�� ���0$�' ��,#)4�. 

9�� �!2 �� +�4$�0/����� ($� ��,  �$���2(�,  �%� !��*,#&�� +)��$ �� +3+�1#�,� �� 

#��*+�2���� �,��" ��, #,#�'&���  !����!��� +!$!/4%� #,����'#+$ ��, ��$*&�" �%� 

+$4�� #�� #"#��&�. 

�3+�15����  �� +"��  �%� !$*���� &$���.$���� �����+!$4�1#+%�, *� +)��$ -�'#$&� �� 

&+�+�'#�,&+ /�� #"#��&� 4"� ' ��$�� +$4�� ��*�  �,�2 +3�(+) �� #�&���$�1 

-�������$#�$�1 ��,  -%�)  �!�)��#� &+(1��  !��,!���2���� . �$ �����+!$4�1#+$  

&!���"� �� ��3$��&�*�"� �� ��3$��&�*�"� .1#+$ ��, ��$���)�, &+ �� �!�)� /��  

+!%0+�+)��$, 5�&$��+��$ ' 4+� +!��+15+��$ �!2 ��� !���,#)� 1���, ��(��$#&�". 

�$ !$� #,��*$#&/��$ �"!�$ �����+!$4�1#+%� +)��$: 

� �,4+�+�2����: 
 �,4+�+�2���� #,�1(+��$ /��+$8� �����+!)4��#�  &+��3" �%� +$4��, 

�� +)4� 4+� /-�,� ��� +,��$�)� �� �����+!$4�1#�,�, /�#$ �� -�������$#�$�1 ��1!�,3�  

+�2  +)4�,  &/��,� ��+!��/�#�� �!2 �� !���,#)� ��, 1���,. �,�2 #�&�)�+$ 2�$ +)�+ �2(% 

0,#$�'  �!�&2�%#�  +)�+ +3�$�)�  !���4$��" 4$�-%�$#&�" �%� 4��#���$��'�%� ��,  (!.-. 

�� +)4� !�/!+$ �� /-�,� 4$�0��+�$�1 !+�$��$#&/�� ,!�#���&��� ��1!�,3� , �� !��72��� 

��,  4+� +!��+15�,� 1��� +)4�), 4+� �����+!$4��"� &+��3" ��, . 6!%  +)��$ !$*��1 
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���&+�2&+��, �,�2 4+� !������+)��$ #,-�1 ��$ ,!1�-�,� �)(� !���4+)(&��� �!�'  

�,4+�+�2����  !�, /-�,� ���0+�*+) #+ !+$��&��$�1 #,#�'&���. 

� ����#$�$#&2 : ���� !���#$�$#&2 /��  ��(��$#&2  �!�$�+) !��72� �!2 ��� 1��� ($� �� 

���!�,-*+), &/-�$ �� &�� +!��+15+$ ��� 1��� ��(��$#&2 #+ /�� +��$&��2 .�*&2. 9��  

1���  �"!�  !���#$�$�'  �����+!)4��#�  #,&.�)�+$ 2��� /��  ��(��$#&2  �!�#!1 /�� 

��3$�2 !��72� �!2 �� !+�$.1���� ��*$#�����  $���2 �� 4+"�+�� +)4�  �� ���!�,-*+). 

� �&�$.�$2����: �$ �����+!$4�1#+$  �&�$.�$2����  /-�,� �!��/�+#&� #+ #,#�'&��� 

2!�, � ��1!�,3� ��$ � +!$.)%#� �%� 4"� +$4�� +)��$ !$*��/  &2�� &+ ��� *+�$�' +!)4��#� 

��, +�2  #�� 1���. 	��+)  �!2 ��,  4"� 4+� +!$.$��+$ -%�)  ��� 1���. 
 �&�$.�$2���� 

#,&!+�$��&.1�+$ ���+��"  &�-��$#&�"  .9��  �/��$�  &�-��$#&2  +)��$ � �������(' �%� 

#,��+�+#��� ��1!�,3� , 2!%  �������(' �,#$�� ' �!�&1��,�#� ��3$��� &+��.��$��� 

!��72��%�, /�#$ �1*+ +)4�  +!%0+�+)��$ �!2 �� 1���. 6��� � �&�$.�$2���� �!��+�+) &$� 

.�#$�' ��1(�� ($� ��1!�,3�, �2�+ ���+)��$ #,&.)%#�.  

� ���$!��2����: ���� ���$!��2���� #,&.�)�+$ �� +��+��  ���)*+�� ��, !���#$�$#&�". 

�4� �� ,!2��$!� +)4� +!��+15����$ �����$�1 �!2 �� !���,#)� ��$ ��� �����+!)4��#� ��, 

!����,. 

� ����(%�$#&2 : ���� ����(%�$#&2, *� ���0+�*�"&+ +��+��  !����1�%, /-�,&+ 

�!��/�+#&� /�����, �(��� &+��3" �%� ��(��$#&�� ($� /�� ��$�2 !+�$��$#&/�� !2��, 2!%  

*�+!�$�1, �+�2, 0%  ' -���. 

� �'�+,#�: ���� �����+!)4��#� ��  *'�+,#�  $#-"+$ 2�$ ��$ #��� !���#$�$#&2, ($��) � 

/��  ��(��$#&2  �+$��,�(+) #+ .1��  ��, 1���,. 
 #-/#� *��+,�'-*��1&���  

!+�$��&.1�+$ ��� !�2#��8� ��, *��1&���  �!2 �� #�&� ��, �,��(�".(.�/!+ [1], [13], 

[17], [19],[20]). 

1.3.2 ��,����	
� �
���
� ���  �	
���	�
�� �������	+��
��� 


 ��3$�2&�#� �����+!$4�1#+%� &+��3" �%� 5+,(�� 4$�0��+�$��� +$4�� .�#)5����$ !1�% 

#�$  4,��&$�/  $4$2���+  �%� &+$���� ����$+�(+$��. �,�/  �$ 4,��&$�/  $4$2���+  

-�������)5����$ �!2 !+�$(��0' (��&&$��� #,#��&1�%�. ��)5����  %  n  �� 4$1�,#&� !�, 

!+�$��&.1�+$ in  #��$-+)� )#� &+ ��� ��$*&2 �%� +$4�� �%� i ��(��$#&�� #�� #"#��&�, 

��$*&2  �%� $#�5,()%� #�� ���1 ���&+$(&/�� #"#��&� &!��+) �� (��0+) &+ �� &��0' : 

� � � �� �mtnf
dt

tdn
,�                                               (1.19) 
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2!�, m  +)��$ �� 4$1�,#&� �%� !���&/��%� !�, -�������)5�,� �� !+�$.1���� �%� 

��(��$#&��. ��� !+�$.1���� �%� &+$���� ����$+�(+$��, � !)����  A  �%� ���)#��$-%� 

(��&&$��!�$�&/�%� &���/�%� &+ �� �!�)� +$#1(�,�: 

j

si

ij
n

mnf

�

�
�

),(
�                                                     (1.20)   

	��+)��$ !)����  ��$�%�$��. 6!�, sn ��)5+$ /�� -���$�1 �����)%�� 4$1�,#&�  n  !�, +)��$ 

� #��*+�' ���1#��#� ��  (1.19). 

�$ &+��.���/  !�, !+�$(�10�,� �$  #,(�+����#+$  �%� +$4�� #+ &+$��/  ����$/�(+$+ , 

�3)5�,� !��#�-' . �+�/�+  ��  !���4$�'  ��1!�,3�  ��/��$%� ����$+�(+$��, 4+)-�+$ 

����(/  #�� &/#� 2�� ��  �!�'  �,����$�'  &15� , �� �!�)� #�&�)�+$ 2�$ � #,(�/���%#� 

��  &15�  �%� �,��1�%� ��$ � ��$*&2  �%� �,��1�%�, �����,*�"� 4$�0��+�$�/  ���-$/ . 

	�*��$#&/��  4$�0��+�$�1 � �2(�  
n

x , ���15+$ &+ �� -�2�� 2!�, x ��$ n  �$ 

#,(�+����#+$  ��  &15�  ��$ �� !�'*�  �%� �,��1�%� �%� +$4�� ���)#��$-�. �+�/�+  !�, 

&���+��!�$�"� ��� �$���$�', 4+)-��,� 2�$ �$ !+�$(��0/  ��  �$���$�'  ��1!�,3�  +)��$ 

�,#$�#�$�1 �!��"#�+�+ , ���/-����  ���0��$�1 �$  ���$.+)  �+$��,�($�/  !+�$(��0/  �$ 

�!�)+  .�#)5����$ #��� #,���$�' &15� !��1 #�� ��$*&2 �%� �,��1�%�. 


 �����+!)4��#� &+��3" 4"� +$4�� ����1 #�� #��*+�' ���1#��#�, /-+$ -�������$#*+) 

�!2 4"� +$#24�,  #��� !)���� ��$�%�$�� A . �+�+�����  ($� &$� #�$(&' �� +)4� i  ��$ j , 

*� !��#/3�,&+ 2�$ &$� &$��' �"3�#� #��� !��*,#&2 j  �!2 �� �$&' ��  #��*+�'  ��, 

���1#��#�  � �0)0( �jx , #,�+$#0/�+$ /�� 2�� )0(jij x�  #��� ��-$�' !��1(%(� ��, ix  (($� 

�� �!�0"(�,&+ �� #"(-,#� &+ ��� !,��2���� ��  &15�  �%� �,��1�%� � �!2��$#� 

� �isi ntn �)( *� 4����+��$ %  )(txi . 9�#$ �� 2��$ �$ !��*,#&�) +)��$ ��-$�1 #�$  �$&/  ��  

��-$�'  ��,  ���1#��#�  � �jx  � !! ,0)0( . � 2��  
dt

dxi )0(
 +3���1��$ �!2 ��� 2�� ija . 

�!���"&+ �� !�"&+ 2�$ ��  0�ija , �2�+ �� +)4�  j  /-+$ *+�$�' +!$���' #�� +)4� i  ��$ �� 

0�ija &$� !��+&!�4$#�$�' +!$���' +)��$ +,4$1��$��. 	�&)� �����+!)4��#� 4+� ��&.1�+$ 

-��� 2��� 0�ija . � )4$�  ��$#&2  $#-"+$ ($� �� !��#4$��$#�+) � +!)4��#� ��, +)4�,  

i #�� +)4� j , � +!)4��#� +)��$ 4$+(+��$�' ($� 0�jia , !��+&!�4$#�$�' ($� 0�jia  ��$ 

�,4/�+�� ($� 0�jia . 
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6��$ �$ !$*���) #,�4,�#&�) �%� �����+!$4�1#+%�, ��$#&/��$ ���1 �,�2 ��� ��2!�, 

4)�����$ #��� !����1�% !)����. ��/!�,&+ 2�� �� +)4� �����+!$4�1#+%� +�2  5+"(�, , 

+!)#�  .�/!�,&+ ��$  ��2&� /�� +)4�  �����+!)4��#� , �� *'�+,#�. 

��)�'�& 1.��3$�2&�#� �����+!$4�1#+%� +�2  5+"(�, , .�#$#&/�+  #�$  +�4+)3+$  �%� 

+$#24%�  jia ��$  ija �!2 ��� !)���� �%� ��$�%�$��. 

 �!)4��#� +)4�,  j  #�� +)4�  i  ( ija ) 

 

- 0 + 

-- 

����(%�$#&2  

-0 

���$!��2���� 

-+ 

�'�+,#� 

0- 

���$!��2���� 

00 

�,4+�+�2���� 

0+ 

����#$�$#&2  

�!)4��#� +)4�,  i  #�� +)4�   
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1.4 �

���
�
�� �������
���� 

1.4.1 �������	
��
  


 �����+!)4��#� ��, ����(%�$#&�" ���$#��$-+) #�� #-/#� 4"� !��*,#&�� !�, �!�$��"� 

��,  )4$�,  !+�$��$#&/��,  !2��,  #�� !+�$.1����, #�� �!�)� 4$�.$���,�. �$ !2��$ !�, 

.�)#�����$ #+ !+�$��$#&2, &!��+) �� +)��$ 0� , -��� , ���0' �.�!. 	1*+ !��*,#&2  

!��#!�*+) �� +&!�4)#+$ ��� ��1!�,3� ��, 1���, ��$ �� +!%0+��*+) &2��� �,�2  �!2 ��� 

4$�*/#$&� ��$ ,!2 !+�$��$#&2 !2��, (.�/!+ [1], [15], [17],[19], [20]).  


 #�&���$�2���� ��, ����(%�$#&�" &+��3" 4$�0��+�$��� +$4��, !���"!�+$ �!2 �� 

+!$#��&��$�2 /�(� ��, ���.)��, !1�% #�� 0,#$�' +!$��(' �%� ��(��$#&��. 
 

�����1�%#� �,��" ��, ��$��" !+�$��$#�$��" #,��+�+#�' ��1!�,3�  �!2 �1*+ +)4� , 

!+�$��)5+$ ��� 4$1*+#� ��, #�� ,!2��$!� +)4�. 
$� �� �2(� �,�2 �$ �,*&�) ��1!�,3�  �%� 

+$4�� +!��+15����$ �����$�1, (.�/!+ [1]) 
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�+ &$� ����(%�$#�$�' ���1#��#�, +�4$�0+�2&�#�+ #�� �� +3+�+,�'#�,&+ +1� �� /�� ' �� 

1��� �!2 �� +)4� �!���&.1��,� 0,#$�2 !�+��/���&�, 4���4' ��� 4,���2���� �� 

+!$.$�#+$ � /��  +� �%� 4"� #+ .1��  ��, 1���,, � �!�)�  �4�(+)��$ #+ /�!�,#�. �$� 

#�/8� !���+)�+$ 2�$ �� +)4�  &+ ,8��2�+�� �,*&2 ��1!�,3�  *� +)��$ $���2 �� 

�3$�!�$'#+$ !+�$##2�+�� �!2 ��� 4$�*/#$&� !+�$��$#&/�� !2�� #+ #-/#� &+ ��(��$#&�"  

!�, /-�,� !$� ��(�"  �,*&�"  ��1!�,3� . �+$��&��$�1 �!��+�/#&��� ��$ &�*�&��$�/  

����"#+$  �� ,!�#���)5�,� ��� $4/� �,�', (.�/!+ [1], [15], [17],[19], [20]). 

�$� /�.�#� ��, ����(%�$#&�" +)��$ � +31�+$8� ��, !$� �4"��&�, ����(%�$#�'. 
 ��-' 

��, �!���+$#�$��" ����(%�$#&�", �!��+�+) #�&���$�' *+%�)� ��  �$����()�  ��$ ��  

4,��&$�'  �%� !��*,#&��. 
 *+%�)� �,�' ,!�#���)5+$ 2�$ 2��� 4"� !��*,#&�) 

4$+�4$��"� ��,  )4$�,  !+�$��$#&/��,  !2��, , �2�+ � ����(%�$#&2  ��,  4+� &!��+) �� 

4$���/#+$ �!+�$2�$#�� -�2��, �� �$ !+�$.������$�/  #,�*'�+  +)��$ #��*+�/ . 

�!��/�+#&� +)��$ 2�$ /��  �!2 ��,  4"� !��*,#&�"  *� �!�4+$-*+) $���2  #�� 

-��#$&�!�)�#� �%� !2�%� ��$ *� +!$����'#+$, +�� � 1���  *� +3�0��$#�+). 


 /�.�#� �,�' +)��$ ���(��)�, &+ ��� !��;!2*+#� 2�$ �$ #,�*'�+  !���&/��,� 

�&+�1.���+ , /�#$ �#�+ �� #-+�$�2 0,#$�2 !�+��/���&� !�, 4$�*/�+$ /��  !��*,#&2  �� 

4$����+)��$ ($� ���+�2 -�2��, 4���4' &/-�$  2��, +3���0*+) � ����(%�$#�'  ��,. �� �$ 

#,�*'�+  ��, !+�$.1������  &+��.1������$, /�#$ �#�+ �� +,���"� +�������$�1 �� 

����(%�$#�$�1 +)4�, +)��$ 4,���2 �� &� 4$����+) ���/��  !��*,#&2  �� 0,#$�2 

!�+��/���&� ($� ���+�2 -�2��, �#�+ �� +3��+)8+$ ��,  ����(%�$#�/  ��,, �!2�+ &!��+) 

�� !���"8+$ &2�$&� #,�"!��3�. �!���)���� +!)#�  !��;!2*+#� ($� ��� +!$��1��#� ��, 

+�2  ����(%�$#�', +)��$ �� !���&+)��,� #��*+�/  �$ 0,#$�/  !��1&+���$ ��1!�,3�  �%� 

4"� +$4��. �� ����(%�$52&+�� +)4� !�, +!$�,(-1��,� ��� +3/�$3�, &!���"� �� 

#,�+-)#�,� �� #,�,!1�3�,�. 

���;!�*/#+$  #,�"!��3�  4�&$�,�(�"���$ +!)#�   2��� /-�,&+ -%�$�' &+��.���2����. 

�+ &$� !+�$�-' ��, �$��#,#�'&��� , � /��  ����(%�$#�'  &!��+) �� /-+$ !�+��/���&� 

/����$ +�2  1���, ��$ �� ��� +���!)5+$, +�� &!��+) �� #,&.�)�+$ �� ���)*+�� #+ 1��� 

!+�$�-' ��, �$��#,#�'&��� , �!2�+ �$ ����(%�$#�/  +)��$ 4,���2� �� #,�,!1�-�,�. 

:���$ !��1(���+  #,�"!��3�  +�4/-+��$ �� +)��$ *��+,�/  (��!���$��) ��(��$#&�) ' 

!��1#$��), !�, +!$�$*/&+��$ #�� �0*��2�+�� +)4� , +)��$ 4,���2� �� &�� �� �0'#�,� �� 

�,3�*+) ���+�1, �#�+ �� &!��/#+$ �� +3��+)8+$ ��,  ����(%�$#�/  ��,, (.�/!+ [1], [15], 

[17], [20]). 
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1.4.2 ��	
���� ����+�	����� �	
���	�
�� �������	
���  

���� &$���.$��2 ����(%�$#&2, +!$����+) &$� �����$�' #-/#� &+��3" &$���.$���� 

!��*,#&��. � ����(%�$#&2  +)��$ &+(��"�+��  &+��3" !��*,#&�� !�, !��#!�*�"� �� 

�����1.�,� ��� )4$� �$����($�2 *���. 
 +!$�,-)� 2&%  ��, ����(%�$#&�", ���1 �� 

4$1��+$� ��  !+�$24�, ��  ��1!�,3� , .�#)5+��$ #��� ,8��2 �,*&2 ��1!�,3�  �1�% �!2 

��$#&/�+  !+�$.������$�/  #,�*'�+ . 	1�% �!2 #,�*'�+  #�$  �!�)+  4+� /-�,&+ 

��1!�,3�, � +!$�,-)� ��, ����(%�$#&�" .�#)5+��$ #��� ��*+��$�2���� ��$ #��� 

$���2���� +!$.)%#�  ��,, +�� �1�% �!2 #��*+�/  #,�*'�+  /-+$ %  �!��/�+#&� ��� 

+!$��1��#� ��, �,�)��-�, !��*,#&�". 

� ����(%�$#&2  �,#$�#�$�1 �+)�+$ �� 4�&$�,�('#+$ �$����($�2 4$�-%�$#&2 4"� #�+�1 

#,#-+�$52&+�%� !��*,#&��. �!���"&+ !����1�% �� !���*/#�,&+ ��$#&/�� 

!���4+)(&��� ����(%�$#&�" &$�����(��$#&��: 

�� !�%�25%� Paramecium caudatum ��$ P.aurelia, 2��� ���!�"##����$ #+ 3+-%�$#�/  

����$/�(+$+  &+ +!���' ���0', 4$�����"� ��,  !��*,#&�"  ��,  #��*+��" . 6��� 

��!�*+��"���$ &�5), ���+)  4+� !��#.1�+$ ��� 1���� &+ ��� /���$#� ��3$��� !��72��%�. 

�� �!��/�+#&� +)��$ 2�$ �� P.aurelia ���!�"##+��$ (��(��2�+�� #+ #-/#� &+ ��  

Paramecium caudatum ($� ��� 4$�*/#$&� !+�$��$#&/�� ���0'. 

9�� 1��� !��14+$(&� +)��$ � ����(%�$#&2  &+��3" �%� !��(����$��� 0,��� Asterionella 

formola ��$ Cyclotela meneghiniana. 6��� � !+�$��$#�$�2  !2��  +)��$ � 0�#0��� , �2�+ 

+!$����+) �� Cyclotela, +�� 2��� �� !+�$��$#�$�2 !2��  �!��+��"� �� !,�$�$�1, � 

&$�����(��$#&2  !�, +!$����+) +)��$ �� Asterionella. 

���2  �!2 �� 4$�*/#$&� !+�$��$#&/�� ���0', ,!1�-�,� ��$ 1���$ �.$��$��) !��1(���+  

2!%  � *+�&����#)�, �� pH ��$ �� �3,(2��. �$ !��1(���+  �,��) +!��+15�,� ��� +$4$�2 

�,*&2 ��1!�,3�  �%� &$���.$���� !��*,#&�� ��$ �� �!��/�+#&� ��, ����(%�$#&�". 
$� 

!��14+$(&�, 2��� �� !+�$��$#�$�2 ,!2#��%&� +)��$ !��"#$� #+ #,(�+����#+$  *�+!�$���, 

�2�+ � ����(%�$#&2  &+��3" �%� .�����)%� Spirillum ��$ E.coli �4�(+) #+ +!$��1��#� 

��, E.coli, +�� #+ -�&��/  #,(�+����#+$  #,&.�)�+$ �� ���)*+�� &+ �� Spirillum �� 

+!$����+), (.�/!+ [17]). 
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1.4.3 � �����
� ��� VOLTERA �	� ��� �������	
�� 

�$� �!2 �$  !���+  &�*�&��$�/  &+�/�+  #��� ����(%�$#&2, +)��$ �,�' ��, �����" 

&�*�&��$��" Voltera, � �!�)�  &+�/��#+ 4"� +)4� 1n  ��$ 2n #+ /�� ��+$#�2 #"#��&� �� 

����(%�)5����$ ($� /�� ��$�2 !2��, &+ ��� !��;!2*+#� 2�$ �� 4"� +)4� &!���"� �� 

���!�,-*�"� &+ &/($#��,  +$4$��"  �,*&�"  ��1!�,3�  1�  ��$ 2�  ���)#��$-�, 2��� �� 

*�+!�$�1  !���,#$15����$ #+ ,!+�.��'. �!��+�� 2��� � ���0' +)��$ !+�$��$#&/��, �� 

!���� +)4�  �3$�!�$+) ��� ���0' #+ /�� 4�#&/�� .�*&2 )#� &+ 11nh  ��$ ���)#��$-� �� 

4+"�+�� 22nh , 2!�, 0, 21 �hh  . 

�,�2 #�&�)�+$ 2�$ 2��� � ���0' +)��$ !+�$��$#&/��, �$ �,*&�) ��1!�,3�  &+$������$ ���1 

/�� !�#2 �� �!�)� +3���1��$ �!2 �� #,(�/���%#� ��$ �%� 4"� +$4�� ���1 ��$ ��,  

�,*&�"  �����1�%#�  ��  ���0'  �!2 �� 4"� +)4�. �� $#�5"($� &15�  ($� �1*+ +)4�  !�, 

!���"!�+$ �!2 ��� ��1�,#� ��, Voltera, +)��$ : 

 

� �� � 1221111

1 nnhnh
dt

dn
��� "�                                    (1.21) 

 

 

� �� � 2221122
2 nnhnh

dt

dn
��� "�

                                 (1.22) 

 

6!�, 0, 21 �"" , �$ #,��+�+#�/  &+�����!'  ($� �� +)4� 1 ��$ 2 ���)#��$-�. 


 �!2�,�� +!$���' ��, ����(%�$#&�" #,�1(+��$ �� !����!��#$1#�,&+ ��� (1.21) &+ 

1

2

n

"
��$ ��� (1.22) &+ 

2

1

n

"
. ��� #,�/-+$� �� !��#*/#�,&+ �$  +3$#�#+$ , !���"!�+$ � +3'  

+3)#%#�: 

 

2112
2

1
1

2

))(ln())(ln(
�"�""" ���

dt

nd

dt

nd
                          (1.23) 

 

�������������  ��� (1.21), ��&.1��,&+ ��� +3'  #-/#�: 

tC
n

n
)exp( 2112

2

1

1

2

�"�""

"

��                                               (1.24) 

6!�, C +)��$ � #��*+�1 ��  �����'�%#� , � �!�)� +&!+�$/-+$ �$  ��-$�/  #,�*'�+  

)0(1n ��$ )0(2n . 
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� �2(�  �%� 1n  ��$ 2n /�#$ �,31�+��$ ��$ &+$��+��$ &+ �� -�2��, +3����&+��  �!2 �� 

!�2#�&� ��  4$�0��1  2112 �"�" � . �1� $#-"+$ � 4$�0��1 2112 �"�" � , �� /-+$ �����$�2 

!�2#�&�, �2�+ #+ &+(1��,  -�2��,  � �2(�  
1

2

2

1

"

"

n

n
 �+)�+$ �� ()�+$ &�4/�. �!���"&+ �� 

�!���+)#�,&+ ��� !$*��2���� 2�$ �� 2n , &+(����+$ -%�)  !+�$��$#&2. �3+�15����  2&%  

��� (1.20), �,�' 4+)-�+$ 2�$ � 2��  
dt

dn2  ()�+��$ �����$�2  ($� 
22

2
2

h
n

"
�

� . �!�4+$��"+��$ 

2�$ �� 2n  �,31�+��$ &+ !+�$��$#&/�� �,*&2 ��$ �� 1n   !���"!�+$ �!2 ��� (1.22) 2�$ !�/!+$ 

�� �+)�+$ #�� &�4/� ��*�  �,31�+��$ � -�2�� . ���2&�$� �!��/�+#&� !���"!�+$ 2��� � 

!��1#��#� 2112 �"�" � , /-+$ *+�$�2 !�2#�&�. �2�+ �� 2n  !�/!+$ �� �+)�+$ #�� &�4/�. �� 

�!��/�+#&� !�, !���"!�+$ +)��$, 2�$ �� /�� +)4�  +!$.$��+$ ��$ �� 1��� !+*�)�+$. �,�2 

+)��$ �� �!��/�+#&� ��  ����� ��� ����� !"�!��# �$��%&$!"'�#. �� 4"� +)4� &!���"� 

�� #,�,!1�3�,� �� ��$ &2�� �� $#-"+$ 2112 �"�" � . 
 ��-' ��, ����(%�$#�$��" 

����(%�$#&�" &!��+) �� +!+���*+) ($� !+�$##2�+�� �!2 4"� +)4�, !�, &!���"� �� 

!+�$(��0�"� #"&0%�� &+ ��� +3)#%#� 

� �� �
ipii

i nnnnF
dt

dn
,.......,, 21"� �� ,    pi ,...,2,1�                                   (1.25) 

�#-"+$ � )4$� ���$.�  ��1�,#� 2!%  ��$ !���!1�% ��$ �� �!��/�+#&�, �� �!�)� +)��$ � 

+!$��1��#� +�2  ����(%�$#�' ��$ � +31�+$8� �%� ,!2��$!%� ����(%�$#���. �!+$4' �$ 

�$&/  ��, i� , +)��$ ��+31����+  ��  #,(�/���%#�  �%� +$4��, �� *�+!�$�1 +)��$ 

�!+�$2�$#�� ��$ #,�+-�  !��+-2&+��. 
$� �� ���$.���(�"&+ 2�$ � ��-' ��, 

����(%�$#�$��" �!���+$#&2 �!���1��$ &2�� #+ ���$��1 #,#�'&���, .�/!+ ([1],[14]). 


 ��1�,#� �,�' ��, Voltera +&!+�$/-+$ !+�$##2�+�� �$����($�2 -�����'��. ���!2  ��  

+�(�#)�  +)��$ � ��1�,#� ��, &$���.$���" ����(%�$#&�" #�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, 

��*�  �� &���/�� �,�2 /-+$ !+�$##2�+�+  !+�$.������$�/  +0��&�(/ . (.�/!+ [4], [7], 

[11], [15], [17]).  

1.4.4  �	
���	�
�
 �������	
��
 
��� ����	�
���� 

�!���"&+ �� &+�+�'#�,&+ �� �!��+�/#&��� ��, ����(%�$#&�" &$�����(��$#&�� #+ 

���$��1 #,#�'&���, -��#$&�!�$����  �� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� #�� ���$!��#%!+,�$�2 
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!�2�,!�. 6!%  /-+$ ���0+�*+) ��$ !$� !1�% �� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� �!��+�+) $4��$�2 

&�*�&��$�2 &���/��, ($� �� &+�/�� ��, ����(%�$#&�" &+��3" 4"� ' !+�$##2�+�%� 

&$�����(��$#&�� ($� /�� !+�$��$#�$�2 ,!2#��%&�. �+�$�1&+ &+ ��� ,!2*+#� 2�$ �$ 

#,�*'�+  #��� ���$4��#�'�� (*+�&����#)�, pH ,�3,(2��) 4+� +!��+15�,� ��,  

&$�����(��$#&�"  !�, .�)#�����$ #+ ����(%�$#&2 ��$ � &���4$�2  !��1(����  !�, 

+!��+15+$ ��� ��1!�,3� ��,  +)��$ � #,(�/���%#� ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&��� . � 

+$4$�2  �,*&2  ��1!�,3�  +3���1��$ �!2 ��� #,(�/���%#� ��, !+�$��$#�$��" 

,!�#���&��� , 4���4' $#-"+$ ))(( S�� � ��$ ,!�*/��,&+ +!)#�  2�$ �$ &$�����(��$#&�) 

�����,*�"� ��� �$���$�' ��, �"!�, Monod � � ��
�

�
��
�

�

�
�

SK

S
S

i

i

i

max,�
� . �+�+�1&+ ��$!2� �� 

4,��&$�' #,&!+�$0��1 ��  #,(�/���%#�  ��  &$���.$��'  &15�  �%� 4"� ����(%�$#��� 

��*�  ��$ �� &+��.��' ��  #,(�/���%#�  ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&��� . � �!�)� 

&!��+) +3���1��$ �!2 �$  �$&/  �%� 4$10��%� !���&/��%� )),(( DS� . �$ ()�+��$ 2��� 4"� 

' !+�$##2�+��$ &$�����(��$#&�) .�)#�����$ #��� -�&+$�#�1�� &+ #��*+�' !���-' 

,!�#���&��� ; �� #"#��&� �%� 4$�0��$��� +3$#�#+%� !�, !+�$(�10�,� ��� 

����(%�$#&2 &$�����(��$#&��  #�� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� &+ /�� !+�$��$#�$�2 

,!2#��%&�, (.�/!+ [1], [2], [4], [5], [8-16]), +)��$: 

� �� � niXDbSX iiii ,...,1, ����
�

�  

                                                                                      (�)   

� � � �
#
�

�

���
n

i i

ii

Y

XS
SSDS

1

0

�
 

 

�  !��-%�'#�,&+ ���� #+ &$� �!�' &+�/�� ($� ��� ����(%�$#&2 &+��3" 4"� 

&$�����(��$#&�� #�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, 2��� �$ +$4$��) �,*&�) ��1!�,3�  

�����,*�"� ��� +3)#%#� ��, Monod. 
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��'()� 2 
��0$�' !��1#��#� ��  �$���$�'  Monod ($� ��,  &$�����(��$#&�"  1 ��$ 2 

#�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, 2��� 
1

1max,

2

2max,

KK

��
�  ��$ 1max,2max, �� �   ($� 00 SS ��  

 

 

 
 

��'()� 3 
��0$�' !��1#��#� ��  �$���$�'  Monod ($� ��,  &$�����(��$#&�"  1 ��$ 2 

#�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, 2��� 
2

2max,

1

1max,

KK

��
�  ��$ 2max,1max, �� �   ($� 00 SS ��  
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��'()� 4 
��0$�' !��1#��#� ��  �$���$�'  Monod ($� ��,  &$�����(��$#&�"  1 ��$ 2 

#�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, ($� 00 SS �� . 

 

 

�!2 �$  +$�2�+  2, 3 ��$ 4 !�������"&+ 2�$ ($� ��,  4"�  &$�����(��$#&�"   !�, 

����(%�)5����$ ($� /�� !+�$��$#&/�� ,!2#��%&� ��$ �����,*�"� ��� �$���$�' Monod 

#�� &���/�� ��1!�,3�  !���"!��,� �$ +3'  !+�$!��#+$ : 

 6�� �,�1 ���0/�����$ #��� .$.�$��(��0)�, (.�/!+[1], [15], [17]).���� !���� !+�)!�%#� 

!�, !���,#$15+��$ #��� +$�2�� 2, � &$�����(��$#&2  2 ���!�"##+��$ !1��� &+ 

&+(��"�+�� �,*&2 #+ #-/#� &+ �� &$�����(��$#&2 1, ($� 2�+  �$  �$&/  ��  #,(�/���%#�  

��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  !�, +)��$ &$��2�+�+  �!2 ��� #,(�/���%#� #��� 

!���-'. �� �!��/�+#&� +)��$ � &$�����(��$#&2  1 �� �4�(+)��$ #+ /�!�,#� ��$ � 

&$�����(��$#&2  2, �� +)��$ � �$���' . �� ���)*+�� #,&.�)�+$ #"&0%�� &+ ��� +$�2�� 3. 

���� !+�)!�%#� �,�', � �$���'  ��, ����(%�$#&�", +)��$ � &$�����(��$#&2  1  ($��) 

���!�"##+��$  !1��� &+ &+(��"�+�� �,*&2 #+ #-/#� &+ �� &$�����(��$#&2 2��$ � 

&$�����(��$#&2  2 �4�(+)��$ #+ /�!�,#� �!2 ��� ���$4��#�'��. 
 ��)�� !+�)!�%#� ��$ � 

!$� +�4$�0/��,#�. �"&0%�� &+ ��� ��)�� +$�2�� �$ +$4$��) �,*&�) ��1!�,3�  �/&�����$. 

�� #�&+)� ��&'  �!��+�+) #�&+)� #,�"!��3�  �%� 4"� &$�����(��$#&�� ��$ $#-"+$ : 

cDSS �� )()( 21 ��                                             (1.24). 
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�� /-�,&+ �$&/  ��, �,*&�" ���)%#�  ($� �$  �!�)+  $#-"+$ cDD � , �2�+ � 

&$�����(��$#&2  1 ���!�"##+��$ &+ &+(��"�+�� �,*&2 ($� #,(�+����#+$  !�, ���"!��,� 

�� !+�$�-' cSS ��0  ��$ +!$.$��+$ ��$ �2�+ � &$�����(��$#&2  2 �4�(+)��$ #+ /�!�,#�. 


$� �$&/  !�, $#-"+$ cDD � , �2�+ � &$�����(��$#&2  2 ���!�"##+��$ &+ &+(��"�+�� 

�,*&2 ($� #,(�+����#+$  !�, ���"!��,� �� !+�$�-' 0SSSc ��  ��$ +)��$ ���� �,�2  !�, 

+!$.$��+$ ��$ �� �!��/�+#&� ���� +)��$ 2�$ � &$�����(��$#&2  1 �4�(+)��$ #+ /�!�,#�. 


$� �$&/  ��  #,(�/���%#�  ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&��� , )#+  &+ ��� #,(�/���%#� 

#��� +)#�4� ��, ���$4��#�'��, 4���4' 0SS � , �2�+ ��$ �$ 4"� &$�����(��$#&�) 

�4�(�"���$ #+ /�!�,#�. ��� 1�,#� ��   �#,&!�%�$�'  +,#�1*+$�  �,��� �%� �"#+%�  ��, 

����(%�$#&�", 4���4' ��� ��1�,#� ��  �#,&!�%�$�'  +,#�1*+$�  ($� �$  4$10��+  �"#+$  

2!%  � /�!�,#� �%� &$�����(��$#&�� �!2 ��� ���$4��#�'��, ��� +!$��1��#� ��, +�2  

�!2 ��,  4"� &$�����(��$#&�� (��-' ��, �!���+$#�$��" �!���+$#&�") ���1 ��$ ��  

#,�"!��3� . *� +3+��#��"� �+!��&+��  #�� +!2&+�� �+01��$�. 
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2.1 �������
���� 2 �

�������
���� ��� �������     ���  

�	��
�����	 

�� (�) ($� n=2 &$�����(��$#&�"  ,()�+��$: 

� �� � 1111 XDbSX ���
�

�  

 

� �� � 2222 XDbSX ���
�

�                                               (�1) 

 

� � � � � � 2221110 XSrXSrSSDS �� ����
�

         

 

2!�, 1r  ��$ 2r  +)��$ )#� &+ 
1

1

Y
 ��$ 

2

1

Y
 ���)#��$-�. 

 

 

�/��$����-�� $  �0) %1�$2$%0) 

 
�!���"&+ �� �!��!�$'#�,&+ �� (�1) &+ �4$�#����!�)�#� �%� +3$#�#+%� ��,. �/����� : 

 

Dt��                                                          (2.1) 

 

01

1
1

SY

X
x �                                                         (2.2) 

 

02

2
2

SY

X
x �                                                        (2.3) 

 

0S

S
s �                                                            (2.4) 

 

��)#��,&+ ���� �� !��1(%(� ��  (2.2), �!2�+ !���"!�+$: 

 

 

� �� � �� ����
� )2.2(

111

01

1

01

1

01

1 111
XDbS

DSYdt

dX

DSYd

dX

SYd

dx Ddtd

�
��

�

 

� �� � � � � �� � 1111
11

111
1 1

~~1
1

xbsx
D

b

D

S
xDbS

Dd

dx
����

�

�
�
�

�
������� �

�
�

�
          (2.5) 
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2!�, 

sK

s

s
S

K

s
D

sSK

s
D

S

D

sS

D

S
s

�

�
�

�
�

���

1

1max,

0

1

1max,

01

01max,

011
1

~

~
)()(

)(~ �
��

��
�  ��$  

D

1max,

1max,
~ �
� � , 

0

1
1

~

S

K
K �  ��$ 

D

b
b 1

1

~
�  . 

 

 

���)#��$-� ($� ��� (2.3), !���"!�+$: 

 

� �� � �� ����
� )3.2(

222

02

2

02

2

02

2 111
XDbS

DSYdt

dX

DSYd

dX

SYd

dx Ddtdt

�
��

 

 

 

 

� �� � � � � � 2222
22

222
2 1

~~1
1

xbsx
D

b

D

S
xDbS

Dd

dx

�
�
�

�
�
�
�

�
����

�

�
�
�

�
������� �

�
�

�
          (2.6) 

 

2!�, 

sK

s

s
S

K

s
D

sSK

s
D

S

D

sS

D

S
s

�

�
�

�
�

���

2

2max,

0

2

2max,

02

02max,

022
2

~

~
)()(

)(~ �
��

��
�   

��$ 
D

2max,

2max,
~ �
� � , 

0

2
2

~

S

K
K �  ��$ 

D

b
b 2

2

~
�  . 

 

 


$� ��� !��1(%(� ��  (2.4), $#-"+$: 

 

� � � � � �
�
	



�
�



����� �

��

2

22

1

11
0

000

111

Y

XS

Y

XS
SSD

DSdt

dS

DSd

dS

Sd

ds dtDdt ��
��

 

 

� � � � 2211
~~1 xsxss

d

ds
��

�
����                                                     (2.7) 

 

�+�1 ��� �4$�#����!�)�#� �� (�1) ()�+��$: 
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� �

� �

� � � � 2211

222
2

111
1

~~1

1
~~

1
~~

xsxss
d

ds

xbs
d

dx

xbs
d

dx

��
�

�
�

�
�

����

�
�
�

�
�
�
�

�
���

�
�
�

�
�
�
�

�
���

                                       (�2) 

 

�� 4,��&$�2 #"#��&� (�2), +)��$ ��  &��0'  � �� � n
xtyfy $%� ,� , 2!�, � � 3$%ty  +)��$ 

�� 4$1�,#&� �%� ����#�1#+%�. 
$� �� (�2), �� 4$1�,#&� � � 3$%ty  �%� ����#�1#+%� 

+)��$: 

� �
� �
� �
� � �

�
�

	




�
�
�

�




�

ts

tx

tx

ty 2

1

 ��$ � �� �
� �� �
� �� �
� �� �

� �

� �

�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�

�




���

��

��

�

�
�
�

	




�
�
�

�




�

2211

222

111

3

2

1

)(~)(~1

1
~

)(~

1
~

)(~

xsxss

xbs

xbs

tyf

tyf

tyf

tyf

��

�

�

 

 

 

 2.1.1 ����
� 
���	�� 	
�����	�
  

  


 +"�+#� �%� #�&+)%� $#����!)� , +)��$ �� ��-$�2 .'&� ($� ��� ��1�,#� ��  4,��&$�'  

#,&!+�$0��1  +�2  #,#�'&���  4$�0��$��� +3$#�#+%� 2!%  +)��$ �� (�2). �� #�&+)� 

$#����!)�  (&2�$&+  ����#�1#+$ ) ($� �� (�2), +)��$ �� !����1�%: 

1
�
 ��&+)� $#����!)�  (washout) 

                                                                                                                         


$� �� 1
� 
#�&+)� $#����!)� , $#-"+$: 
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1

0

0

*

*

2

*

1

�

�

�

s

x

x

 

 

 

:�� 

�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�

�




�

1

0

0

*
y                                                            (2.11) 

 

�� #�&+)� $#����!)�  *
y , /-+$ !1����+ 0,#$�' #�&�#)�. 

 

2
� 
 ��&+)� $#����!)�  

 


$� �� 2
� 
#�&+)� $#����!)� , $#-"+$: 
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� �

� �

)
~

1)](
~

1(~[

)
~

1)(
~

1(~

~
1

)
~

1(~

)
~

1)(
~

1(~

~
1

)
~

1(~

)
~

1(
~

)
~

1(~

)
~

1(

)
~

1(~

)
~

1(
~

1

)
~

1(

1
)

~
1(1~1

)
~

1(~

)
~

1(
~

~
1~

~

1
~~

0

222max,

222max,**

2

2

22max,

222max,

**

2

2

22max,

2222max,

**

2

2

22max,

22

2

**
**

2

**

22

**

2

**

2

**

22max,

22**

2**

2

**

2max,

2

**

2

**

1

bb

Kb
x

b

b

Kb

x
b

b

bKb

x

b

b

bK

b

s
xxbxss

b

bK
sb

sK

s
bs

x

���

���
��

�

��

���

��
�

��

����

��

�

��

�
�

�
�

�
�������

��

�
����

�
���

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�
�

 

 

 

 

 

:�� 

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

�

���

���
�

)
~

1(~
)

~
1(

~

)
~

1)](
~

1(~[

)
~

1)(
~

1(~

0

22max,

22

222max,

222max,**

b

bK

bb

Kb
y

�

�

�
                                 (2.12) 

 


$� �� /-+$ �� **
y  0,#$�' #�&�#)�, *� !�/!+$ : 

 

&����&�
���

���
&� 0)

~
1)(

~
1(~0

)
~

1)](
~

1(~[

)
~

1)(
~

1(~

0 222max,

222max,

222max,**

2 Kb
bb

Kb
x �

�

�
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)
~

1)(
~

1(~
222max, Kb ���& �                                                   (2.13) 

��$ 

 

)
~

1(~0)
~

1(~

)
~

1(~

)
~

1(
~

0 22max,22max,

22max,

22**
bb

b

bK
s ��&���&

��

�
&� ��

�
        (2.14) 

 

 

��������"&+ 2�$ �� $#-"+$ � (2.13) �2�+ ���(��#�$�1 $#-"+$ ��$ � (2.14). :�� 

�����'(�,&+ 2�$ �� #�&+)� $#����!)�  **
y  ,0)#����$ �� ��$ &2�� �� $#-"+$ � (2.13). 

              

                                                   

 

3
� 
 ��&+)� $#����!)�  

 


$� �� 3
� 
#�&+)� $#����!)� , $#-"+$: 

 

� �

� �

)
~

1)](
~

1(~[

)
~

1)(
~

1(~

~
1

)
~

1(~

)
~

1)(
~

1(~

~
1

)
~

1(~

)
~

1(
~

)
~

1(~

)
~

1(

)
~

1(~
)

~
1(

~

1

)
~

1(

1
)

~
1(1~1

)
~

1(~
)

~
1(

~
~

1~

~
1

~~

0

111max,

111max,***

1

1

11max,

111max,

***

1

1

11max,

1111max,

***

1

1

11max,

11

1

***
***

1

***

11

***

1

***

1

***

11max,

11***

1***

1

***

1max,

1

***

1

***

2

bb

Kb
x

b

b

Kb

x
b

b

bKb

x

b

b

bK

b

s
xxbxss

b

bK
sb

sK

s
bs

x

���

���
��

�

��

���

��
�

��

����

��

�

��

�
�

�
�

�
�������

��

�
����

�
���

�

�

�

�

�

�

�

�
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�
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�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

�

���

���

�

)
~

1(~
)

~
1(

~

0

)
~

1)](
~

1(~[

)
~

1)(
~

1(~

11max,

11

111max,

111max,

***

b

bK

bb

Kb

y

�

�

�

                                (2.15) 

 


$� �� /-+$ �� ***
y  0,#$�' #�&�#)� , *� !�/!+$ : 

 

0)
~

1)(
~

1(~0
)

~
1)](

~
1(~[

)
~

1)(
~

1(~

0 111max,

111max,

111max,***

1 ����&�
���

���
&� Kb

bb

Kb
x �

�

�
 

 

)
~

1)(
~

1(~
111max, Kb ���& �                                                   (2.16) 

 

  

��$ 

 

)
~

1(~0)
~

1(~

)
~

1(~

)
~

1(
~

0 11max,11max,

11max,

11***
bb

b

bK
s ��&���&

��

�
&� ��

�
        (2.17) 

 

��������"&+ 2�$ �� $#-"+$ � (2.16) �2�+ ���(��#�$�1 $#-"+$ ��$ � (2.17). :�� 

�����'(�,&+ 2�$ �� #�&+)� $#����!)�  ***
y  ,0)#����$ �� ��$ &2�� �� $#-"+$ � (2.16). 

                                                                

 

4
� 
�$��(/�+$� #�&+)%� $#����!)�  (�,�"!��3�) 

 


 #,�"!��3� ,0)#����$ &2�� �� ,!1�-+$ )1,0(%'cs ,  ($� �� �!�)� $#-"+$: 

 

(
(
(

)

((
(

*

+

��

�
�

��

�
�

&
(
)

(
*

+

��

��

'

'

'

'

)
~

1(~

)
~

1(
~

)
~

1(~

)
~

1(
~

1
~

)(~

1
~

)(~

22max,

22

11max,

11

22

11

b

bK
s

b

bK
s

bs

bs

c

c

c

c

�

�

�

�
                                    (2.18) 

 

��2&� *� !�/!+$ �� $#-"�,� �� !����1�%:   

 

'
'

''''

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�
������� c

c
cccc x

b

b

b

s
xxbxbs 2

1

2

1

12211 ~
1

~
1

~
1

1
)

~
1()

~
1(1           (2.19)       
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��$ 

 

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x

c
c                                                  (2.20) 

 


$� �� /-+$ 0,#$�2 �2�&� � !���!1�% �$��(/�+$� #�&+)%� $#����!)�  ��, (�2) *� !�/!+$: 

 

10 �� '
cs  

 

!�, 4)�+$ 

  

)
~

1)(
~

1(~
111max, Kb ����  ��$ )

~
1)(

~
1(~

222max, Kb ����                    (2.21) 

 

�!)#�  *� !�/!+$ �� $#-"+$ � !����1�% !+�$��$#&2  ($� �$  0,#$�/  !���&/���,  ��, 

#,#�'&��� : 

 

)
~

1(~

)
~

1(
~

)
~

1(~

)
~

1(
~

22max,

22

11max,

11

b

bK

b

bK

��

�
�

��

�

��
                                      (2.22) 

 

 

 

2.1.2 ������ �
������	
�
  ��
��,�	�
 ��� 
���	�� 

	
�����	�
 

�+�+�1&+ ��� �#,&!�%�$�' +,#�1*+$� �%� #�&+)%� $#����!)� . 
$� �� &+�/�� �,�' 

��-$�1 *� !�/!+$ �� #-�&��$#�+) � ���%.$��2  !)����  A  ($� �1*+ /�� �!2 �� !���!1�% 

#�&+)� $#����!)� . ��� #,�/-+$� ,!���()5�,&+ �$  $4$��$&/  �1*+ !)���� ���)#��$-�. 9�� 

#�&+)� $#����!)�  +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , �� �$ $4$��$&/  ��, ���%.$���" !)���� 

/-�,� �����$�2 !��(&��$�2 &/�� .  

� !)����  A !�, !���"!�+$ ($� �� (�2) +)��$: 

 

 

� � � �

� � � �

� � � � � � �
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�

�




,����

,��

,��

�

#
�

2

1

21

2222

1111

~1~~

~1
~~0

~01
~~

i

ii xsss

xsbs

xsbs

A

���

��

��

        (2.23) 
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������
 ��� 1
�, 

�
����� ���������� 

 

 


$� �o 1
o
 $#����!)�  

�
�
�

	




�
�
�

�




�

1

0

0
*

y , � !)����  � +)��$ : 

 

 

� �

� �

� � � � �
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�

�




���

��

��

�

11~1~

01
~

1~0

001
~

1~

21

22

11

��

�

�

b

b

A                                 (2.24) 

 

 

�!���($#&2  �%� $4$��$&�� ��, �: 

 

 

� �

� �� �

� �� �

� � � � �
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�

�




�

���

���

��

11~1~

01
~

1~0

001
~

1~

21

22

11

-��

�-

�-

- b

b

AI             (2.25) 

 

 

�!+$4' � !���!1�% !)����  +)��$ �1�% ��$(%�$�2 , �$ $4$��$&/  !�, !���"!��,� +)��$: 

 

 

� � 1
~

1~
111 ��� b�- , � � 1

~
1~

222 ��� b�- , 13 ��-                               (2.26) 

 

 


$� �� +)��$ �� *
y  ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/  (LAS), *� !�/!+$ �� $#-"+$: 

 

 

  

)
~

1)(
~

1(~

)
~

1()
~

1(~

222max,

111max,

bK

bK

���

���

�

�

                                               (2.27) 
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������
 ��� 2
�, 

�
����� ���������� 

 

 


$� �� 2
o
 #�&+)� $#����!)� , 

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

�

���

���
�

)
~

1(~
)

~
1(

~

)
~

1)](
~

1(~[

)
~

1)(
~

1(~

0

22max,

22

222max,

222max,**

b

bK

bb

Kb
y

�

�

�
, � !)����  � +)��$: 

 

 

 

� �

� �

� � � � � � �
�
�
�
�
�
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�
�
�
�
�

�




,����

,

��

�

**

2

*

2

**

2

**

1

**

2

**

2

1

**

1

~1~~

~00

001
~~

xsss

xs

bs

A

���

�

�

                       (2.28) 

 

 

 

�!���($#&2  �%� $4$��$&�� ��, � 

 

 

� �

� �� �

� �

� � � � � �� ��
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�

�




,��

,�

���

��

**

2

**

2

**

2

**

1

**

2

**

2

1

**

1

~1~~

~0

001
~~

xsss

xs

bs

AI

�-��

�-

�-

-         (2.29) 

 

 

�$ $4$��$&/  ��, �, +)��$ 2�� �� - ($� �� �!�)� $#-"+$: � � 0det �� AI- . 

 

� � � �� �� � � �� � � � � �� �� �**

2

**

2

**

2

**

2

**

2

2

1

**

1
~~~11

~~det xssxsbsAI ��-�-�-- ,�,�������  


$� �� +)��$ �� **
y  ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , *� !�/!+$ �$ �)5+  ��, -�������$#�$��" 

!��,%�"&�, � � � �AIp �� -- det , �� /-�,� �����$�2 !��(&��$�2 &/�� . 
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� �� �� � � �� � � � � �� �
�
�

	




�
�

�



,�,������

�������� ��������� ��
)(

**

2

**

2

**

2

**

2

**

2

2

1

**

1
~~~11

~~)(

-

��-�-�--
Q

xssxsbsp           (2.30)       

 

 


 &)� �)5� ��, � �-p , +)��$ � � 1
~~

1

**

11 ��� bs�-  !�, *� !�/!+$ �� +)��$ �����$�' 4���4' 

!�/!+$: 

 

� � 1
~~

1

**

1 �� bs�                                                     (2.31) 

 

��/!+$ +!)#�  ��$ �� � �-Q  �� /-+$ �)5+  &+ �����$�2 !��(&��$�2 &/�� . 
$� �� #,&.�)�+$ 

�,�2 !�/!+$: 

 

� � � � � � 0~~0~1
**

2

**

2

**

2

**

2

**

2 �,�,� xssxs ��!�.�  

 

�$ !���!1�% ��$#2���+  $#-"�,� �� ��$ &2�� �� 

 

� � 0~ **

2 �, s�                                                                            (2.32) 

 

 

!�, $#-"+$ ($��) � � 0
)

~
(

~~
~

2**

2

22max,**

2 �
�

�,
sK

K
s

�
� . 

 

:�� �� )(-Q , /-+$ �)5+  &+ �����$�2 !��(&��$�2 &/��  ��$ +!�&/�%  ($� �� +)��$ �� **
y , 

�#,&!�%�$�1  +,#��*/ , *� !�/!+$ �� $#-"+$ � (2.31), � �!�)� 4)�+$: 

 

� �

&
�
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����&

&
�

��&��

�

&��

)
~

1(
~

)
~

1(~

)
~

1(
~

)
~

1(~

~

)
~

1(~~
1

~

~

1
~~

22

22max,

1111max,

**

**

1

11max,1

**

1

**

1max,

1

**

1

bK

b
bKb

s

sK
bb

sK

s
bs

�
�

�
�

�
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�
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��
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~

1(

)
~

1(~

~

~

1
)

~
1(

~

2

22max,

2

1

1

1max,

b

b

K

K

b

��
                                     (2.33)                                                
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	����'(�,&+ #�� !����1�% #,&!/��#&�: �� $#-"�,� �$ (2.13) ��$ (2.33) �2�+ �� **
y  

+)��$ ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/  (LAS). 

 

 

 

 

 

������
 ��� 3
�, 

�
����� ���������� 

 

 


$� �� ��)�� #�&+)� $#����!)� , 

� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
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�
�
�
�
�
�

�




��
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���

���

�

)
~

1(~
)

~
1(

~

0

)
~

1()
~

1(~

)
~

1)(
~

1(~

11max,
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111max,

111max,

***

b

bK

bb

Kb

y

�

�

�

, � !)����  A  +)��$ 

 

 

 

� �
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�
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,����
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,

�
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1
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1
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2

***

1

2
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2

***

1

***

1

~1~~
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~~0

~00

xsss
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A

���

�
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                     (2.34) 

 

 

�!���($#&2  �%� $4$��$&�� ��, � 

 

 

� �

� �

� �� �

� � � � � �� ��
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�

�




,��

���

,�

��/

***

1

***

1

***

2

***

1

2

***

2

***

1

***

1

~1~~

01
~~0

~0

xsss

bs

xs

A

�-��

�-

�-

-                 (2.35) 

 

 

�� -�������$#�$�2 !��,��,&� *� +)��$: 

 

� � � �� �� �� �
�������� ��������� ��

)(

***

1

***

1

***

1

***

1

***

1

2

2

***

2 )(~)(~))(~1(1
~~

-

��-�-�--
G

xssxsbsp ,�,�������     (2.36) 

 



 45 


 &)� �)5� ��, � �-p  +)��$ � � 1
~~

2

***

21 ��� bs�- , !�, *� !�/!+$ �� +)��$ �����$�', 4���4' 

!�/!+$ 

� � 1
~~

2

***

2 �� bs�                                                     (2.37) 

��/!+$ +!)#�  ��$ �� � �-G  �� /-+$ �)5+  &+ �����$�2 !��(&��$�2 &/�� . 
$� �� #,&.�)�+$ 

�,�2 !�/!+$: 

 

                         � � � � 0)(~10~~ ***

1

***

1

***

1

***

1

***

1 �,��, xsxss �!�.��  

 

 �$ !���!1�% ��$#2���+  $#-"�,� �� ��$ &2�� �� 

 

� � 0~ ***

1 �, s�                                                                (2.38) 

 

!�, $#-"+$ ($��) � �
� �

0~

~~
~

2***

1

11max,***

1 �
�

�,
sK

K
s

�
� . 

 

:�� �� )(-G , /-+$ �)5+  &+ �����$�2 !��(&��$�2 &/��  ��$ +!�&/�%  ($� �� +)��$ �� ***
y , 

�#,&!�%�$�1  +,#��*/ , *� !�/!+$ �� $#-"+$ � (2.37), � �!�)� 4)�+$: 

 

� �

&
�
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����&

&
�

��&��

�

&��

)
~

1(
~

)
~

1(~

)
~

1(
~

)
~

1(~

~

)
~

1(~~
1

~

~

1
~~
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11max,

2222max,
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2

22max,2

**

2
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2max,

2
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2

bK

b
bKb

s

sK
bb

sK

s
bs

�
�

�
�

�

 

 

 

�
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��
��

� )
~

1(

)
~

1(~

~

~

1
)

~
1(

~

1

11max,

1

2

2

2max,

b

b

K

K

b

��
                                (2.39) 

 

 

	����'(�,&+ #�� !����1�% #,&!/��#&�: �� $#-"�,� �$ (2.16) ��$ (2.39) �2�+ �� **
y  

+)��$ ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/  (LAS). 
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������
 ��� �
����� ���������� ��������
� 

 


$� ��� �$��(/�+$� �%� #�&+)%� $#����!)�  #,�"!��3� , 

�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�

�




�

*

*

2

*

1

*

c

c

c

c

s

x

x

y  &+ �
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x c

c , 

!���"!�+$ 2�$ � #,�"!��3� ,0)#����$ &2�� �� $#-"�,� �$ (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) ��$ 

(2.22). 

 
 #-/#� (2.19), !��$#�1�+$ /�� +,*"(��&&� �&'&� �� �!�)� +!���*+"�,� 1!+$�+  ��$14+  

��  &��0'  
�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�
� '

'
**

22

1

2

1

,,~
1

~
1

~
1

1
ccc

c sxx
b

b

b

s
y  &+ �

�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x c

c . �!1�-�,� ��$!2� 1!+$�� 

#�&+)� $#����!)�  !�, $����!�$�"� �$  #-/#+$  (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) ��$ (2.22) 

($���/  ��$ ���(��)+  #,�*'�+  ($� �� #,�"!��3�). 
$� �� #�&+)� �,�1 4+� +)��$ 

�!���)���� �� -��#$&�!�$'#�,&+ ��� ���%.$��2 !)���� ��$ ��� +"�+#� �%� $4$��$&�� 

��, ($� ��� ��1�,#� ��  �#,&!�%�$�'  +,#�1*+$� . 

 

 

��'()� 2.1: �,*"(��&&� �&'&� #�&+)%� #,�"!��3� . 
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���+) �� -��#$&�!�$'#�,&+ ��� ��$#&2 ��  �#,&!�%�$�'  +,#�1*+$�  +�2  #�&+)�, 

$#����!)� . 9#�% ��$!2� /�� �,*�)�+�� #�&+)� 
�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�
� '

'
**

22

1

2

1

,,~
1

~
1

~
1

1
ccc

c sxx
b

b

b

s
y , 

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x c

c , !�, ��'�+$ #�� +,*"(��&&� �&'&� (2.19) ��$ /#�% 2�$ �,�2 +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/ . �2�+ �1*+ �"#� � �ty  ��, (�2) &+ ��-$�' #,�*'�� � � 00 yy �  2!�, 

0y  /�� #�&+)� +!����  ����1 #�� y  *� $����!�$+) � � yty
t

�
�01

lim . 

 6&%  �� �� 
�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�
�

'
*

1

2

1

0 ,,~
1

~
1

~
1

1
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c sxx
b

b

b

s
y  &+ �

�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'

2

~
1

1
,0

b

s
x c

 �2�+ +)��$ #�&+)� !�, 

��'�+$ #�� +,*"(��&&� �&'&� �%� #�&+)%� #,�"!��3� . :�� *� $#-"+$ 

� � yyty
t

 �
�01

0lim , ($��) �� 0y  +)��$ ��$ �,�2 #�&+)� $#����!)�  !�, $����!�$+) ��� 

(2.19). 

:�� �����'(�,&+ #+ �����. 
 �"#� ��  #,�"!��3�  +�� +)��$ �#,&!�%�$�1 

+,#��*' .  

 

 

(���	�� 
 

�� �� #"#��&� (�2) 4/-+��$ #�&+)� $#����!)�  ($� �� �!�)� ,!1�-+$ #,�"!��3� �%� 2 

&$�����(��$#&��, �2�+ �,�2 +�� %�)�� �$"!-�0��'� %"$��34&. 

 

 

 

 

�-(/%�1  

 

�� ,!1�-+$ #�&+)� $#����!)�  ),,( 21 cccc sxxy �  #�� �!�)� ,!1�-+$ #,�"!��3� (4���4' 

01 �cx , 02 �cx ), �2�+ *� $����!�$�"���$ �$ !����1�% #-/#+$ : 

 

11

~
1)(~ bsc ���                                                             (2. 40) 

 

22

~
1)(~ bsc ���                                                            (2. 41) 
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c

c

c x
b

b

b

s
x 2

1

2

1

1 ~
1

~
1

~
1

1

�

�
�

�

�
�                                               (2.42) 

 

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x c

c  ��$ )1,0(%cs                                   (2.43) 

 

��������"&+ 2�$ ���(��#�$�1 /-�,&+ 1!+$�� #�&+)� $#����!)�  #�� �!�)� /-�,&+ 

#,�"!��3�. 9#�% ��$!2� /�� �,*�)�+�� #�&+)� 
�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�
� ccc

c sxx
b

b

b

s
y ,,~

1

~
1

~
1

1
22

1

2

1

, 

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x c

c , !�, ��'�+$ #�� +,*"(��&&� �&'&� (2.42) ��$ /#�% 2�$ �,�2 +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/ . �2�+ �1*+ �"#� � �ty  ��, (�2) &+ ��-$�' #,�*'�� � � 00 yy �  2!�, 

0y  /�� #�&+)� +!����  ����1 #�� y  *� $����!�$+) � � yty
t

�
�01

lim . 6&%  �� �� 

�
�
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�
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�
�
�
�

�
�
�
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�
�

�

�
� c

c sxx
b
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s
y ,,~

1

~
1

~
1

1

1
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1

0  &+ �
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

2

~
1

1
,0

b

s
x c

 �2�+ +)��$ #�&+)� !�, ��'�+$ #�� 

+,*"(��&&� �&'&� �%� #�&+)%� #,�"!��3� . :�� *� $#-"+$ � � yyty
t

 �
�01

0lim , ($��) �� 

0y  +)��$ ��$ �,�2 #�&+)� $#����!)�  !�, $����!�$+) ��� (2.42). 

:�� �����'(�,&+ #+ �����. 
 �"#� ��  #,�"!��3�  +�� +)��$ �#,&!�%�$�1 

+,#��*' . 
 �!24+$3� /-+$ �������%*+).           �  

�������)") 


 !���!1�% ��1�,#� +((,1��$ 2�$ �� #�&+)� $#����!)�  ��  #,�"!��3�  4+� +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*' ($� �!�$�4'!��+ �"!� �$���$�'  ��, +$4$��" �,*&�" ��1!�,3�  !�, 

�����,*�"� �$ &$�����(��$#&�). �!)#�  4+� +)��$ �!���)���� �� $#-"+$ 0
~

1 �b  ��$ 

0
~

2 �b . 
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�������	� ������: 

1. �� )
~
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~

1(~
111max, bK ����  ��$ )

~
1)(

~
1(~

222max, bK ���� , �2�+ /-�,&+ /�� #�&+)� 

$#����!)� , �� *
y  (washout), �� �-��� %�)�� LAS. 

2. �� )
~

1)(
~

1(~
111max, bK ����  ��$ )

~
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~
1(~

222max, bK ���� , �2�+ /-�,&+ 4"� #�&+)� 
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�) �� *
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�)��  ***
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2.2 �������
���� 3 �

�������
���� ��� �������  ��� 

�	��
�����	 

 

 

 

 

��  (�) ($� i=3 &$�����(��$#&�"  , ()�+��$ ����: 

 

� �� �

� �� �

� �� �

� � � � � � � � 3332221110
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6!�, 1r  , 2r ��$ 3r  +)��$ )#� &+ 
1

1

Y
 , 

2

1

Y
 ��$ 

3

1

Y
 ���)#��$-�. 

 

 

�/��$����-�� $  �0) %1�$2$%0) 

 
���$��*$#�����  �$  &+��.���/  ��, 4$��"#&���  ���1#��#�  #,&0��� &+ �$  #-/#+$  

(2.1), (2.2), (2.3), (2.4) ��$ !��#*/�����  +!$!�/�� ��� ���$���1#��#� 
03

3

3
SY

X
x � , �� 

#"#��&� (�3) &+��#-�&��)5+��$ #�� !����1�% #"#��&�: 

� �� �

� �� �

� �� �
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2.2.1 ����
� 
���	�� 	
�����	�
  

 

 


$� ��� ��1�,#� ��  4,��&$�'  #,&!+�$0��1  ��, (�4) *� �����,*'#�,&+ ���)#��$-� �� 

.'&��� ($� �� &+�/�� ��, (�2). 

 

1
�
 ��&+)� $#����!)�  (washout) 

 


$� �� 1
�
 #�&+)� $#����!)� , $#-"�,� �� !����1�%:  
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To 1
�
 #�&+)� $#����!)�  /-+$ !1����+ 0,#$�' #�&�#)�. 
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2
� 
 ��&+)� $#����!)�  

 

 


$� �� 2
o
 #�&+)� $#����!)�  $#-"+$: 
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$� �� /-+$ �� **
y  0,#$�' #�&�#)�, *� !�/!+$ �� $#-"+$ : 
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��������"&+ 2�$ �� $#-"+$ � (2.46) �2�+ ���(��#�$�1 $#-"+$ ��$ � (2.47). :�� 

�����'(�,&+ 2�$ �� #�&+)� $#����!)�  **
y  ,0)#����$ �� ��$ &2�� �� $#-"+$ � (2.46). 
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$� �� /-+$ �� ***
y  0,#$�' #�&�#)�, *� !�/!+$ �� $#-"+$ : 
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��������"&+ 2�$ �� $#-"+$ � (2.49) �2�+ ���(��#�$�1 $#-"+$ ��$ � (2.50). :�� 

�����'(�,&+ 2�$ �� #�&+)� $#����!)�  ***
y  ,0)#����$ �� ��$ &2�� �� $#-"+$ � (2.49). 
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4
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$� �� /-+$ �� ****
y  0,#$�' #�&�#)�, *� !�/!+$ �� $#-"+$ : 
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33****
bb

b

bK
s ��&���&

��

�
&� ��

�
        (2.53) 

 

��������"&+ 2�$ �� $#-"+$ � (2.52) �2�+ ���(��#�$�1 $#-"+$ ��$ � (2.53). :�� 

�����'(�,&+ 2�$ �� #�&+)� $#����!)�  **
x  ,0)#����$ �� ��$ &2�� �� $#-"+$ � (2.52). 

                                                               

 

                                 

 �	
�����	�
 
���	�� 	
�����	�
  
������*�
 

 

 

1
�
 �$��(/�+$� $#����!)�  �,�"!��3�  

 


 #,�"!��3� &+��3" �%� &$�����(��$#&�� 1 ��$ 2 ,0)#����$ &2�� �� ,!1�-+$ 0�'
cs , ($� 

�� �!�)� $#-"�,� �$ (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) , (2.22) ��$ (2.23).  

 

                  

�!��0& -��'.-��") '��  �� "-(���-%& ��'��4)%�%& $ !%�0) �$����-��& $").-��1 &. 

 

 

         2
�
 ���(/�+$� $#����!)�   �,�"!��3�  

             


 #,�"!��3�  &+��3" �%� &$�����(��$#&�� 1 ��$ 3 ,0)#����$ &2�� �� ,!1�-+$ 0�'
cs , ($� 

�� �!�)� $#-"+$: 
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)
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'
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)
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1
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b
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s

b
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s
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c

c

c

c

�

�

�

�
                                    (2.54) 

 

��2&� *� !�/!+$ �� $#-"�,� �� !����1�%:   

 

� � � � '
'

''''

�

�
�

�

�
������� c

c
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b

b

b

s
xxbxbs 3

1

3

1

12311 ~
1

~
1

~
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1

~
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�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

3

3 ~
1

1
,0

b

s
x c

c                                                              (2.56) 

 


$� �� /-+$ 0,#$�2 �2�&� � !���!1�% �$��(/�+$� #�&+)%� $#����!)�  ��, (�4) *� !�/!+$: 

 

10 �� '
cs  

 

!�, 4)�+$ 

  

� �� �111max,

~
1

~
1~ Kb ����  ��$ � �� �333max,

~
1

~
1~ Kb ����                    (2.57) 

 

 

�!)#�  *� !�/!+$ �� $#-"+$ � !����1�% !+�$��$#&2  ($� �$  0,#$�/  !���&/���,  ��, 

#,#�'&��� : 

 

)
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 #,�"!��3� &+��3" �%� &$�����(��$#&�� 2 ��$ 3 ,0)#����$ &2�� �� ,!1�-+$ 0�'
cs , ($� 

�� �!�)� $#-"+$: 
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b
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c
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��2&� *� !�/!+$ �� $#-"�,� �� !����1�%:   
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s
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$� �� /-+$ 0,#$�2 �2�&� � !���!1�% �$��(/�+$� #�&+)%� $#����!)�  ��, (�2) *� !�/!+$: 
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10 �� '
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!�, 4)�+$ 

  

� �� �333max,

~
1

~
1~ Kb ����  ��$ � �� �222max,

~
1

~
1~ Kb ����                    (2.62) 

 

 

�!)#�  *� !�/!+$ �� $#-"+$ � !����1�% !+�$��$#&2  ($� �$  0,#$�/  !���&/���,  ��, 

#,#�'&��� : 
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 #,�"!��3� &+��3" �%� &$�����(��$#&�� 1,2 ��$ 3 ,0)#����$ &2�� �� ,!1�-+$ 0�'
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($� �� �!�)� $#-"+$: 
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(2.64) 

 

��2&� *� !�/!+$ �� $#-"�,� �� !����1�%:   
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$� �� /-+$ 0,#$�2 �2�&� � !���!1�% �$��(/�+$� #�&+)%� $#����!)�  ��, (�2) *� !�/!+$: 
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!�, 4)�+$ 

 

� �� �111max,

~
1

~
1~ Kb ���� , � �� �222max,

~
1

~
1~ Kb ����  ��$ � �� �333max,

~
1

~
1~ Kb ����         (2.67)           

 

�!)#�  *� !�/!+$ �� $#-"+$ � !����1�% !+�$��$#&2  ($� �$  0,#$�/  !���&/���,  ��, 

#,#�'&��� : 
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2.2.2 ������ �
������	
�
  ��
��,�	�
 ��� 
���	�� 

	
�����	�
 

 

 

6!%  ��$ &+ �� !+�)!�%#� 2!�, &+�+�'#�&+ �� 4,��&$�' #,&!+�$0��1 ��, &���/��, 

����(%�$#&�" ($� 4"� &$�����(��$#&�" , /�#$ ��$ ($� ��,  ��+$  &$�����(��$#&�" , 

&+�+�1&+ ��� �#,&!�%�$�' +,#�1*+$� �%� �"#+%� $#����!)�  .
$� �� &+�/�� �,�' ��-$�1 

*� !�/!+$ �� ���#-�&��$#�+) � ���%.$��2  !)����  � ($� �1*+ &$� �!2 �$  !���!1�% 

�$��(/�+$+  �"#+%�. ��� #,�/-+$� ,!���()5�,&+ �$  $4$��$&/  �1*+ !)���� ���)#��$-�. 

� ���%.$��2  !)����   � ($� �� 4,��&$�2 #"#��&� (�4), +)��$: 
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������
 ��� 1
�, 

�
����� ���������� 

 


$� �o !���� #�&+)� $#����!)� ,

�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
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�

1

0

0

0

*
y , � !)����  A !���"!�+$: 
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$� ��� !)���� (2.51) $#-"+$ 2�$ +)��$ �1�% ��$(%�$�2 , 1�� �$ $4$��$&/  ��, +)��$ )#+  &+ 

�� #��$-+)� ��  �,�)�   4$�(��$�, ��, !)���� A . ����4' �$ $4$��$&/  +)��$: 

 

� � 1
~

1~
111 ��� b�- , � � 1

~
1~

222 ��� b�- , � � 1
~

1~
333 ��� b�- ��$ 14 ��- . 

 


$� �� +)��$ �� *
x  ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , *� !�/!+$ 2�+  �$ $4$��$&/  �� /-�,� 

�����$�2 !��(&��$�2 &/�� . 

�� !�/!+$ �� $#-"+$: 

 

� � � � 1
~
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~
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1111 ������ bb ��  
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~
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~
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2222 ������ bb ��                                      (2.71) 
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~
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~
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�#-"+$ #,���$�1: 
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�� !�/!+$ 4���4' �� $#-"+$: 
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$� �� +)��$ ��$!2� �� #�&+)� $#����!)� , *
y  ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , *� !�/!+$ �� 

$#-"+$ � #-/#� (2.71). 
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�$ $4$��$&/  ��, �, +)��$ 2�� �� - ($� �� �!�)� $#-"+$: � � 0det ��� AI- . 

. 
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$� �� +)��$ �� **
y  ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , *� !�/!+$ �$ �)5+  ��, -�������$#�$��" 

!��,%�"&�, � � � �AIp �� -- det , �� /-�,� �����$�2 !��(&��$�2 &/�� . 

�$ 4"� $4$��$&/  (�)5+  ��, � �-p  ) ��, -�������$#�$��" !��,%�"&�,, +)��$ 
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	�$ �� ��$��,&� )(-F , /-+$ �)5+  &+ �����$�2 !��(&��$�2 &/�� . 
$� �� #,&.�)�+$ �,�2 
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�� +)��$ �� **
y  ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , *� !�/!+$ �� $#-"+$ � (2.77) � �!�)� 4)�+$: 
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� �� � � �� � � �� � � �
�
�

	




�
�

�



,�,������������

2
��������� ���������� ��

)(

***

2

***

2

***

2

***

2

***

2

2

3

***

31

***

1 ))(~(~~11
~

(~1
~

(~)(

-

��-�-�-�-- xssxsbsbsp   (2.81) 

 

�$ $4$��$&/  ��, )(-p ,+)��$ 

 

1
~

)(~
1

***

11 ��� bs�-    ��$   1
~

)(~
3

***

32 ��� bs�-  

 


$� �� +)��$ �� ***
y  �#,&!�%�$�1 +,#��*/  *� !�/!+$ �� $#-"+$ 0, 21 �--   

 



 70 

1
~

)(~

1
~

)(~

3

***

3

1

***

1

��

��

bs

bs

�

!�.

�

                                                          (2.82) 

 ��/!+$ +!)#�  �o )(-2  �� /-+$ �)5+  &+ �����$�2 !��(&��$�2 &/�� . 
$� �� #,&.�)�+$ 
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T� ��)� !���� #�&+)� #,�"!��3�  !���,#$15�,� #,�"!��3� �%� ��$�� &$�����(��$#&�� 

��1 4"� 5+"(�, 4���4' #��� 1
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 �"#� #,�,!1�-�,� �$ &$�����(��$#&�) 1 ��$ 2, #��� 2

�
 

�"#� #,�,!1�-�,� �$ &$�����(��$#&�) 1 ��$ 3 ��$ #��� 3
�
 �"#� #,�,!1�-�,� �$ 

&$�����(��$#&�) 2 ��$ 3. ���#$&�!�$����  �� *+���&� !�, ���0/�+��$ #�� 

-�������$#&2 ��  �#,&!�%�$�'  +,#�1*+$�  ��  �"#�  2!�, 4"� &$�����(��$#&�) 

&!���"� �� #,�,!1�3�,�, �!�4+$��"+��$ 2�$ �$ �"#+$  �,�/  /%) %�)�� �$"!-�0��'� 
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��1�,#� #�&+)�, #,�"!��3�  ��$ �%� ��$�� &$�����(��$#&�� 
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($� �� �!�)� $#-"�,� �$ (2.63), (2.64), (2.65), (2.66) ��$ (2. 67). 


$� �� #�&+)� $#����!)�  ��  #,�"!��3� , 

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




�

*

*

3

*

2

*

1

*

c

c

c

c

c

s

x

x

x

y , !���"!�+$ 2�$ � #,�"!��3� 

,0)#����$ &2�� �� $#-"�,� �$ (2.64), (2.65), (2.66), (2.67) ��$ (2.68). 
 #-/#� (2.65), 

!��$#�1�+$ /�� +,*"(��&&� �&'&� �� �!�)� +!���*+"�,� 1!+$�+  �+��14+  ��  &��0'  

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
��

�
�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�
� ''

'
**

23

1

3

2

1

2

1

,,~
1

~
1

~
1

~
1

~
1

1
cccc

c sxx
b

b
x

b

b

b

s
y  &+ �

�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x c

c  ��$ �
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

3

3 ~
1

1
,0

b

s
x c

c  . 

�!1�-�,� ��$!2� 1!+$�� #�&+)� $#����!)�  !�, $����!�$�"� ��  #-/#+$  (2.64), (2.65), 

(2.66), (2.67) ��$ (2.68). ($���/  ��$ ���(��)+  #,�*'�+  ($� �� #,�"!��3�). 
$� �� 

#�&+)� �,�1 4+� +)��$ �!���)���� �� -��#$&�!�$'#�,&+  ��� ���%.$��2  !)����  ��$ ��� 

+"�+#� �%� $4$��$&�� ��, ($� ��� ��1�,#� ��  �#,&!�%�$�'  +,#�1*+$� . 

9#�% ��$!2� /�� �,*�)�+�� #�&+)� 
�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
��

�
�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�
� ''

'
**

23

1

3

2

1

2

1

,,~
1

~
1

~
1

~
1

~
1

1
cccc

c sxx
b

b
x

b

b

b

s
y , 

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x c

c  ��$ �
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'
'

3

3 ~
1

1
,0

b

s
x c

c , !�, ��'�+$ #�� +,*"(��&&� �&'&� (2.65) ��$ /#�% 

2�$ �,�2 +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ . �2�+ �1*+ �"#� � �ty  ��, (�4) &+ ��-$�' #,�*'�� 

� � 00 yy �  2!�, 0y  /�� #�&+)� +!����  ����1 #�� y *� $����!�$+) � � yty
t

�
�01

lim . 6&%  

�� �� 
�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
��

�
�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�
�

'
*

323

1

3

2

1

2

1

0 ,,,~
1

~
1

~
1

~
1

~
1

1
c

c sxxx
b

b
x

b

b

b

s
y  &+ �

�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'

2

2 ~
1

1
,0

b

s
x c

��$ 

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
%

'

3

3 ~
1

1
,0

b

s
x c

, �2�+ +)��$ #�&+)� !�, ��'�+$ #�� +,*"(��&&� �&'&� �%� #�&+)%� 



 75 

#,�"!��3� . :�� *� $#-"+$ � � yyty
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� �
�
�
	




�
�
�




�

��
���

)
~

1(

~
1~

~

~

1)
~

1(~

3

33max,

3

1
11max,

b

b

K

K
b

�
�  

��$  

� �
�
�
	




�
�
�




�

��
������

)
~

1(

~
1~

~

~

1)
~

1(~)
~

1)(
~

1(
3

33max,

3

2
22max,22

b

b

K

K
bbK

�
� . 
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3.1 ��
(�	�

	 �������
��	 �������
���� 2 

�

�������
���� ��� ������� ��� �	��
�����	 

 
�+�+�1&+ ��� ����(%�$#&2 &+��3" 4"� &$�����(��$#&�� #�� &���/�� ��, -�&+$�#�1�� 

($� /�� !+�$��$#�$�2 ,!2#��%&�. 9�� �,!$�2 !��14+$(&� +)��$ � ����(%�$#&2  &+��3" 

�%� &$�����(��$#&�� E.coli ��$ Vinelandii #+ ���$4��#�'�� #,�+-�"  /�(�, !�, 

�����,*+) �� &���/�� ��, -�&+$�#�1��. 
 #,(�/���%#� ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  

#�� ���0�4�#)� ((�,�25�) +)��$ lgS /50 � . 

	�$ �$ 4"� &$�����(��$#&�) �����,*�"� ��� �$���$�' Monod, #�� &���/�� +$4$��" 

�,*&�" ��1!�,3�  ��  �,����$�'  ��,  &15� . �� #"#��&� �%� 4$�0��$��� +3$#�#+%� 

!�, �����,*�"� �,�2 �� &���/�� ��, ����(%�$#&�", +)��$ �� (�2). 

 

�$ 0,#$�/  !��1&+���$ ($� ��,  4"� &$�����(��$#&�"  +)��$, (.�/!+[17]): 

 

 

E.coli: 

 

&/($#��  +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3� , 1

1max, 1 �� h� , 

#��*+�1 ���+#&�", lgK /01.01 �  

�,*&2  *��#$&2���� ,  1

1 05.0 �� hb . 

#,��+�+#�'  &+�����!' ,  ggdwY /5.01 � (�,�25� . 

  

Vinelandii: 

&/($#��  +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3� , 1

2max, 5.1 �� h� , 

#��*+�1 ���+#&�", lgK /02.02 �  

�,*&2  *��#$&2���� ,   1

2 1.0 �� hb . 

#,��+�+#�'  &+�����!' , ggdwY /35.02 �  (�,�25� . 

 

 

 3.1.1 �����
�  
���	�� 	
�����	�
 

 

� �� 1
� 
 #�&+)� $#����!)�  ��, #,#�'&���  +)��$ �� *

y  (washout), 

 

 

�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�

�




�

1

0

0

*
y  
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�� *
y , /-+$ !1��� 0,#$�' #�&�#)�. �!���"&+ ��$!2� �� +3+�1#�,&+ !2�+ �,�2 +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/ . 6!%  ����"*��+ #�� !���(�"&+�� �+01��$�, ($� �� +)��$ 

�� *
y ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/  (LAS), *� !�/!+$ �� $#-"+$ � (2.27). ���� �!�)� �� 

���$����#�'#�,&+  &+ �$ 
D

1max,

1max,
~ �
� � ,

0

1

1

~

S

K
K �  ��$ 

D

b
b 1

1

~
� , !���"!�+$ 2�$ �� !+4)� 

�$&�� ��, #,��+�+#�' ���)%#�  D  +)��$: 

 1394.1 �� hD                                                               (3.1)  

 

� �� 2
� 
 #�&+)� $#����!)�  ��, #,#�'&���  **

y  +)��$ 

 

 

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

�

���

���
�

)
~

1(~
)

~
1(

~

)
~

1)](
~

1(~[

)
~

1)(
~

1(~

0

22max,

22

222max,

222max,**

b

bK

bb

Kb
y

�

�

�
 

 


$� �� /-+$ �� **
y  0,#$�' #�&�#)�, *� !�/!+$ �� $#-"+$ � (2.13), +�� ($� �� +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/ , *� !�/!+$ �� $#-"+$  � (2.32). ����"����  !+�+��)�% �$  

!���!1�% ��$#2���+ , � (2.13) ��$ � (2.32), 4)��,� 2�$ ($� �� +)��$ �� **
y ��!$�1 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/  (LAS) *� !�/!+$: 

 

11 394.1563.0 �� �� hDh                                                    (3.2) 

� �� 3
� 
 #�&+)� $#����!)�  ��, #,#�'&���  ***

y  +)��$ 

 

:��, 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

�

���

���

�

)
~

1(~

)
~

1(
~

0

)
~

1)](
~

1(~[

)
~

1)(
~

1(~

11max,

11

111max,

111max,

***

b

bK

bb

Kb

y

�

�

�
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$� �� /-+$ �� ***
y 0,#$�' #�&�#)�, *� !�/!+$ �� $#-"+$ � (2.13), +�� ($� �� +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/ , *� !�/!+$ �� $#-"+$  � (2.32). ����"����  !+�+��)�% �$  

!���!1�% ��$#2���+ , � (2.13) ��$ � (2.32),4)��,� 2�$ ($� �� +)��$ �� ***
y ��!$�1 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/  (LAS) *� !�/!+$ +,#��*/ : 

 

1563.00 ��� hD                                                  (3.3) 

� ������
 ��� �
����� ���������� ��������
� 

 


 #,�"!��3� #"&0%�� &+ �� !���(�"&+��, ,0)#����$ &2�� �� ,!1�-+$ 0�'
cs , ($� �� 

�!�)� $#-"+$: 

 

 

� �
� �

� �
� �((

(

)

((
(

*

+

��

��
�

��

��
�

&
(
)

(
*

+

��

��

'

'

'

'

22max,

22

11max,

11

22

11

~
1~

~
1

~

~
1~

~
1

~

1
~

)(~

1
~

)(~

b

bK
s

b

bK
s

bs

bs

c

c

c

c

�

�

�

�
 

 

 


 �"#� ��  (2.18), *� !�/!+$ �� $#-"+$ ($� �$  0,#$�/  !���&/���,  ��, #,#�'&���  +)��$:  

 

)
~

1(~

)
~

1(
~

)
~

1(~

)
~

1(
~

22max,

22

11max,

11

b

bK

b

bK

��

�
�

��

�

��
 

 

����"����  ��� !���!1�% ��$#2����, !���"!�+$ 2�$ � #,��+�+#�'  ���)%#�  ($� �� 

#�&+)� $#����!)�  ��  #,�"!��3�  +)��$: 563.0�D . 
$� ��� �$&' 563.0�D , � �$&' ��  

#,(�/���%#�  ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  #�� �!�)� +!$����+) � #,�"!��3� 

!���"!�+$ �!2 ��� (2.18): 00312.0* �cs ��$ �� +,*"(��&&� �&'&� ��  #,�"!��3�  (2.19), 

*� +)��$: 

*

2

*

1

*

2

*

1

*

2

*

1

*

2

1

2

1

*
*

1

08.191.0

09.1

179.1

09.1

996.0

56.0

05.0
1

56.0

10.0
1

56.0

05.0
1

00312.01
~

1

~
1

~
1

1

cc

ccccc

c

c

xx

xxxxx
b

b

b

s
x

���

���
�

�
�

�

�
��

�

�
�

�

�
�

 

&+ � �842.0,0
*

2 %
c

x . 
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��1(&��$ � (2.19), �!��+�+) /�� +,*"(��&&� �&'&� �� �!�)� +!���*+"�,� 1!+$�� 

#�&+)�.. 

 

�,(�+���%�$�1 !���,#$15+��$ � !)����  #��� �!�)� !���,#$15����$ �$ !+�$�-/  �%� 

�$&�� ��, #,��+�+#�' ���)%#� , ($� �$  �!�)+  �1*+ #�&+)� $#����!)�  ,0)#����$ ��$ 

+)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ . 

��)�'�& 2: �+�$�-' �$&��  D ��$ �#,&!�%�$�' +,#�1*+$� �.�. 

 *
y  **

y  ***
y  

1394.1 �� hD  LAS   

11 394.1563.0 �� �� hDh   LAS  

1563.0 �� hD     

11 563.00 �� �� hDh    LAS 

 

3.1.2 ��	,���	
� ���
���	�
� ��� ��
��� ��� 
�
������
   

(
2) 

 


 !���!1�% ��1�,#� +)-+ #�� �!��/�+#&� ��� +"�+#� �%� !+4)%� �$&�� ��, #,��+�+#�' 

���)%#�  ($� �$  �!�)+  �1*+ #�&+)� $#����!)�  +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ . �,�2 

�,#$�#�$�1 #�&�)�+$ 2�$ #+ &+(1�� -���$�2 4$1#��&�, � �"#� ��, #,#�'&���  �+)�+$ �� 

+)��$ �� #�&+)� $#����!)� . 

 

�!���"&+ ��$!2� ���� �� �1��,&+ 4��$&/  ($� &+�$�/  �$&/  ��, #,��+�+#�' 

���)%#� )(D  ��$ &+ �� .�'*+$� ��, ��($#&$��" EXCEL, �� +3+�1#�,&+ �� 2��%  �� 

#�&+)� $#����!)�  +!���*+"����$ ��$ (��0$�1. 

 


$� ��� +!)�,#� *� -��#$&�!�$'#�,&+ ��� !��  �� +&!�2  !��1(%(� Euler &+ .'&� 

4$���$��!�)�#�  001.0�h . �+ 2�+  �$  (��0$�/  !���#�1#+$  -��#$&�!�$�"���$ �$ 

�4$1#���+  &+��.���/  !�, ��)5����$ �!2 �$  (2.1), (2.2), (2.3), (2.4). 
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�)  
$� 11 394.16.1 �� �� hhD   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+ : 

 

1) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� �,�'� 

��� !+�)!�%#� 0�)�����$ #�$  �$�2�+  1,2. 

 

2) lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  3,4. 

3) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  5,6. 

 

����"!��,� �$ +3'  (��0$�/  !���#�1#+$ : 

 

 

��'()� 1:
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� &�5�� 

�%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 160.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ 

lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 2:
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  ($� 

160.1 �� hD   &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 

 

��'()� 3: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� &�5�� 

�%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 160.1 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  

��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 4:
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  (�,�25�  ($� 

160.1 �� hD   &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 

 

��'()� 5: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� &�5�� 

�%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 160.1 �� hD &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ 

lgS /1)0( � . 
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��'()� 6:
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�   ($� 

160.1 �� hD   &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . 

��������"&+ �!2 �$  (��0$�/  !���#�1#+$  2�$ ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  D , 

&+  1394.1 �� hD   �$ �"#� ��, #,#�'&��� , �4�(+)��$ #�� washout ($� �!�$+#4'!��+ 

��-$�/  #,�*'�+ . 

 

�)
$� 111 394.125.1563.0 ��� ��� hhDh   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/       

#,�*'�+ : 

1) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� �,�'� 

��� !+�)!�%#� 0�)�����$ #�$  �$�2�+  7, 8 ��$ 9. 

 

2) lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  10, 11 ��$ 12. 

 

3) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  13, 14 ��$ 15. 

 

!���"!��,� �$ +3'  (��0$�/  !���#�1#+$ : 
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��'()� 7: 
��0$�' !��1#��#� ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  &$���.$��'  &15�  ��, 

E.coli ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 

 

��'()� 8: 
��0$�' !��1#��#� ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  &$���.$��'  &15�  ��, 

Vinelandii ($�  125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 9:
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  (�,�25�  ($�  

125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 

 

��'()� 10: 
��0$�' !��1#��#� ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  &$���.$��'  &15�  

��, E.coli ($�  125.1 �� hD &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 11: 
��0$�' !��1#��#� ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  &$���.$��'  &15�  

��, Vinelandii ($� 125.1 �� hD &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  

��$ lgS /05.0)0( � . 

 
 

��'()� 12:
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�   

($�  125.1 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 



 96 

 
 

��'()� 13: 
��0$�' !��1#��#� ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  &$���.$��'  &15�  

��, E.coli ($� 125.1 �� hD   &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . 

 
��'()� 14: 
��0$�' !��1#��#� ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  &$���.$��'  &15�  

��, Vinelandii ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . 
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��'()� 15:
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�   

($�  125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . 

��������"&+ �!2 �$  (��0$�/  !���#�1#+$  2�$ ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  D , 

&+  111 394.125.1563.0 ��� ��� hhDh  �$ �"#� ��, #,#�'&��� , �4�(+)��$ #�� #�&+)� 

$#����!)�  **
y  ($� �!�$+#4'!��+ ��-$�/  #,�*'�+ . 

 


) 
$� 111 563.015.0.0 ��� ��� hhDh   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+ : 

1) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� �,�'� 

��� !+�)!�%#� 0�)�����$ #�$  �$�2�+  16 ��$ 17. 

 

2) lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  18 ��$ 19. 

 

3) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  20 ��$ 21. 

 

!���"!��,� �$ +3'  (��0$�/  !���#�1#+$ : 
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��'()� 16: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 115.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  

��$ lgS /05.0)0( � . 

 

��'()� 17:
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  (�,�25�   

($� 115.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 18: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 115.0 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  

��$ lgS /05.0)0( � . 

 

��'()� 19: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  (�,�25�  

($� 115.0 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 20: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 115.0 �� hD &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  

��$ lgS /1)0( � . 

 
��'()� 21: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  (�,�25�  

($� 115.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . 
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��������"&+ �!2 �$  (��0$�/  !���#�1#+$  2�$ ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  D , 

&+  111 563.015.0.0 ��� ��� hhDh  �$ �"#� ��, #,#�'&��� , �4�(+)��$ #�� #�&+)� 

$#����!)�  ***
y  ($� �!�$+#4'!��+ ��-$�/  #,�*'�+ . 

�) 
$� 1563.0 �� hD , 2!�, /-�,&+ #,�"!��3�,   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/       

#,�*'�+ : 

1) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� �,�'� 

��� !+�)!�%#� 0�)�����$ #�$  �$�2�+  22 ��$ 23. 

 

2) lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  24 ��$ 25. 

 

3) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  26 ��$ 27. 

 

!���"!��,� �$ +3'  (��0$�/  !���#�1#+$ : 

 

 

��'()� 22: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 1563.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , 

lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 23: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 1563.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 

 
��'()� 24: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 1563.0 �� hD &+ lgdwX /15.00,1 � , 

lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 25: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 1563.0 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . 

 
��'()� 26: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli ��$ Vinelandii ($� 1563.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , 

lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . 
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��'()� 27: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 1563.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . 

��������"&+ �!2 �$  (��0$�/  !���#�1#+$ , 2�$ ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  D , 

&+  1563.0 �� hD  !�, ,!1�-+$ � #,�"!��3�  � �"#� ��, #,#�'&��� , �4�(+)��$ #+ 

4$�0��+�$�2 #�&+)� $#����!)�  �� ���13�,� �$ ��-$�/  #,�*'�+ . 

3.2 ��
(�	�

	 �������
��	 �������
���� 3 

�

�������
���� ��� ������� ���  �	��
�����	. 

��� !���(�"&+�� #"#��&�  ����(%�$#&�" !��#*/��,&+ /�� ��2&� &$�����(��$#&2 !�, 

-��#$&�!�$+) %  !+�$��$#�$�2 ,!2#��%&� �� (�,�25�. � &$�����(��$#&2  �,�2  +)��$ �� 

Klebsiella oxytoca .
 �$���$�' ��1!�,3�  !�, �����,*+), +)��$ � Monod. �� 4+4�&/�� ($� 

�$  0,#$�/  !���&/���,  ��, Klebsiella oxytoca,+)��$, (.�/!+[3]): 

&/($#��  +$4$�2  �,*&2  ��1!�,3� , 1

3max, 08.1 �� h� , 

#��*+�1 ���+#&�", lgK /01.03 �  

�,*&2  *��#$&2����  , 1

3 0 �� hb . 

#,��+�+#�'  &+�����!'  , ggdwY /52.03 �  (�,�25� . 
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3.2.1 �����
� 
���	�� 	
�����	�
  

 

� �� 1
� 
 #�&+)� $#����!)�  ��, #,#�'&���  +)��$ �� *

y  (washout), 

 

 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




�

1

0

0

0

*
y  

 

�� *
y ,/-+$ !1��� 0,#$�' #�&�#)�. �!���"&+ ��$!2� �� +3+�1#�,&+ !2�+ �,�2 +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/ . 6!%  ����"*��+ #�� !���(�"&+�� �+01��$�, ($� �� +)��$ 

�� *
y ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/  (LAS), *� !�/!+$ �� $#-"+$ � (2.71). 

����"����  !+�+��)�% �$  !���!1�% ��$#2���+  ��$ (�%�)5����  2�$ $#-"+$ : 

 

����"!�+$: 

 

1

1

1

1

394.1

078.1

394.1

948.0

�

�

�

�

��

(
(
(
(

)

((
(
(

*

+

�

�

�

hD

hD

hD

hD

                                                 (3.4) 


$� �$  �$&/  ��, �,*&�" ���)%#� , D  ($� ��� �!�)� $#-"+$ 1394.1 �� hD ,�� #�&+)� *
y  

+)��$ ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/  (LAS). 

 

� �� 2
� 
 #�&+)� $#����!)�  ��, #,#�'&���   +)��$ ��: 
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� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

�

���

���

�

)
~

1(~

)
~

1(
~

0

0

)
~

1()
~

1(~

)
~

1)(
~

1(~

11max,

11

111max,

111max,

**

b

bK

bb

Kb

y

�

�

�

 

 


$� �� /-+$ �� **
y  0,#$�' #�&�#)� ��$ �� +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , �� ��$ &2�� ��  

$#-"�,� �$ #-/#+$  (2.45) ��$ (2.76): 

 

����"����  !+�+��)�% �$  !���!1�% ��$#2���+  ,/-�,&+: 

�!2 ��� (2.45),!���"!�+$ 2�$ *� !�/!+$ 1948.0 �� hD  

	�$ �&�)%  � !���� ��$#2���� ��  (2.73) 4)�+$ 2�$ 11 563.0.0 �� �� hDh ,+�� � 4+"�+�� 

��$#2���� 4)�+$ 2�$ 675.0��D , !�, +)��$ �4"���� ($��) !�/!+$ � #,��+�+#�'  ���)%#�  

*� !�/!+$ �� /-+$ !1��� *+�$�/  �$&/ . 

����"!�+$ 4���4' 2�$ ($� �$  #,(�+��$&/�+  �$&/  �%� 0,#$��� !���&/��%� �%� 

&$�����(��$#&��, �� #�&+)� $#����!)�  **
y , /%) %�)�� -��4 LAS. 

 

� �� 3
� 
 #�&+)� $#����!)�  ��, #,#�'&���   +)��$ ��: 

 

� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

�

���

���

�

)
~

1(~

)
~

1(
~

0

)
~

1()
~

1(~

)
~

1)(
~

1(~

0

22max,

22

222max,

222max,

***

b

bK

bb

Kb

y

�

�

�

 

 

To ***
y , ,0)#����$ ��$ +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , �� ��$ &2�� �� $#-"�,� �$ #-/#+$  

(2.48) ��$ (2.81). 
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����"����  !+�+��)�% �$  !���!1�% ��$#2���+ , /-�,&+: 

�!2 ��� (2.48), !���"!�+$ 2�$ *� !�/!+$ 1394.1 �� hD  

	�$ �&�)%  � !���� ��$#2���� ��   (2.81) 4)�+$ 2�$ 1563.0 �� hD , +�� � 4+"�+�� 

��$#2���� 4)�+$ 2�$ 1822.0 �� hD . �,�4,15����  �� !���!1�% �!��+�/#&���, ($� �� +)��$ 

�� #�&+)� $#����!)� ***
y LAS !�/!+$ � #,��+�+#�'  ���)%#�  �� +)��$: 

11 394.1.822.0 �� �� hDh                                            (3.5) 

 

 

� �� 4
� 
 #�&+)� $#����!)�  ��, #,#�'&���   +)��$ ��: 

 

 

 

 

� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

�

���

����

)
~

1(~

)
~

1(
~

)
~

1()
~

1(~

)
~

1)(
~

1(~

0

0

33max,

33

333max,

333max,

****

b

bK

bb

Kby

�

�

�  

 

�� ****
y  ,0)#����$ ��$ +)��$ ��!$�1 �#,&!�%�$�1 +,#��*/  2��� $����!�$�"���$ �$ 

��$#2���+  (2.86) ��$ (2.51). 

����"����  !+�+��)�% �$  !���!1�% ��$#2���+  ,/-�,&+: 

�!2 ��� (2.51),!���"!�+$ 2�$ *� !�/!+$ 1078.1 �� hD 	�$ �&�)%  � !���� ��$#2���� ��   

(2.86) 4)�+$ 2�$ 10 �� hD  !�, $#-"+$ !1���, +�� � 4+"�+�� ��$#2���� 4)�+$ 2�$ 

1822.0 �� hD . �,�4,15����  �� !���!1�%  �!��+�/#&���, ($� �� +)��$ �� #�&+)� 

$#����!)� ***
y LAS !�/!+$ � #,��+�+#�'  ���)%#�  �� +)��$: 

11 822.0.0 �� �� hDh                                             (3.6) 
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            ��)�'�& 3: �+�$�-' �$&��  D ��$ �#,&!�%�$�' +,#�1*+$� �.�. 

 *
y  ***

y  ****
y  

394.1�D  LAS   

394.1822.0 �� D   LAS  

822.00 �� D    LAS 

 

3.2.2 ����	
� �������
��
� ��� ��
��� ��� 
�
������
   (
4) 

 

�$ !���!1�% ��1�,#� +)-+ #�� �!��/�+#&� ��� +"�+#� �%� !+4)%� �$&�� ��, #,��+�+#�' 

���)%#�  ($� �$  �!�)+  �1*+ #�&+)� $#����!)�  +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ . �,�2 

!����$�1 #�&�)�+$ 2�$ #+ &+(1�� -���$�2 4$1#��&�, � �"#� ��, #,#�'&���  �+)�+$ +)��$ 

�� #�&+)� $#����!)� . 

�!���"&+ ��$!2� ���� �� �1��,&+ 4��$&/  ($� &+�$�/  �$&/  ��, #,��+�+#�' 

���)%#� )(D  ��$ &+ �� .�'*+$� ��, ��($#&$��" EXCEL,�� +3+�1#�,&+ �� 2��%  �� 

#�&+)� $#����!)�  +!���*+"����$ ��$ (��0$�1. 
$� ��� +!)�,#� *� -��#$&�!�$'#�,&+ 

��� !��  �� +&!�2  !��1(%(� Euler &+ .'&� 4$���$��!�)�#�  001.0�h .  

�)  
$� 11 394.16.1 �� �� hhD   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+ : 

 

1) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� �,�'� ��� !+�)!�%#� 0�)�����$ #�$  �$�2�+  28 ��$ 29. 

 

2) lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� ��� !+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  30 ��$ 31. 

 

3) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 �  ��$ lgS /1)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� ��� !+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  32 ��$ 33. 

 

!���"!��,� �$ +3'  (��0$�/  !���#�1#+$ : 
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��'()� 28: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli, Vinelandii ��$ Klebsiella oxytoca ($� 160.1 �� hD  &+   

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 

 

 ��'()� 29: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 160.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ 

lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 30: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli, Vinelandii ��$ Klebsiella oxytoca ($� 160.1 �� hD  &+ 

lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 

 

 
��'()� 31: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 160.1 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 �  ��$ 

lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 32: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli, Vinelandii ��$ Klebsiella oxytoca ($� 160.1 �� hD  &+   

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /1)0( � . 

 
 

��'()� 33: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 160.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ 

lgS /1)0( � . 
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��������"&+ �!2 �$  (��0$�/  !���#�1#+$  2�$ ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  D , 

&+  1394.1 �� hD  �$ �"#� ��, #,#�'&��� , �4�(+)��$ #�� washout ($� �!�$+#4'!��+ 

��-$�/  #,�*'�+ . 

 

�)  
$� 111 822.025.00 ��� ��� hhDh   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+ : 

 

1) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� �,�'� ��� !+�)!�%#� 0�)�����$ #�$  �$�2�+  34 ��$ 35. 

 

2) lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� ��� !+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  36, 37, 38 ��$ 39. 

 

3) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 �  ��$ lgS /1)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� ��� !+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  40 ��$ 41. 

 

 
��'()� 34: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli, Vinelandii ��$ Klebsiella oxytoca ($� 125.0 �� hD  &+   

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 35: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�   

($�  125.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ 

lgS /05.0)0( � . 

 
��'()� 36: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, E.coli, ($� 125.0 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , 

lgdwX /12.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 37: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, Vinelandii, ($� 125.0 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , 

lgdwX /12.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 

 
 

��'()� 38: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, Klebsiella oxytoca, ($� 125.0 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , 

lgdwX /12.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 



 115 

 

��'()� 39: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�   

($� 125.0 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 � ��$ 

lgS /05.0)0( � . 

 

 
 

��'()� 40: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.col , Vinelandii ��$ Klebsiella oxytoca ($� 125.0 �� hD  &+ 

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /1)0( � . 
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��'()� 41: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�   

($� 125.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ 

lgS /1)0( � . 

 

��������"&+ �!2 �$  (��0$�/  !���#�1#+$  2�$ ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  D , 

&+  111 822.025.0.0 ��� ��� hhDh  �$ �"#� ��, #,#�'&��� , �4�(+)��$ #�� #�&+)� 

$#����!)�  ****
y  ($� �!�$+#4'!��+ ��-$�/  #,�*'�+ . 

 

 


)  
$� 111 394.125.1822.0 ��� ��� hhDh  4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+ : 

 

1) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� �,�'� ��� !+�)!�%#� 0�)�����$ #�$  �$�2�+  42, 43, 44 ��$ 45. 

 

2) lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 �   ��$ lgS /05.0)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� ��� !+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  46, 47, 48 ��$ 49. 

 

3) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 �  ��$ lgS /1)0( � . �� 

�!��+�/#&��� ($� ��� !+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  50, 51, 52 ��$ 53. 
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��'()� 42: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, E.coli, ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , 

lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 

 
��'()� 43: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, Klebsiella oxytoca ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , 

lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 44: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, Vinelandii ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , 

lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 

 
 

��'()� 45: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ 

lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 46: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, E.coli, ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , 

lgdwX /12.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 

 

 
��'()� 47: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, Klebsiella oxytoca, ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , 

lgdwX /12.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 48: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, Vinelandii, ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , 

lgdwX /12.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 

 
��'()� 49: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 � ��$ 

lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 50: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�   ��, E.coli, ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , 

lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /1)0( � . 

 

 
��'()� 51: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, Vinelandii, ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , 

lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /1)0( � . 
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��'()� 52: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�  ��  �,����$�'  

&15�  ��, Klebsiella oxytoca, ($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , 

lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /1)0( � .. 

 

 
 

��'()� 53: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 125.1 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ 

lgS /1)0( � . 
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��������"&+ �!2 �$  (��0$�/  !���#�1#+$  2�$ ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  D , 

&+  111 394.125.1822.0 ��� ��� hhDh  �$ �"#� ��, #,#�'&��� , �4�(+)��$ #�� #�&+)� 

$#����!)�  ***
y  ($� �!�$+#4'!��+ ��-$�/  #,�*'�+ . 

 

 

�)  
$� 1822.0 �� hD , !�, /-�,&+ #,�"!��3�, 4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  

#,�*'�+ : 

 

1) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� �,�'� 

��� !+�)!�%#� 0�)�����$ #�$  �$�2�+  54 ��$ 55. 

 

2) lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  56 ��$ 57. 

 

3) lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /1)0( � . �� �!��+�/#&��� ($� ��� 

!+�)!�%#� �,�' 0�)�����$ #�$  �$�2�+  58��$ 59. 

 

��'()� 54: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli , Vinelandii  ��$ Klebsiella oxytoca ($� 1822.0 �� hD  &+ 

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 55: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�   

($� 1822.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ 

lgS /05.0)0( � . 

 

 

��'()� 56: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli , Vinelandii  ��$ Klebsiella oxytoca ($� 1822.0 �� hD  &+ 

lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 � ��$ lgS /05.0)0( � . 
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��'()� 57: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  (�,�25�  

($� 1822.0 �� hD &+ lgdwX /15.00,1 � , lgdwX /03.00,2 � , lgdwX /12.00,3 � ��$ 

lgS /05.0)0( � . 

 

 

��'()� 58: 
��0$�' !��1#��#� �%� �4$1#���%� #,(�+����#+%� �%� &$���.$���� 

&�5�� �%� E.coli , Vinelandii ��$ Klebsiella oxytoca ($� 1822.0 �� hD  &+ 

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /1)0( � . 
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��'()� 59: 
��0$�' !��1#��#� ��  �$&'  ��  �4$1#����  #,(�/���%#�   ��  ��  

(�,�25�  ($� 1822.0 �� hD  &+ lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 � , 

lgdwX /065.00,3 � ��$ lgS /1)0( � . 

 

 

3.3 ������������ 

 

�!2 �� &+�/�� ($� ��� ����(%�$#&2 �%� 4"� &$�����(��$#&�� #�� &���/�� ��, 

-�&+$�#�1�� &+ #��*+�' !���-' ��, !+�$��$#�$��" ,!�#���&���  !���"!��,� �� +3'  

#,&!+�1#&���: 

 

�+ �1*+ !+�)!�%#� /-�,&+ �� !��" /�� #�&+)� $#����!)�  �� �!�)� +)��$ �#,&!�%�$�1 

+,#��*/ . �� !���� #�&+)� $#����!)�  *
y (washout), /-+$ !1��� 0,#$�' #�&�#)� ��$ +)��$ 

�#,&!�%�$�1 +,#��*/  ($� �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  !�, +!���*+"�,� �$  

��$#2���+  ��  #-/#�  (2.27). �� #�&+)� $#����!)�  **
y , �!�" +!$����+) � 

&$�����(��$#&2  2 (Vinelandii), /-+$ 0,#$�' #�&�#)� ��$ +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , 

2��� $#-"�,� �$ ��$#2���+  (2.13) ��$ (2.33). �&�)%  ($� �� #�&+)� $#����!)�  �!�" 

+!$����+) � &$�����(��$#&2  1 (�.coli), /-+$ 0,#$�' #�&�#)� ��$ +)��$ �#,&!�%�$�1 

+,#��*/ , 2��� $#-"�,� �$ ��$#2���+  (2.16) ��$ (2.39). 
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�� !$� #�&���$�2 #,&!/��#&� !�, !���"!�+$ �!2 �� &+�/�� �,�' �0��1 �� #�&+)� 

$#����!)�  ��  #,�"!��3�  /%) %�)�� �$"!-�0��'� %"$��35. �,�2 #�&�)�+$ 2�$ #�� 

#"#��&� 4"� &$�����(��$#&�� #+ ����(%�$#&2 #�� &���/�� ��, -�&+$�#�1��, &!��+) �� 

,!1�-�,� #�&+)� $#����!)�  ��  #,�"!��3�  !�, �� /-�,� 0,#$�' #�&�#)�, ���1 �,�1 

4+� +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*'. �#-"+$ � ��-' ��, �!���+$#�$��"  ����(%�$#&�". 9��  �� 

!��" &$�����(��$#&2  *� +!$����'#+$ #��� .$����$4��#�'��. 

 

�� *+���&� ��  &� �#,&!�%�$�'  +,#�1*+$�  �%� #�&+)%� $#����!)�  ��   #,�"!��3� , 

+!+��+)�+��$ ��$ ��� !+�)!�%#� !�, /-�,&+ #"#��&� ��$�� (' ��$ !+�$##2�+��) 

&$�����(��$#&��. 	�$ #��� !+�)!�%#� �,�' ��)5����$ �$ !+�$�-/  �%� �$&�� ��, D  ($� 

�$  �!�)+  +!$����+) /��  �!2 ��,   ��+$  &$�����(��$#&�" . 
 !+�)!�%#� ���� 2!�, �� 

#�&+)� $#����!)�  *
y , !�, /-�,&+ washout +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , $#-"+$ ($� �$&/  

��, #,��+�+#�' ���)%#�  !�, +!���*+"�,� �$  ��$#2���+  ��  #-/#�  (2.73). �� #�&+)� 

$#����!)�  �!�" +!$����+) � &$�����(��$#&2  2 (Vinelandii) ( ***
y ),/-+$ 0,#$�' #�&�#)� 

��$ +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , 2��� $#-"�,� �$ ��$#2���+  (2.49) ��$ (2.83). �&�)%  ($� 

�� #�&+)� $#����!)�  �!�" +!$����+) � &$�����(��$#&2  3 (Klebsiella oxytoca) ( ****
y ), 

/-+$ 0,#$�' #�&�#)� ��$ +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/ , 2��� $#-"�,� �$ ��$#2���+  (2.52) 

��$ (2.88) 

 

��� &+�/�� �,�' !��/�,8+ 2�$ /��  &$�����(��$#&2  +)��$ 4,���2� �� &�� +!$����+) 

!��/. �,�2 #�&�)�+$ 2�$ �$ 0,#$�/  !��1&+���$ 4+� +!���*+"�,� �$  ��$#2���+  �$ �!�)+  

+)��$ ���(��)+  ��$ $���/  ($� �� /-�,&+ ��� +!$��1��#� ��, &$�����(��$#&�" (($� ��� 

�#,&!�%�$�' +,#�1*+$� ��, ���)#��$-�, #�&+)�, $#����!)� ). ��������$#�$�2 +)��$ �� 

!��14+$(&� ��, &$�����(��$#&�" �.coli. �� �.coli #+ ����(%�$#&2 &+ ��,  

&$�����(��$#&�"  Vinelandii ��$ Klebsiella oxytoca, 4+� +!$����+) !��/ ��$ �4�(+)��$ #+ 

/�!�,#�. 

 

�$ #,�*'�+  !�, ($� �$  �!�)+  �$ �$&/  ��, #,��+�+#�' ���)%#�  ��*��)5�,� !�$� #�&+)� 

$#����!)�  +)��$ �#,&!�%�$�1 +,#��*/  +!���*+"����$ !�$��$�1 �!2 �$  (��0$�/  

!���#�1#+$  �%� �4$1#���%� �$&�� ($� �$  #,(�+����#+$  ��  �,����$�'  &15�  �%� 

&$�����(��$#&�� ��$ ��  #,(�/���%#�  ��, ,!�#���&��� . 

 
 �#,&!�%�$�' +,#�1*+$� �%� #�&+)%� $#����!)�  +!���*+"+��$ ��2&� ��$ &+ ��� 

����(' �%� ��-$��� �$&�� �%� #,(�+����#+%�. 
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�2#� ($� ��� !+�)!�%#� ��, ����(%�$#&�" �%� 4"� &$�����(��$#&�� 2#� ��$ ��$�� 

&$�����(��$#&��, �� �!��+�/#&��� ��  ��1�,#�  +!���*+"����$ &+ ��$*&��$�' 

!��#�&�)%#� -1�$  #��� +!)�,#� ��, #,#�'&���  �%� 4$�0��$��� +3$#�#+%� !�, 

!+�$(�10�,� ��� ����(%�$#&2. ���#$&�!�$+)��$ � ��$*&��$�' &/*�4�  Euler !��  �� 

+&!�2  &+ ���1����� .'&� 4$���$��!�)�#� .  
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������ !�: 
 

9#�% /�� 4,��&$�2 #"#��&�  

)(xfx �
�

, n
x $%                                                        (1) 

�  ,!�*/#�,&+ 2�$ /-�,&+ .�+) &$� �/��$� �"#�, 4���4', /-�,&+ .�+) 4$1�,#&�  n
x $%* , 

�/��$� �#�+: 

*)( xtx � , ($� 2�� �� 0�t                                          (2) 

�!+$4' � !���!1�% +3)#%#� 4)�+$ 0)( �
�

tx  ($� 2�� �� 0�t  ��$ +!+$4' )(xfx �
�

, 

�����'(�,&+ #�� 2�$ �� 4$1�,#&� n
x $%*  !�/!+$ �� +)��$ �/��$� �#�+  

                       0)( * �xf                                                                 (3) 

	����'(�,&+ #��� !����1�% ��$#&2: 

 

 

���$!(& 
 !%��" 	$����-��& 

 

	1*+ #�&+)� n
x $%*  !�, $����!�$+) ��� +3)#%#� 0)( * �xf , ���&15+��$ #�&+)� 

$#����!)�  ' &2�$&� ��1#��#� ��, 4,��&$��" #,#�'&���  (1). 

 

 

���$!(& �"$��3%��& 
 !%��" 	$����-��& 

 

9�� +,#��*/  #�&+)� $#����!)�  n
x $%*  ��, 4,��&$��" #,#�'&���  (1) +)��$ +,#��*/  

�� ($� �1*+ 0�3  ,!1�-+$ 0�4 , �/��$� �#�+ �� 4�� *)0( xx  �2�+ 3�� *)( xtx  ($� 

2�� �� 0�t , 2!�, )(tx  � �"#� ��, (1) &+ ��-$�' #,�*'�� n
x $%)0( .                                          

 

���$!(& ��-�'5& �$"!-�0��'5& �"$��3%��& 
 !%��" 	$����-��& 

9�� #�&+)� $#����!)�  n
x $%*  *� +)��$ ��!$�1 �#,&!�%�$�1 �,#��*/  (Locally 

Asymptotically Stable), +1� ,!1�-+$ 0�5  ($� �� �!�)� $#-"+$: 

** )(lim)0( xtxxx
t

����
�01

5 . 
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,%2� !� Lyapunov ��� ��-�'5 �$"!-�0��'5 �"$��3%�� 
 !%��" 	$����-��& 

9��  �+���(%�$�2  !)����  nn
A

6$%  ���+)��$ Hurwitz, +1� ��$ &2�� �� �$ $4$��$&/ , 

4���4' �$ �)5+  ��, -�������$#�$��" !��,%�"&�, )det()( AIsp �� - ,  +)��$ �����$�/  ' 

/-�,� �����$�2 !��(&��$�2 &/��  . �� ($� /�� #�&+)� $#����!)�   n
x $%*  ��, (1), � 

!)����  )( *
x

x

f
A

�
�

�  +)��$ Hurwitz, �2�+ �� n
x $%*  +)��$ ��!$�1  �#,&!�%�$�1  

�,#��*/  (LAS). 

 

 

 


2/�'%& (5 $%��/%& Excel) -�" #� $�!�-��53 '�) ��� ��& -��$�!��2$%�&. 


 &/*�4�  +!)�,#�  !�, -��#$&�!�$'*��+ ($� ��� +!)�,#� ��, #,#�'&��� , +)��$ � 

&/*�4�  !��  �� +&!�2  ��, Euler ($� ��� +"�+#� &$�  #,�1���#� : 

 

))(()()( txhftxhtx ���  

 

6!�, h , +)��$ �� .'&� ��  4$���$��!�)�#� . 

 

���#$&�!�$����  ��� !���!1�% &/*�4� ��$*&��$�'  +!)�,#�  ��, #,#�'&��� , 

!��/�,8�� �� !����1�% �!��+�/#&��� �!2 ��  Excel : 
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�) 
$� 11 394.16.1 �� �� hhD   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+  ($� �� �.coli 

#+ ����(%�$#&2 &+ �� Vinelandii: 

 

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� �!2 ��  

Excel 0�)�����$ !����1�%: 

t X1(t) X2(t) S(t) 

0 0,012 0,08 0,01 

0,001 0,011994 0,079969 0,01093 

0,002 0,011988 0,079938 0,011858 

0,003 0,011982 0,07991 0,012784 

0,004 0,011976 0,079882 0,013707 

0,005 0,01197 0,079855 0,014629 

0,006 0,011964 0,079829 0,015549 

0,007 0,011959 0,079804 0,016467 

0,008 0,011953 0,079779 0,017384 

0,009 0,011947 0,079755 0,018299 

0,01 0,011942 0,079732 0,019213 

0,011 0,011936 0,079709 0,020125 

0,012 0,011931 0,079686 0,021036 

0,013 0,011925 0,079664 0,021945 

0,014 0,01192 0,079643 0,022853 

0,015 0,011914 0,079622 0,02376 

. . . . 

. . . . 

.  . . 

. . . . 

. . . . 

. . . . 

. . . . 

65,514 3,02E-14 1,7E-05 0,999982 

65,515 3,02E-14 1,7E-05 0,999982 

65,516 3,01E-14 1,7E-05 0,999982 

65,517 3,01E-14 1,7E-05 0,999982 

65,518 3,01E-14 1,7E-05 0,999982 

65,519 3,01E-14 1,7E-05 0,999982 

65,52 3,01E-14 1,7E-05 0,999982 

65,521 3,01E-14 1,7E-05 0,999982 

65,522 3,01E-14 1,7E-05 0,999982 

65,523 3,01E-14 1,7E-05 0,999982 

65,524 3E-14 1,7E-05 0,999982 

65,525 3E-14 1,7E-05 0,999982 

65,526 3E-14 1,7E-05 0,999982 

65,527 3E-14 1,7E-05 0,999982 

65,528 3E-14 1,7E-05 0,999982 

65,529 3E-14 1,7E-05 0,999982 
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�) 
$� 111 394.125.1563.0 ��� ��� hhDh   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+  

($� �� �.coli #+ ����(%�$#&2 &+ �� Vinelandii: 

 

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� �!2 ��  

Excel 0�)�����$ !����1�%: 

t X1(t) X2(t) S(t) 

0 0,012 0,08 0,01 

0,001 0,011996 0,079982 0,010913 

0,002 0,011991 0,079966 0,011824 

0,003 0,011987 0,079951 0,012732 

0,004 0,011983 0,079938 0,013638 

0,005 0,011979 0,079926 0,014542 

0,006 0,011975 0,079915 0,015444 

0,007 0,011971 0,079905 0,016344 

0,008 0,011967 0,079895 0,017242 

0,009 0,011963 0,079887 0,018138 

0,01 0,011959 0,079879 0,019033 

0,011 0,011955 0,079872 0,019926 

0,012 0,011951 0,079866 0,020818 

0,013 0,011948 0,07986 0,021708 

0,014 0,011944 0,079854 0,022596 

0,015 0,01194 0,07985 0,023484 

. . . . 

. . . . 

.  . . 

. . . . 

. . . . 

. . . . 

. . . . 

65,516 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,517 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,518 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,519 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,52 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,521 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,522 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,523 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,524 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,525 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,526 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,527 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,528 2,63E-10 0,892593 0,036 

65,529 2,62E-10 0,892593 0,036 

65,53 2,62E-10 0,892593 0,036 

65,531 2,62E-10 0,892593 0,036 
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) 
$� 111 563.015.0.0 ��� ��� hhDh 4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+  ($� 

�� �.coli #+ ����(%�$#&2 &+ �� Vinelandii: 

lgdwX /03.00,1 � , lgdwX /15.00,2 �  ��$ lgS /05.0)0( � . �� �!��+�/#&��� �!2 ��  

Excel 0�)�����$ !����1�%: 

 

t X1(t) X2(t) S(t) 

0 0,012 0,08 0,01 

0,001 0,012051 0,080438 0,010352 

0,002 0,012102 0,080884 0,010694 

0,003 0,012154 0,081338 0,011027 

0,004 0,012206 0,081799 0,01135 

0,005 0,012259 0,082268 0,011665 

0,006 0,012312 0,082743 0,011971 

0,007 0,012366 0,083226 0,012268 

0,008 0,012421 0,083715 0,012558 

0,009 0,012476 0,08421 0,012839 

0,01 0,012531 0,084712 0,013112 

0,011 0,012587 0,08522 0,013377 

0,012 0,012643 0,085734 0,013635 

0,013 0,0127 0,086254 0,013885 

0,014 0,012757 0,086779 0,014127 

0,015 0,012814 0,087311 0,014362 

. . . . 

. . . . 

.  . . 

. . . . 

. . . . 

. . . . 

. . . . 

65,516 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,517 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,518 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,519 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,52 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,521 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,522 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,523 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,524 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,525 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,526 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,527 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,528 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,529 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,53 0,749625 1,03E-15 0,0005 

65,531 0,749625 1,03E-15 0,0005 
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�) 
$� 11 394.16.1 �� �� hhD  4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+  ($� �� �.coli 

#+ ����(%�$#&2 &+ �� Vinelandii ��$ �� Klebsiella oxytoca: 

    

t X1(t) X2(t) x3(t) S(t) 

0 0,012 0,08 0,025 0,2 

0,001 0,011995 0,079989 0,024992 0,200702 

0,002 0,01199 0,079977 0,024983 0,201404 

0,003 0,011985 0,079966 0,024975 0,202105 

0,004 0,01198 0,079954 0,024967 0,202805 

0,005 0,011975 0,079943 0,024959 0,203505 

0,006 0,01197 0,079931 0,02495 0,204204 

0,007 0,011965 0,07992 0,024942 0,204902 

0,008 0,01196 0,079908 0,024934 0,205599 

0,009 0,011956 0,079897 0,024925 0,206296 

0,01 0,011951 0,079886 0,024917 0,206992 

0,011 0,011946 0,079874 0,024909 0,207688 

0,012 0,011941 0,079863 0,024901 0,208383 

0,013 0,011936 0,079851 0,024892 0,209077 

0,014 0,011931 0,07984 0,024884 0,20977 

0,015 0,011926 0,079829 0,024876 0,210463 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

65,516 3,03E-14 1,72E-05 1,29E-11 0,999982 

65,517 3,02E-14 1,72E-05 1,29E-11 0,999982 

65,518 3,02E-14 1,72E-05 1,29E-11 0,999982 

65,519 3,02E-14 1,72E-05 1,29E-11 0,999982 

65,52 3,02E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,521 3,02E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,522 3,02E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,523 3,02E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,524 3,02E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,525 3,01E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,526 3,01E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,527 3,01E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,528 3,01E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,529 3,01E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,53 3,01E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 

65,531 3,01E-14 1,72E-05 1,28E-11 0,999982 
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�) 
$� 111 394.125.1822.0 ��� ��� hhDh   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+  

($� �� �.coli #+ ����(%�$#&2 &+ �� Vinelandii ��$ �� Klebsiella oxytoca: 

Excel 0�)�����$ !����1�%: 

 

 

t X1(t) X2(t) x3(t) S(t) 

0 0,012 0,08 0,025 0,2 

0,001 0,011997 0,080008 0,024996 0,200675 

0,002 0,011994 0,080015 0,024993 0,201349 

0,003 0,011991 0,080023 0,024989 0,202023 

0,004 0,011988 0,080031 0,024986 0,202696 

0,005 0,011985 0,080039 0,024982 0,203368 

0,006 0,011982 0,080046 0,024978 0,20404 

0,007 0,011979 0,080054 0,024975 0,204711 

0,008 0,011976 0,080062 0,024971 0,205381 

0,009 0,011973 0,08007 0,024968 0,20605 

0,01 0,01197 0,080077 0,024964 0,206719 

0,011 0,011967 0,080085 0,02496 0,207387 

0,012 0,011964 0,080093 0,024957 0,208055 

0,013 0,011961 0,080101 0,024953 0,208722 

0,014 0,011958 0,080109 0,02495 0,209388 

0,015 0,011955 0,080116 0,024946 0,210053 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

65,516 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,517 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,518 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,519 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,52 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,521 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,522 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,523 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,524 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,525 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,526 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,527 2,63E-10 0,892592 4,29E-07 0,036 

65,528 2,63E-10 0,892592 4,28E-07 0,036 

65,529 2,62E-10 0,892592 4,28E-07 0,036 

65,53 2,62E-10 0,892592 4,28E-07 0,036 

65,531 2,62E-10 0,892592 4,28E-07 0,036 
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) 
$� 111 822.025.00 ��� ��� hhDh   4��$&1#����� �$ ��2��,*+  ��-$�/  #,�*'�+  ($� 

�� �.coli #+ ����(%�$#&2 &+ �� Vinelandii ��$ �� Klebsiella oxytoca: 

 

 

t X1(t) X2(t) x3(t) S(t) 

0 0,012 0,08 0,025 0,2 

0,001 0,012033 0,080359 0,025082 0,200175 

0,002 0,012066 0,080719 0,025164 0,200347 

0,003 0,0121 0,081081 0,025247 0,200517 

0,004 0,012133 0,081444 0,025329 0,200683 

0,005 0,012167 0,081809 0,025412 0,200847 

0,006 0,0122 0,082176 0,025496 0,201008 

0,007 0,012234 0,082544 0,025579 0,201166 

0,008 0,012268 0,082914 0,025663 0,201321 

0,009 0,012301 0,083286 0,025747 0,201474 

0,01 0,012335 0,083659 0,025832 0,201624 

0,011 0,012369 0,084035 0,025916 0,201771 

0,012 0,012404 0,084411 0,026001 0,201914 

0,013 0,012438 0,08479 0,026086 0,202056 

0,014 0,012472 0,08517 0,026172 0,202194 

0,015 0,012507 0,085552 0,026258 0,202329 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

65,516 5,8E-09 1,69E-17 0,999398 0,000602 

65,517 5,8E-09 1,69E-17 0,999398 0,000602 

65,518 5,8E-09 1,69E-17 0,999398 0,000602 

65,519 5,8E-09 1,69E-17 0,999398 0,000602 

65,52 5,79E-09 1,69E-17 0,999398 0,000602 

65,521 5,79E-09 1,69E-17 0,999398 0,000602 

65,522 5,79E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,523 5,79E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,524 5,79E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,525 5,79E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,526 5,78E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,527 5,78E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,528 5,78E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,529 5,78E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,53 5,78E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

65,531 5,78E-09 1,68E-17 0,999398 0,000602 

 


