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1.ΕΙ΢ΑΓΨΓΗ 
 

Η παροφςα εργαςία εκπονικθκε  με ςκοπό τθν απόκτθςθ του διπλϊματοσ από το τμιμα Μθχανικϊν 

Παραγωγισ και Διοίκθςθσ του Πολυτεχνείου Κριτθσ.  Σο κφριο πρόβλθμα που αντιμετωπίςαμε είναι θ 

ςφνκεςθ εφκαμπτων μθχανιςμϊν με βελτιςτοποίθςθ των διατομϊν των ράβδων που τουσ αποτελοφν. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

2.ΠΕΡΙΛΗΧΗ 
 

΢το επόμενο κεφάλαιο τθσ εργαςίασ υπάρχει μία ςφντομθ αναφορά ςτουσ εφκαμπτουσ μθχανιςμοφσ. Σι 

είναι οι εφκαμπτοι μθχανιςμοί, που χρθςιμοποιοφνται, ποια τα πλεονεκτιματα των εφκαμπτων 

μθχανιςμϊν. 

΢το τζταρτο κεφάλαιο τθσ εργαςίασ περιζχονται ςτοιχεία κεωρίασ ςτα οποία βαςιςτικαμε για τθν 

εκπόνθςθ τθσ εργαςίασ.  Η μζκοδοσ των Πεπεραςμζνων ςτοιχείων , ο βζλτιςτοσ ςχεδιαςμόσ 

καταςκευϊν κακϊσ και αλγόρικμοι βελτιςτοποίθςθσ παρουςιάηονται.  

΢τα κεφάλαια που ακολουκοφν πζντε και ζξι παρουςιάηονται τα αποτελζςματα για τθν περίπτωςθ μίασ 

φόρτιςθσ, κεφάλαιο πζντε, και ςφνκεςθσ πολυμορφικοφ μθχανιςμοφ για δφο περιπτϊςεισ φορτίςεων, 

κεφάλαιο ζξι. 

΢το παράρτθμα παρατίκενται οι κϊδικεσ που χρθςιμοποιιςαμε για των υπολογιςμό των μετακινιςεων 

και τθν εκτφπωςθ των γραφικϊν αποτελεςμάτων 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

3.ΕΤΚΑΜΠΣΟΙ ΜΗΦΑΝΙ΢ΜΟΙ  
 

Οι εφκαμπτοι μθχανιςμοί είναι παραμορφϊςιμα ςϊματα κατάλλθλθσ μορφισ τα οποία όταν 

φορτιςτοφν κατάλλθλα λειτουργοφν ωσ μθχανιςμοί, ςε αντίκεςθ με τουσ παραδοςιακοφσ μθχανιςμοφσ 

που θ κινθτικότθτα τουσ προζρχεται από αρκρϊςεισ, ζδρανα κφλιςθσ, οδοντωτοφσ τροχοφσ, κ.α. Σα 

κφρια πλεονεκτιματα των μθχανιςμϊν είναι ότι μποροφν να καταςκευαςτοφν χρθςιμοποιϊντασ 

λιγότερα εξαρτιματα, απαιτοφν ςαφϊσ λιγότερεσ διαδικαςίεσ ςυναρμολόγθςθσ ενϊ δεν χρειάηονται 

λίπανςθ. Μια ευρεία εφαρμογι των εφκαμπτων μθχανιςμϊν λαμβάνει χϊρα ςτα MEMS (Micro Electro-

Mechanical Systems) τα οποία δεν μποροφν να καταςκευαςτοφν με ςυμβατικζσ διαδικαςίεσ 

παραγωγισ και ςυναρμολόγθςθσ. 

 

Η λειτουργία ενόσ εφκαμπτου μθχανιςμοφ βαςίηεται ςτθν μεταφορά μιασ ειςερχόμενθσ δφναμθσ που 

αςκείται ςε ζνα μζροσ του μθχανιςμοφ, ςε ζνα άλλο ςθμείο με τθν μορφι μετακινιςεων ι μορφι 

εξερχόμενθσ δφναμθσ. Ο εφκαμπτοσ μθχανιςμόσ αποτελείται από ζνα και μόνο ςϊμα (μονολικικι 

δομι). Σο ςϊμα αυτό κα πρζπει να είναι αρκετά εφκαμπτο ϊςτε να μπορεί να μεταφζρει τισ 

ειςερχόμενεσ φορτίςεισ ςε μετακινιςεισ, άλλα ταυτόχρονα κα πρζπει να είναι αρκετά ςτιβαρό ϊςτε να 

μπορεί να αντζξει τισ φορτίςεισ αυτζσ. Επίςθσ κατά τον ςχεδιαςμό ενόσ εφκαμπτου μθχανιςμοφ και τθν 

μελζτθ τθσ κινθτικότθτασ του κα πρζπει να λθφκεί υπόψιν και ο παράγοντασ τθσ κόπωςθσ. Αν οι 

απϊλειεσ ενζργειασ και ο παράγοντασ αδράνειασ κεωρθκοφν αμελθτζα ςε ζνα εφκαμπτο μθχανιςμό θ 

ειςερχόμενθ ενζργεια είναι ίςθ με το άκροιςμα τθσ εξερχόμενθσ ενζργειασ και αυτισ που είναι 

αποκθκευμζνθ ςτον μθχανιςμό (strain energy). Ο λόγοσ τθσ (εξερχόμενθσ) δφναμθσ ςτο ςθμείο εξόδου 

(output point) του μθχανιςμοφ προσ τθν ειςερχόμενθ δφναμθ ςτο ςθμείο ειςόδου (input point) ορίηεται 

ωσ μθχανικό πλεονζκτθμα, (Mechanical Advantage, MA) ενϊ ο λόγοσ τθσ εξερχόμενθσ μετακίνθςθσ ςτο 

ςθμείο εξόδου προσ τθν μετακίνθςθ ςτο ςθμείο εφαρμογισ τθσ ειςερχόμενθσ δφναμθσ ορίηεται ωσ το 

Γεωμετρικό Πλεονζκτθμα, (Geometric Advantage, GA). 

 
MA =Fout/Fin 

GA =Uout/Uin 



 

4. ΘΕΨΡΗΣΙΚΗ ΠΡΟ΢ΕΓΓΙ΢Η  

4.1 Η ΜΕΘΟΔΟ΢ ΣΨΝ ΠΕΠΕΡΑ΢ΜΕΝΨΝ ΢ΣΟΙΦΕΙΨΝ 
 

Η αναλυτικι λφςθ των εξιςϊςεων με τισ οποίεσ περιγράφονται τα διάφορα τεχνικά προβλιματα είναι 

δυνατι μόνο ςε ειδικζσ περιπτϊςεισ, όπου οι καταπονιςεισ και τα γεωμετρικά ςχιματα είναι πάρα 

πολφ απλά.  Η ανάγκθ για επίλυςθ περιςςότερο πολφπλοκων προβλθμάτων , οδιγθςε ςτθν ανάπτυξθ 

διάφορων προςεγγιςτικϊν μεκόδων. Μια τζτοια μζκοδοσ είναι θ μζκοδοσ των Πεπεραςμζνων 

΢τοιχείων. Είναι μεν προςεγγιςτικι μζκοδοσ, αλλά μπορεί να δϊςει αξιόπιςτα αποτελζςματα και ζχει 

το πλεονζκτθμα ότι μπορεί να εφαρμοςτεί ςε όλα τα προβλιματα. Σο μειονζκτθμά τθσ είναι οι 

αυξθμζνεσ απαιτιςεισ ςε υπολογιςτικι ιςχφ, ιδίωσ όταν εφαρμόηεται ςε ςφνκετα μοντζλα. 

 

Η μζκοδοσ των Πεπεραςμζνων ΢τοιχείων είναι μια εξζλιξθ των μθτρωΐκων μεκόδων που ζγινε από 

επιςτιμονεσ όπωσ ο Αργφρθσ Ι., ο Clough, ο Ritz και άλλοι. Οι βαςικζσ ιδζεσ προιλκαν ςτισ αρχζσ τθσ 

δεκαετίασ του 40, από εξελίξεισ ςτθν δομικι ανάλυςθ αεροςκαφϊν. Αρχικά ο Hrenikoff χρθςιμοποίθςε 

τθ “Μζκοδο των Δικτυωμάτων” , αργότερα Ο Turner δθμιοφργθςαν μθτρϊα ακαμψίασ για δικτυϊματα, 

δοκοφσ και άλλα ςτοιχεία. Ο όροσ Πεπεραςμζνα ςτοιχεία χρθςιμοποιικθκε το 1960. Οι μακθματικζσ, 

βζβαια, βάςεισ για τθν ςθμερινι μορφι τθσ μεκόδου μπικαν τθν δεκαετία του 70. 

 

Πλζον αποτελεί ζνα ιςχυρό εργαλείο για τθν αρικμθτικι επίλυςθ ενόσ μεγάλου φάςματοσ 

προβλθμάτων μθχανικοφ. Οι εφαρμογζσ εκτείνονται από τθν παραμόρφωςθ και ανάλυςθ τάςεων ςε 

αυτοκίνθτα, αεροπλάνα, κτίρια και γζφυρεσ, μζχρι τθν ανάλυςθ πεδίων ροισ κερμότθτασ, ροισ υγρϊν, 

μαγνθτικισ ροισ, κ.α. Με τθν εξζλιξθ των υπολογιςτικϊν ςυςτθμάτων και των ςυςτθμάτων CAD, 

ςφνκετα προβλιματα μποροφν να μοντελοποιθκοφν πολφ εφκολα. Με αυτι τθ μζκοδο μια πολφπλοκθ 

περιοχι, διακριτοποιείται ςε απλά γεωμετρικά ςχιματα, τα οποία ονομάηονται Πεπεραςμζνα ΢τοιχεία 

(Finite Elements). Μια διαδικαςία ςφνκεςθσ, θ οποία κεωρεί φορτία και περιοριςμοφσ, ζχει ωσ 

αποτζλεςμα ζνα ςφνολο εξιςϊςεων. Η επίλυςθ αυτϊν, δίνει κατά προςζγγιςθ( με αρκετά μεγάλθ 

ακρίβεια) τθ ςυμπεριφορά του αρχικοφ πολφπλοκου μοντζλου.  

 

Για να εφαρμοςτεί θ μζκοδοσ απαιτοφνται τα εξισ ςτάδια: 
 

 Ειςαγωγι τθσ γεωμετρίασ τθσ καταςκευισ 



 

 
΢χιμα 1: Γεωμετρία καταςκευισ 
 

 Χωρίηεται το μοντζλο ςε Πεπεραςμζνα ΢τοιχεία και αφοφ ετοιμαςτεί το πλζγμα επιλζγεται το 

είδοσ τθσ επίλυςθσ με ταυτόχρονθ ειςαγωγι επιπλζον δεδομζνων (pre processor πρόγραμμα) 

 
΢χιμα 2 : Διακριτοποίθςθ καταςκευισ 

 

 Γίνεται θ επίλυςθ του προβλιματοσ με αρικμθτικζσ μεκόδουσ (solver πρόγραμμα) 

Εδϊ με τθν βοικεια τθσ ςχζςθσ K *u =p , επιλφουμε ζνα ςφνολο εξιςϊςεων τθσ μορφισ          

u =K-1
 * p , όπου u θ μετακίνθςθ κάποιου κόμβου. 

 



 Σζλοσ, υπάρχει δυνατότθτα να εμφανίηονται τα αποτελζςματα (post processor πρόγραμμα) 
 
΢το ςχιμα τθσ παρακάτω εικόνασ φαίνεται ζνα κομμάτι από το πλαίςιο ενόσ οχιματοσ, αναλυμζνο με 

τθν μζκοδο των πεπεραςμζνων ςτοιχείων, ζτοιμο για επίλυςθ. Παρατθροφμε ότι θ πολφπλοκθ, αρχικι 

γεωμετρία του κομματιοφ, απλοποιικθκε από πολλά μικρά, εφκολα διαχειρίςιμα, γεωμετρικά 

ςχιματα. 

 

 
΢χιμα 3: Κομμάτι από πλαίςιο οχιματοσ, αναλυμζνο με τθν μζκοδο Πεπεραςμζνων Στοιχείων. Πθγι: 
www.math.tuberlin.de 

 
Τπάρχουν δφο προςεγγίςεισ τθσ μεκόδου. Η προςζγγιςθ Galerkin και θ προςζγγιςθ τθσ Δυναμικισ 

Ενζργειασ. 

 
 

4.1.1 Η ΠΡΟ΢ΕΓΓΙ΢Η ΣΗ΢ ΔΤΝΑΜΙΚΗ΢ ΕΝΕΡΓΕΙΑ΢ 

 

 
΢τθ μθχανικι των ςτερεϊν, το πρόβλθμά μασ είναι να προςδιορίςουμε τθν μετατόπιςθ (τάςεισ → 

παραμορφϊςεισ → μετατοπίςεισ) ενόσ ςϊματοσ, που ικανοποιεί τισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ. Αυτό 

προχποκζτει τθν επίλυςθ μερικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων δεφτερθσ τάξθσ. Η λφςθ του ςυνόλου 

των εξιςϊςεων ορίηεται ωσ ακριβισ λφςθ. Σζτοιεσ λφςεισ υπάρχουν ςε απλζσ γεωμετρικζσ μορφζσ 

και απλζσ ςυνκικεσ φόρτιςθσ. Για προβλιματα, όμωσ, με ςφνκετεσ γεωμετρίεσ, ςυνοριακζσ 

ςυνκικεσ και ςυνκικεσ φόρτιςθσ, θ επίτευξθ τζτοιων λφςεων είναι ςχεδόν αδφνατθ. Εδϊ βρίςκουν 

εφαρμογι οι προςεγγιςτικζσ μζκοδοι επίλυςθσ και ςυνικωσ εφαρμόηουν τθν προςζγγιςθ τθσ 

Δυναμικισ Ενζργειασ, Π. 

 
Η ςυνολικι ενζργεια ενόσ ελαςτικοφ ςϊματοσ ορίηεται ωσ το άκροιςμα τθσ Ενζργειασ 

Παραμόρφωςθσ U και τθσ ικανότθτασ παραγωγισ ζργου WP. 

 



Π = U + WP ι 

 
 

 
Όπου V: όγκοσ του ςϊματοσ 

S: επιφάνεια του ςϊματοσ 

T: δφναμθ ανά μονάδα επιφάνειασ 

u: παραμόρφωςθ ςθμείου 

f: κατανεμθμζνθ δφναμθ ανά μονάδα όγκου 

P: φορτίο 

ς: τάςθ 

ε: παραμόρφωςθ 

 
Από τα παραπάνω ορίηεται θ αρχι τθσ ελάχιςτθσ Δυναμικισ Ενζργειασ που λζει ότι: “από όλα τα 

πεδία επιτρεπτϊν μετακινιςεων, αυτά τα οποία αντιςτοιχοφν ςε ιςορροπία παρουςιάηουν 

ακρότατα ολικισ Δυναμικισ Ενζργειασ”. 

 

4.2 ΒΕΛΣΙ΢ΣΟ΢ ΢ΦΕΔΙΑ΢ΜΟ΢ ΚΑΣΑ΢ΚΕΤΨΝ 

 
Μια από τισ κυριότερεσ εκφράςεισ τθσ επιςτιμθσ του Μθχανικοφ είναι ο ςχεδιαςμόσ. Από τθ πρϊτθ 

ςτιγμι που εμφανίςτθκε αυτι θ ζννοια, ςτόχοσ τθσ ζγινε ο “τρόποσ να γίνει κάτι” για να καλφπτει 

οριςμζνεσ ανάγκεσ, με τα εκάςτοτε διακζςιμα μζςα. 

 
Οι κυριότερεσ φάςεισ του ςχεδιαςμοφ είναι: 
 

1. θ αναγνϊριςθ τθσ ανάγκθσ για ςχεδιαςμό (κακοριςμόσ προβλιματοσ) 

2. το ςχζδιο δράςθσ 

3. θ ςυλλογι εναλλακτικϊν λφςεων. 

 
Παραδοςιακά θ επιλογι τθσ καλφτερθσ από τθ ςυλλογι των εναλλακτικϊν λφςεων, αποτελεί το 

κομμάτι του Βζλτιςτου ΢χεδιαςμοφ. 

 
Αυτό το κομμάτι μπορεί να προςεγγιςτεί αν απαντιςουμε ςτα παρακάτω ερωτιματα. 

 Πωσ περιγράφουμε τον διαφορετικό ςχεδιαςμό; (παράμετροι, μεταβλθτζσ ςχεδιαςμοφ) 



 Ποια τα κριτιρια (objective criteria) μασ για τθν επιλογι τθσ καλφτερθσ/βζλτιςτθσ λφςθσ; 

 Ποια τα διακζςιμα μζςα; (περιοριςμοί) 

 
 
 

4.2.1 ΣΟΠΟΛΟΓΙΚΗ ΒΕΛΣΙ΢ΣΟΠΟΙΗ΢Η 

 
Η Σοπολογικι Βελτιςτοποίθςθ αποτελεί ζνα από τα ςθμαντικότερα προβλιματα του μθχανικοφ και 

ορίηεται ωσ θ βζλτιςτθ διανομι περιοριςμζνου υλικοφ ςε μια ςυγκεκριμζνθ επιφάνεια. Ωσ παράδειγμα 

δίνεται θ παρακάτω γζφυρα. 

Αρχικά φαίνεται θ γζφυρα με όλα τα ςτοιχεία τθσ και ςτο τζλοσ μια απλοφςτερθ καταςκευι με ίδια 

ανοχι ςε φορτίςεισ, τάςεισ, κ.α. Σα ενδιάμεςα ςχιματα μασ δίνουν τισ ενδιάμεςεσ φάςεισ ζωσ ότου 

προςεγγίςουμε το τελικό αποτζλεςμα.  Ζτςι για παράδειγμα πετυχαίνουμε ελαφρότερθ καταςκευι, ι 

καταςκευι με λιγότερθ δαπάνθ υλικοφ τισ ίδιεσ ανοχζσ, ςε ςυγκεκριμζνθ φόρτιςθ, με τθν αρχικι. 

 
΢χιμα 4: Φάςεισ Τοπολογικισ Βελτιςτοποίθςθσ 



Η Σοπολογικι Βελτιςτοποίθςθ  καταςκευϊν διαφζρει από τθν απλι βελτιςτοποίθςθ όςον αφορά τθν 

πολυπλοκότθτα τθσ. Τπάρχουν δφο πικανά προβλιματα που δικαιολογοφν αυτό το γεγονόσ. Σο πρϊτο 

είναι ότι τα μοντζλα από μόνα τουσ διαφοροποιοφνται κατά τθ διάρκεια τθσ ςχεδιαςτικισ διαδικαςίασ 

και δεφτερο είναι ότι ο αρικμόσ των ςυνδζςεων των ςτοιχείων αυξάνεται με μεγάλο ρυκμό κακϊσ 

αυξάνουμε του κόμβουσ ςφνδεςθσ. 

 

4.3 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΒΕΛΣΙ΢ΣΟΠΟΙΗ΢Η΢ 

 
Ζνασ Αλγόρικμοσ βελτιςτοποίθςθσ αποτελεί μια αρικμθτικι μζκοδο για τθν εφρεςθ μια τιμισ x* , ϊςτε 

το αποτζλεςμα μιασ αντικειμενικισ ςυνάντθςθσ f (x) να είναι βζλτιςτο (ελάχιςτο ι μζγιςτο). Πικανό 

είναι να υπάρχουν και κάποιοι περιοριςμοί όςον αφορά τισ τιμζσ του x . 

 

Η μακθματικι ζκφραςθ αυτοφ είναι θ παρακάτω: 
 

Minimize   f (x) 
 

με περιοριςμοφσ 

h(x )= 0  
 
g(x )≤ 0 
 

με x є X  Rn
 , 

 
όπου X ζνα υποςφνολο του n-διάςτατου χϊρου Rn

 . 

 

4.3.1. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ΢ QUASI – NEWTON 

 
΢τθν βελτιςτοποίθςθ οι μζκοδοι Quasi – Newton (γνωςτι και ωσ variable metric μζκοδοσ) είναι 

αλγόρικμοι για τθν εφρεςθ τοπικϊν ελάχιςτων και τοπικϊν μζγιςτων ςε μια ςυνάρτθςθ. Βαςίηονται ςτθ 

μζκοδο του Newton, θ οποία προςπακεί να προςδιορίςει ζνα ςτάςιμο ςθμείο, όπου θ πρϊτθ 

παράγωγοσ είναι ίςθ με μθδζν. Αυτι θ μζκοδοσ υποκζτει ότι μια ςυνάρτθςθ, ςε μια περιοχι γφρω από 

το βζλτιςτο, μπορεί, τοπικά, να προςεγγιςτεί ςαν τετραγωνικι (quadratic). Ζτςι με τθν βοικεια τθσ 

πρϊτθσ και τθσ δεφτερθσ παραγϊγου, μπορεί να βρεκεί το ςτάςιμο ςθμείο. 

 

 
Ασ προςπακιςουμε να περιγράψουμε τθν μζκοδο. Αν ζνασ πραγματικόσ αρικμόσ x*

 είναι ςτάςιμο για 

μια ςυνάρτθςθ f (x) , τότε ο x*
 είναι ρίηα τθσ f’

 (x) . Σο ανάπτυγμα του Taylor για τθν f (x) κα δίνεται 

από τον παρακάτω τφπο, 



 

 
 
και επιτυγχάνει το ακρότατο όταν το Δx επιλφει τθν γραμμικι εξίςωςθ, 
 

 
 
και θ f’’

 (x) είναι κετικι. Γι’ αυτό το λόγο, εφόςον θ f (x) είναι διπλά διαφοριςιμθ, και θ αρχικι 

υπόκεςθ x0 (τιμι από τθν οποία ξεκινά ο αλγόρικμοσ), ζχει επιλεχκεί κοντά ςτο x*
 , θ ακολουκία xn 

ορίηεται από τον παρακάτω τφπο, 

 
 
και ςυγκλίνει ςτο x*

 . 
 
Παρακάτω φαίνεται, γραφικά, πωσ ο αλγόρικμοσ αυτόσ ςυγκλίνει ςτο x*

 . 
 

 
΢χιμα 5 : Σφγκλιςθ με Quasi-Newton . Πθγι: http://documents.wolfram.com/mathematica/BuiltinFunctions/ 
AdvancedDocumentation/Optimization.html 
 

Αυτι θ επαναλθπτικι ιδζα μπορεί να γενικευκεί ςε πολλζσ διαςτάςεισ, αντικακιςτϊντασ τθν πρϊτθ 

παράγωγο με βακμωτι μεταβολι (gradient), f (x) και τθν δεφτερθ παράγωγο με τον αντίςτροφο 

του Hessian πίνακα, Hf (x) . Ζτςι ζχουμε, 

 



΢υνθκίηεται θ μζκοδοσ Quasi-Newton να περιλαμβάνει ζνα μικρό βιμα, μεγαλφτερο του μθδενόσ, 

αντί για γ=1, 

 
 

Αυτό γίνεται για να εξαςφαλιςκεί ότι ιςχφουν οι ςυνκικεσ Wolfe, για κάκε βιμα xn → x n+1 τθσ 

επανάλθψθσ. 

 

Ο πρϊτοσ αλγόρικμοσ Quasi-Newton προτάκθκε από τον Davidon W. C. Σο 1959, θ DFP ενθμερωτικι 

φόρμουλα (DFP updating formula). ΢ιμερα οι γνωςτότεροι και ςυχνότερα χρθςιμοποιοφμενοι 

αλγόρικμοι Quasi-Newton είναι θ φόρμουλα SR1 και θ μζκοδοσ BFGS. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5.ΜΗΦΑΝΙ΢ΜΟ΢ ΜΙΑ΢ ΥΟΡΣΙ΢Η΢ 
 

Σο πρόβλθμα είναι θ εφρεςθ των διατομϊν των ράβδων που αποτελοφν τον εφκαμπτο μθχανιςμό ϊςτε 

θ αντιςτροφι τθσ δφναμθσ να είναι μζγιςτθ. ΢το παρακάτω ςχιμα φαίνεται το τετράπλευρο 

ςχεδιαςμοφ κακϊσ και οι ςτθρίξεισ, το ςθμείο τθσ ειςερχόμενθσ δφναμθσ και το ςθμείο που κζλουμε 

μζγιςτθ αντιςτροφι. 

 

΢χιμα 6: Τετράπλευρο χωρίο ςχεδίαςθσ εφκαμπτου μθχανιςμοφ 

 

Σο πρόβλθμα επιλφκθκε για διαφορετικζσ διαμερίςεισ των πλευρϊν του τετραπλεφρου, ςυγκεκριμζνα 

για 2Χ2 , 4Χ4, 6Χ6, 8X8, 10Χ10, 12X12. Παρακάτω παρουςιάηονται τα αποτελζςματα του κϊδικα για τισ 

διάφορεσ διαμερίςεισ.  

 

 

 

 



5.1 Διαμέριςη 2Φ2 
 

   

΢χιμα 7: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                ΢χιμα 8: Μετατοπίςεισ κόμβων πριν και μετά τθν φόρτιςθ 
 

 

Διατομζσ ράβδων 

1 1 1 1 

1 1 1 1 

1 1 0.1 1 

1 1 0.1 1 

0.1 0.1 1 1 

Γεωμετρικό Πλεονζκτθμα 45,2% 
Πίνακασ 1: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων εφκαμπτου μθχανιςμοφ 

 

 

5.2 Διαμέριςη 4Φ4 

 

 
΢χιμα 9: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                 

 

Διατομζσ ράβδων 

10 0.1 10 

10 0.1 10 

10 10 10 

0.1 0.1 10 

10 0.1 10 

10 10 0.1 

10 0.1 10 



 
΢χιμα 10: Μετατοπίςεισ κόμβων πριν και μετά τθν φόρτιςθ 

 

10 10 0.1 

0.1 10 0.1 

10 0.1 0.1 

3.400745 0.1 0.1 

10 0.1 3.996253 

10 0.1 0.809562 

10 0.1 0.1 

10 10 0.1 

10 0.1 10 

10 0.1 10 

10 0.1 10 

10 0.1 10 

0.1 10 10 

0.1 0.1 10 

0.1 0.1 10 

0.1 0.1 10 

10 0.1 10 

Γεωμ. Πλεονζκτθμα 74,65% 
Πίνακασ 2: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ 
ράβδων 

 
 

 

 

 

 



5.3 Διαμέριςη 6Φ6 
 

 

 
΢χιμα 11: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                 

 

Διατομζσ ράβδων 

9.620198 0.1 0.1 

10 0.1 0.1 

9.986952 10 10 

10 3.659076 10 

10 0.1 0.1 

10 0.1 0.1 

0.111911 3.374858 10 

10 10 7.783397 

10 0.1 0.1 

10 0.1 0.1 

10 10 10 

10 10 10 

0.1 0.1 10 

5.475084 0.1 10 

10 10 10 

10 10 10 

10 0.1 7.904963 

10 10 7.174557 

10 10 10 

6.189144 10 10 

10 10 10 

10 0.1 0.1 

10 10 10 

10 10 0.1 

9.639068 0.1 10 

5.412505 0.1 0.1 

0.1 1.162794 10 

0.1 10 10 

9.397719 0.1 0.1 

10 0.1 0.1 

10 10 10 

10 9.97002 10 

0.1 0.1 10 

0.1 0.1 0.1 

10 10 10 

10 10 10 

0.1 0.1 10 

 
΢χιμα 12: Μετατοπίςεισ κόμβων πριν και μετά τθν φόρτιςθ 

 



0.1 0.1 10 

1.860524 10 10 

10 10 10 

0.1 0.1 10 

0.1 0.1 10 

10 10 10 

10 10 10 

10 9.14045 10 

9.660928 10 10 

10 0.1 10 

10 8.849686 10 

10 10 10 

10 0.1 6.40976 

10 10 10 

10 10 10 

Γεωμ.Πλεονζκτθμα 81,47% 
 

 

5.4 Διαμέριςη 8Φ8 

΢χιμα 13: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                 ΢χιμα 14: Μετατοπίςεισ κόμβων πριν και μετά τθν 

φόρτιςθ 

 

 
 

 

 

5.5 Διαμέριςη 10Φ10 

 



 
΢χιμα 15: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                 

 

 
΢χιμα 16: Μετατοπίςεισ κόμβων πριν και μετά τθν 
φόρτιςθ 

 

Διατομζσ Ράβδων 

3.983636 9.803305 0.1 9.412148 0.1 0.1 0.1 9.858518 9.693361 

10 5.14988 0.1 9.619301 0.1 0.1 0.1 9.770253 1.654273 

0.103418 10 0.935965 9.904492 0.239999 10 9.458643 10 9.923419 

10 10 10 9.260381 9.950237 1.088013 1.839374 0.624668 3.353065 

10 0.1 0.1 0.151776 0.1 0.1 9.940564 9.79925 
 

10 0.1 0.1 9.881365 0.1 0.1 5.178137 10 
 

3.060416 0.1 9.443111 10 1.978243 9.830578 9.433063 9.878731 
 

9.899577 9.908294 1.442668 6.579004 5.165058 3.919997 9.670486 8.482517 
 

10 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 6.602725 10 
 

10 0.1 2.552499 0.1 0.1 0.1 2.191664 9.279601 
 

9.951825 9.837595 7.081462 9.941604 6.823158 10 0.1 10 
 

10 10 9.509903 7.599985 0.70218 2.702107 8.681285 9.965161 
 

10 0.1 9.888974 0.1 0.1 0.1 0.1 10 
 

10 0.1 3.250015 0.1 0.1 0.1 0.232851 0.1 
 

10 1.768283 9.736639 9.895629 0.1 0.516178 9.851095 10 
 

10 9.420607 9.992405 0.154044 4.865033 9.558663 5.026227 0.1 
 

10 0.1 7.100065 0.1 0.1 0.1 7.613118 0.1 
 

0.1 7.858839 7.583982 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 
 

0.1 2.541718 7.90233 0.222529 9.959222 10 9.913467 9.983378 
 

10 9.789717 9.836201 0.390667 0.1 9.421393 10 8.476402 
 

0.473071 9.505258 10 0.1 0.1 9.313828 9.998135 0.1 
 

0.1 9.516462 9.879141 0.1 0.1 5.569102 0.1 0.1 
 

0.103352 5.766404 10 3.895224 2.878374 8.191547 10 5.984428 
 

9.991001 1.767403 0.1 3.909116 9.966852 1.614986 10 6.813574 
 

6.807743 9.330165 0.1 0.1 0.1 9.093148 0.1 8.226448 
 

0.1 0.328585 0.1 0.1 0.1 6.804113 0.1 3.30662 
 

10 9.750394 9.612023 8.921837 0.1 5.988353 9.960738 0.218659 
 



6.558573 9.865462 0.271756 0.129654 2.923966 9.733553 3.283454 4.270582 
 

9.592619 7.856304 0.1 0.1 0.1 8.10869 0.1 7.501942 
 

9.736891 0.183505 0.1 0.1 9.491752 0.1 0.1 8.491129 
 

5.752071 1.207603 10 0.1 0.1 9.933037 10 6.24612 
 

1.240153 9.700268 5.724881 9.998319 10 10 8.065624 5.103155 
 

9.981134 2.537797 0.1 0.1 4.479467 0.1 0.1 5.852394 
 

9.855716 0.301028 0.1 0.1 9.070962 0.1 0.1 1.890107 
 

6.267702 10 9.141226 9.80952 6.622902 3.827492 5.2199 8.992217 
 

9.990986 1.62982 2.248963 2.597631 7.762614 1.090593 3.649452 4.913984 
 

6.799579 6.068478 0.1 0.1 10 0.1 0.1 4.026557 
 

4.599343 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 10 
 

6.799301 10 2.981102 1.944501 0.1 10 9.147276 10 
 

9.835042 5.116854 10 5.564245 10 8.193491 2.206172 10 
 

3.397518 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 7.769639 0.1 
 

0.207716 0.1 0.1 9.98878 0.1 0.1 4.620506 0.1 
 

9.430656 9.806907 9.355409 9.945014 4.769655 10 2.259271 10 
 

0.240252 3.550037 9.920005 0.1 8.490562 5.26899 0.834421 10 
 

0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 9.563809 9.590701 
 

9.983302 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 2.707529 3.350997 
 

0.664839 9.644951 2.291059 9.580837 10 10 9.973977 10 
 

6.723962 9.958358 10 10 2.09587 0.142842 9.287734 10 
 

9.988936 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 5.084094 10 
 

10 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.381295 10 
 

10 0.511292 10 9.799585 4.505173 1.769279 10 0.1 
 

9.920322 10 0.1 7.232843 5.292061 4.50895 0.38069 0.1 
 

Γεωμετρικό Πλεονζκτθμα 63,26% 
 

 

5.6 Διαμέριςη 12Φ12 

΢χιμα 17: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                 ΢χιμα 18: Μετατοπίςεισ κόμβων πριν και μετά τθν 

φόρτιςθ 



5.7 ΢υγκριτικά αποτελέςματα 
Για να ςυγκρίνουμε τισ διάφορεσ περιπτϊςεισ   χρθςιμοποιιςαμε τον λόγο του όγκου των ράβδων προσ 

το εμβαδό του παραλλθλόγραμμου. Ζτςι καταςκευάςαμε το παρακάτω γράφθμα ςτον κάκετο άξονα 

είναι το γεωμετρικό πλεονζκτθμα και ςτον οριηόντιο το ποςοςτό κάλυψθσ του παραλλθλόγραμμου.  

 ΢χιμα 19: Συγκριτικό γράφθμα ποςοςτό κάλυψθσ-γεωμετρικό πλεονζκτθμα 

4x4 16.01 74.65 

6x6 30.77 81.47 

8x8 32.14 71.59 

10x10 35.3 63.26 

12x12 40.05 69.12 
 

 

 

Παρατθροφμε ότι κακϊσ πυκνϊνει το πλζγμα δεν ζχουμε βελτίωςθ του γεωμετρικοφ πλεονεκτιματοσ 

μετά τθν περίπτωςθ 6Χ6. Ακόμθ παρατθροφμε ότι ςτθν περίπτωςθ 12Χ12 ζχουμε καλφτερο 

αποτζλεςμα από ότι ςτθν περίπτωςθ 10Χ10. 

 

6.ΠΟΛΤΜΟΡΥΙΚΟ΢ ΜΗΦΑΝΙ΢ΜΟ΢ ΔΤΟ ΥΟΡΣΙ΢ΕΨΝ  
 

Σο πρόβλθμα είναι θ εφρεςθ των διατομϊν του εφκαμπτου μθχανιςμοφ, ϊςτε για δφο διαφορετικζσ 

φορτίςεισ ο ίδιοσ μθχανιςμόσ να λειτουργεί διαφορετικά. ΢το παρακάτω ςχιμα φαίνεται το 

τετράπλευρο ςχεδιαςμοφ κακϊσ και οι ςτθρίξεισ, τα ςθμεία εφαρμογισ των δυνάμεων και τα ςθμεία 

ςτα οποία κζλουμε μζγιςτθ αντιςτροφι τθσ κάκε δφναμθσ. 



 

΢χιμα 20: Τετράπλευρο χωρίο ςχεδιαςμοφ εφκαμπτου μθχανιςμοφ 

Σο πρόβλθμα ςε αυτι τθν περίπτωςθ ζχει δφο ςτόχουσ, όταν αςκείται θ δφναμθ F1 κζλουμε θ 

μετατόπιςθ u1x να είναι μζγιςτθ ενϊ όταν αςκείται θ δφναμθ F2 κζλουμε θ μετατόπιςθ u2y να είναι 

μζγιςτθ. Για τθν ςφνκεςθ των δφο ςτόχων ςε ζνα κεωριςαμε βάρθ ςτουσ δφο ςτόχουσ με ςυντελεςτι 

ςτάκμιςθσ a=0.5.  Ακολουκοφν  γραφικά αποτελζςματα κακϊσ και οι διατομζσ των ράβδων για τισ 

διάφορεσ διαμερίςεισ των πλευρϊν του τετραπλεφρου. 

6.1 Διαμέριςη 4Φ4 
 



 

΢χιμα 21: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                 

 

΢χιμα 22: Φόρτιςθ ςτον x άξονα γεωμετρικό πλεονζκτθμα 72,12% 

 

΢χιμα 23: Φόρτιςθ ςτον y άξονα γεωμετρικό πλεονζκτθμα 71,15% 

 



6.2 Διαμέριςη 6Φ6 
 

 

΢χιμα 24: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                 

 

΢χιμα 25: Φόρτιςθ ςτον x άξονα γεωμετρικό πλεονζκτθμα 44,97% 



 

΢χιμα 26: Φόρτιςθ ςτον y άξονα γεωμετρικό πλεονζκτθμα 56,44% 

 

 

6.3 Διαμέριςη 10Φ10 

 

΢χιμα 27: Βελτιςτοποιθμζνεσ διατομζσ ράβδων                 



 

΢χιμα 28: Φόρτιςθ ςτον x άξονα γεωμετρικό πλεονζκτθμα 49,63% 

 

 

΢χιμα 29: Φόρτιςθ ςτον y άξονα γεωμετρικό πλεονζκτθμα  44,58% 

 

 

 



7 Τπολογιςτικό κόςτοσ 
΢τουσ παρακάτω πίνακεσ φαίνεται ο χρόνοσ εκτζλεςθσ για τισ διάφορεσ περιπτϊςεισ διαμερίςεων. 

Μθχανιςμόσ μίασ φόρτιςθσ 

Διακριτοποίθςθ Αρικμόσ ςτοιχείων Χρόνοσ Εκτζλεςθσ 

4x4 72 1min 16sec 

6x6 156 8min 31sec 

8x8 272 14min 39sec 

10x10 420 49min 49sec 

12x12 600 72min 28sec 
Πίνακασ 6: Χρόνοι εκτζλεςθσ για τισ διάφορεσ διακριτοποιιςεισ 

 

Μθχανιςμόσ δφο φορτίςεων 

Διακριτοποίθςθ Αρικμόσ ςτοιχείων Χρόνοσ Εκτζλεςθσ 

4x4 72 1min 34sec 

6x6 156 4min 25sec 

10x10 420 50min 6sec 
Πίνακασ 7: Χρόνοι εκτζλεςθσ για τισ διάφορεσ διακριτοποιιςεισ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παράρτημα 
 

Κϊδικασ επίλυςθσ μετακινιςεων για ςυγκεκριμζνο διάνυςμα διατομϊν των ράβδων. 



function [func,Utotal] =ex1trus2d (A) 

 

%% example of truss2d element 

% solving a two-dimensional truss 

% 

% Copyright: G.E. Stavroulakis (2004) 

% 

%% number of nodes 

 

%% truss2d element 

% solving a two-dimensional truss 

% input: parameters related to the cross-sections of bars 

% output: one of the cost functions 

 

%% automatic preparation 

% length and number of segments in x direction 

lx = 720; nx = 4; 

% length and number of segments in y direction 

ly = 720; ny = 4; 

%% 

 

 

%% number of nodes 

nnodes = (nx+1)*(ny+1); 

%% nodes 

xnode=zeros(nnodes,1); 

ynode=zeros(nnodes,1); 

iel=0; 

for i = 1:nx+1 

    for j = 1:ny+1 

        iel=(j-1)*(nx+1)+i; 

        xnode(iel)=(lx/nx)*(i-1); 

        ynode(iel)=(ly/ny)*(j-1); 



    end 

end 

%% number of elements 

nelements = (nx*ny)*4+ny+nx; 

%% connectivity of elements 

cnct = zeros(nelements,2); 

jel=0; 

for ii=1:nx 

    for jj=1:ny 

        jel=((jj-1)*nx+(ii-1))*4; 

         cnct(jel+1,1) = jj*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+1,2) = (jj-1)*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+2,1) = (jj-1)*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+2,2) = (jj-1)*(nx+1)+ii+1; 

         cnct(jel+3,1) = jj*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+3,2) = (jj-1)*(nx+1)+ii+1; 

         cnct(jel+4,1) = (jj-1)*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+4,2) = jj*(nx+1)+ii+1; 

          

    end 

end 

jel=nx*ny*4; 

for jj = 1:ny 

        jel= jel+1; 

         cnct(jel,1) = (nx+1)*jj; 

         cnct(jel,2) = (nx+1)*(jj+1); 

end 

 

jel=nx*ny*4+ny; 

for ii = 1:nx 

       jel=jel+1; 

         cnct(jel,1) = ny*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel,2) = ny*(nx+1)+ii+1; 



end 

%% material constants 

E = 10000; 

 

%A=ones(nelements,1); 

rh=0.1; 

%% loading 

%number of loads 

nuload = 1; 

% number of node, x - y loadings 

loads = zeros(nuload,3); 

loads(1,1) = 11; 

loads(1,2) = 600; 

loads(1,3) = 0; 

%% boundary conditions 

% number of boundary conditions 

nubcs = 2; 

% number of node, x - y displs (code 1 = 0, code 0 = free) 

bcs = zeros(nubcs,3); 

bcs(1,1) = 1; 

bcs(1,2) = 1; 

bcs(1,3) = 1; 

 bcs(2,1) = 21; 

 bcs(2,2) = 1; 

 bcs(2,3) = 1; 

 

 

% 

%% preparation 

% stiffnes matrix 

Ktotal = zeros(2*nnodes,2*nnodes); 

% loading vector 

Ftotal = zeros(2*nnodes,1); 



% space for the solution 

Utotal = zeros(2*nnodes,1); 

% space for local stiffness matrix 

Kelm = zeros(4,4); 

% 

% assemply of the stiffness matrix 

for i=1:nelements 

    % for element i 

    % first node number cnct(i,1)  

    % first node coordinates xnode(cnct(i,1)), ynode(cnct(i,1)) 

    P1 = [ xnode(cnct(i,1)), ynode(cnct(i,1)) ]; 

    P2 = [ xnode(cnct(i,2)), ynode(cnct(i,2)) ]; 

    % local 4x4 stiffness matrix 

    Kelm = truss2d(A(i,1),E,P1,P2); 

    % assemply in global Ktotal stiffness matrix 

    Ktotal((cnct(i,1)-1)*2+1:(cnct(i,1)-1)*2+2,(cnct(i,1)-1)*2+1:(cnct(i,1)-1)*2+2)= ... 

    Ktotal((cnct(i,1)-1)*2+1:(cnct(i,1)-1)*2+2,(cnct(i,1)-1)*2+1:(cnct(i,1)-1)*2+2)+Kelm(1:2,1:2); 

    Ktotal((cnct(i,1)-1)*2+1:(cnct(i,1)-1)*2+2,(cnct(i,2)-1)*2+1:(cnct(i,2)-1)*2+2)= ... 

    Ktotal((cnct(i,1)-1)*2+1:(cnct(i,1)-1)*2+2,(cnct(i,2)-1)*2+1:(cnct(i,2)-1)*2+2)+Kelm(1:2,3:4); 

    Ktotal((cnct(i,2)-1)*2+1:(cnct(i,2)-1)*2+2,(cnct(i,1)-1)*2+1:(cnct(i,1)-1)*2+2)= ... 

    Ktotal((cnct(i,2)-1)*2+1:(cnct(i,2)-1)*2+2,(cnct(i,1)-1)*2+1:(cnct(i,1)-1)*2+2)+Kelm(3:4,1:2); 

    Ktotal((cnct(i,2)-1)*2+1:(cnct(i,2)-1)*2+2,(cnct(i,2)-1)*2+1:(cnct(i,2)-1)*2+2)= ... 

    Ktotal((cnct(i,2)-1)*2+1:(cnct(i,2)-1)*2+2,(cnct(i,2)-1)*2+1:(cnct(i,2)-1)*2+2)+Kelm(3:4,3:4); 

end 

% 

% loading vector 

% 

for i=1:nuload 

    % load at node loads(i,1) with x-y contribution equal to loads(i,2), loads(i,3) 

    Ftotal(2*(loads(i,1)-1)+1)=loads(i,2); 

    Ftotal(2*(loads(i,1)-1)+2)=loads(i,3); 

end 

%% imposing the boundary conditions 



for i=1:nubcs 

    % for node bcs(i,1) check x-y supports 

    % if bcs(i,2)=1 then x displacement is fixed equal to zero 

    % if bcs(i,3)=1 then y displacement is fixed equal to zero 

    if bcs(i,2)==1  

        Ktotal(2*(bcs(i,1)-1)+1,:)=0; 

        Ktotal(:,2*(bcs(i,1)-1)+1)=0; 

        Ktotal(2*(bcs(i,1)-1)+1,2*(bcs(i,1)-1)+1)=1; 

    end 

    if bcs(i,3)==1  

        Ktotal(2*(bcs(i,1)-1)+2,:)=0; 

        Ktotal(:,2*(bcs(i,1)-1)+2)=0; 

        Ktotal(2*(bcs(i,1)-1)+2,2*(bcs(i,1)-1)+2)=1; 

    end 

end 

% 

%% solving the system of equations 

Utotal=Ktotal\Ftotal; 

%% 

Κϊδικασ γραφικϊν αποτελεςμάτων 

Μετατοπίςεισ ςτουσ κόμβουσ 

newplot 

hold on 

for i=1:nelements 

x = [xnode(cnct(i,1)) xnode(cnct(i,2)) ]; 

y=[ynode(cnct(i,1)) ynode(cnct(i,2)) ]; 

   plot(x,y,'b--') 

%    displacements of nodes 

    xdispl = [Utotal(2*(cnct(i,1)-1)+1) Utotal(2*(cnct(i,2)-1)+1) ]; 

    ydispl = [Utotal(2*(cnct(i,1)-1)+2) Utotal(2*(cnct(i,2)-1)+2) ]; 

    plot(x+xdispl,y+ydispl,'r') 

end 



title('Initial and deformed truss') 

hold off 

Γραφικι παράςταςθ διατομϊν των ράβδων 

newplot 

 hold on 

 for i=1:nelements; 

     x = [xnode(cnct(i,1)) xnode(cnct(i,2)) ]; 

 y = [ynode(cnct(i,1)) ynode(cnct(i,2)) ]; 

  

 Alpha_max = 1.5; 

 Alpha_min = 0.1; 

 L= Alpha_max-Alpha_min; 

 Thickness_matrix =[0.5 2 3 4 6 9]; 

 

 if A(i)<=Alpha_min+L/32 

    Thickness = Thickness_matrix(1,1); 

 elseif A(i)<=Alpha_min+2*L/30 

    Thickness = Thickness_matrix(1,2); 

 elseif A(i)<=Alpha_min+2*L/6 

    Thickness = Thickness_matrix(1,3); 

 elseif A(i)<=Alpha_min+3*L/5 

    Thickness = Thickness_matrix(1,4);  

 elseif A(i)<=Alpha_min+4*L/5 

    Thickness = Thickness_matrix(1,5); 

    else  

    Thickness = Thickness_matrix(1,6);  

 end    

 plot(x,y,'LineWidth',Thickness) 

 end 

  

 title('Thickness Scaling') 

 hold off 
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