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Κ ε φ ά λ α ι ο  1 ο  

Ε ΙΣΑΓΩΓΗ  ΣΤΗ  ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ 

1.1 Ταξινόµηση προβληµάτων αποθεµάτων 

 

Τα προβλήµατα αποθεµάτων µπορούν να ταξινοµηθούν µε πολλούς τρόπους. 

Μπορούν να ταξινοµηθούν σύµφωνα µε την επαναληπτικότητα της απόφασης που 

λαµβάνεται για τα αποθέµατα , µε την πηγή προµήθειας , µε τη γνώση που υπάρχει 

για την µελλοντική ζήτηση , µε τη γνώση της µελλοντικής ανοχής µεταξύ 

παραγγελίας και εκτέλεσης της και µε τον τύπο του συστήµατος αποθεµάτων. Η 

ταξινόµηση των προβληµάτων µπορεί να γίνει βάση των ακόλουθων υποδιαιρέσεων. 

 

1) Επαναληπτικότητα 

a) Μεµονωµένη παραγγελία 

b) Επαναλαµβανόµενη παραγγελία 

2) Πηγή προµήθειας 

a) Εξωτερική πηγή 

b) Εσωτερική πηγή 

3) Γνώση της µελλοντικής ζήτησης 

a) Σταθερή ζήτηση 

b) Μεταβλητή ζήτηση 

4) Γνώση της χρονικής ανοχής µεταξύ παραγγελίας και εκτέλεσης της 

a) Σταθερή χρονική ανοχή 

b) Μεταβλητή χρονική ανοχή 

5) Συστήµατα αποθεµάτων 

a) ∆ιηνεκές  

b) Περιοδικό 

c) Προγραµµατισµού απαιτούµενων υλικών 
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Η παρούσα εργασία εστιάζεται στην κατάταξη των αποθεµάτων µε βάση τη γνώση 

της µελλοντικής ζήτησης Εξετάζοντας τις ιδιότητες των συστηµάτων αποθεµάτων 

διαπιστώνεται ότι ορισµένοι παράγοντες είναι κοινοί σε όλα . Η ζήτηση , η 

αναπλήρωση , οι περιορισµοί και το κόστος είναι τέσσερις κοινοί παράγοντες. Η 

ζήτηση είναι µονάδες που αφαιρούνται από τα αποθέµατα , η αναπλήρωση είναι 

µονάδες που προσθέτονται στα αποθέµατα , το κόστος εκφράζει τις οικονοµικές 

επιπτώσεις για τη διατήρηση ή µη των αποθεµάτων και οι περιορισµοί είναι 

περιστολές που επιβάλλονται στη ζήτηση και το κόστος από τη διοίκηση ή από 

συνθήκες του φυσικού περιβάλλοντος. Η συνηθέστερη υπόθεση για την κατανοµή 

της ζήτησης είναι ότι η ζήτηση είναι σταθερή µέσα στο χρόνο και το σύστηµα 

αποκαλείται προσδιοριστικό Η ζήτηση µπορεί επίσης να έχει µια εµπειρική κατανοµή 

µέσα στο χρόνο που δεν είναι τυποποιηµένη ή µπορεί να ακολουθεί µια κάποια ειδική 

κατανοµή , όπως κανονική Poisson ή βήτα. οπότε το σύστηµα καλείται στοχαστικό.  

Μια άλλη υποδιαίρεση της γνώσης της µελλοντικής ζήτησης µπορεί να περιλαµβάνει 

τη βεβαιότητα ,τον επιχειρηµατικό κίνδυνο και την αβεβαιότητα. Η µορφή της 

ζήτησης αναφέρεται στο τρόπο που µε τον οποίο αναλίσκονται τα αποθέµατα. Το 

απόθεµα ή µέρος αυτών µπορεί να αναλίσκεται στην αρχή της περιόδου , στο τέλος , 

οµοιόµορφα σε όλη τη διάρκεια της περιόδου ή σύµφωνα µε κάποια άλλη µορφή , 

π.χ. εποχιακά 

 

Όταν η µελλοντική ζήτηση είναι γνωστή µε ακρίβεια έχουµε ένα πρόβληµα  

αποθεµάτων κάτω από συνθήκες βεβαιότητας. Αυτή είναι η κατάσταση που 

συναντάται στις γραµµές παραγωγής ,όπου ο ακριβής αριθµός των απαιτούµενων 

ειδών υποδεικνύεται από τον σταθερό ρυθµό παραγωγής. Όταν είναι γνωστή η 

κατανοµή των πιθανοτήτων της µελλοντικής ζήτησης έχουµε ένα πρόβληµα 

αποθεµάτων κάτω από συνθήκες επιχειρηµατικού κινδύνου. Αυτού του είδους οι 

πληροφορίες ,µπορεί να προέρχονται από αρχεία προηγούµενων ζητήσεων. Μια 

τελευταία περίπτωση θα µπορούσε να είναι η απόλυτη άγνοια της πιθανότητας σε 

µελλοντική χρήση. Ένα καινούριο προϊόν στα πρώτα στάδια της εισαγωγής του στην 

αγορά θα µπορούσε να περιγράφει σαν ένα πρόβληµα αποθεµάτων κάτω από 

συνθήκες αβεβαιότητας. 
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1.2 Ιστορική αναδροµή 

 

Η Επιχειρησιακή Έρευνα ως µεθοδολογία εφαρµόστηκε αρχικά στις 

δραστηριότητες logistics , κατά την διάρκεια του δεύτερου παγκόσµιου πολέµου. 

Οµάδες επιστηµόνων αντιµετώπισαν προβλήµατα τα οποία δεν µπορούσαν να 

επιλυθούν µε τις παραδοσιακές µεθόδους. Η επιτυχής εφαρµογή αρχών της 

Επιχειρησιακής έρευνας παράλληλα µε την µαθηµατική ανάπτυξη της µεθόδου 

Simplex για την επίλυση προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού και η χρήση του 

ηλεκτρονικού υπολογιστή οδήγησαν στην καθιέρωση της Επιχειρησιακής Έρευνας 

ως νέου αυτόνοµου γνωστικού πεδίου από τις αρχές της δεκαετίας 1950-1959. 

 

Η πρώτη εργασία που έγινε στη µοντελοποίηση της διαχείρισης αποθεµάτων είναι 

του Ford Harris (1913), ο οποίος τυποποίησε ένα ντετερµινιστικό µοντέλο 

αποθεµάτων και απέδειξε τον τύπο για την ποσότητα οικονοµικής παραγγελίας 

(Economic Order Quantity . E.O.Q.). Αργότερα τράβηξαν το επιστηµονικό 

ενδιαφέρον οι έρευνες του R.H. Wilson (1934), του οποίου οι εργασίες 

δηµοσιεύονταν για τα επόµενα δεκαπέντε χρόνια. Στις αρχές της δεκαετίας του .50 

δηµοσιεύτηκαν οι εργασίες των Arrow, Harris και Marschak (1951) καθώς και των 

Dvoretsky, Kiefer και Wolfowitz (1952 a&b), οι οποίες αποτέλεσαν τη βάση για τη 

µετέπειτα εξέλιξη στην µαθηµατική θεωρία αποθεµάτων. Ο T.M. Whitin (1957) 

παρουσίασε τη σχέση µεταξύ της κλασικής οικονοµικής σκέψης και θεµάτων στη 

διαχείριση αποθεµάτων και ήταν ένας από τους πρώτους που ασχολήθηκαν µε το( r, 

Q) µοντέλο υπό συνθήκες αβεβαιότητας, το οποίο µετέπειτα αποτέλεσε το ορόσηµο 

για πολλά συστήµατα αποθεµάτων. Ένας µεγάλος αριθµός σηµαντικών επιστηµόνων 

έστρεψαν το ενδιαφέρον τους στα µαθηµατικά µοντέλα αποθεµάτων κατά τη διάρκεια 

της δεκαετίας του 1950. 

 

Οι Bellman, Glisksberg και Gross (1955) έδειξαν πώς οι µέθοδοι του δυναµικού 

προγραµµατισµού µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την επίλυση προβληµάτων 

απλών µοντέλων αποθεµάτων µε στοχαστική ζήτηση. Μία σειρά µαθηµατικών 

µοντέλων από τους Arrow, Karlin και Scarf (1958) έδωσαν την ώθηση για µετέπειτα 

εργασίες στο συγκεκριµένο πεδίο.  
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1.3 Βασικές έννοιες και ορισµοί. 

 

  Το κόστος και τα προβλήµατα στη διανοµή προϊόντων καθιστούν απαγορευτικό 

για µια επιχείρηση τη συνεχή τοποθέτηση παραγγελιών. Για την αντιµετώπιση των 

παραπάνω, οι επιχειρήσεις προβλέπουν τη ζήτηση για συγκεκριµένα χρονικά 

διαστήµατα και προβαίνουν στην εξασφάλιση κατάλληλου αποθέµατος που θα 

καλύψει τη ζήτηση αυτή. Από την άλλη πλευρά η ύπαρξη αποθέµατος δηµιουργεί 

κόστη στην επιχείρηση (λόγω δέσµευσης κεφαλαίου, πληρωµής ασφαλίστρων, έξοδα 

λειτουργίας αποθήκης κλπ.). Στόχος µιας επιχείρησης είναι να υπολογιστεί η 

κατάλληλη ποσότητα παραγγελίας που θα ελαχιστοποιήσει τα κόστη που εµφανίζονται 

κατά τη διάρκεια δηµιουργίας και διατήρησης του αποθέµατος . 

 

Όταν θέλουµε να εκτιµήσουµε το µέγεθος του αποθέµατος που πρέπει να 

διατηρούµε , λαµβάνουµε υπόψη µας τα διάφορα κόστη που σχετίζονται µε το 

απόθεµα. Τέτοια κόστη είναι το κόστος αγοράς, το κόστος εκκίνησης παραγγελίας,  

το κόστος αποθήκευσης και διατήρησης και το κόστος ελλείψεων. Το κόστος 

εκκίνησης παραγγελίας ορίζεται ως το κόστος τοποθέτησης µιας παραγγελίας και δεν 

εξαρτάται από το ύψος της παραγγελίας. Περιλαµβάνει το εργατικό κόστος του 

τµήµατος παραγγελιών, το κόστος του εγγράφου παραγγελίας, κόστος εισαγωγής 

δεδοµένων, εγκατάσταση υποδοµής παραγγελιών, αποστολής και λήψης εγγράφων 

κτλ. Με τον όρο κόστος αγοράς εννοούµε το κόστος αγοράς (ή παραγωγής) των 

προϊόντων µιας παραγγελίας. Το κόστος αυτό είναι συνάρτηση του ύψους της 

παραγγελίας. Στις περισσότερες εφαρµογές θεωρείται γραµµικό και υπολογίζεται από 

το µοναδιαίο κόστος αγοράς επί το ύψος της παραγγελίας. Το κόστος αποθήκευσης 

και διατήρησης των προϊόντων στην αποθήκη περιλαµβάνει τα παρακάτω επιµέρους 

κόστη αποθήκης :  

 

i) Κόστος αποθήκης. Το κόστος αυτό περιλαµβάνει τα έξοδα ενοικίασης ή 

συντήρησης της αποθήκης. 

ii) Κόστος ζηµιών κατά την διάρκεια αποθήκευσης 

iii) Κόστος κεφαλαίου. Είναι το κόστος από το κεφάλαιο που δεσµεύεται για 

την αγορά των αποθεµάτων. Τα κεφάλαια αυτά θα µπορούσαν να είχαν 

επενδυθεί σε άλλο τµήµα της εταιρίας. 

iv) Έξοδα ασφάλισης του αποθέµατος. 



Κεφάλαιο 1
ο
                                                                                                                  9 

v) Έξοδα καταστροφής προϊόντων που δεν µπορούν να καταναλωθούν λόγω 

ακαταλληλότητας 

vi) Φόροι. 

vii) Λοιπά κόστη, όπου περιλαµβάνονται εργατικά κόστη, έξοδα διοίκησης 

κ.τ.λ. 

 

Το κόστος ελλείµµατος παρουσιάζεται σε µια επιχείρηση όταν η ζητούµενη 

ποσότητα προϊόντος υπερβαίνει το διαθέσιµο απόθεµα αυτού. Εξετάζουµε δύο 

περιπτώσεις «χειρισµού» του κόστους ελλείµµατος προϊόντων. Στην πρώτη 

περίπτωση (ικανοποίηση της παραγγελίας µε υστέρηση-backlogging), η υπερβολική 

ζήτηση δεν χάνεται, αλλά οι πελάτες αναµένουν µέχρι την επόµενη παραλαβή του 

συγκεκριµένου προϊόντος. Στην περίπτωση αυτή, το κόστος ελλείµµατος 

αντικατοπτρίζει τη διαµόρφωση µιας άσχηµης εικόνας της επιχείρησης απέναντι 

στους πελάτες της καθώς και τη βλάβη στην αξιοπιστία της, λόγω της καθυστέρησης 

παραλαβής του προϊόντος. Στη δεύτερη περίπτωση (µη ικανοποίηση της παραγγελίας 

µε υστέρηση-no backlogging), όταν υπάρξει υπερβολική ζήτηση του προϊόντος τότε 

οι πελάτες δεν περιµένουν µέχρι την επόµενη παραλαβή αλλά αντίθετα: 

 

i) Η υπερβολική ζήτηση ικανοποιείται µε µια έκτακτη, παραγγελία η οποία 

παραλαµβάνεται µε κάποιο δαπανηρό µέσο, επιφέροντας επιπλέον κόστος. 

ii) Η υπερβολική ζήτηση δεν ικανοποιείται καθόλου τελικά, οπότε το κόστος 
ελλείµµατος είναι ουσιαστικά το κόστος της χαµένης εισροής εισοδήµατος συν το 

κόστος της απώλειας καλής πίστης 

 

Το συνολικό κόστος αποθεµάτων γενικά προκύπτει από την σχέση: 

 

 
 

Οι παράγοντες που επηρεάζουν την ποσότητα αποθέµατος είναι : 

 

i) Ο ρυθµός ζήτησης, που ορίζεται ως το πλήθος προϊόντων που ζητούνται 

προς κατανάλωση ανά χρονική µονάδα. Στα µοντέλα προσδιοριστικής 

ζήτησης ο ρυθµός αυτός είναι γνωστός, ενώ αντίθετα στα στοχαστικά µοντέλα 

ζήτησης, η ζήτηση κάθε περιόδου είναι τυχαία µεταβλητή. Η πιο απλή 

κατηγορία µοντέλων αναφέρεται στα µοντέλα σταθερής ζήτησης όπου ο 

ρυθµός ζήτησης είναι γνωστός και σταθερός. 

ii) Ο χρόνος που µεσολαβεί µεταξύ παραγγελίας και παράδοσης (lead time). 

Σε ορισµένα µοντέλα ο χρόνος αυτός είναι µηδενικός. 
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iii) Ο κύκλος παραγγελίας, που ορίζεται το διάστηµα µεταξύ δυο 

παραγγελιών. 

iv) Το απόθεµα ασφαλείας, που είναι το απόθεµα που διατηρείται 

προκειµένου να αντιµετωπισθεί υψηλότερη ζήτηση από την προβλεπόµενη 

κατά την διάρκεια του χρόνου µεταξύ παραγγελίας –παράδοσης 

v) Οι εκπτώσεις που δίνονται από τους κατασκευαστές στους πελάτες και 

είναι ανάλογες της ποσότητας παραγγελίας. 

 

1.4 Απόθεµα ασφαλείας 

 

  Ο επιχειρηµατικός κίνδυνος και η αβεβαιότητα υπεισέρχονται στην ανάλυση 

αποθεµάτων δια µέσου πολλών µεταβλητών , οι επικρατέστερες των οποίων είναι 

διακυµάνσεις στη ζήτηση και στη χρονική ανοχή. Οι διακυµάνσεις στη ζήτηση και 

στη χρονική ανοχή απορροφόνται µε πρόβλεψη για αποθέµατα ασφαλείας. Τα 

αποθέµατα ασφαλείας είναι επιπλέον αποθέµατα που διατηρούνται σαν µέτρο 

προφύλαξης για την περίπτωση εξάντλησης που οφείλεται σε τυχαία διατάραξη των 

εσωτερικών συνθηκών λειτουργίας ή του περιβάλλοντος. Χρειάζονται για να 

καλύψουν τη ζήτηση κατά τη διάρκεια της χρονικής ανοχής ως την αναπλήρωση σε 

περίπτωση που η πραγµατική ζήτηση υπερβαίνει την προσδοκώµενη ζήτηση , ή η 

χρονική ανοχή  υπερβαίνει την προσδοκόµενη ανοχή. Το απόθεµα ασφαλείας 

ελαττώνει το κόστος των εξαντλήσεων αλλά αυξάνει το κόστος διατηρήσεως. Το 

κόστος εξαντλήσεως είναι το τίµηµα που θα πρέπει να υποστεί ένας οργανισµός όταν 

η ζήτηση ξεπερνά την προσφορά. 

 

 Στο ακόλουθο Σχήµα 1.1 απεικονίζονται τρεις κύκλοι ενός συστήµατος 

αποθεµάτων. Στον πρώτο κύκλο η ζήτηση κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής 

είναι τόσο µεγάλη ώστε έχει σα συνέπεια µια εξάντληση. Στο δεύτερο κύκλο η 

ζήτηση κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής είναι µικρότερη από ότι αναµένεται 

και η αναπλήρωση γίνεται πριν χρησιµοποιηθεί το απόθεµα ασφαλείας. Στον τρίτο 

κύκλο η ζήτηση κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής είναι µεγαλύτερη από ότι 

αναµένεται αλλά το απόθεµα ασφαλείας επαρκεί για την απορρόφησή της.  
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Σχήµα 1.1 : Ρεαλιστικό µοντέλο αποθεµάτων 

 

 Καθώς αυξάνεται το µέγεθος του αποθέµατος ασφαλείας ελαττώνεται η 

πιθανότητα µίας εξάντλησης. Σε κάποιο επίπεδο το αποθέµατος ασφαλείας το κόστος 

αποθήκευσης επιπλέον µονάδων συν το προσδοκώµενο κόστος εξάντλησης είναι το 

ελάχιστο δυνατό . Αυτό το επίπεδο είναι και το άριστο και η αποµάκρυνση από αυτό 

προς οποιαδήποτε κατεύθυνση συνεπάγεται µια καθαρή ζηµία. Μια εξάντληση 

µπορεί να έχει σα συνέπεια µια εκκρεµή παραγγελία ή µια χαµένη πώληση. Στην 

περίπτωση της εκκρεµούς παραγγελίας η ζήτηση του πελάτη ικανοποιείται µε την 

παραλαβή της επόµενης παραγγελίας. Στην περίπτωση της χαµένης πώλησης η 

ζήτηση δεν ικανοποιείται χάνεται για πάντα. Το απόθεµα ασφαλείας µπορεί να 

θεωρηθεί µια αρκετά µόνιµη επένδυση σε αποθέµατα. Κατά µέσο όρο των 

περιπτώσεων το απόθεµα ασφαλείας είναι πάντοτε διαθέσιµο Στα προσδιοριστικά 

µοντέλα σταθερού µεγέθους παραγγελίας το µέσο απόθεµα είναι κατά προσέγγιση  

Q/2 . Όταν διατηρείται απόθεµα ασφαλείας το κατά προσέγγιση µέσο απόθεµα 

γίνεται  S+Q/2,  όπου S είναι η ποσότητα του αποθέµατος ασφαλείας και Q είναι η 

ποσότητα της παραγγελίας. 

 

 ∆εν υπάρχει συγκεκριµένος µαθηµατικός τύπος η συγκεκριµένη διαδικασία 

για τον καθορισµό του αποθέµατος ασφαλείας. Οι υπολογισµοί των διαφόρων 

µεθόδων που υπάρχουν βασίζονται στη ζήτηση , στην χρονική ανοχή, και στο κόστος 

εξάντλησης. το απόθεµα ασφαλείας είναι απλώς η διαφορά µεταξύ του αποθέµατος 

που υπάρχει διαθέσιµο για την περίοδο αναπλήρωσης ( σηµείο επανάληψης της 

παραγγελίας) και της µέσης ζήτησης που δηµιουργείται κατά τη διάρκεια της 

περιόδου αναπλήρωσης. Σαν σηµείο επανάληψης της παραγγελίας ορίζεται το ύψος 

του αποθέµατος στο οποίο γίνεται µια παραγγελία. Υπάρχουν δύο µεθοδεύσεις που 

αφορούν τον τρόπο καθορισµού του αποθέµατος ασφαλείας για ένα σύστηµα 
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σταθερού µεγέθους παραγγελίας. Η πρώτη χρησιµοποιεί γνωστά κόστη εξάντλησης 

καθώς στις ελλείψεις µπορούν να αποδοθούν συγκεκριµένα κόστη. Η δεύτερη 

χρησιµοποιεί άγνωστα κόστη, όπου η διοίκηση καθορίζει ένα επίπεδο εξυπηρέτησης 

µε βάση κάποια κατανοµή πιθανοτήτων για τη δηµιουργία της ζήτησης για τη 

δηµιουργία ζήτησης κατά τη περίοδο ανοχής. 

 

1.5 Κόστος εξάντλησης 

 

Το κόστος εξάντλησης είναι συνήθως το δυσκολότερο εξακριβώσιµο κόστος 

αποθεµάτων. Το κόστος εξάντλησης µπορεί να οφείλεται σε εκκρεµείς παραγγελίες ή 

σε χαµένες πωλήσεις και µπορεί να εκφράζεται ανά διακοπή λειτουργίας ή σε κάποια 

άλλη βάση. Έχουν αναπτυχθεί τεχνικές για την εύρεση του σηµείου επαναλήψεως της 

παραγγελίας και του αποθέµατος ασφαλείας όταν το κόστος εξάντλησης είναι γνωστό 

και η ζήτηση και η χρονική ανοχή είναι σταθερές ή µεταβλητές.  

 

Το κόστος εξάντλησης θα περιλαµβάνει : 

i. το κόστος εκκρεµών παραγγελιών ανά µονάδα 

ii.  το κόστος εκκρεµών παραγγελιών ανά διακοπή λειτουργίας  

iii. το κόστος των χαµένων πωλήσεων ανά µονάδα 

iv. το κόστος των χαµένων πωλήσεων ανά διακοπή λειτουργίας.  

 

 Όταν η ζήτηση και η χρονική ανοχή είναι µεταβλητές η µεταβολή θα πρέπει 

να εκφράζεται µε κάποιο αριθµητικό τρόπο όπως η κατανοµή συχνοτήτων. Όταν 

χρησιµοποιείται µια κατανοµή για να περιγραφεί η ζήτηση υποτίθεται ότι δεν 

υπάρχουν δεν υπάρχουν τάσεις εποχικές ή κυκλικές επιδράσεις ή αν υπάρχουν έχουν 

εξαλειφθεί µε συγκεκριµένες στατιστικές τεχνικές,. Η κατανοµή θα πρέπει να 

περιλαµβάνει µόνο τυχαίες διακυµάνσεις. Οι δυναµικές διακυµάνσεις που οφείλονται 

σε µη τυχαίες αιτίες µπορούν να αντιµετωπίζονται µε τις κατάλληλες τεχνικές 

προβλέψεων. 

 

 Η συνηθέστερη ίσως περίπτωση είναι όταν ένας οργανισµός δεν γνωρίζει το 

κόστος που θα έχει η εξάντληση των αποθεµάτων του. Υπό τις συνθήκες αυτές η 

διοίκηση καθορίζει υποκειµενικά τα επίπεδα εξυπηρέτησης από τα οποία µπορούν να 

υπολογίζονται τα σηµεία επανάληψης των παραγγελιών. Η εκλογή ενός επιπέδου 

εξυπηρέτησης από τη διοίκηση υπονοεί ότι κάποιο κόστος αποδίδεται αυθαίρετα ή 
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έµµεσα στην τυχόν αποτυχία να παραχθεί η εξυπηρέτηση. Καθώς αυξάνει η 

προστασία έναντι πιθανών εξαντλήσεων αυξάνει κατακόρυφα και το επίπεδο το 

επίπεδο του απαιτούµενου αποθέµατος ασφαλείας,. Έτσι είναι λογικό η διοίκηση να 

αποδέχεται ένα αριθµό εξαντλήσεων λόγου του µεγάλου κόστους που θα είχε η 

προσπάθεια τέλειας εξάλειψής τους. 

 

 Αν ένας πελάτης παραλαµβάνει πάντοτε την παραγγελία του µόλις τη ζητήσει 

το επίπεδο εξυπηρέτησης είναι 100% Οτιδήποτε λιγότερο από 100% σηµαίνει κάποια 

ανεπάρκεια στην εξυπηρέτηση ή κάποια εξάντληση. Το επίπεδο εξυπηρέτησης και το 

επίπεδο εξάντλησης έχουν άθροισµα 100%. Το επίπεδο εξυπηρέτησης προσλαµβάνει 

διαφορετικές έννοιες ανάλογα µε το πώς εκφράζεται σαν κριτήριο για τη λήψη 

αποφάσεων.  

 

Τα συνηθέστερα χρησιµοποιούµενα επίπεδα εξυπηρέτησης είναι : 

i. Συχνότητα εξυπηρέτησης ανά κύκλο παραγγελιών 

ii. Συχνότητα εξυπηρέτησης ανά έτος 

iii. Ποσοστό ζητούµενων µονάδων 

iv. Ποσοστό εργάσιµων ηµερών 

 

Τα σηµεία επανάληψης της παραγγελίας ή τα αποθέµατα ασφαλείας που 

υπολογίζονται µε βάση τις διαφορετικές έννοιες εξυπηρέτησης θα είναι και 

διαφορετικά. Η επιλογή του τύπου και του επιπέδου εξυπηρέτησης υπαγορεύεται από 

την πολιτική της διοίκησης. 

 

1.6 Σκοπός και δοµή της εργασίας 

 

Σκοπός της εργασίας είναι να παρουσιάσει τα χαρακτηριστικά και τη 

συµπεριφορά των κυριότερων συστηµάτων αποθεµάτων λαµβάνοντας υπόψη 

στοχαστική ζήτηση. Επιπλέον εξετάζεται η βελτιστοποίηση µέσω προσοµοίωσης των 

συστηµάτων αυτών  στην περίπτωση µεταβλητής ζήτησης και χρονικής ανοχής 

λαµβάνοντας υπ`όψη και κόστη εξάντλησης. 

 

Η εργασία οργανώνεται σε πέντε κεφάλαια, που αποτελούν και τα στάδια της 

εργασίας, καλύπτοντας τα εξής θέµατα: 
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Στο δεύτερο κεφάλαιο καταγράφονται οι µέθοδοι βελτιστοποίησης αποθεµάτων 

για τα συστήµατα σταθερού διαστήµατος παραγγελιών , σταθερού µεγέθους 

παραγγελιών και συστήµατα µεµονωµένων παραγγελιών. Τα συστήµατα αυτά 

εξετάζονται µε βάση τις παραµέτρους της ζήτησης , την οποία θεωρούµε πάντα 

µεταβλητή , καθώς και τη χρονική ανοχή και το κόστος εξάντλησης ,τα  οποία µπορεί 

να είναι είτε σταθερά είτε µεταβλητά. Επιπλέον καταγράφεται το µοντέλο 

µεµονωµένων παραγγελιών για µεταβλητή ζήτηση και γνωστή χρονική ανοχή.   

 

Στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται µια παρουσίαση των  κυριότερων κατηγοριών των 

συστηµάτων αποθεµάτων. Παρουσιάζονται τα συστήµατα διηνεκούς αποθέµατος , 

περιοδικού αποθέµατος ,προαιρετικής αναπλήρωσης και Two-bin. Για κάθε ένα από 

τα παραπάνω συστήµατα περιγράφονται οι βασικές αρχές του και παρουσιάζεται η 

συµπεριφορά του.   

 

Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζονται δύο τεχνικές στοχαστικής προσοµοίωσης 

βάση των οποίων θα γίνει εφαρµογή στο επόµενο κεφάλαιο. Αρχικά παρουσιάζονται 

οι βασικές αρχές προσοµοίωσης Monte Carlo , η οποία περιλαµβάνει τον 

προσδιορισµό της κατανοµής πιθανοτήτων των υπό µελέτη µεταβλητών και τη 

δειγµατοληψία από τις κατανοµές χρησιµοποιώντας τυχαίους αριθµούς για την 

εξασφάλιση των δεδοµένων. Στη συνέχεια εξετάζεται η απαριθµήτρια στοχαστική 

ανέλιξη poisson ενώ επιπλέον περιγράφεται η οµοιογενής ανέλιξη poisson στην 

περίπτωση δηλαδή που η ένταση της διαδικασίας είναι σταθερή.  

 

Στο πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζονται εφαρµογές µε δύο τεχνικές προσοµοίωσης 

στοχαστικού µοντέλου   Η πρώτη εφαρµογή αφορά προσοµοίωση στοχαστικού 

µοντέλου µε µεταβλητή ζήτηση. Λαµβάνοντας ως υπόθεση στοχαστική ανέλιξη 

Poissson για τις µεταβλητές ρυθµός άφιξης πελατών , ζήτηση και χρονική ανοχή 

υπολογίζεται η βέλτιστη πολιτική περιοδικού αποθέµατος. Στη δεύτερη εφαρµογή 

κάνοντας χρήση του αλγορίθµου Monte Carlo για µεταβλητή ζήτηση και χρονική 

ανοχή προσοµοιώνεται ένα µοντέλο διηνεκούς συστήµατος αποθέµατος, 

λαµβάνοντας υπόψη κόστη εξάντλησης. 



 

Κ ε φ ά λ α ι ο  2
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ  ΜΕΓΕΘΟΥΣ  
ΠΑΡΑΓΓΕΛΙΩΝ-  ΣΤΑΘΕΡΟΥ  ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΟΣ  

ΜΕΤΑΞΥ  ΠΑΡΑΓΓΕΛΙΩΝ-  ΠΟΣΟΤΗΤΕΣ  
ΜΕΜΟΝΩΜΕΝΩΝ ΠΑΡΑΓΓΕΛΙΩΝ  

2.1 Συστήµατα σταθερού µεγέθους παραγγελιών 

 

 Σύµφωνα µε το σύστηµα σταθερού µεγέθους παραγγελίας (σύστηµα Q) 

υπάρχει µια σταθερή ποσότητα παραγγελίας η οποία και παραγγέλλεται κάθε φορά 

που φτάνει στο σηµείο επαναλήψεως της παραγγελίας. Το απόθεµα ασφαλείας 

χρειάζεται για να προστατευτεί για την περίπτωση πιθανής εξαντλήσεως αφού έχει 

φθάσει στο σηµείο επαναλήψεως της παραγγελίας και πριν τη λήψη της παραγγελίας 

αυτής. Αυτή η χρονική περίοδος κατά τη διάρκεια της οποίας θα µπορούσε να 

παρατηρηθεί κάποια εξάντληση είναι γνωστή σαν χρονική ανοχή.. Η σταθερή 

ποσότητα παραγγελίας (Α) και το σηµείο επαναλήψεως της παραγγελίας Β ορίζουν 

απόλυτα το σύστηµα σταθερού µεγέθους παραγγελίας. Στα συστήµατα σταθερού 

µεγέθους παραγγελίας το σηµείο επαναλήψεως της παραγγελίας Β ορίζεται από τη 

µέση ζήτηση που παρατηρείται κατά την περίοδο της χρονικής ανοχής Μ συν το 

απόθεµα ασφαλείας S 

 

2.1.1 Μεταβλητή ζήτηση και σταθερή χρονική ανοχή για γνωστό κόστος 

εξάντλησης  

 

Όταν η διακύµανση της χρονικής ανοχής από τη µέση χρονική ανοχή είναι µικρή 

οι πιθανολογούµενες χρονικές ανοχές µπορούν να εκφρασθούν κατά προσέγγιση µε 

µια σταθερή χρονική ανοχή. Επίσης δεσµευτικές συµφωνίες ,µπορεί να κάνουν 



Κεφάλαιο 2
ο
                                                                                                                  16 

σχεδόν βέβαιη τη χρονική ανοχή. Με το Σχήµα 2.1 επεξηγείται η περίπτωση της 

µεταβλητής ζήτησης και της σταθερής χρονικής ανοχής. 

 

Αν υπάρχουν στοιχεία για προηγούµενη κατανοµή της ζήτησης , το απόθεµα 

ασφαλείας µπορεί να προσδιορισθεί επιλέγοντας το επίπεδο εκείνο του αποθέµατος 

ασφαλείας που συνεπάγεται το χαµηλότερο αναµενόµενο κόστος. Ο αντικειµενικός 

σκοπός είναι ναι ελαχιστοποιηθεί το άθροισµα του κόστους διατήρησης του 

αποθέµατος ασφαλείας και του κόστους εξάντλησης. Καθώς αυξάνεται το µέγεθος 

του αποθέµατος ασφαλείας ,αυξάνεται το κόστος διατήρησης αλλά ελαττώνεται το 

κόστος εξάντλησης. Καθώς µειώνεται το απόθεµα ασφαλείας αυξάνεται το κόστος 

εξάντλησης αλλά ελαττώνεται το κόστος διατήρησης. Ο κίνδυνος µιας εξάντλησης 

υπάρχει µόνο κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής. Στη διάρκεια του έτους 

υπάρχουν R/Q περίοδοι ανοχής αν σε οποιαδήποτε στιγµή δεν υπάρχουν 

περισσότερες της µίας εκκρεµείς παραγγελίες.. Συχνά η κατανοµή της ζήτησης 

εκφράζεται σε κάποια χρονική βάση διάφορη της περιόδου ανοχής. Κάτω από τις 

συνθήκες αυτές είναι απαραίτητο να τροποποιείται η κατανοµή της ζήτησης ώστε να 

προσδιορίζεται η ζήτηση κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής.  Η τεχνική της 

τροποποίησης της ζήτησης για ποικίλης διάρκειας χρονικές περιόδους ονοµάζεται 

περιέλιξη και θα περιγράφει στο τέλος του κεφαλαίου  

 

 
 

Σχήµα 2.1 Μεταβλητή ζήτηση σταθερή χρονική ανοχή 

 

(Β-S) = αναµενόµενη ζήτηση κατά την περίοδο ανοχής (B-j) = ελάχιστη ζήτηση κατά 

την περίοδο ανοχής (Β-W) = µέγιστη ζήτηση κατά την περίοδο ανοχής Β = σηµείο 

επανάληψης της παραγγελίας Q = ποσότητα παραγγελίας L = σταθερή χρονική ανοχή 
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P(s) = πιθανότητα να παρουσιαστεί εξάντληση [1-P(s)] = πιθανότητα να µην 

παρουσιαστεί εξάντληση S = απόθεµα ασφαλείας 

 

2.1.1.1 Εκρεµµείς παραγγελίες. Κόστος εξάντλησης ανά µονάδα 

 

Στην περίπτωση εκρεµµών παραγγελιών δεν χάνονται οι πωλήσεις επειδή αν δεν 

υπάρχει απόθεµα ο πελάτης περιµένει την άφιξη της παραγγελίας. Το προσδοκώµενο 

απόθεµα ασφαλείας ορίζεται σε ως : 

 

∫
∞ −

−=−=
0

)()()( MBMdMfMBS  

 

Όπου 
−

M  είναι η αναµενόµενη ζήτηση κατά την περίοδο ανοχής και ο αριθµός των 

εκρεµµών παραγγελιών ανά περίοδο ανοχής είναι µηδέν αν Μ-Β<0 και Μ-Β αν Μ-

Β>0 . Ο αναµενόµενος αριθµός εκρεµµών παραγγελιών ανά περίοδο ανοχής είναι  : 

 

∫
∞

−=>
0

)()()()( MdMfBMBME     

 

Για µια συνεχή κατανοµή και όταν το κόστος εξάντλησης εκφράζεται ανά µονάδα η 

κατάλληλη µαθηµατική έκφραση είναι η εξής : 

 

Ετήσιο κόστος αποθέµατος ασφαλείας = κόστος διατήρησης + κόστος εξάντλησης 

 

Q

BMARE
MBHTCs

)(
)(

>
+−=

−

.  

 

 Όπου :  

 

TCs = προσδοκώµενο ετήσιο κόστος αποθέµατος ασφαλείας , Β=
−

M - +S = σηµείο 

επανάληψης της παραγγελίας σε µονάδες , S = απόθεµα ασφαλείας σε µονάδες , Η =  

κόστος διατήρησης ανά µονάδα αποθεµάτων ανά έτος , Α = κόστος εκρεµµών 

παραγγελιών ανά µονάδα , R = µέση ετήσια ζήτηση σε µονάδες , Q = µέγεθος 

παρτίδας ή ποσότητα παραγγελίας σε µονάδες , M = ζήτηση κατά την περίοδο ανοχής 

σε µονάδες (τυχαία µεταβλητή) , 
−

M  = µέση ζήτηση κατά την περίοδο ανοχής σε 

µονάδες , f(M) =  συνάρτηση πυκνότητας πιθανοτήτων κατά τη διάρκεια της 

περιόδου ανοχής , Μ-Β = µέγεθος εξαντλήσεως σε µονάδες   

 

Υπολογίζοντας την παράγωγο του αναµενόµενου ετήσιου κόστους του 

αποθέµατος ασφαλείας το αναφερόµενο στο σηµείο επανάληψης της παραγγελίας και 

εξισώνοντας ο µε το µηδέν προκύπτει η ακόλουθη σχέση 
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AR

HQ
sPBMP ==> )()(  

 

Ο παραπάνω τύπος αποτελεί την άριστη πιθανότητα για τη δηµιουργία εξάντλησης 

και µπορεί να εφαρµοστεί τόσο σε συνεχείς όσο και σε ασυνεχείς κατανοµές 

πιθανοτήτων της ζήτησης της δηµιουργουµένης κατά την περίοδο ανοχής. Η γνώση 

της κατανοµής πιθανοτήτων επιτρέπει τον προσδιορισµό της τιµής του Β που έχει το 

ελάχιστο αναµενόµενο ετήσιο κόστος.  Όταν χρησιµοποιούνται ασυνεχείς κατανοµές 

είναι συχνά αδύνατο να υπολογιστεί η ακριβής άριστη πιθανότητα εξάντλησης λόγω 

της ασυνεχούς φύσης των δεδοµένων. ¨όταν δε µπορεί να βρεθεί η αρίστη πιθανότητα 

εξάντλησης επιλέγεται η επόµενη µικρότερη εφικτή πιθανότητα εξάντλησης.  

 

2.1.1.2 Εκρεµµείς παραγγελίες. Κόστος εξάντλησης ανά διακοπή λειτουργίας 

 

Μια διακοπή λειτουργίας είναι µια κατάσταση όπου κατά τη διάρκεια της 

περιόδου ανοχής παρουσιάζονται µία ή περισσότερες εξαντλήσεις. Μόνο µια διακοπή 

λειτουργίας µπορεί να υπάρξει κατά περίοδο ανοχής και το κόστος εξαντλήσεως είναι 

ανεξάρτητο του µεγέθους της. Οι φορές που ένας οργανισµός υφίστανται εξάντληση 

ισούται σε αριθµό µε τις φορές που δίνεται µια παραγγελία. Σε µια ετήσια περίοδο 

υπάρχουν R/Q ευκαιρίες να παρουσιαστεί µια εξάντληση. ¨όταν το κόστος 

εξαντλήσεως είναι ένα σταθερό ποσό για κάθε διακοπή λειτουργίας χωρίς να 

επηρεάζεται από τον αριθµό των µονάδων που έχουν εξαντληθεί και η κατανοµή της 

ζήτησης είναι συνεχής ισχύει ο ακόλουθος τύπος : 

  

Ετήσιο κόστος αποθέµατος ασφαλείας = κόστος διατήρησης + κόστος εξάντλησης 

 

∫
∞ − >

+−=+=
B

s
Q

BMGPR
MBHMdMf

Q

R
GSHTC

)(
)()()(  

 

Όπου : 

Β | S * 
−

M = σηµείο επανάληψης παραγγελίας σε µονάδες 

TCs , Q, S , H , R,  f(M) , 
−

M όπως ορίστηκαν προηγούµενα  

 

Αν υπολογίσουµε την παράγωγο του αναµενόµενου ετήσιου κόστους του αποθέµατος 

ασφαλείας που αναφέρεται στο σηµείο επανάληψης της παραγγελίας και το 

εξισώσουµε µε µηδέν προκύπτει η σχέση  
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GR

HQ
Bf =)(  

 

Η άριστη πιθανότητα µιας εξάντλησης µπορεί να βρεθεί πολλαπλασιάζοντας την 

παραπάνω σχέση µε την τυπική απόκλιση σ οπότε προκύπτει η άριστη πιθανότητα 

εξάντλησης : 

 

GR

Q
sPBMP

Η
==>
σ

)()(  

 

Στην περίπτωση της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής η άριστη πιθανότητα για τη 

δηµιουργία εξαντλήσεως δεν βρίσκεται από τον παραπάνω τύπο επειδή η f( Β) 

υφίσταται µια µεταβολή κλίµακας όταν µετασχηµατίζεται στην τυποποιηµένη 

κανονική κατανοµή. Η τυποποιηµένη κανονική απόκλιση Ζ από την άριστη 

πιθανότητα εξαντλήσεως βρίσκεται από τον πίνακα της τυποποιηµένης κανονικής 

κατανοµής αν είναι γνωστή ή σf(B). Όταν η άριστη πιθανότητα µιας εξάντλησης 

βρίσκεται µεταξύ δυο ακεραίων τιµών επιλέγεται ο ακέραιος που δίνει τη χαµηλότερη 

πιθανότητα µιας εξάντλησης.. Αν η ζήτηση ακολουθεί κανονική κατανοµή το άριστο 

απόθεµα ασφαλείας προσδιορίζεται από τ ον πίνακα κανονικής κατανοµής και τους 

τύπους : 

L

SMB
Z

Dσσ
=

−
=

−

 και  LS
Ds

Ζ=Ζ= σ  

 

όπου : 

 

Ζ = τυποποιηµένη κανονική απόκλιση , B = 
−

D -L+S = σηµείο επανάληψης 

παραγγελίας σε µονάδες , 
−

M = 
−

D -L = µέση ζήτηση κατά την περίοδο ανοχής , σ = 

τυπική απόκλιση της ζήτησης κατά την περίοδο ανοχής  , L = περίοδος ανοχής , S = 

απόθεµα ασφαλείας σε µονάδες , Dσ  = τυπική απόκλιση ζήτησης για µια χρονική 

περίοδο διάφορη της περιόδου ανοχής  

 

2.1.1.3 Χαµένες πωλήσεις . Κόστος εξάντλησης ανά µονάδα 

 

Στην περίπτωση των χαµένων πωλήσεων όλες οι εξαντλήσεις (ελλείψεις) 

χάνονται και δεν ανακτώνται. Ο µέσος αριθµός των ετήσιων κύκλων δεν είναι πια 

R/Q αλλά είναι R/(Q+ tR) , όπου t είναι η µέση χρονική διάρκεια ανά κύκλο όπου το 

σύστηµα αντιµετωπίζει µια εξάντληση. Συνήθως το t είναι ένα µικρό κλάσµα της 

συνολικής διάρκειας του κύκλου και θα υποθέσουµε ότι ο µέσος αριθµός ετήσιων 
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κύκλων είναι R/Q .Η µόνη διαφορά µεταξύ της περίπτωσης των χαµένων πωλήσεων 

και της περίπτωσης των εκρεµµών παραγγελιών είναι η έκφραση του αποθέµατος 

ασφαλείας. Η προσδοκόµενη ποσότητα του υπάρχοντος κατά της στιγµή άφιξης µιας 

νέας παραγγελίας αποθέµατος  δίνεται από το τύπο : 

 

MBdMMfMBS −=−= ∫
∞

0
)()(  

 

Αλλά επειδή το απόθεµα ασφαλείας είναι µηδέν ,οπότε M ≥B η παραπάνω έκφραση 

διαµορφώνεται σε  : 

 

∫
∞

−+−=
B

dMMfBMmBS )()(  

 

Στην περίπτωση των χαµένων παραγγελιών δεν χάνονται οι πωλήσεις , το 

απόθεµα ασφαλείας ήταν απλώς  B-
−

M  ή το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας 

µείον η ζήτηση κατά την περίοδο ανοχής. Στην περίπτωση των χαµένων πωλήσεων το 

απόθεµα ασφαλείας είναι µεγαλύτερο από B-
−

M  κατά τον αναµενόµενο αριθµό των 

χαµένων πωλήσεων για κάθε κύκλο.. Ο αναµενόµενος αριθµός χαµένων πωλήσεων 

ανά κύκλο είναι ο ίδιος ακριβώς µε τον αναµενόµενο αριθµό εκκρεµών παραγγελιών 

ανά κύκλο στην προηγούµενη ανάλυση. Ο αναµενόµενος αριθµός χαµένων 

πωλήσεων ανά περίοδο ανοχής είναι : 

 

∫
∞

−=>
B

dMMfBMBME )()()(    

 

Η µαθηµατική έκφραση για µια συνεχή κατανοµή µε κόστος εξαντλήσεως 

εκφραζόµενο ανά µονάδα είναι η εξής : 

 

Ετήσιο κόστος αποθέµατος ασφαλείας = κόστος διατήρησης + κόστος εξάντλησης 

 

)()()( BMEH
Q

AR
MBHTCs >++−=  

Από τον παραπάνω τύπο προκύπτει παραγωγίζοντας και εξισώνοντας µε το µηδέν η 

βέλτιστη πιθανότητα µιας εξάντλησης P (m>B) 

 

HQAR

HQ
sPBMP

+
==> )()(  
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Μπορεί να εφαρµοστεί τόσο σε ασυνεχείς όσο και σε συνεχείς κατανοµές 

πιθανοτήτων για τη δηµιουργία ζήτησης κατά την περίοδο ανοχής. Η γνώση της 

κατανοµής των πιθανοτήτων επιτρέπει τον προσδιορισµό της τιµής του Β που έχει το 

ελάχιστο κόστος. 

 

2.1.1.4 Χαµένες πωλήσεις Κόστος εξάντλησης ανά διακοπή λειτουργίας 

 

 

Η µαθηµατική έκφραση για µια συνεχή κατανοµή µε κόστος εξαντλήσεως 

εκφραζόµενο ανά διακοπή λειτουργίας είναι :  

 

∫
∞

+=
B

dMMf
Q

GR
SHTCs )(   →  

Q

BMGRQ
BMHEMBHTCs

)(
)()(

>
+>+−=  

 

Όπου G είναι το κόστος των χαµένων πωλήσεων ανά διακοπή λειτουργίας . 

Ελαχιστοποιώντας  την παραπάνω έκφραση προκύπτει : 

 

)()(0 Bf
Q

GR
BMHPH

dB

dTCs
−>−==  → 

GR

BMPHQ
Bf

)](1[
)(

>−
=  

 

Επειδή R(σ) = σ f (B) η παραπάνω έκφραση µπορεί να απλοποιηθεί για να δώσει την 

βέλτιστη πιθανότητα εξάντλησης η οποία είναι : 

 

HQGR

HQ
sPBMP

σ

σ

+
==> )()(  

 

Στην περίπτωση τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής η βέλτιστη πιθανότητα 

εξάντλησης δεν βρίσκεται από τον παραπάνω τύπο επειδή η f(B) υφίσταται µια 

µεταβολή κλίµακας όταν µετατρέπεται στην τυποποιηµένη κανονική κατανοµή. Για 

να βρεθεί η βέλτιστη λύση σε µια κανονική κατανοµή επιλύουµε κατ`επανάληψη την 

ακόλουθη σχέση για να βρεθεί το βέλτιστο απόθεµα ασφαλείας .  

)](1[)( sP
GR

HQ
Bf −=  

 

Συνήθως η πιθανότητα εξάντλησης είναι µικρότερη από 0,20 και έτσι µπορεί να 

καταρτισθεί ένας πίνακας που θα συγκλίνει µε ταχύτητα. Υποθέτοντας µια 

πιθανότητα εξάντλησης προσδιορίζεται ένα απόθεµα τόσο απευθείας όσο και από την 

f (B) , όταν τα δύο αποτελέσµατα είναι ίσα έχει βρεθεί το άριστο απόθεµα ασφαλείας.  
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2.1.2 Μεταβλητή ζήτηση και µεταβλητή χρονική για γνωστό κόστος εξάντλησης 

 

Όταν τόσο η ζήτηση όσο και η χρονική ανοχή είναι µεταβλητές οι περιπλοκές του 

προβλήµατος αυξάνονται. Στην περίπτωση αυτή µπορεί να αναπτυχθεί µια σύνθετη 

κατανοµή πιθανοτήτων της ζήτησης της περιόδου αναπλήρωσης. Το εύρος της 

σύνθετης κατανοµής πιθανοτήτων εκτείνεται από το επίπεδο το οριζόµενο από το 

γινόµενο της µικρότερης ζήτησης και της συντοµότερης περιόδου ανοχής ως το 

επίπεδο το οριζόµενο από το γινόµενο της µεγαλύτερης ζήτησης και µεγαλύτερης 

περιόδου ανοχής. Αυτή η σύνθετης κατανοµή πιθανοτήτων χρησιµοποιείται έπειτα µε 

τους τύπους για τη ζήτηση της περιόδου ανοχής. Αντικειµενικός σκοπός είναι να 

βρεθεί το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας µε το µικρότερο αναµενόµενο κόστος. 

 

Στην πράξη είναι σπάνιο να υπάρχει µια περίπτωση που η χρονική ανοχή είναι 

γνωστή µε ακρίβεια . Οι παράγοντες που καθορίζουν τη χρονική ανοχή υπόκεινται σε 

τυχαίες διακυµάνσεις γι`αυτό και η χρονική ανοχή περιγράφεται καλύτερα µε 

κατανοµή πιθανοτήτων παρ` ότι µε ένα συγκεκριµένο υπολογισµό. Στην περίπτωση 

που υπάρχει ταυτόχρονα αβεβαιότητα τόσο για τη ζήτηση όσο και για τη χρονική 

ανοχή µπορεί να αναπτυχθεί µια σύνθετη κατανοµή πιθανοτήτων που δίνει τις 

πιθανότητες για διάφορους συνδυασµούς επιπέδου ζήτησης και διάρκειας χρονικής 

ανοχής.   ¨οτ6αν οι κατανοµές της ζήτησης και της χρονικής ανοχής είναι 

ανεξάρτητες η διακύµανση της ζήτησης κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής 

δίνεται από τον τύπο : 

2222

LD DL σσσ +=  

 

όπου : 

 

L- = µέση διάρκεια της περιόδου ανοχής σε ηµέρες , D- = µέση ηµερήσια ζήτηση , σD 

= τυπική απόκλιση της κατανοµής της ζήτησης , σL = τυπική απόκλιση της 

κατανοµής της χρονικής ανοχής , D- L- = µέση ζήτηση κατά τη διάρκεια της 

περιόδου ανοχής 

 

Αν οι κατανοµές της ζήτησης και της χρονικής ανοχής δεν είναι ανεξάρτητες η 

διακύµανση της ζήτησης κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής δίνεται από τον τύπο: 

LDLD DL σσσσσ ++= 22222  
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Αν δεν επιθυµεί κανείς να χρησιµοποιήσει την αναλυτική µεθόδευση των σύνθετων 

πιθανοτήτων µπορεί να καταφύγει στην εξίσου κατάλληλη µεθόδευση της 

προσοµοίωσης Monte Carlo. Η µέθοδος Monte Carlo δίνει µια κατά προσέγγιση λύση 

στο πρόβληµα χρησιµοποιώντας τη δειγµατοληψία από µια τυχαία διαδικασία 

(ανέλιξη). Η προσοµοίωση Monte Carlo θα περιγράφει σε επόµενο κεφάλαιο.  

 

2.3 Συστήµατα σταθερού διαστήµατος παραγγελιών 

 

Στα συστήµατα σταθερού διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών υπάρχει µια σταθερή 

περίοδος παραγγελίας και ένα µεταβλητό µέγεθος παραγγελίας. Το διάστηµα µεταξύ 

παραγγελιών Τ και η προκαθορισµένη συνολική ποσότητα Ε ορίζουν απόλυτα το 

σύστηµα σταθερού διαστήµατος παραγγελιών. Το απόθεµα ασφαλείας χρειάζεται 

τόσο για την περίοδο ανοχής όσο και για το διάστηµα µεταξύ παραγγελιών. Αυτό 

συµβαίνει επειδή στα συστήµατα που βασίζονται στον παράγοντα χρόνο η εξάντληση 

που παρουσιάζεται σε κάποια δεδοµένη περίοδο αυξάνει την πιθανότητα να 

παρουσιαστούν εξαντλήσεις και σε επόµενες περιόδους. Αυτή η αλληλεπίδραση 

µεταξύ της παραγγελίας που δίνεται σε µια περίοδο και των εποµένων περιόδων 

σταθµίζεται κατά προσέγγιση υπολογίζοντας το απόθεµα ασφαλείας που χρειάζεται 

τόσο για την περίοδο ανοχής όσο και για το διάστηµα µεταξύ παραγγελιών. Από τη 

στιγµή που δίνεται µια παραγγελία κατά το χρόνο t δεν µπορεί να δοθεί µια άλλη 

παραγγελία πριν από το χρόνο t+T και αυτή η δεύτερη παραγγελία δεν θα εκτελεστεί 

µέχρις ότου περάσει η περίοδος ανοχής κατά το χρόνο t+T+L. Εποµένως η προστασία 

που δίνει το απόθεµα ασφαλείας χρειάζεται για την περίοδο ανοχής L και για το 

διάστηµα µεταξύ των παραγγελιών Τ. 

 

Στα πραγµατικά συστήµατα αποθεµάτων όπως αυτό που απεικονίζεται στο Σχήµα 

2.2 η ροή της ζήτηση είναι ασυνεχής και ακανόνιστη. Στον πρώτο κύκλο , η ζήτηση 

είναι τόσο µεγάλη που έχει σα συνέπεια µια εξάντληση ( κατά τη διάρκεια του 

πρώτου διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών Τ). Στο δεύτερο κύκλο , η ζήτηση είναι 

µικρότερη από την αναµενόµενη και τα αποθέµατα δεν πέφτουν ποτέ στο επίπεδο 

ασφαλείας (κατά τη διάρκεια του δεύτερου διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών Τ). Η 

αρχή του τρίτου κύκλου που απεικονίζεται στο σχήµα δείχνει µια ζήτηση µεγαλύτερη 

από την αναµενόµενη πράγµα που κάνει αναγκαία τη διάθεση ενός µέρους του 

αποθέµατος. 
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Σχήµα 2.2 Πραγµατικό περιοδικό µοντέλο αποθεµάτων 

 

Αν η περίοδος ανοχής για την αναπλήρωση είναι L , προϊόντα που 

παραγγέλλονται κατά το χρόνο t θα φτάσουν στο σύστηµα κατά το χρόνο t+L. Τα 

προϊόντα της επόµενης παραγγελίας θα φτάσουν στο σύστηµα κατά το χρόνο t+T+L. 

Μόνο αν η ζήτηση κατά την περίοδο L+Τ υπερβαίνει το Ε θα παρουσιαστεί κάποια 

εξάντληση µεταξύ t+L και t+T+L. Εποµένως όλες οι τυχόν εξαντλήσεις θα πρέπει να 

παρουσιάζονται µεταξύ των χρόνων t+L και t+T+L. Το αναµενόµενο ετήσιο κόστος 

του συστήµατος σταθερού διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών κάποιου µεµονωµένου 

είδους µε σταθερή χρονική ανοχή είναι : 

 

Αναµενόµενο ετήσιο κόστος = κόστος αγοράς + κόστος διατήρησης + κόστος 

παραγγελίας + κόστος εξάντλησης 

 

∫
∞

−++−+=
E

dMMfEMmARL
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EmcHRPTC )()()]
2
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Όπου : 

TC = ετήσιο κόστος , R =µέση ετήσια ζήτηση σε µονάδες , m = 1/T = αριθµός 

παραγγελιών ετησίως., P = τιµή µονάδας , C = κόστος παραγγελίας κα 

καταµετρήσεως των αποθεµάτων ανά παραγγελία , Η = κόστος διατήρησης ανά 

µονάδα ετησίως , Ε = µέγιστο επίπεδο αποθεµάτων σε µονάδες , Τ = διάστηµα µεταξύ 

παραγγελιών σε έτη , L = χρονική ανοχή σε έτη , Α = κόστος εξάντλησης , Μ = 

ζήτηση κατά τη διάρκεια του διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών  και της περιόδου 

ανοχής (τυχαία µεταβλητή) , Μ- = RT+RL = µέση ζήτηση κατά τη διάρκεια του 

διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών , f(M) = συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για 

τη δηµιουργία ζήτησης κατά τη διάρκεια του διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών και 

της περιόδου ανοχής 

 

∫
∞

−=>
E

dMMfEMEME )()()(  
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Αφού δοθεί µια παραγγελία κατά το χρόνο T η κατάσταση των αποθεµάτων 

(υπάρχοντα και υπό παραγγελία) είναι Ε. Το αναµενόµενο καθαρό απόθεµα µετά την 

άφιξη της παραγγελίας είναι E-RL Το αναµενόµενο καθαρό απόθεµα µόλις πριν από 

την άφιξη της επόµενης παραγγελίας είναι E-RL-RT. Ο µέσο απόθεµα κατά τη 

διάρκεια του διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών είναι το µισό του αρχικού 

αποθέµατος. : 

 

Μέσο απόθεµα = ½ [(Ε-RL)+(Ε-RL-RT)] = Ε - (RT/2 +RT) 

 

Σαν πρώτη προσέγγιση αφού βρεθεί το οικονοµικό διάστηµα µεταξύ παραγγελιών 

,µπορεί να υπολογισθεί το µέγιστο επίπεδο αποθεµάτων Ε. Σύµφωνα µε την 

προσδιοριστική υπόθεση το οικονοµικό διάστηµα µεταξύ παραγγελιών Τ είναι 

ανεξάρτητο του µέγιστου επιπέδου αποθεµάτων Ε.. Στην παρούσα ανάλυση των 

συστηµάτων σταθερού διαστήµατος παραγγελίας υποθέτουµε ότι οι δηµιουργηµένες 

εξαντλήσεις αφορούν µικρές ποσότητες και ότι οι εκκρεµείς παραγγελίες 

ικανοποιούνται απόλυτα , µόλις παραληφθούν τα παραγγελθέντα προϊόντα. Το 

κόστος µιας εξάντλησης θα υποτεθεί ανεξάρτητο της διάρκειας της . Το οικονοµικό 

διάστηµα µεταξύ παραγγελιών θα είναι ανεξάρτητο του µέγιστου επιπέδου 

αποθεµάτων . 

 

2.3.1  Συστήµατα σταθερού διαστήµατος παραγγελιών µε γνωστό κόστος 

εξάντλησης  

  

Το κόστος εξάντλησης µπορεί να εκφράζεται ανά µονάδα ή ανά διακοπή 

λειτουργίας. ¨όταν εκφράζεται ανά µονάδα , το κόστος εξάντληση δηλώνει τη ζηµία 

που προκύπτει από κάθε µονάδα µη ικανοποιούµενης ζήτησης. Όταν εκφράζεται ανά 

διακοπή λειτουργίας το κόστος εξάντλησης είναι σταθερό ανεξάρτητα από τον 

αριθµό των εξαντληµένων µονάδων 

 

2.3.1.1  Εκρεµµείς παραγγελίες. Κόστος εξάντλησης ανά µονάδα 

 

Όταν υπάρχουν εκρεµµείς παραγγελίες µπορεί να υποτεθεί ότι το απόθεµα 

ασφαλείας θα διατηρείται διαρκώς Η µαθηµατική έκφραση σε αυτή την περίπτωση 

είναι : 

 

Ετήσιο κόστος αποθέµατος ασφαλείας  = κόστος διατήρησης + κόστος εξάντλησης  
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∫
∞−

−+−=
E

s MdMfEMmAMEHTC )()()()(  

 

Όπου : Tcs = αναµενόµενο ετήσιο κόστος αποθέµατος ασφαλείας , S = E -  = 

απόθεµα ασφαλείας , Η = κόστος διατήρησης ανά µονάδα ετησίως , Α = κόστος 

εξάντλησης ανά µονάδα , Μ = ζήτηση δηµιουργουµένη κατά τη διάρκεια του 

διαστήµατος περιόδου µεταξύ παραγγελιών και της περιόδου ανοχής , 
−

M = µέση 

ζήτηση  δηµιουργουµένη κατά τη διάρκεια του διαστήµατος περιόδου µεταξύ 

παραγγελιών και της περιόδου ανοχής Ε= µέγιστο επίπεδο αποθεµάτων , m = αριθµός 

παραγγελιών ετησίως 

 

Η βέλτιστη πιθανότητα για τη δηµιουργία εξάντλησης προκύπτει ως εξής : 

 

)(0 EMmAPH
dE

dTC s >−==  → 
A

HT

mA

H
sPEMp ===> )()(  

 

Η παραπάνω σχέση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον προσδιορισµό του µέγιστου 

επιπέδου αποθεµάτων µε το µικρότερο κόστος τόσο σε συνεχείς όσο και σε ασυνεχείς 

κατανοµές. Όταν χρησιµοποιούνται ασυνεχείς κατανοµές συχνά δεν είναι δυνατόν να 

υπολογιστεί η ακριβής πιθανότητα λόγω της ασυνεχούς φύσης των δεδοµένων. ¨όταν 

συµβαίνει αυτό επιλέγεται η δεύτερη µικρότερη εφικτή πιθανότητα εξάντλησης. ∆εν 

θα υπάρχει λύση αν H/mA>1, αλλά αυτό δεν µπορεί να συµβεί αν όπως έχουµε 

υποθέσει οι εξαντλήσεις παρουσιάζονται σε µη-συχνά χρονικά διαστήµατα. Καθώς ο 

δείκτης πλησιάζει το 1 θα παρουσιαστούν όλο και περισσότερες εξαντλήσεις . Ένας 

δείκτης ίσος µε  συνεπάγεται ότι η πιθανότητα εξάντλησης είναι 1 και ότι δεν θα 

πρέπει να διατηρούνται αποθέµατα.    

 

2.3.1.2  Εκρεµµείς παραγγελίες. Κόστος εξάντλησης ανά διακοπή λειτουργίας 

 

Όταν το κόστος εξάντλησης εκφράζεται ανά διακοπή λειτουργίας υποτίθεται 

σταθερό ανεξάρτητα από το µέγεθος της εξάντλησης. Το κόστος της εξάντλησης 

είναι ένα σταθερό ποσό αν δεν υπάρχουν προς διάθεση µια ή περισσότερες µονάδες. 

Η µαθηµατική έκφραση είναι η εξής : 

 

Ετήσιο κόστος αποθέµατος = κόστος διατήρησης + κόστος εξάντλησης  

 

∫
∞

+−=
E

s dMMfmGMEHTC )()(  
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όπου το G εκφράζει το κόστος εξάντλησης ανά διακοπή λειτουργίας. H βέλτιστη 

πιθανότητα για τη δηµιουργία µιας εξάντλησης προκύπτει ως εξής  

 

)(0 EmGfH
dE

dTC s −==  → 
mE

H
Ef =)(  και  

mG

H
EfsP

σ
σ == )()(  

 

Στην περίπτωση της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής η βέλτιστη πιθανότητα 

εξάντλησης δεν βρίσκεται από τον παραπάνω τύπο επειδή η f(Ε) υφίσταται µια 

µεταβολή κλίµακας όταν µετατρέπεται στην τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, όµως 

η τυποποιηµένη απόκλιση Ζ που αντιστοιχεί στη βέλτιστη πιθανότητα εξάντλησης 

µπορεί να βρεθεί απευθείας από τον πίνακα της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής 

αν είναι γνωστή η σf(E). Στην περίπτωση αυτή πιθανότητες µεγαλύτερες της µονάδας 

δεν έχουν νόηµα.  

 

2.3.1.3 Χαµένες πωλήσεις. Κόστος εξάντλησης ανά µονάδα 

 

Όταν χάνονται πωλήσεις το µέγεθος των αποθεµάτων µετά την παραλαβή 

οποιασδήποτε παραγγελίας είναι µεγαλύτερο επειδή δεν ελαττώνεται αµέσως µε την 

εκτέλεση των υφιστάµενων παραγγελιών. Συνεπώς το απόθεµα ασφαλείας είναι 

ελαφρά µεγαλύτερο από ότι στην περίπτωση των εκρεµµών παραγγελιών και 

υπολογίζεται ως εξής : 

∫
∞

−−=
E

dMMfEMMES )()(  

 

Στην  παραπάνω έκφραση αγνοείται η επίδραση των χαµένων πωλήσεων κατά τη 

διάρκεια της περιόδου ανοχής και θεωρείται ότι χάνονται πωλήσεις µόνο µεταξύ του 

χρόνου άφιξης µιας παραγγελίας και του χρόνου άφιξης της επόµενης παραγγελίας. 

Εφόσον το σύστηµα αντιµετωπίζει εξαντλήσεις , πράγµα που συµβαίνει κατά µέσο 

όρο ένα µικρό ποσοστό του χρόνου , η υπόθεση αυτή είναι λογική ακόµη και όταν 

εκκρεµούν περισσότερες της µίας παραγγελίες. Το ετήσιο κόστος αποθέµατος 

ασφαλείας υπολογίζεται ως εξής :  

 

Ετήσιο κόστος αποθέµατος ασφαλείας = κόστος διατήρησης + κόστος εξάντλησης  

 

∫
∞

−++−=
E

dMMfEMmAPHMEHTCs )()(()(  
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Η βέλτιστη πιθανότητα για τη δηµιουργία εξάντληση υπολογίζεται ως εξής : 

 

)()(0 EMPmAHH
dE

dTCs
>−−==  →  

mAH

H
sPEMP

+
==> )()(      

 

 

2.3.1.4 Χαµένες πωλήσεις. Κόστος εξάντλησης ανά διακοπή λειτουργίας 

 

Στην περίπτωση που χάνονται πωλήσεις και το κόστος εξάντληση εκφράζεται ανά 

διακοπή λειτουργίας η κατάλληλη µαθηµατική έκφραση είναι η ακόλουθη : 

 

Ετήσιο κόστος αποθέµατος ασφαλείας = κόστος διατήρησης + κόστος εξάντλησης  

 

∫ ∫
∞ ∞

+−+−=
E E

dMMfmGdMMfEMHMEHTCs )()()()(  

 

Η βέλτιστη πιθανότητα για τη δηµιουργία µιας εξάντλησης υπολογίζεται ως εξής : 

 

 )()(0 EmGfEMHPH
dE

dTCs
−>−==  και 

mG

sPH

mG

EHF
Ef

)](1[)(
)(

−
==     

mG

sPH
EfsPEMP

)](1[
)()()(

−
===>
σ

σ   και  
Η+

=
σ

σ

mG

H
sP )(         

 

Ο παραπάνω τύπος δεν δίνει την πιθανότητα εξάντλησης στην περίπτωση της 

τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής επειδή η f(E) υφίσταται µια µεταβολή κλίµακας 

όταν µετατρέπεται στην τυποποιηµένη κανονική κατανοµή. H εξίσωση: 

mG

sP
Ef

)](1[
)(

−Η
=  

 

µπορεί να λυθεί επανειληµένα για να βρεθεί το άριστο απόθεµα ασφαλείας για την 

κανονική κατανοµή. Συνήθως η πιθανότητα εξάντλησης είναι µικρότερη από 0,20 και 

έτσι µπορεί να καταρτισθεί ένας πίνακας που θα συγκλίνει µε ταχύτητα. Υποθέτοντας 

µια πιθανότητα εξάντλησης προσδιορίζεται ένα απόθεµα ασφαλείας 

Χρησιµοποιώντας την υποτιθέµενη πιθανότητα εξάντλησης υπολογίζεται ένα 

απόθεµα ασφαλείας από την f (Ε) , όταν τα δύο αποτελέσµατα είναι ίσα έχει βρεθεί το 

άριστο απόθεµα ασφαλείας.  

 

2.3.2 Μεταβλητή ζήτηση και µεταβλητή χρονική ανοχή 
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Όταν η χρονική ανοχή είναι επίσης µεταβλητή το πρόβληµα γίνεται πιο 

περίπλοκο. Αν υποτεθεί ότι η ζήτηση και η χρονική ανοχή έχουν κανονική κατανοµή 

και ότι η µία είναι ανεξάρτητη της άλλης χρησιµοποιούνται οι ακόλουθοι τύποι για 

την εύρεση του µέγιστου επιπέδου αποθεµάτων και το αποθέµατος ασφαλείας . 

σΖ+++= MSME       και    222)( LTD DLT ++−= σσσ  

 

όπου : 

 
−

L  = µέση διάρκεια της περιόδου ανοχής σε ηµέρες , 
−

D = µέση ηµερήσια ζήτηση , σD 

= τυπική απόκλιση της κατανοµής της ζήτησης , σΤ+L = τυπική απόκλιση του 

διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών και της περιόδου ανοχής σε ηµέρες , σ = τυπική 

απόκλιση της ζήτησης που δηµιουργείται κατά τη διάρκεια του διαστήµατος µεταξύ 

παραγγελιών και της περιόδου ανοχής. , Τ = διάστηµα µεταξύ παραγγελιών σε ηµέρες 

, Ζ = σταθερή κανονική απόκλιση , S = απόθεµα ασφαλείας , E = µέγιστο επίπεδο 

αποθεµάτων , )( LTDM +=
−−

= µέση ζήτηση ου δηµιουργείται κατά τη διάρκεια του 

διαστήµατος µεταξύ παραγγελιών και της περιόδου ανοχής. 

 

Για την εύρεση της σταθερής κανονικής απόκλισης (Ζ) είναι απαραίτητο να 

υπολογιστεί η πιθανότητα για τη δηµιουργία µίας εξάντλησης. Η πιθανότητα αυτή 

υπολογίζεται µε την κατάλληλη κατάταξη του προβλήµατος στην περίπτωση των 

εκρεµµών παραγγελιών ή των χαµένων πωλήσεων, µε κόστος εξάντλησης 

εκφραζόµενο ανά µονάδα ή ανά διακοπή λειτουργίας.  

 

2.3.3 Άγνωστο κόστος εξάντλησης & επίπεδα εξυπηρέτησης 

 

Πολύ συχνά ένας οργανισµός δε γνωρίζει το κόστος που συνεπάγονται οι 

εξαντλήσεις των αποθεµάτων του. Όταν συµβαίνει αυτό χρησιµοποιείται ένα επίπεδο 

εξυπηρέτησης από το οποίο µπορεί να υπολογιστεί το µέγιστο επίπεδο αποθεµάτων. 

Η πολική του να µην αντιµετωπίζονται ποτέ εξαντλήσεις είναι αντιοικονοµική εδώ 

ισχύει η οικονοµική αρχή των φθινουσών αποδόσεων. Κάθε συµπληρωµατική 

µονάδα αποθέµατος ασφαλείας ελαττώνει κατά ένα µικρότερο ποσοστό την 

πιθανότητα εξάντλησης. Οι περισσότεροι οργανισµοί δέχονται ένα ποσοστό 

εξαντλήσεων λόγω του εξαιρετικά υψηλού κόστους που συνεπάγεται η προσπάθεια 

της πλήρους εξάλειψής του. Το απόθεµα ασφαλείας θα πρέπει να βασίζεται στη 

µεταβλητότητα που παρουσιάζει η ζήτηση κατά τη διάρκεια της συγκεκριµένης 

χρονικής περιόδου  
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Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 1.5 αν το κόστος εξάντλησης είναι άγνωστο , 

η διοίκηση µπορεί να καθορίσει επίπεδα εξυπηρέτησης που δείχνουν την ικανότητά 

της να ικανοποιήσει από τα υπάρχοντα αποθέµατα τη ζήτηση των πελατών Το 

επίπεδο εξυπηρέτησης χρησιµοποιείται ευρέως επειδή είναι δύσκολο να 

προσδιορισθεί το κόστος εξάντλησης Τα συνηθέστερα είδη επιπέδων εξυπηρέτησης 

είναι, η συχνότητα εξυπηρέτησης ανά κύκλο παραγγελιών, η συχνότητα 

εξυπηρέτησης ανά έτος, το ποσοστό ζητούµενων µονάδων και το ποσοστό εργάσιµων 

ηµερών. 

 

2.3.3.1 Εξυπηρέτηση ανά κύκλο παραγγελίας 

 

Ένα επίπεδο εξυπηρέτησης που βασίζεται στη συχνότητα της εξυπηρέτησης ανά 

κύκλο παραγγελίας θα δείξει την πιθανότητα που υπάρχει να µην εξαντληθούν τα 

αποθέµατα κατά τη διάρκεια της περιόδου αναπλήρωσης (χρονικής ανοχής) Με αυτή 

τη µεθόδευση δεν απασχολούµαστε µε το πόσο µεγάλη είναι η έλλειψη αλλά µε το 

πόσο συχνά µπορεί να παρουσιαστεί κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής (κύκλος 

παραγγελίας) Το επίπεδο εξυπηρέτησης εκφράζεται σαν το ποσοστό των κύκλων 

αναπλήρωσης όπου δεν παρατηρείται εξάντληση του αποθέµατος : 

 

Ποσοστό επιπέδου εξυπηρέτησης ανά κύκλο = )(1)(1 sPWMP −=>−  

 

Το P(s) εκφράζει το ποσοστό του επιπέδου εξυπηρέτησης ανα κύκλο παραγγελίας 

ή την πιθανότητα ότι θα παρουσιαστεί µια τουλάχιστον εξάντληση ενώ θα αναµένεται 

η παράδοση της παραγγελίας από τον προµηθευτή. Είναι επίσης ένας δεικτης του 

ποσοστού των περιόδων ανοχής κατά τη διάρκεια του οποίου η ζήτηση θα υπερβεί το 

σηµείο επανάληψης της παραγγελίας. Στη µεθόδευση αυτή αγνοείται εντελώς το 

µέγεθος της εξάντλησης. Με το απόθεµα ασφαλείας να προσδιορίζεται ως : 

 

)( RLRTEMES aa +−=−=
−

 

 

όπου : 

 

Μ = Β = ζήτηση κατά της διάρκεια της περιόδου ανοχής όταν υπάρχει ένα αποδεκτό 

επίπεδο εξυπηρέτησης εκφραζόµενη σε µονάδες . 
−

M  = µέση ζήτηση κατά τη διάρκεια της περιόδου ανοχής  

L = σταθερή χρονική ανοχή σε ηµέρες 
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D- = µέση ηµερήσια ζήτηση 

 

2.3.3.2 Εξυπηρέτηση ανά έτος 

 

Ένα επίπεδο εξυπηρέτησης που βασίζεται στη συχνότητα της εξυπηρέτησης ανά 

έτος επιτρέπει την οµοιόµορφη αντιµετώπιση διαφορετικών προϊόντων.  Όταν το 

επίπεδο της εξυπηρέτησης βασίζεται στον κύκλο της παραγγελίας οι συχνότητες των 

εξαντλήσεων διαφορετικών προϊόντων δεν είναι συγκρίσιµες., επειδή κάθε προϊόν 

µπορεί να έχει µια διαφορετική ανοχή. Το ποσοστό του επιπέδου εξυπηρέτησης ανά 

έτος βρίσκεται πολλαπλασιάζοντας το ποσοστό του επιπέδου εξάντλησης ανά κύκλο 

παραγγελίας µε τον ετήσιο αριθµό των κύκλων παραγγελίας (R/Q) και αφαιρόντας το 

γινόµενο από το 1. 

 

Ποσοστό του επιπέδου εξυπηρέτησης ανά έτος = 1- ( RP(M>B) /Q ) 

 

Το ποσοστό του επιπέδου εξάντλησης ανά κύκλο παραγγελίας βρίσκεται ως εξής από 

το ποσοστό του επιπέδου εξάντλησης : 

 

P(M>B) = Q / R = Q/R [ 1- (ποσοστό του επιπέδου εξάντλησης ανά έτος ) ] 

 

2.3.3.3 Ποσοστό ζητούµενων µονάδων 

 

Το επίπεδο εξυπηρέτησης σαν ποσοστό των ζητούµενων µονάδων µπορεί να 

ορισθεί ως εξής :  

 

Επίπεδο εξάντλησης σαν ποσοστό ζητούµενων µονάδων = 

αριθµός ελλειπουσών µονάδων / συνολικός αριθµός ζητούµενων µονάδων 

 

 Ο αναµενόµενος αριθµός εξαντλήσεων κατά τη διάρκεια ενός κύκλου παραγγελίας 

διατυπώνεται ως : 

 

∫
∞

−=>
E

MdMfEMEME )()()()(  

 

Το επίπεδο εξάντλησης σαν ποσοστό ζητούµενων µονάδων ορίζεται ως : 
TR

EME )( >
 

 

Για την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή ο αναµενόµενος αριθµός εξαντλήσεων 

κατά τη διάρκεια ενός κύκλου παραγγελίας ισούται µε τη µερική αναµενόµενη τιµή 
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Ε(Ζ) επί την τυπική απόκλιση : Ε(Μ>Β)=σ*Ε(Ζ) από όπου προκύπτει για την 

κανονική κατανοµή : Επίπεδο εξαντλήσεως σαν ποσοστό ζητούµενων µονάδων = σ 

E(Z) / Q  ¨Όταν είναι γνωστό το ποσοστό του επιπέδου εξάντλησης  η τυπική 

απόκλιση της δηµιουργούµενης κατά την περίοδο ανοχής ζήτησης και η ποσότητα 

της παραγγελίας µπορεί να προσδιορισθεί η µερική αναµενόµενη τιµή Ε(Ζ). Από τον 

πίνακα της κανονικής κατανοµής υπολογίζεται το σηµείο επανάληψης της 

παραγγελίας από τον τύπο : 

σΖ+=
−

MB  

 

2.3.3.4 Ποσοστό εργάσιµων ηµερών 

 

Ένα άλλο µέτρο των εξαντλήσεων ή των ελλείψεων αποθεµάτων είναι η διάρκεια 

της περιόδου όπου υπάρχει έλλειψη Μια εξάντληση µπορεί να ορισθεί µε το ποσοστό 

των εργάσιµων ηµερών στο οποίο παρατηρείται. Αυτό µας οδηγεί σε µια πολιτική 

εξυπηρετήσεως που βασίζεται στη χρονική διάρκεια της εξαντλήσεως και 

διατυπώνεται ως εξής :  Επίπεδο εξυπηρετήσεως σαν ποσοστό εργάσιµων  = αριθµός 

εργάσιµων ηµερών χωρίς εξάντληση / συνολικός αριθµός εργάσιµων ηµερών. Αν ένα 

είδος δεν υπάρχει στην υπάρχει στην αποθήκη (είναι εξαντληµένο) το 10% του 

χρόνου , µπορεί λογικά να υποτεθεί ότι στο 10% του χρόνου δεν ικανοποιείται η 

ζήτηση. Το επίπεδο εξυπηρέτησης εποµένως που βασίζεται στο ποσοστό των 

ζητούµενων ποσοτήτων .   

 

2.4 Ποσότητες µεµονωµένων παραγγελιών 

 

Το µοντέλο µεµονωµένης παραγγελίας αφορά τον προγραµµατισµό και τον 

έλεγχο ειδών που περιλαµβάνονται στα αποθέµατα και που αγοράζονται µόνο µια 

φορά κατά τη διάρκεια κάποιας χρονικής περιόδου ή που µπορούν να παραχθούν 

µόνο σε ένα κύκλο παραγωγής. Το µοντέλο της ποσότητας µεµονωµένης παραγγελίας 

έχει εφαρµογή όταν (1) υπάρχει ζήτηση για κάποιο είδος σε σχετικά σπάνια χρονικά 

διαστήµατα ή (2) υπάρχει αβέβαιη ζήτηση για ένα είδος µε µικρή διάρκεια ζωής σε 

σχετικά συχνά χρονικά διαστήµατα. 

 

Για να προσδιοριστεί η βέλτιστη ποσότητα µιας µεµονωµένης παραγγελίας είναι 

απαραίτητο να εξισορροπηθούν δυο αντίθετα ποσά κόστους. Στη συγκεκριµένη 
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περίπτωση το κόστος παραγγελίας είναι ασήµαντο, επειδή θα δοθεί µόνο µια 

παραγγελία που θα έχει ένα αφ`άπαξ κόστος. Το κόστος διατήρησης δεν είναι 

σηµαντικό, επειδή δεν υπάρχει συνεχής ζήτηση για το προϊόν. Τα δύο σχετικά ποσά 

κόστους για την περίπτωση της µεµονωµένης παραγγελίας είναι το κόστος 

απαρχαίωσης και το κόστος ευκαιρίας. Το κόστος απαρχαίωσης αντιµετωπίζεται όταν 

δεν πουληθεί όλο το απόθεµα. Το κόστος ευκαιρίας περιλαµβάνει το κέρδος που 

χάνεται από πιθανές πωλήσεις όταν η ζήτηση είναι µεγαλύτερη της προσφοράς. Αν η 

ζήτηση ξεπερνά τη ποσότητα  της µεµονωµένης παραγγελίας δεν υπάρχει κόστος 

ευκαιρίας αλλά µόνο κόστος απαρχαίωσης.  

 

2.4.1 Μεταβλητή ζήτηση , γνωστή χρονική ανοχή 

 

Όταν η ζήτηση είναι µεταβλητή και η χρονική ανοχή είναι γνωστή το πρόβληµα 

της µονωµένης παραγγελίας έγκειται στην εξακρίβωση του µεγέθους παραγγελίας. 

Αν η ζήτηση δεν είναι γνωστή αλλά υπάρχει µια κατανοµή πιθανοτήτων για τη 

δηµιουργία της επιλέγεται το µέγεθος παραγγελίας που συνεπάγεται το µεγαλύτερο 

αναµενόµενο κέρδος ή τη µικρότερη αναµενόµενη ζηµία. Η πιθανότητα ότι η ζήτηση 

θα είναι µικρότερη ή ίση µε την ποσότητα της µεµονωµένης παραγγελίας όταν 

ακολουθεί µια ασυνεχή κατανοµή είναι η εξής : 

 

∑ ∑
= +=

−==≤
Q

M

M

QM

MPMPQMP
0

max

1

)(1)()(  

όπου : 

 

R = ποσότητα µεµονωµένης παραγγελίας σε µονάδες , M = ζήτηση σε µονάδες 

(τυχαία µεταβλητή) , Ρ(Μ)  =  πιθανότητα δηµιουργίας ζήτησης Μ µονάδων , Μmax 

= µέγιστη ζήτηση σε µονάδες    

 

Η πιθανότητα ότι η ζήτηση θα υπερβεί την ποσότητα της µεµονωµένης 

παραγγελίας όταν ακολουθεί µια ασυνεχή κατανοµή είναι η εξής : 

∑ ∑
+= =

−==>
max

1 0

)(1)()(
M

QM

Q

M

MPMPQMP  

 

Η διαδικασία για τον υπολογισµό της αναµενόµενης αξίας κάθε ασυνεχούς 

στρατηγικής ζήτησης Qi είναι η εξής : 
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=   προσδοκώµενη αξία στρατηγικής 

 

όπου F(Qi Mi) είναι η έκβαση της στρατηγικής ζήτησης (Qi) όταν η πραγµατική 

ζήτηση είναι (Μi). Ο προσδιορισµός των διαφόρων αποτελεσµάτων µπορεί να πάρει 

δύο µορφές ανάλογα µε το εάν η παραγγελλόµενη ποσότητα (Qi) είναι µικρότερη ή 

µεγαλύτερη από το επίπεδο της ζήτησης (Μi). Όταν τα αποτελέσµατα εκφράζονται 

σαν κέρδος ή όφελος ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις. 

 

F (QiMj) =  Qi J                             Qi  ≤ Μj περίπτωση ελλιπών αποθεµάτων 

F (QiMj) =  Mj J – (Qi  - Mj) l         Qi > Mj  περίπτωση πλεοναζόντων αποθεµάτων 

 

όπου : 

 

j  = κέρδος ή όφελος ανά µονάδα , l  = ζηµιά από τη διάθεση – µη χρησιµοποιηθείς 

µονάδων , Qi = ποσότητα µονωµένης παραγγελίας i µονάδων , Μj = επίπεδο ζήτησης 

j µονάδων , Qi – Μj  = αριθµός πλεοναζουσών µονάδων 

 

Όταν τα αποτελέσµατα ισχύουν σαν κόστος ή ζηµία ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις : 

 

F (QiMj) =  Qi P                             Qi  ≥ Μj  περίπτωση υπερπαραγωγής 

F (QiMj) =  Qj P – (Mj  - Qj) A        Qi < Mj   περίπτωση ελλιπούς παραγωγής 

 

όπου : 

 

P = κόστος µονάδας, Α = κόστος εξαντλήσεως ανά µονάδα , Μj – Qj  =  µέγεθος 

εξαντλήσεως σε µονάδες. 

 

Όταν τόσο η ζήτηση όσο και η χρονική ανοχή είναι µεταβλητές το πρόβληµα 

είναι πιο περίπλοκο. Επειδή κατά τη διάρκεια της χρονικής ανοχής δε 

χρησιµοποιείται κανένα προϊόν µια καθυστέρηση στην παράδοση θα µπορούσε να 

έχει ως συνέπεια να χάνεται η ζήτηση. Η ζήτηση και η χρονική ανοχή µπορούν  να 

αντιµετωπιστούν σαν ανεξάρτητες µεταβλητές. Η ζήτηση µπορεί να προσδιοριστεί 

ανεξάρτητα από την χρονική ανοχή , όπως στην περίπτωση της µεταβλητής ζήτησης 

και σταθερής χρονικής ανοχής. Η χρονική ανοχή µπορεί να καθοριστεί στο µέγιστο 

επίπεδο της ή σε κάποιο αποδεκτό επίπεδο εξυπηρέτησης. 

 

2.4.2 Οριακή ανάλυση 

 

Για να επιλυθεί το πρόβληµα της µεµονωµένης παραγγελίας όταν η ζήτηση είναι 

µεταβλητή µπορεί να χρησιµοποιηθεί η οριακή ανάλυση. ¨όταν οι µήτρες των 

αποτελεσµάτων είναι µεγάλες η οριακή ανάλυση είναι από υπολογιστική άποψη 
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αποδοτικότερη από τη µέθοδο της αναµενόµενης αξίας. Όταν περιλαµβάνεται στα 

αποθέµατα µια επιπλέον µονάδα υπάρχουν δύο πιθανές εκδοχές . Είτε αυτή η 

επιπλέον µονάδα θα ζητηθεί είτε όχι, και το άθροισµα των δύο πιθανοτήτων θα 

πρέπει να ισούται µε τη µονάδα. Οι επιπλέον µονάδες θα πρέπει να 

αποθεµατοποιούνται µόνο εφόσον το αναµενόµενο οριακό κόστος συν την 

αναµενόµενη οριακή ελάττωση του κόστους εξαντλήσεως είναι µεγαλύτερο από την 

αναµενόµενη οριακή ζηµία. Η αναµενόµενη οριακή ελάττωση του κόστους 

εξαντλήσεως προστίθεται στο αναµενόµενο οριακό κέρδος επειδή η 

αποθεµατοποίηση µιας επιπλέον µονάδας θα αυξήσει το αναµενόµενο κέρδος αν η 

µονάδα ζητηθεί Η οριακή επιπλέον µονάδα θα πρέπει να περιλαµβάνεται στα 

αποθέµατα εφόσον  

 

P(MP) +p(A) – (1-p)ML ≥0      →   p ≥  ML / (MP + ML + A)  

 

όπου : 

 

p = πιθανότητα να πουληθεί µία ή περισσότερες επιπλέον µονάδες, ΜP = οριακό 

κέρδος , ML = οριακή ζηµία , Α = κόστος εξαντλήσεως ανά µονάδα , pA = 

αναµενόµενη οριακή ελάττωση κόστους εξαντλήσεως , p(ΜΡ) =  αναµενόµενο 

οριακό κέρδος , (1-p) ML = αναµενόµενη οριακή ζηµία 

 

Το γράµµα p αντιπροσωπεύει την minimum πιθανότητα να πουληθεί τουλάχιστον 

µια επιπλέον µονάδα που απαιτείται για να δικαιολογηθεί η αποθεµατοποίηση τόση 

επιπλέον µονάδας. Οι επιπλέον µονάδες θα πρέπει να αποθεµατοποιούνται µόνο 

εφόσον η πιθανότητα να πουληθεί µια επιπλέον µονάδα είναι ίση ή µεγαλύτερη του p. 

Στις περιπτώσεις µεµονωµένης παραγγελίας συχνά η επιπλέον ζήτηση δεν έχει 

αντίστοιχο κόστος εξάντλησης ,στην περίπτωση αυτή το κόστος εξάντλησης ανά 

µονάδα (Α) υποτίθεται ότι είναι µηδέν. 

 

2.4.3 Ανάλυση κόστους 

 

Όταν τα είδη προορίζονται για εσωτερική χρήση από την οποία δηµιουργούνται 

έσοδα , η επιλογή του µεγέθους η επιλογή του µεγέθους της µεµονωµένης 

παραγγελίας βασίζεται στο µικρότερο αναµενόµενο κόστος. Τα συστατικά του 

κόστους είναι το κόστος παραγγελίας , το κόστος αγοράς , το κόστος εξαντλήσεως 

και η υπολειµµατική αξία. Ο ακόλουθος τύπος προσδιορίζει το αναµενόµενο κόστος 

µιας µεµονωµενης παραγγελίας σε περίπτωση συνεχούς κατανοµής : 
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Αναµενόµενο κόστος = κόστος παραγγελίας + κόστος αγοράς +αναµενόµενο κόστος 

εξαντλήσεως –αναµενόµενη υπολειµµατική αξία    

 

∫∫ −−−++=
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όπου : 

 

C = κόστος παραγγελίας ανά παραγγελίας ή κόστος εκκινήσεως , P = κόστος µονάδας 

Q = ποσότητα µεµονωµένης παραγγελίας , Α = κόστος εξάντλησης ανά µονάδα , Μ = 

ζήτηση σε µονάδες (τυχαία µεταβλητή) , Μ-Q  = µέγεθος εξάντλησης σε µονάδες , 

f(M) = συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για τη δηµιουργία της ζήτησης , V = 

υπολειµµατική αξία ανά µονάδα 

 

Για να προσδιορίσουµε το min αναµενόµενου κόστους σε περίπτωση συνεχούς 

κατανοµής υπολογίζουµε την βέλτιστη πιθανότητα εξάντλησης ως εξής : 

 

dEC/ DQ = P-AP(s) – V[1-P(s) ] = 0 , P(s)  = (P-V) / (A-V) = P(M>Q) b;  

 

Παρατηρούµε ότι αν το κόστος αγοράς είναι ίσο ή µεγαλύτερο από το κόστος 

εξάντλησης η επιθυµητή πιθανότητα για τη δηµιουργία της εξάντλησης είναι κάτω 

του 1. Υπό αυτές τις συνθήκες δεν θα πρέπει να δίνονται παραγγελίες µέχρι να 

υπάρξει κάποια γνωστή ζήτηση. Επίσης αν ένα είδος δεν έχει υπολειµµατική αξία η 

βέλτιστη πιθανότητα για τη δηµιουργία εξαντλήσεως είναι P(s) = P/A. Σε περίπτωση 

ασυνεχών κατανοµών όπου η βέλτιστη πιθανότητα για τη δηµιουργία εξάντλησης δεν 

µπορεί να υπολογιστεί µε ακρίβεια , επιλέγεται το επίπεδο αποθεµάτων µε την 

αµέσως χαµηλότερη πιθανότητα. Η έκφραση 1-P(s) είναι το επίπεδο της 

εξυπηρέτησης και η έκφραση P(s) είναι η πιθανότητα εξάντλησης. Εποµένως αν η 

ζήτηση για το είδος έχει κανονική κατανοµή µε ένα γνωστό µέσο Μ και µια τυπική 

απόκλιση σ , η ποσότητα της µεµονωµένης παραγγελίας µε το χαµηλότερο 

αναµενόµενο κόστος προσδιορίζεται ως εξής : 

 

σZMQ +=0  

 

όπου Ζ είναι η τυποποιηµένη κανονική απόκλιση που αντιστοιχεί σε µια πιθανότητα 

εξάντλησης P(s) στον πίνακα της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής.  

 

Τα µοντέλα µεµονωµένων παραγγελιών αποκαλούνται στατικά µοντέλα 

αποθεµάτων σε αντιδιαστολή µε τα µοντέλα επαναλαµβανόµενων παραγγελιών τα 

οποία αποκαλούνται δυναµικά µοντέλα αποθεµάτων. Το στατικό µοντέλο ή µοντέλο 
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µιας χρονικής περιόδου έχει εφαρµογή όταν λαµβάνεται µια και µοναδική απόφαση 

για τη δηµιουργία αποθεµάτων σε αναµονή της δηµιουργίας κάποιας ζήτησης.  Είναι 

πιο ευαίσθητο µοντέλο σε σφάλµατα που ενδέχεται να γίνουν κατά τις προβλέψεις 

επειδή δεν υπάρχει η ευκαιρία να επαναληφθεί µια παραγγελία ή να µεταβληθεί η 

αρχική.



 

Κ ε φ ά λ α ι ο  3
ο
 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΕΛΕΓΧΟΥ  ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ 

3.1 Εισαγωγικά 

 

Ένα σύστηµα ελέγχου αποθεµάτων είναι µια συντονισµένη σειρά κανόνων που 

σκοπό έχουν να δίνουν απαντήσεις στα ερωτήµατα (α) πότε θα πρέπει να δίνονται οι 

παραγγελίες και (β) ποιες θα πρέπει να είναι οι ποσότητες των παραγγελιών. Ένα 

αποτελεσµατικό σύστηµα περιλαµβάνει τα ακόλουθα : 

 

i) Θα εξασφαλίζει ότι υπάρχουν επαρκείς ποσότητες έτοιµων προϊόντων και 

πρώτων υλών. 

ii) Θα εντοπίζει τα πλεονάζοντα είδη και τα είδη µε µεγάλη και µικρή 

κυκλοφοριακή ταχύτητα 

iii) Θα ενηµερώνει τη διοίκηση µε ακριβείς ,περιεκτικές και έγκαιρες 

αναφορές. 

 

Ένα περιεκτικό σύστηµα αποθεµάτων δεν περιλαµβάνει µόνο ποσοτικά µοντέλα 

αποθεµάτων. Θα πρέπει να εξετάζονται όλες οι πλευρές του συστήµατος και µόνο το 

µοντέλο αποθεµάτων. Συγκεκριµένα θα πρέπει να εξετάζονται τα εξής πεδία :  

 

i) Η ανάπτυξη πρόβλεψης ζήτησης και η αντιµετώπιση σφαλµάτων που 

γίνονται στις προβλέψεις. 

ii) Η επιλογή µοντέλων αποθεµάτων 

iii) Η µέτρηση του κόστους των αποθεµάτων (παραγγελίας , διατήρησης , 

εξάντλησης 

iv) Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούνται για την καταγραφή και καταµέτρηση 

των ειδών 

v) Οι µέθοδοι παραλαβής ,διακίνησης, αποθήκευσης και παράδοσης των 

ειδών 
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vi) Οι µέθοδοι πληροφόρησης που χρησιµοποιούνται για να αναφέρονται οι 

παρεκκλίσεις. 

 

3.2∆ιηνεκές σύστηµα αποθεµάτων 

 

Ένα διηνεκές σύστηµα κρατά στοιχεία για την υπάρχουσα ποσότητα αποθεµάτων 

και τα αναπληρώνει όταν πέσουν κάτω από κάποιο ορισµένο επίπεδο. Το σύστηµα 

βασίζεται στις έννοιες της οικονοµικής ποσότητας παραγγελίας και του σηµείου 

επανάληψης παραγγελίας. Πρόκειται για ένα σύστηµα στο οποίο το σηµείο 

επανάληψης παραγγελίας  και η ποσότητα της παραγγελίας είναι σταθερά, η περίοδος 

ανασκόπησης και ο ρυθµός ζήτησης είναι µεταβλητά και η χρονική ανοχή µπορεί να 

είναι είτε σταθερή είτε µεταβλητή. Το Σχήµα 3.1 περιγράφει τη συµπεριφορά ου 

διηνεκούς συστήµατος για ένα µεµονωµένο είδος. Το µέσο απόθεµα ισούται µε το 

απόθεµα ασφαλείας συν το µισό της ποσότητας παραγγελίας (µέσο απόθεµα = 

S+Q/2)   

 

 
 
Σχήµα 3.1 ∆ιηνεκές σύστηµα αποθεµάτων 

 

Στο διηνεκές σύστηµα κάθε φορά που µία µονάδα αποσύρεται από τα αποθέµατα 

αυτή η αφαίρεση καταγράφεται και η κατάσταση των αποθεµάτων συγκρίνεται µε το 

σηµείο παραγγελίας. Αν τα αποθέµατα έχουν πέσει στο σηµείο επανάληψης της 

παραγγελίας ή χαµηλότερα από αυτό ετοιµάζεται µια παραγγελία για ένα σταθερό 

αριθµό µονάδων. Αν τα αποθέµατα είναι πάνω από το σηµείο επανάληψης της 

παραγγελίας δεν γίνεται καµία ενέργεια.  
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Το διηνεκές σύστηµα ορίζεται απόλυτα από το µέγεθος της παραγγελίας και το 

χαµηλότερο εκείνο επίπεδο αποθεµάτων που δίνει το σύνθηµα για να δοθεί µια 

παραγγελία. Το κύριο µειονέκτηµα το διηνεκούς συστήµατος είναι ότι απαιτεί 

διηνεκή έλεγχο των υπαρχόντων αποθεµάτων. Επειδή δε µια παραγγελία µπορεί να 

δοθεί σε οποιαδήποτε στιγµή χάνονται τα οικονοµικά οφέλη που θα προέκυπταν από 

τη συγχώνευση διάφορων ειδών σε µια παραγγελία που θα δινόταν σε ένα 

προµηθευτή. Τα συστήµατα σταθερού µεγέθους παραγγελίας απαιτούν συνεχή 

ανασκόπηση ή παρατήρηση των επιπέδων των αποθεµάτων. Αντικειµενικός σκοπός 

είναι να γίνεται όσο το δυνατόν γρηγορότερα πότε θα φτάσουν τα αποθέµατα στο 

σηµείο επανάληψης της παραγγελίας. Η ανασκόπηση µπορεί να συνίσταται στη 

ανάλυση διηνεκών στοιχείων για τα αποθέµατα καθώς αυτά συγκεντρώνονται και 

καταχωρούνται ή την οπτική παρατήρηση των ίδιων των αποθεµάτων όταν αυτά όταν 

αυτά φτάνουν στο σηµείο επανάληψης της παραγγελίας.( το σύστηµα two-bin 

βασίζεται ακριβώς στη φυσική αναγνώριση χωρίς όλα τα επιπλέον στοιχεία) Το 

σύστηµα σταθερού µεγέθους παραγγελίας µε διηνεκή αρχεία αποθεµάτων είναι 

εξαιρετικό για είδη µε υψηλό κόστος που χρειάζονται στενό έλεγχο. Το κόστος 

διατήρησης ενός διηνεκούς συστήµατος αρχείων µπορεί να ξεπεράσει κατά πολύ τα 

πλεονεκτήµατα που θα εξασφαλισθούν από αυτό.  

 

3.2 Two-bin σύστηµα αποθεµάτων 

 

Το two-bin είναι ένα σύστηµα σταθερού µεγέθους παραγγελίας µε διακριτικό 

χαρακτηριστικό του two-bin είναι η απουσία ενός διηνεκούς αρχείου αποθεµάτων. 

∆εν απαιτείται να τηρούνται στοιχεία για κάθε απόσυρση αποθεµάτων ενώ το σηµείο 

επανάληψης της παραγγελίας προσδιορίζεται µε οπτική παρατήρηση. Όταν έχει 

εξαντληθεί το απόθεµα one-bin δίνεται µια παραγγελία και στη συνέχεια η ζήτηση 

καλύπτεται από second –bin. Το σύστηµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί ακόµη και µε 

one –bin. Το two-bin σύστηµα είναι το καταλληλότερο για είδη µε µικρή αξία 

,αρκετά σταθερή χρήση και µικρή χρονική ανοχή. 

 

3.3 Περιοδικό σύστηµα αποθεµάτων 

 

Στο περιοδικό σύστηµα η προς παραγγελία ποσότητα δεν είναι σταθερή και 

µεταβάλλεται ανάλογα µε τις µεταβολές που παρατηρούνται στο ρυθµό τη ζήτησης. 



Κεφάλαιο 3
ο
                                                                                                                  41 

Σε αυτό το σύστηµα είναι σταθερή η περίοδος ανασκόπησης, η ποσότητα 

παραγγελίας  , ο ρυθµός της ζήτησης και το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας 

είναι µεταβλητό Η χρονική ανοχή µπορεί να είναι είτε σταθερή είτε µεταβλητή. Στο 

Σχήµα 3.2 περιγράφεται η συµπεριφορά του περιοδικού συστήµατος αποθεµάτων για 

ένα µεµονωµένο είδος. Για κάθε είδος καθορίζεται ένα µέγιστο επίπεδο αποθεµάτων 

Ε. Με το περιοδικό σύστηµα ο αριθµός των υπολειπόµενων µονάδων δε 

καταµετρείται κάθε φορά που µια µονάδα αφαιρείται από το απόθεµα. Συνήθως 

υπολογίζεται µε φυσική καταµέτρηση ο αριθµός των µονάδων που υπάρχουν σε 

απόθεµα κατά την ηµεροµηνία ανασκόπησης. 

 

 
 

 
Σχήµα 3.2 Περιοδικό σύστηµα αποθεµάτων 

 

Το µέγεθος της παραγγελίας αναπλήρωσης είναι µεταβλητό και εξαρτάται από τον 

αριθµό των µονάδων που υπάρχουν σε απόθεµα. Η ποσότητα της παραγγελίας 

κυµαίνεται από περίοδο σε περίοδο και εξαρτάται από τη ζήτηση. Το περιοδικό 

σύστηµα µεταχειρίζεται τα είδη που περιλαµβάνονται στα αποθέµατα ασυνεχώς και 

εξαρτηµένα Η υπόθεση που βασίζεται στο περιοδικό σύστηµα είναι ότι κατά το χρόνο 

της ανασκόπησης γίνεται κάποιο είδος φυσικής καταµέτρησης.  

 

Το περιοδικό σύστηµα ορίζεται απόλυτα από την περίοδο παραγγελίας και από τα 

µέγιστα επίπεδα αποθεµάτων. Στο διηνεκές σύστηµα το απόθεµα ασφαλείας 

αντιπροσωπεύει µια προστασία απέναντι σε διακυµάνσεις της ζήτησης που 

δηµιουργείται κατά την περίοδο ανοχής. Αντίθετα το περιοδικό σύστηµα στο οποίο η 
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περίοδος της παραγγελίας είναι σταθερή απαιτεί ένα απόθεµα ασφαλείας για 

προστασία απέναντι σε διακυµάνσεις της ζήτησης που δηµιουργείται τόσο κατά την 

περίοδο ανασκόπησης όσο και κατά την περίοδο ανοχής. Αυτό σηµαίνει ότι το 

περιοδικό σύστηµα απαιτεί ένα µεγαλύτερο απόθεµα ασφαλείας από κάποιο δεδοµένο 

είδος από ότι θα απαιτούσε το διηνεκές σύστηµα Αυτό το επιπλέον απόθεµα έχει σα 

συνέπεια να στοιχίζει λιγότερο ένα άριστο διηνεκές από ότι ένα άριστο περιοδικό 

σύστηµα αν και αυτή η διαφορά κόστους µπορεί να αντισταθµιστεί από την 

οικονοµία που επιτυγχάνεται µε τη συγχώνευση πολλών µεµονωµένων παραγγελιών 

σε µια.  

 

3.4 Σύστηµα αποθεµάτων µε προαιρετική αναπλήρωση 

 

Το σύστηµα αποθεµάτων µε προαιρετική αναπλήρωση το οποίο αποκαλείται 

επίσης σύστηµα ελαχίστου-µεγίστου αποτελεί ένα συνδυασµό διηνεκούς και 

περιοδικού συστήµατος. Τα επίπεδα των αποθεµάτων ανασκοπούνται σε τακτά 

διαστήµατα αλλά δεν δίνονται παραγγελίες πριν τα επίπεδα πέσουν σε κάποιο 

προκαθορισµένο σηµείο επανάληψης των παραγγελιών. Το Σχήµα 3.3 περιγράφει τη 

συµπεριφορά του συστήµατος προαιρετικής αναπλήρωσης για ένα µεµονωµένο είδος. 

Για κάθε είδος καθορίζεται ένα µέγιστο επίπεδο αποθεµάτων. Αν κατά την 

ηµεροµηνία της ανασκόπησης το επίπεδο των αποθεµάτων είναι πάνω από ο επίπεδο 

παραγγελίας δεν δίνεται νέα παραγγελία , αν είναι στο σηµείο επανάληψης της 

παραγγελίας ή και κάτω από αυτό , δίνεται µια νέα παραγγελία. Η ποσότητα της 

παραγγελίας ισούται µε το µέγιστο επίπεδο αποθεµάτων µείον το επίπεδο 

αποθεµάτων κατά την περίοδο ανασκόπησης. 

 

 
 
Σχήµα 3.3 Σύστηµα αποθεµάτων µε προαιρετική αναπλήρωση 
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Το σύστηµα προαιρετικής αναπλήρωσης συνήθως αναφέρεται σαν σύστηµα (s,S) 

όπου s είναι το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας και S είναι το µέγιστο επίπεδο 

αποθεµάτων. Το σύστηµα ορίζεται από τρεις παραµέτρους : Τ= διάρκεια της 

περιόδου ανασκόπησης , Ε = µέγιστο επίπεδο αποθεµάτων , s = σηµείο επανάληψης 

της παραγγελίας. . Το σύστηµα αυτό επιτρέπει να δίνονται παραγγελίες σε αποδοτικές 

ποσότητες οπότε ελαττώνεται το κόστος που δηµιουργούν οι συχνές παραγγελίες 

µικρών ποσοτήτων. ∆ίνονται λιγότερες παραγγελίες αλλά µεγαλύτερες από ότι στο 

περιοδικό σύστηµα και έτσι το κόστος παραγγελιών είναι χαµηλότερο. ¨όταν η 

περίοδος αναπλήρωσης είναι τόσο µεγάλη ώστε σχεδόν σε κάθε ανασκόπηση να 

πρέπει να δίνεται και µια παραγγελία το σύστηµα προαιρετικής αναπλήρωσης δεν 

διακρίνεται από το περιοδικό σύστηµα αποθεµάτων.  

 

Το σύστηµα προαιρετικής αναπλήρωσης µπορεί να απαιτήσει ουσιαστικά 

αποθέµατα ασφαλείας. Αν το επίπεδο των αποθεµάτων κατά τη στιγµή της 

ανασκόπησης είναι ελάχιστα πάνω από το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας 

απαιτείται κάλυψη για δύο διαστήµατα µεταξύ παραγγελιών συν την περίοδο ανοχής. 

Η διάρκεια της περιόδου ανασκόπησης καθορίζεται µε διαδικασίες κατάλληλες για 

περιοδικά συστήµατα.. Το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας θα συνίσταται από το 

απόθεµα ασφαλείας και την αναµενόµενη ζήτηση κατά τη διάρκεια της χρονικής 

ανοχής και της περιόδου ανασκόπησης. Τι απόθεµα ασφαλείας s καθορίζεται µε 

ανάλυση της διακύµανσης της ζήτησης που δηµιουργείται κατά την περίοδο ανοχής L 

συν την περίοδο ανασκόπησης.   

 

3.5 M.R.P 

 

Το σύστηµα αποθεµάτων µε προγραµµατισµό των απαιτούµενων υλικών 

(Material Requirement Planning-MRP) χρησιµοποιείται εκτεταµένα στις περιπτώσεις 

προγραµµατισµένης παραγωγής. Όταν πρόκειται για είδη που αποτελούν πρώτες ύλες 

ή συστατικά άλλων τελικών προϊόντων τα επίπεδα αποθεµάτων καθορίζονται 

ανάλογα µε τις απαιτήσεις που υπαγορεύονται από το τελικό προϊόν. Το MRP είναι 

ένα σύστηµα εξαγόµενης ποσότητας παραγγελίας. Αυτό το σύστηµα λειτουργεί 

ξεκινώντας από τις προγραµµατισµένες ηµεροµηνίες ολοκλήρωσης των τελικών 

προϊόντων ή των βασικών επιµέρους συστατικών τους και πηγαίνοντας προς τα πίσω 

για να προσδιορίσει τις ηµεροµηνίες παράδοσης και τις ποσότητες εξαρτηµάτων και 
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υλικών που θα πρέπει να παραγγελθούν. Το σύστηµα δουλεύει και όταν µια 

συγκεκριµένη ζήτηση για ένα τελικό προϊόν είναι προκαταβολικά γνωστή και η 

ζήτηση για ένα είδος είναι εξαρτηµένη µε τρόπο που να µπορεί να προβλεφθεί από τη 

ζήτηση για άλλα είδη. 



 

Κ ε φ ά λ α ι ο  4
ο
  

ΜΕΘΟ∆ΟΙ  ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ  

4.1  Προσοµοίωση Monte Carlo 

 

Τα µοντέλα προσοµοίωσης µπορούν να υποδιαιρεθούν σε δύο βασικές κατηγορίες 

, σε στοχαστικά και µη στοχαστικά. Τα µη στοχαστικά µοντέλα έχουν ιδιότητες που 

µπορούν να εκφραστούν µε σαφήνεια και οι αναµενόµενες τιµές των µεταβλητών 

είναι οι εισροές. Μη στοχαστικά είναι συνήθως τα διοικητικά παιχνίδια 

προσοµοίωσης. Η κλασσική µεθόδευση των δυναµικών συστηµάτων είναι επίσης µη 

στοχαστική και χρησιµοποιεί τις εξισώσεις σαν πλαίσιο κατασκευής του µοντέλου. Η 

κλασσική µεθόδευση είναι µη στοχαστική επειδή δεν περιλαµβάνει κατανοµές 

πιθανοτήτων , οι µεταβλητές πρέπει να είναι συνεχείς και οι σχέσεις µεταξύ 

µεταβλητών πρέπει να είναι σταθερές χρονικά. Αντίθετα στα στοχαστικά µοντέλα 

υπάρχουν βασικές µεταβλητές οι οποίες ορίζονται από κατανοµές πιθανοτήτων και 

όχι από αναµενόµενες τιµές µεταβλητών. Οι µεταβλητές δεν χρειάζεται να είναι 

συνεχής και οι σχέσεις µεταξύ τους µπορεί να µεταβάλλονται µε την πάροδο του 

χρόνου. Οι επιχειρησιακές καταστάσεις στην πραγµατικότητα είναι στοχαστικές. 

 

Η προσοµοίωση Monte Carlo περιλαµβάνει τον προσδιορισµό της κατανοµής 

πιθανοτήτων των υπό µελέτη µεταβλητών και τη δειγµατοληψία από τις κατανοµές 

χρησιµοποιώντας τυχαίους αριθµούς για την εξασφάλιση των δεδοµένων. Είναι ένας 

τύπος στοχαστικής προσοµοίωσης που βρίσκει κατά προσέγγιση τη λύση κάποιου 

προβλήµατος µε δειγµατοληψία από κάποια τυχαία διαδικασία. Μια σειρά τυχαίων 

αριθµών χρησιµοποιείται για να περιγράψει τη διαχρονική κίνηση κάθε τυχαίας 

µεταβλητής. Οι τυχαίοι αριθµοί επιφέρουν την πραγµατοποίηση µιας  τεχνητής αλλά 

ρεαλιστικής σειράς συµβάντων.  
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Μια γενική µεθόδευση της επίλυσης προβληµάτων µε προσοµοίωση Monte Carlo 

απεικονίζεται στο Σχήµα 4.1 Η προσοµοίωση Monte Carlo δηµιουργεί ένα 

στοχαστικό µοντέλο µιας πραγµατικής κατάστασης και έπειτα κάνει δειγµατοληπτικά 

πειράµατα πάνω στο µοντέλο αυτό.  

 

 
 

Σχήµα 4.1 Προσοµοίωση Monte Carlo 

 

Τα κυριότερα βήµατα στην προσοµοίωση Monte Carlo είναι τα εξής : 

 

1. Ορισµένες βασικές µεταβλητές του προβλήµατος θα πρέπει να έχουν γνωστές 
κατανοµές πιθανοτήτων. Οι κατανοµές θα πρέπει να είναι γνωστές , αλλά δεν 

χρειάζεται κάποια συγκεκριµένη µαθηµατική διατύπωσή τους. 

2. Μετατροπή των κατανοµών των πιθανοτήτων σε αθροιστικές κατανοµές 

πιθανοτήτων. Αυτό απαιτείται για να µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την 

προσοµοίωση της συµπεριφοράς τυχαίοι αριθµοί. Η αθροιστική κατανοµή 

πιθανότητας εξασφαλίζει ότι µόνο µια τιµή της µεταβλητής θα συνδεθεί µε 

κάποιο τυχαίο αριθµό. 

3. Λαµβάνονται τυχαία δείγµατα από τις αθροιστικές κατανοµές πιθανοτήτων 
για να προσδιορισθούν οι συγκεκριµένες τιµές των µεταβλητών που θα 

χρησιµοποιηθούν σε κάθε επανάληψη της προσοµοίωσης. Ο ευκολότερος 

τρόπος δειγµατοληψίας είναι η χρησιµοποίηση ενός πίνακα τυχαίων αριθµών. 

Οι τυχαίοι αριθµοί χρησιµοποιούνται µε τις αθροιστικές κατανοµές 

πιθανοτήτων για την εύρεση των συγκεκριµένων τιµών των µεταβλητών που 

θα χρησιµοποιηθούν σε κάθε επανάληψη. Η σειρά των επιλεγµένων τυχαίως 
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αριθµών θα αντιπροσωπεύει τον τύπο της απόκλισης που αναµένεται να 

αντιµετωπιστεί. 

4. Προσοµοίωση της υπό ανάλυση λειτουργίας στον αναγκαίο αριθµό 

επαναλήψεων. Ο κατάλληλος αριθµός επαναλήψεων προσδιορίζεται κατά τον 

ίδιο τρόπο που προσδιορίζεται και το κατάλληλο µέγεθος ενός δείγµατος σε 

ένα πείραµα στην πραγµατικότητα. Οι συνήθεις στατιστικοί έλεγχοι 

σηµαντικότητας µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να εξακριβωθεί αν είναι 

αρκετά µεγάλο το µέγεθος του δείγµατος. 

 

Τα  πάντα εξαρτώνται από την επιλογή των κατανοµών συχνότητας εκτός αν 

υπάρχει κάποια εξασφάλιση ότι έχουν επιλεγεί καλά, τότε ολόκληρη η 

προσοµοίωση είναι περιττή. Οι κατανοµές µπορούν να βρεθούν από προηγούµενα 

πραγµατικά στοιχεία ή µε πειραµατισµό ή να καθοριστούν εκ των προτέρων σε 

κάποια υποκειµενική βάση. Οι τυχαίοι αριθµοί είναι αριθµοί ίσως 

µακροπρόθεσµης συχνότητας. Στερούνται απόλυτα προβλεπτικότητας, και κάθε 

αριθµός έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί. Ο τυχαίος χαρακτήρας των 

επιλεγέντων αριθµών µπορεί να επιλεγεί µε ένα έλεγχο )(2 nX . Η σειρά των 

τυχαίων αριθµών µπορεί να βρεθεί από ένα έντυπο πίνακα ή από κάποια εντολή 

``Random``. Στην τελευταία περίπτωση, οι υπολογισθέντες αριθµοί είναι 

``ψευδοτυχαίοι αριθµοί``. Η προσοµοίωση Mont Carlo έχει πολλές πρακτικές 

χρήσεις, όπως προβλήµατα γραµµών αναµονής όπου οι γνωστές κατανοµές για 

τους ρυθµούς άφιξης και εξυπηρέτησης είναι ανεπαρκείς , προβλήµατα 

αποθεµάτων και συγκεκριµένα προσδιορισµού σηµείων επανάληψης των 

παραγγελιών και ποσοτήτων αναπλήρωσης, προβλήµατα αντικατάστασης 

εξοπλισµού κ.λ.π.  

 

4.2 Προσοµοίωση ανέλιξης poisson 

 

Mία στοχαστική ανέλιξη {X(t), t ≥ 0} µπορεί να θεωρηθεί ως µία (µετρήσιµη) 

απεικόνιση από τον χώρο πιθανότητας (Ω,Α,P) στο σύνολο D των συναρτήσεων µε 

πεδίο ορισµού το R+ και τιµές στο R. Και αυτό γιατί αν τελικά πραγµατοποιηθεί το 

στοιχειώδες ενδεχόµενο ω του Ω, τότε η ανέλιξη {X(t), t ≥ 0}(ω) = {X(t,ω), t ≥ 0}µας 

δείχνει την τιµή της «ποσότητας» Χ σε κάθε χρονική στιγµή t ≥ 0, δηλαδή πρόκειται 

για µία συνάρτηση από τον R+ στον R (κατά αντιστοιχία µε τα τυχαία διανύσµατα, οι 

στοχαστικές ανελίξεις θα µπορούσαν να λέγονται και τυχαίες συναρτήσεις).Είναι 
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προφανές ότι οι Χ(t), t ≥ 0 είναι τυχαίες µεταβλητές που, εκτός ειδικών περιπτώσεων, 

είναι εξαρτηµένες. 

 

Παράδειγµα αν η {X(t), t ≥ 0} περιγράφει την εξέλιξη µιας τιµής στο χρόνο, τότε µια 

πραγµατοποίησή της, {X(t,ω), t ≥ 0} (για συγκεκριµένο ω)µπορεί να έχει τη µορφή 

(το γράφηµα περιορίζεται στο χρονικό διάστηµα [0,1000]): 

 

 
 

Σχήµα 4.2 Γράφηµα Α ανέλιξη poisson 

 

 

Σε ένα άλλο παράδειγµα, η {X(t), t ≥ 0} µπορεί να περιγράφει το πλήθος των 

πελατών που έχουν εισέλθει σε ένα κατάστηµα κατά τη διάρκεια του χρόνου. Σε αυτή 

την περίπτωση µια πραγµατοποίησή της {X(t,ω), t ≥ 0} µπορεί να έχει τη µορφή ( το 

γράφηµα περιορίζεται στο χρονικό διάστηµα [0,0.6]) 

 

 
Σχήµα 4.3 Γράφηµα Β ανέλιξη poisson 

 

Η {X(t,ω), t ≥ 0} Σχήµα 4.3 µπορεί να θεωρηθεί ως µία απεικόνιση από το R+ στο 

Ν⊆ R η οποία µάλιστα είναι σταθερή κατά διαστήµατα και παρουσιάζει άλµατα σε 

κάποια σηµεία (σηµεία αφίξεων πελατών). 

 

Στοχαστικές ανελίξεις όπως αυτή του προηγούµενου παραδείγµατος { N(t), t ≥ 

0}καλούνται απαριθµήτριες στοχαστικές ανελίξεις (counting processes) διότι η Ν(t) 

απαριθµεί το πλήθος των «συµβάντων» που συνέβησαν µέχρι και τον χρόνο t.Η 

απλούστερη απαριθµήτρια ανέλιξη την οποία και θα προσπαθήσουµε να 

προσοµοιώσουµε είναι η γνωστή ως ανέλιξη Poisson 

 

Μια απαριθµήτρια στοχαστική ανέλιξη {N(t), t ≥ 0} καλείται ανέλιξη Poisson στο 

[0,∞) µε συνάρτηση έντασης λ(t), t ≥ 0, αν N(0) = 0 και σε κάθε απειροστό χρονικό 
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διάστηµα (t, t+dt] µπορεί να συµβεί ένα γεγονός µε πιθ. λ(t)dt, ανεξάρτητα από το 

παρελθόν. Αυστηρότερα, θα πρέπει να ισχύει ότι 

 

 
 

όπου µε ο(h) συµβολίζουµε µία συνάρτηση f (h) του h µε την ιδιότητα f (h)/h→0 

όταν h→0 (δηλ. η f τείνει στο 0 “πιο γρήγορα” από την συνάρτηση g(h) = h, π.χ. οι 

συναρτήσεις 34/52 2, hhh − είναι o(h)). Συνήθως, το t συµβολίζει χρόνο ή χώρο και το 

Ν(t) εκφράζει πλήθος κάποιων συµβάντων που µελετάµε στο χρονικό (ή χωρικό) 

διάστηµα [0,t]. Προφανώς, όταν η ένταση λ(t) της διαδικασίας είναι «µεγάλη» σε ένα 

διάστηµα, τότε αναµένεται να πραγµατοποιηθούν περισσότερα συµβάντα στο 

διάστηµα αυτό. 

 

Από τις παραπάνω υποθέσεις για την N(t) αποδεικνύεται σχετικά εύκολα ότι οι 

προσαυξήσεις της διαδικασίας είναι ανεξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν κατανοµή 

Poisson µε παράµετρο που εξαρτάται από την ένταση της διαδικασίας στο εκάστοτε 

διάστηµα. Συγκεκριµένα 
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και οι τ.µ. )()(),()( 222111 tNstNtNstN −+−+  είναι ανεξάρτητες όταν τα 

διαστήµατα ),( 111 stt +  και ),( 222 stt +  είναι ξένα 

 

Εξετάζοντας από µια άλλη σκοπιά το παραπάνω µοντέλο, µια διαδικασία Poisson 

µπορεί επίσης να ενταχθεί στις λεγόµενες σηµειακές διαδικασίες (point processes) οι 

οποίες είναι µετρήσιµες απεικονίσεις από ένα χώρο πιθανότητας σε ένα χώρο που 

περιέχει σηµειακά µέτρα (point measures). Όπως π.χ. µία τυχαία µεταβλητή είναι µία 

µετρήσιµη απεικόνιση από έναν χώρο πιθανότητας στον R, έτσι και µία σηµειακή 

διαδικασία µπορεί να θεωρηθεί ως απεικόνιση από έναν χώρο πιθανότητας σε ένα 

σύνολο που περιέχει ως στοιχεία σύνολα σηµείων (π.χ. {xi, i=1,2,...}) ενός ευκλείδειου 

χώρου Rk (τα οποία αναπαριστούµε ως σηµειακά µέτρα m µε m(A)=card{i:xi∈A}). 

Με αυτό τον τρόπο, µία διαδικασία Poisson Ν όπως την ορίσαµε παραπάνω(στο 

[0,∞)) είναι ένα τυχαίο σηµειακό µέτρο στον χώρο [0,∞) και το N(t) είναι στην ουσία 

το µέτρο Ν([0,t)) του συνόλου [0,t) (το οποίο ισούται µε το πλήθος των ατόµων-

συµβάντων που περιέχει το [0,t)). Στα πλαίσια της παραπάνω θεωρίας που 
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περιγράψαµε µε πολύ αδρές γραµµές, η διαδικασία Poisson µπορεί να γενικευτεί και 

να θεωρηθεί επί οποιουδήποτε υποσυνόλου ενός ευκλείδειου χώρου Rk. Στη συνέχεια 

όµως για λόγους απλότητας θα αρκεστούµε στην µελέτη της προσοµοίωσης µιας 

διαδικασίας Poisson επί του [0,∞) και µάλιστα θα ξεκινήσουµε µε την οµογενή 

διαδικασία Poisson. 

 

4.2.1 Η οµογενής διαδικασία Poisson 

 

Στην περίπτωση που η ένταση της διαδικασίας είναι σταθερή, δηλαδή λ(t)=λ, τότε 

η αντίστοιχη διαδικασία καλείται οµογενής διαδικασία Poisson. Σε κάθε απειροστό 

διάστηµα µήκους h η πιθανότητα πραγµατοποίησης ενός συµβάντος είναι σταθερή. 

Επίσης ισχύει ότι : 
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δηλαδή οι προσαυξήσεις της διαδικασίας σε οποιοδήποτε διάστηµα µήκους s 

ακολουθούν κατανοµή Poisson µε παράµετρο λs. Επιπλέον, όπως είδαµε και σε 

προηγούµενη παράγραφο, οι ενδιάµεσοι χρόνοι (ή διαστήµατα) µεταξύ διαδοχικών 

συµβάντων είναι ανεξάρτητες τ.µ. οι οποίες ακολουθούν εκθετική κατανοµή µε 

παράµετρο λ. Με βάση αυτή την τελευταία παρατήρηση, θα επιχειρήσουµε να 

προσοµοιώσουµε µία διαδικασία Poisson σε ένα διάστηµα [0,t0]. Έστω λοιπόν X1, X2, 

ανεξάρτητες τ.µ. από την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ. Η τ.µ. Χi µπορεί να 

θεωρηθεί ως ο ενδιάµεσος χρόνος µεταξύ του i−1 και του i διαδοχικού συµβάντος. 

 

 
Σχήµα 4.4 Γράφηµα οµογενούς ανέλιξης poisson 

 

 

Η διαδικασία {Ν(t), t ≥ 0} καθορίζεται από τους διαδοχικούς χρόνους 

πραγµατοποίησης συµβάντων, δηλαδή τους χρόνους Χ1, Χ1 + Χ2, Χ1 + Χ2 + Χ3, ... 

Εποµένως µπορούµε να προσοµοιώσουµε ένα τµήµα µίας οµογενούς διαδικασίας 

Poisson {Ν(t), t ∈ ],0[ 0t  αν παράγουµε τυχαίους αριθµούς Χ1,Χ2,...~ Exp(λ) και 

καταγράψουµε τους διαδοχικούς χρόνους συµβάντων )(21 0
,......,, tNSSS  στο διάστηµα 

],0[ 0t  



Κεφάλαιο 4
ο
                                                                                                                  51 

∑
=

≤≥=
j

i

jij tSjXS
1

0:1,      

 

Ο σχετικός αλγόριθµος είναι ο ακόλουθος: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Πίνακας 4.1 Αλγόριθµος προσοµοίωσης ανέλιξης Poisson 

 

Στον παραπάνω αλγόριθµο, η µεταβλητή t εκφράζει το χρόνο και η Ν εκφράζει το 

πλήθος των συµβάντων έως το χρόνο t (Ν(t)). Η τελευταία τιµή της Ν είναι ίση µε το 

Ν(t0) και οι τιµές S(1), S(2), ..., S(Ν(t0)) που καταγράφονται είναι οι διαδοχικοί χρόνοι 

των συµβάντων. 

Βήµα 1 : Θέτουµε t = 0 , N = 0 

Βήµα 2 : Παράγουµε U~U(0,1) και θέτουµε UX ln
1

λ
−=  

Βήµα 3 : Θέτουµε t = t +X και εάν 0tt >  σταµατάµε. ∆ιαφορετικά συνεχίζουµε στο 4 

Βήµα 4 : Θέτουµε Ν = Ν + 1και S(N) = t 

Βήµα 5 : Επιστρέφουµε στο 2 



 

Κ ε φ ά λ α ι ο  5 ο   

ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΚΑΙ  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ  ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΩΝ  ΜΟΝΤΕΛΩΝ 

ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ ΣΤΟ  ΧΡΟΝΟ 

5.1 Προσοµοίωση στοχαστικού µοντέλου µε µεταβλητή ζήτηση 

 

Θεωρούµε ότι σε ένα κατάστηµα εισέρχονται πελάτες που ζητούν ένα προϊόν 

σύµφωνα µε µία διαδικασία Poisson έντασης l, ενώ ο κάθε πελάτης ζητάει ποσότητα 

D του προϊόντος όπου D είναι τ.µ. µε σ.κ. m. Για να είναι σε θέση να καλύψει τη 

ζήτηση, το κατάστηµα διαθέτει µία ποσότητα του προϊόντος Ι (Inventory) και όποτε η 

ποσότητα αυτή πέσει κάτω από ένα όριο(s), παραγγέλνει νέα ποσότητα του 

προϊόντος. Θεωρούµε ότι το κατάστηµα εφαρµόζει µία πολιτική (s,S), δηλαδή όταν η 

διαθέσιµη ποσότητα ``Inventory`` στο κατάστηµα πέσει κάτω από s, τότε γίνεται 

παραγγελία ποσότητας S − ``Inventory`` ώστε να ανέλθει η ποσότητα στο επίπεδο S 

µε : s < S. Η παραγγελία ποσότητας ``Order`` από το κατάστηµα έχει κόστος c(Order) 

και φθάνει στο κατάστηµα µετά από χρόνο L. Επίσης, η αποθήκευση του προϊόντος 

στο κατάστηµα έχει κόστος h ανά µονάδα προϊόντος και ανά µονάδα χρόνου. 

Θεωρούµε τέλος ότι όταν ένας πελάτης ζητήσει ποσότητα µεγαλύτερη από την 

διαθέσιµη στο κατάστηµα, τότε αγοράζει µόνο την διαθέσιµη ποσότητα και για την 

υπόλοιπη ποσότητα αυτή δεν χάνεται αλλά θα ικανοποιηθεί όταν στο κατάστηµα 

παραδοθεί η ποσότητα ``Order``. Για κάθε µία µονάδα ζήτησης που δεν ικανοποιείται 

υπολογίζεται ένα κόστος εξάντλησης ``Α``. Σε ένα τέτοιο µοντέλο συνήθως είναι 

γνωστές οι ποσότητες: 

 

• l: ο ρυθµός άφιξης πελατών 

• m: η κατανοµή της ποσότητας του προϊόντος που ζητά ένας πελάτης 

• L: ο χρόνος παράδοσης , χρονική ανοχή ,στο κατάστηµα µιας παραγγελίας µε 

ρυθµό άφιξης p , θεωρώντας κατανοµή poisson 
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• c(οrder): η συνάρτηση κόστους που αντιστοιχεί σε παραγγελία ποσότητας 

``οrder`` 

• h: το κόστος αποθήκευσης ανά µονάδα χρόνου και ανά µονάδα προϊόντος 

• Α: το κόστος εξάντλησης ανά µονάδα χρόνου και ανά µονάδα προϊόντος 

 

ενώ οι ζητούµενες ποσότητες είναι : 

 

• s: το όριο s του διαθέσιµου προϊόντος κάτω από το οποίο γίνεται παραγγελία 

νέας ποσότητας 

• S: η µέγιστη ποσότητα του προϊόντος που αποθηκεύεται στο κατάστηµα 

 

Οι ποσότητες s, S χαρακτηρίζουν την πολιτική αποθεµάτων του καταστήµατος και θα 

πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το µέσο κόστος του αποθέµατος. 

Προσοµοιώνοντας ένα τέτοιο σύστηµα στο χρόνο χρησιµοποιούµε τις εξής 

µεταβλητές : 

 

• t: o χρόνος άφιξης του i πελάτη (το σύστηµα εξετάζεται βηµατικά µόνο σε 

στιγµές αφίξεων πελατών 

• X: ο χρόνος µέχρι την άφιξη του επόµενου πελάτη , θεωρώντας κατανοµή 

poisson 

• Demand: η ποσότητα του προϊόντος που ζητά ο πελάτης που µόλις έφτασε , 

θεωρώντας κατανοµή poisson 

• Profit: To   κόστος του αποθέµατος έως το χρόνο t 

• Inventory: Το απόθεµα της εταιρείας τον χρόνο t 

• NextDelivery (``ND``) : χρόνος παράδοσης της τελευταίας παραγγελίας 

• Order: η ποσότητα του προϊόντος που έχει παραγγείλει η εταιρεία 

• Inventorylist : Μία λίστα που καταγράφει τις στιγµές της αλλαγής της 

διαθέσιµης ποσότητας Inventory καθώς και την ποσότητα Inventory της 

εταιρείας. Η µεταβλητή αυτή δεν είναι απαραίτητη για την προσοµοίωση του 

συστήµατος ,αλλά καταγράφεται για να εξετάσουµε πως εξελίχτηκε στο χρόνο 

η ποσότητα Inventory.  

 

Θεωρούµε ότι οι µεταβλητές Χ,Demand , L ακολουθούν κατανοµές Poisson και για 

αρχικές συνθήκες S = 15 και s = 3 εκτελούµε τον ακόλουθο αλγόριθµο από τον οποίο 

προκύπτει ότι για την πολιτική (s,S) = (3,15) :   [ t, COST ,COST / t ] = [ 378 , 42157 

, 111.5265 ] Παρατηρούµε ότι το σύστηµα όπως αρχικά ορίσαµε προσοµοιώθηκε για 

άφιξη 200 πελατών ( n =200) για το χρονικό διάστηµα [0, 378] το συνολικό κόστος 



Κεφάλαιο 5
ο
                                                                                                                             54 

αποθέµατος είναι 42157 € και το µέσο κόστος αποθέµατος προέκυψε  111.5265 €. 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το σύστηµα εξετάζεται µόνο σε στιγµές άφιξης πελατών 

και ο χρόνος t κάνει «άλµατα» µήκους Χ. Συνεπώς, κάθε φορά που ο χρόνος 

ανανεώνεται (δηλαδή σε κάθε επανάληψη) εξετάζουµε αν χρειάζεται να γίνει νέα 

παραγγελία ή αν έχει καταφθάσει προηγούµενη παραγγελία από το εργοστάσιο 

 

Για να αναπαραστήσουµε γραφικά την εξέλιξη της ποσότητας του προϊόντος στο 

κατάστηµα µπορούµε να ζητήσουµε το γράφηµα των σηµείων της λίστας 

Inventorylist (βλ Πίνακα Π.1 ή Πίνακα 5.2)όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.1. Ο 

αλγόριθµος υλοποιήθηκε στο λογισµικό Mat lab και παρουσιάζεται στον Πίνακα Π.1 

του παραρτήµατος : 

 

 
 

Σχήµα 5.1 : ∆ιακύµανση αποθέµατος 

 

Αν εκτελεστεί ο παραπάνω αλγόριθµος (χωρίς την κατασκευή της λίστας 

Inventorylist η οποία τώρα δεν χρειάζεται) για S = 2, 3, ..., 15 και για s = 1, 2, ..., S−1. 

Για κάθε ζεύγος (s,S) καταγράφουµε την εκτίµηση του µέσου κόστους αποθέµατος  

ανά µονάδα χρόνου (χρησιµοποιούµε προσοµοίωση για 20.000 πελάτες) στη λίστα 

COSTTABLE. Οπότε θα πρέπει να βρούµε για ποια τιµή του S, και ανάλογα του s 

ελαχιστοποιείται το µέσο κόστος αποθέµατος ανά µονάδα χρόνου. 

 

Συνεπώς έχουµε τον Πίνακα 5.2 που δίνει τις εκτιµήσεις του αναµενόµενου 

καθαρού κέρδους ανά µονάδα χρόνου για διάφορες τιµές των s, S 
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Πίνακας 5.2 : Mean Cost – S - s 

 

Φαίνεται ότι η βέλτιστη πολιτική αποθεµάτων για τις συγκεκριµένες τιµές των 

παραµέτρων είναι κοντά στην (s,S) = (14,15).  

Τα στοιχεία του  Πίνακα 5.2 προκύπτουν από τον αλγόριθµο , όπως αυτός 

υλοποιήθηκε µε χρήση του  λογισµικού Matlab και παρουσιάζεται ακολούθως στον 

Πίνακα 5.3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s/S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1   443.79 400.63 357.67 315.03 275.34 246.58 219.38 195.67 179.68 164.22 155.23 143.52 132.06 128.20 

2     401.35 358.51 315.77 276.43 245.49 217.33 193.47 177.17 159.39 149.28 138.07 127.57 121.92 

3       358.76 315.45 278.21 245.30 216.32 192.28 173.00 156.88 145.42 133.56 123.46 117.26 

4         316.87 278.18 245.53 216.10 190.40 171.04 155.22 141.41 129.27 119.73 113.01 

5           278.98 245.73 216.28 189.89 169.37 152.57 138.74 126.33 116.65 109.70 

6             246.87 216.27 189.59 168.33 150.62 136.80 123.91 114.08 106.99 

7               216.89 189.69 167.85 150.00 135.21 122.22 111.91 104.81 

8                 189.97 167.49 149.43 134.27 120.82 110.42 102.67 

9                   167.55 149.22 133.67 119.96 109.19 101.08 

10                     148.99 133.24 119.14 108.23 100.00 

11                       133.05 118.56 107.70 99.07 

12                         118.37 107.11 98.49 

13                           106.89 97.90 

14                             97.47 
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l= 2; m=3; h=2; c=15; A = 60; p = 4; S=13 ; s=1; t=0 ; ND = 0 ; i=1;  
order = 0;   
k=1 ; j =1 ; 

  
for  S=2:15 
INVENTORY = S ;  
cost= h* S ; 
for s=1:S-1 

     
for i=1:20000    
x= poissrnd(l,1) ; 
Demand = poissrnd(m,1); 

   
if (t < ND) & (ND <= t + x) 
    if (INVENTORY >= 0 ) 
cost = cost + (ND - t)*h*INVENTORY + ((t+x) - ND ) *h*(INVENTORY + order) ; 
INVENTORY = INVENTORY + order;  
    end 
    if INVENTORY < 0 
cost = cost + (ND - t)*A*abs(INVENTORY) + ((t+x) - ND ) *h*(INVENTORY + order) ; 
INVENTORY = INVENTORY + order;  
    end 

  
end 

  
if (INVENTORY  > 0)& (~((t < ND) & (ND <= t + x))) 
    cost = cost + INVENTORY*h*x   
end 
if (INVENTORY  <=0) & (~((t < ND) & (ND <= t + x))) 
cost= cost + A* abs(INVENTORY)*x 
end    

  
INVENTORY = INVENTORY - Demand  

   
t=t+x    

  
if (INVENTORY <= s) & (ND <= t)  
   L= poissrnd(p,1); 
   ND= t+L; 
   order = S - INVENTORY; 
   cost = cost + c*order ;  
end 
end 

  
COSTTABLE(k,j) =s ; 
COSTTABLE(k,j+1) = S 
COSTTABLE(k,j+2) = cost /t ; 

  
k=k+1 ; 

   
end 
t= 0 ; 
ND= 0 ; 
cost = 0; 
end 

  
sAxis = COSTTABLE(:,1); 
SAxis = COSTTABLE(:,2); 
CostAxis = COSTTABLE(:,3); 
scatter3(sAxis,SAxis,CostAxis,10,'filled'); 
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Εάν επιθυµούµε να δούµε πιο παραστατικά πως κυµαίνεται το µέσο κέρδος για 

διάφορες τιµές των (s,S) µπορούµε να κατασκευάσουµε το παρακάτω γράφηµα 

Σχήµα 5.2 που µας δίνει µια εικόνα της διασποράς του µέσου κόστους αποθέµατος 

για κάθε ζεύγος τιµών (s,S). 

 
 

 
 

 
Σχήµα 5.2 : ∆ιασπορά Μέσου κόστους για κάθε (s,S) 

 

 

Προφανώς µπορούµε να τροποποιήσουµε όπως επιθυµούµε τα παραπάνω 

συστήµατα π.χ. θεωρώντας διαφορετικές κατανοµές για τους ενδιάµεσους χρόνους 

,τη ζήτηση κάθε πελάτη και τη χρονική ανοχή. 

 

5.2 Προσοµοίωση διηνεκούς αποθέµατος µε τη µέθοδο Monte Carlo 

 

Το διηνεκές σύστηµα αποθεµάτων είναι ένα σύστηµα στο οποίο το σηµείο 

επανάληψης της παραγγελίας και η ποσότητα της παραγγελίας είναι σταθερά, η 

περίοδος ανασκόπησης και ο ρυθµός ζήτησης είναι µεταβλητά και η χρονική ανοχή 

µπορεί να είναι είτε σταθερή είτε µεταβλητή. Για την εφαρµογή που θα αναπτυχθεί 

στη συνέχεια θεωρούµε ότι η ζήτηση και η χρονική ανοχή είναι µεταβλητές 
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ακολουθώντας κατανοµή poisson.  Στο διηνεκές σύστηµα θεωρούµε ότι αν τα 

αποθέµατα έχουν πέσει στο σηµείο επανάληψης της παραγγελίας ,s,  ή χαµηλότερα 

από αυτό ετοιµάζεται µια παραγγελία για σταθερό αριθµό µονάδων ,S. Αν τα 

αποθέµατα είναι πάνω από το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας δεν γίνεται καµία 

ενέργεια. Το διηνεκές σύστηµα ορίζεται απόλυτα από το µέγεθος της παραγγελίας (S) 

και το χαµηλό εκείνο επίπεδο αποθεµάτων (s) που προκαλεί µια νέα παραγγελία. 

 

Για την εφαρµογή που θα αναπτυχθεί θεωρούµε ότι στόχος είναι να 

ελαχιστοποιήσουµε το κόστος αποθεµάτων ενός συγκεκριµένου είδους µε µεταβλητή 

ζήτηση , σε µονάδες εβδοµαδιαίως και µεταβλητή χρονική ανοχή. Θεωρούµε ότι είναι 

γνωστό το σχετικό µε τα αποθέµατα κόστος καθώς και στοιχεία της ζήτησης και της 

χρονικής ανοχής , όπως η ποσότητα της ζήτησης , η χρονική ανοχή και οι συχνότητα 

αυτών.  Για την παρούσα εφαρµογή θα θεωρήσουµε ότι η ζήτηση και η χρονική 

ανοχή ακολουθούν µια διαδικασία Poisson έντασης l και p αντίστοιχα και θα 

δηµιουργηθούν από τη συνάρτηση random. Να σηµειωθεί ότι η ανάπτυξη της 

εφαρµογής θα γίνει µε χρήση του λογισµικού Mat lab. 

 

Για την ανάπτυξη του µοντέλου θεωρούµε ως γνωστές τις ποσότητες : 

 

• c: το µοναδιαίο κόστος παραγγελίας 

• h: το κόστος αποθήκευσης ανά µονάδα χρόνου και ανά µονάδα προϊόντος 

• Α: το κόστος εξάντλησης ανά µονάδα χρόνου και ανά µονάδα προϊόντος 

• Η χρονική ανοχή είναι µεταβλητή και ακολουθεί κατανοµή poisson έντασης 

p 

• Η ζήτηση είναι µεταβλητή και ακολουθεί κατανοµή poisson έντασης l 

 

Στόχος είναι να προσδιοριστούν οι ζητούµενες ποσότητες (s,S) για τις οποίες που θα 

ελαχιστοποιήσουν το κόστος αποθέµατος. Ως χρονική περίοδο θεωρούµε µια 

εβδοµάδα , συνεπώς ορίζουµε ως : 

 

• s: το όριο s του διαθέσιµου προϊόντος κάτω από το οποίο γίνεται παραγγελία 

νέας ποσότητας 

• S: η ποσότητα παραγγελίας όταν το απόθεµα στο τέλος της περιόδου πέφτει 

κάτω από το επίπεδο s. 

 

Το πρόγραµµα προσοµοίωση θα δηµιουργηθεί µε τις ακόλουθες υποθέσεις : 

 

i. Το κόστος διατήρησης προσδιορίζεται από τον αριθµό των µονάδων 

που βρίσκονται στο απόθεµα στο τέλος κάθε εβδοµάδας 
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ii. Αν η ζήτηση για το είδος υπερβεί το υπάρχων υπόλοιπο , ο πελάτης θα 

αποδεχθεί τη διαθέσιµη ποσότητα παρ`ότι επιθυµεί µια µεγαλύτερη 

iii. Αν η ζήτηση για το είδος δεν ικανοποιηθεί µέσα στη δεδοµένη 

εβδοµάδα χάνεται και δεν επανακτάται κατά τις επόµενες εβδοµάδες. 

iv. Το κόστος εξάντλησης είναι ένα µέγιστο ποσό ``Α`` ανεξάρτητα από 

την ποσότητα της ζήτησης που δεν ικανοποιείται . 

v. Όλες οι παραγγελίες για επιπλέον µονάδες παραλαµβάνονται στην 

αρχή της εβδοµάδας  

vi. Αν οι µονάδες που περιλαµβάνονται στο υπόλοιπο µαζί µε τις µονάδες 

που έχουν παραγγελθεί (αλλά όχι παραληφθεί) υπερβούν το σηµείο 

επανάληψης της παραγγελίας, δεν θα δοθεί καινούρια παραγγελία για 

επιπλέον µονάδες. Αν οι µονάδες που περιλαµβάνονται στο υπόλοιπο 

µαζί µε τις µονάδες που έχουν παραγγελθεί (αλλά όχι παραληφθεί) 

είναι λιγότερες από το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας θα δοθεί 

µια καινούρια παραγγελία για επιπλέον µονάδες. 

 

Θεωρούµε αρχικά ότι η ζήτηση και η χρονική ανοχή ακολουθούν κατανοµή 

poisson έντασης l και p αντίστοιχα. Για κάθε µία από αυτές τις παραµέτρους , ζήτηση 

και χρονική ανοχή, σχηµατίζεται ένας πίνακας ``a`` και `` b`` στον οποίο 

µετασχηµατίζονται οι γνωστές κατανοµές πιθανοτήτων , poisson στη συγκεκριµένη 

εφαρµογή , σε αθροιστικές κατανοµές πιθανοτήτων. Η αθροιστική κατανοµή 

πιθανότητας εξασφαλίζει ότι µόνο µια τιµή της µεταβλητής θα συνδεθεί µε κάποιο 

τυχαίο αριθµό. Με βάση τον αλγόριθµο που αναπτύχθηκε µε χρήση του λογισµικού 

Matlab και παρουσιάζεται στον Πίνακα Π.2 του παραρτήµατος προκύπτουν οι 

Πίνακες 6.1 και 6.2. 

 

Πίνακας ``α`` , βάση κατανοµής poisson µε λ = 25 

ΖΗΤΗΣΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ ΣΧΕΤΙΚΗ 
ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗ 
ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

0 27 14.8352 14.8352 

1 38 20.8791 35.7143 

2 26 14.2857 50 

3 22 12.0879 62.0879 

4 31 17.033 79.1209 

5 19 10.4396 89.5604 

6 19 10.4396 100 

 
Πίνακας 6.1 : Μεταβλητή ζήτηση 
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Πίνακας ``b`` , βάση κατανοµής poisson µε λ = 29 

ΧΡΟΝΙΚΗ 
ΑΝΟΧΗ 

ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ ΣΧΕΤΙΚΗ 
ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗ 
ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

1 28 24.7788 24.7788 

2 27 23.8938 48.6726 

3 32 28.3186 76.9912 

4 26 23.0088 100 

 
Πίνακας 6.2 : Μεταβλητή χρονική ανοχή. 

 

 

Στη συνέχεια εξετάσουµε τη λειτουργία της προσοµοίωσης  για την πολιτική 

(s,S) = (3,8) την οποία θεωρούµε ότι έχει εφαρµόζει η εταιρεία. Θεωρούµε ότι η 

προσοµοίωση ξεκινά µε ένα αρχικό υπόλοιπο ίσο µε S = 8.Μια τιµή ζήτησης για την 

πρώτη περίοδο υιοθετείται από τους τυχαίους αριθµούς µε αναφορά στην αθροιστική 

κατανοµή συχνότητας της ζήτησης, όπως αυτή έχει υπολογιστεί από τον Πίνακα 6.1. 

Αυτή η πλασµατική τιµή ζήτησης αφαιρείται από το υπόλοιπο των 8 µονάδων της 

προηγούµενης περιόδου και βρίσκεται το υπόλοιπο του τέλους της περιόδου. Στο 

τέλος κάθε περιόδου (επανάληψης) , οι καταστάσεις των αποθεµάτων (υπάρχον 

απόθεµα συν παραγγελθέν απόθεµα) συγκρίνεται µε το σηµείο επανάληψης της 

παραγγελίας. Αν έχουµε φτάσει η υπερβεί το σηµείο επανάληψης της παραγγελίας , 

υπολογίζεται µια τιµή χρονικής ανοχής από τους τυχαίους αριθµούς µε αναφορά  

στην αθροιστική κατανοµή συχνότητας της χρονικής ανοχής, βλ Πίνακα 6.2, και 

δίνεται µια παραγγελία. Αν δεν έχουµε φτάσει η υπερβεί το σηµείο επανάληψης της 

παραγγελίας δεν δίνεται νέα παραγγελία. Επειδή έχει εκπνέυσει µια περίοδος 

(επανάληψη) προστίθεται µια µονάδα στον αριθµό των περιόδων και αφαιρέιται µια 

µονάδα από όλες τις υπόλοιπες τιµές της χρονικής ανοχής . Με την έναρξη της νέας 

περιόδου όλες οι παραγγελίες που έχουν προγραµµατιστεί για παράδοση 

προστίθενται στο υπόλοιπο που υπάρχει από την προηγούµενη περίοδο και η ίδια 

διαδικασία εξακολουθεί για τον προκαθορισµένο αριθµό επαναλήψεων που είναι 25. 

Στο τέλος κάθε προσοµοιούµενης χρονικής περιόδου προστίθεται το κατάλληλο 

κόστος αποθεµάτων. Το µέσο κόστος για όλη την προσοµοίωση βρίσκεται 

προσθέτοντας όλα τα ποσοστά κόστους αποθεµάτων και διαιρώντας το άθροισµα µε 

τον αριθµό των προσοµοιούµενων χρονικών περιόδων.  Με βάση την περιγραφή των 

σταδίων ανάπτυξης του παραπάνω αλγορίθµου και για 25 προσοµοιούµενες χρονικές 

περιόδους για την πολιτική (s,S) = (3,8) υπολογίζεται µέσο κόστος αποθέµατος 8,3C
= 

14,64 €.. Στον Πίνακα Π.3 του παραρτήµατος παρουσιάζεται ο αλγόριθµος µε χρήση 
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του λογισµικού Mat lab για τον υπολογισµό  του 8,3C
. Αναλυτικά η προσοµοίωση για 

25 περιόδους για την πολιτική 8,3C
 παρουσιάζεται στον Πίνακα 6.4 

 

 

Τυχαίοι Αριθµοί Προσοµοιούµενη ∆ραστηριότητα Προσοµοιούµενο Κόστος  
Προσ/νη 
Εβδοµάδα Ζήτηση Παράδοση Ζήτηση 

Χρόνος 
Παραγγελίας 

Παραλ/νες 
Μονάδες 

Υπόλοιπο 
Κόστος 

∆ιατήρησης 
Κόστος 

Παραγγελίας 
Κόστος 

Εξάντλησης 

            8       

1 23 16 1 0 0 7 14 0 0 

2 27 26 1 0 0 6 12 0 0 

3 26 22 1 0 0 5 10 0 0 

4 26 31 1 0 0 4 8 0 0 

5 26 19 1 1 0 3 6 15 0 

6 38 14 2 0 8 9 18 0 0 

7 33 20 2 0 0 7 14 0 0 

8 9 19 0 0 0 7 14 0 0 

9 29 22 1 0 0 6 12 0 0 

10 24 14 1 0 0 5 10 0 0 

11 31 24 1 0 0 4 8 0 0 

12 24 18 1 1 0 3 6 15 0 

13 20 19 1 0 8 10 20 0 0 

14 27 26 1 0 0 9 18 0 0 

15 35 33 2 0 0 7 14 0 0 

16 27 16 1 0 0 6 12 0 0 

17 30 20 1 0 0 5 10 0 0 

18 37 17 2 1 0 3 6 15 0 

19 27 12 1 0 8 10 20 0 0 

20 36 18 2 0 0 8 16 0 0 

21 25 20 1 0 0 7 14 0 0 

22 34 18 2 0 0 5 10 0 0 

23 20 22 1 0 0 4 8 0 0 

24 30 21 1 1 0 3 6 15 0 

25 31 30 1 0 8 10 20 0 0 

Σύνολο     306 60 0 

 

Πίνακας 6.4 : Προσοµοίωση πολιτικής 8,3C
 για 25 περιόδους. 

 

 

Προκειµένου να προσδιοριστεί η βέλτιστη πολιτική (s,S) , για κάθε S Є [1,15] και 

s Є [0,S-1] θα δηµιουργηθεί ένας πίνακας όπου για κάθε πολιτική (s,S) θα αναφέρεται 

το µέσο κόστος αποθέµατος  Από τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης στον Πίνακα 

6.3  παρατηρούµε ότι για (s,S) = (1,5) εµφανίζεται η µικρότερη τιµή του µέσου 

κόστους sSC αποθέµατος υποδεικνύοντας την πολιτική αυτή ως βέλτιστη. 
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Πίνακας 6.3 : Αποτελέσµατα προσοµοίωσης (s,S)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s/S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

0 117.6 21.52 20.24 15.56 15.52 15.24 17.52 14.6 15.12 19.04 23.92 22.96 25.92 13.92 32.72 

1 0 13.36 11.8 12.08 10.68 12.16 12.28 15.24 16.28 15.68 20.72 22.96 24.48 27.36 16.28 

2 0 0 12.08 11.96 12.72 14.44 14 19.12 17.72 13.72 20 22.4 24.48 28.48 31.28 

3 0 0 0 14.8 16.08 15.28 17.96 17.24 21.2 21.88 22.36 24.32 26.56 28.48 32.48 

4 0 0 0 0 16.88 17 20.72 19.44 17.72 23.48 18.24 19.52 28.64 30.72 32.48 

5 0 0 0 0 0 21.92 22.4 24.88 27.68 24.28 26.36 27.8 27.16 32.96 34.88 

6 0 0 0 0 0 0 23.52 24.24 28.4 29.68 29.4 31.04 24.48 31.32 37.28 

7 0 0 0 0 0 0 0 30 27.08 29.88 32.04 33.56 35.92 32.44 28.88 

8 0 0 0 0 0 0 0 0 34.16 36.08 35.28 34.84 28.64 40.8 36.68 

9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 37.68 37.92 35.68 40.08 39.16 45.68 

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 39.08 40.28 41.12 45.28 34.88 

11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 44.72 42.92 46.4 50.48 

12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 44.04 48.64 51.68 

13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 50.88 54.08 

14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 56.48 

clear 

s=3; S= 8; c = 15 ; l= 25 ;  p=29; n = 25 ; h=2 ; A= 60 ; 

    
a(:,1)= [0:6] ; 
a(:,2) = poissrnd(l,1,7) ; 
a(:,3) = ( a(:,2)/ sum(a(:,2))*100)  
a(1,4) = a(1,3) 

  
for i =1: 6 
   a(i+1,4) =a (i,4) + a(i+1,3) 
end 

    
b(:,1)= [1:4] ; 
b(:,2) = poissrnd(p,1,4) ; 
b(:,3) = ( b(:,2)/ sum(b(:,2))*100) ; 
b(1,4) = b(1,3); 

  
for i =1: 3 
   b(i+1,4) = b(i,4) + b(i+1,3); 
end 

    
tt(:,1) = [ 1 :n ] ;  
tt(:,2)= poissrnd(28,1,n) ; 
tt(:,3) = poissrnd(20,1,n) ; 

  
end 

 
for S=1:15 

   
for s=0:S-1 

  
for j = 1:n 
    for i = 1 : 7 
        if a(i,4) >= tt(j,2)    
            tt(j,4)= a(i,1) 
            break 
        end 
    end 
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Πίνακας 6.4 : Αλγόριθµος προσοµοίωσης Monte Carlo για (s,S) µε S=1:15 , s = S:S-1

 

tt(1,7) = S - tt(1,4) 

      
         if (S - tt(1,4)) > s 
        tt(1,5)=0 
         else  
         for i=1:4                 
            if b(i,4)>= tt(1,3) 
                tt(1,5) = b(i,1) 
                tt(j,9) = c 
                tt(tt(1,5)+1,6) = S 
               break 
         end 
       end 
         end 
 

 

for j = 2:n 
            if ((tt(j-1,7) - tt(j,4))+ tt(j,6)) > s 
           tt(j,5)=0 
             tt(j,7) = tt(j-1,7)  - tt(j,4) + tt(j,6) 

               
             else  

  
         for i=1:4 
            if b(i,4) >= tt(j,3)   
                tt(j,5) =  b(i,1) 
                tt(j,9) = c  
                if (tt(j,5)+j) >= n  
                    break 
                else 
            tt(tt(j,5)+j,6) = tt(tt(j,5)+j,6)+ S   
            tt(j,7) =  tt(j-1,7)  - tt(j,4) + tt(j,6) 
            break 
                end 
            end 
        end 
            end 
         end     

     
 

for j =1:n 
    if tt(j,7) >0 
        tt(j,8) = h* tt(j,7)  
        tt(j,10)= 0 
    else 
        tt(j,8)= 0 
        tt(j,10) = A* abs(tt(j,7)) 
    end 

  
end 
costtable(s+1,S)=((sum(tt(:,8))+ sum(tt(:,9)) +sum(tt(:,10)))) /n 
tt(:,4:10) =0 ; 
end 

   
end 

 



 

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  
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Πίνακας Π.1. : Προσοµοίωση στοχαστικού µοντέλου µε µεταβλητή ζήτησης πολιτικής 

(s,S) = (3,15) 

l= 2; m=3; h=2; c=15; A = 60; p = 4; S=15; s=13; t=0 ; ND = 0 ; i=1;  
cost = h* S; 
INVENTORY = S;  
Order = 0;  
k=1; j =1; 

   
for i=1:200    
x= poissrnd(l,1) ; 
Demand = poissrnd(m,1); 

   
if (t < ND) & (ND <= t + x) 
    if (INVENTORY >= 0 ) 
cost = cost + (ND - t)*h*INVENTORY + ((t+x) - ND )*h*(INVENTORY + order) ; 
INVENTORY = INVENTORY + order;  
    end 
    if INVENTORY < 0 
cost = cost + (ND - t)*A*abs(INVENTORY) + ((t+x) - ND)*h*(INVENTORY + order) ; 
INVENTORY = INVENTORY + order;  
    end 

     
    INVENTORYlist(j,k) = ND; 

    NDlist(j,1) = ND;  
    INVENTORYlist(j,k+1) = INVENTORY; 
    j=j+1; 

    
end 

  
if (INVENTORY  > 0)& (~((t < ND) & (ND <= t + x))) 
    cost = cost + INVENTORY*h*x   

end 
if (INVENTORY  <=0) & (~((t < ND) & (ND <= t + x))) 

    cost= cost + A* abs(INVENTORY)*x 
end    

  
INVENTORY = INVENTORY - Demand  

  
t=t+x   

  
INVENTORYlist(j,k) = t; . 

INVENTORYlist(j,k+1) = INVENTORY; 

    j=j+1 ; 

    
if (INVENTORY <= s) & (ND <= t)   L= poissrnd(p,1); 
   ND= t+L; 
   order = S - INVENTORY; 
   cost = cost + c*order  
end 
end 
disp (t) 
disp(cost) 
disp(cost/t) 

  
for i =1: 200 
    v = INVENTORYlist(:,1); 
    o = INVENTORYlist(:,2); 
    plot(v,o); 
    grid on ; 
hold on 
end 
clear 



Βιβλιογραφία                                                                                                                            66 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Πίνακας Π.2. : Υπολογισµός πινάκων Ζήτησης και Χρονικής Ανοχής µε αθροιστικές 

πιθανότητες 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
a(:,1)= [0:6] ; 
a(:,2) = poissrnd(l,1,7) ; 
a(:,3) = ( a(:,2)/ sum(a(:,2))*100)  
a(1,4) = a(1,3) 

  
for i =1: 6 
   a(i+1,4) =a (i,4) + a(i+1,3) 
end 

  

  

  
b(:,1)= [1:4] ; 
b(:,2) = poissrnd(p,1,4) ; 
b(:,3) = ( b(:,2)/ sum(b(:,2))*100) ; 
b(1,4) = b(1,3); 

  
for i =1: 3 
   b(i+1,4) = b(i,4) + b(i+1,3); 
end 
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Πίνακας Π.3. : Αλγόριθµος Monte Carlo για πολιτική (s,S) = (3,8) 

clear 
s=3; S= 8; c = 15 ; l= 25 ;  p=29; n = 25 ; h=2 ; A= 60 ; 

   
a(:,1)= [0:6] ; 
a(:,2) = poissrnd(l,1,7) ; 
a(:,3) = ( a(:,2)/ sum(a(:,2))*100)  
a(1,4) = a(1,3) 

  
for i =1: 6 
   a(i+1,4) =a (i,4) + a(i+1,3) 
end 
   

 
b(:,1)= [1:4] ; 
b(:,2) = poissrnd(p,1,4) ; 
b(:,3) = ( b(:,2)/ sum(b(:,2))*100) ; 
b(1,4) = b(1,3); 

  
for i =1: 3 
   b(i+1,4) = b(i,4) + b(i+1,3); 
end 
   

 
tt(:,1) = [ 1 :n ] ;  
tt(:,2)= poissrnd(28,1,n) ; 
tt(:,3) = poissrnd(20,1,n) ; 
   

 
for j = 1:n 
    for i = 1 : 7 
        if a(i,4) >= tt(j,2)    
            tt(j,4)= a(i,1) 
            break 
        end 
    end 

  
end 
     

 

        tt(1,7) = S - tt(1,4) 
      

         if (S - tt(1,4)) > s 
        tt(1,5)=0 
         else  
         for i=1:4                 

            if b(i,4)>= tt(1,3) 
                tt(1,5) = b(i,1) 
                tt(j,9) = c 
                tt(tt(1,5)+1,6) = S 
               break 
         end 
       end 
         end 
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