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                                    ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 

Στθν εργαςία αυτι μελετάμε γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των χϊρων Banach ςχετικζσ με 

τθν Radon Nikodym ιδιότθτα(RNP).   

 

Στο πρϊτο κεφάλαιο ορίηουμε τθν RNP και παρουςιάηουμε τα βαςικά κεωριματα 

(ςχζςθ με martingales και τελεςτζσ ςτον 1L ) 

Επίςθσ παρουςιάηουμε τον γεωμετρικό χαρακτθριςμό τθσ RNP για δυϊκοφσ χϊρουσ. 

 

Στο δεφτερο κεφάλαιο ειςάγουμε τθν ζννοια των ( , )n  Rademacher δζντρων. Στθ 

ςυνζχεια αποδεικνφουμε το εξισ κεϊρθμα: Ο χϊροσ X δεν ζχει τθν superCCP αν 

και μόνο αν υπάρχει 0  ,  για κάκε n ,θ 
XB περιζχει ( , )n   Rademacher 

δζντρο. 

(Ο χϊροσ  X  ζχει τθν CCP αν και μόνο αν κάκε 1:T L X  είναι DP,  

Ο χϊροσ X  ζχει τθν superCCP  αν και μόνο αν για κάκε χϊρο Y που είναι finitely  

representable  ςτον X ,ζχω ότι ο Y ζχει τθν CCP  ιδιότθτα.)  

Επίςθσ ειςάγουμε τθν NRTP(ςελ.32).Αποδεικνφουμε ότι ο δυϊκόσ  χϊροσ με τθν  

NRTP  δεν ζχει τθν CCP. 

 

Τζλοσ ςτο τρίτο κεφάλαιο παρουςιάηουμε μία καταςκευι ςυνεχϊν μζτρων που  

είναι singular χρθςιμοποιϊντασ δζντρα ςτον 1L .Καταδεικνφουμε τθ διαφορά μεταξφ  

τθσ superRNP και τθσ superCCP και δείχνουμε ότι ο χϊροσ BR(ςελ.39) ζχει τθν CCP  

αλλά δεν ζχει τθν superCCP. 
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1. ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ 

 

Ζςτω ( , ,  )   ζνασ χϊροσ πικανότθτασ και X  ζνασ χϊροσ Banach. 

Mία ςυνάρτθςθ f :  X  καλείται απλι εάν υπάρχουν x 1, x 2, … x n X  και  

E 1, E 2,… E n      ζτςι ϊςτε  f =
1

n

i

i

x


 iEX  όπου 
iEX (ω)=1  εάν  ω

iE  και 

iEX (ω)=0   εάν ω
iE  . Το (Bochner) ολοκλιρωμα μιασ απλισ ςυνάρτθςθσ  f  είναι  

εξ’ οριςμοφ 
E

fd =
1

n

i

i

x


  ( E 
iE ) , E   . 

Mία ςυνάρτθςθ f :  X  καλείται μετριςιμθ εάν υπάρχει μία ακολουκία απλϊν 

ςυναρτιςεων    n n
s


 ζτςι ϊςτε lim

n


ns - f  =0  -ςχεδόν παντοφ. 

Εάν f :  X    είναι μετριςιμθ ςυνάρτθςθ και αν υπάρχει ακολουκία απλϊν 

ςυναρτιςεων    n n
s


  ζτςι ϊςτε lim

n ns f d


   =0  τότε θ f  καλείται  

Bochner ολοκλθρϊςιμθ. Σ’αυτι  τθν  περίπτωςθ το  
E

fd  ορίηεται για κάκε E   

ςαν το όριο  lim
n n

E

s d  . 

Θεώρημα: Ζςτω f :  X  μια μετριςιμθ ςυνάρτθςθ. Θ f είναι Bochner 

ολοκλθρϊςιμθ αν και μόνο αν || ||f d


  .  

Με 1 ( )XL   ςυμβολίηουμε τον χϊρο Banach όλων των Bochner ολοκλθρϊςιμων 

ςυναρτιςεων με νόρμα 1|| || || ||
XL

f f d


  . 
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Θεωρήματα για Bochner ολοκληρώσιμες συναρτήσεις: 

1)Ζςτω  T  ζνασ κλειςτόσ  τελεςτισ  από  τον  χϊρο  Banach X  ςτον χϊρο Banach 

Y . 

Εάν  θ f :  X  και θ Tf :  Y  είναι Bochner ολοκλθρϊςιμεσ τότε  

  T (
E

fd ) =  
E

Tf d . 

2)Εάν f  1

XL  και E   ,  E >0   τότε  
 
1

E
E

fd  0c ( ( )f E ). 

Oρισμός : Θ απεικόνιςθ 


:   X  καλείται διανυςματικό μζτρο (vector measure) 

εάν 


(
1

n

n

A




 ) 
1n








 (
nA ) lim

N
1

N

n

 (
nA )   για κάκε ακολουκία (

nA ) n    ξζνων 

ςυνόλων από τθν ς-άλγεβρα . 

Θ  κφμανςθ  (variation)  ενόσ  διανυςματικοφ  μζτρου   


  είναι θ   (επεκτεταμζνθ 

πραγματικι) ςυνάρτθςθ | 


|:    0,  τθσ οποίασ θ τιμι  ς’ζνα  ςφνολο  E    

είναι | 


|= sup
 

 || 


( A )||  όπου το supremum το παίρνουμε πάνω ς’όλεσ  τισ 

διαμερίςεισ  του E  ςε πεπεραςμζνο  το πλικοσ  ξζνων ανα  δφο ςτοιχείων από τθν 

 . Εάν | 


|( )<   τότε το διανυςματικό μζτρο 


 καλείται  μζτρο φραγμζνθσ 

κφμανςθσ (bounded variation). 

Εάν ( ,Σ,  )   είναι ζνασ χϊροσ πικανότθτασ , X ζνασ χϊροσ Banach  και 

f  1

XL ( ) μία  Bochner  ολοκλθρϊςιμθ ςυνάρτθςθ ,μποροφμε να ορίςουμε ζνα 

διανυςματικό μζτρο  


:    X  ωσ εξισ ( )
E

fd 

   , E  . Το ότι το 



 είναι 
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αρικμιςιμα προςκετικό  χρειάηεται  απόδειξθ (Εάν  n
n

E E    (
n )

n   ακολουκία  

ξζνων ανά  δφο ςυνόλων από  τθ    τότε θ ςειρά 
1

n
n E

fd



   ςυγκλίνει απολφτωσ 

διότι κυριαρχείται από τθν ςυγκλίνουςα ςειρά
1 nn E




  || f || d . Ραρατθροφμε ότι  

||

1

1
n

n
n

m

n E
E

fd fd 






 


 ||=||

1
n

n m

E

fd


 




 ||. 

Είναι  φανερό ότι  lim
m

 (
1

n
n m

E


 
 ) = 0   και  επομζνωσ   lim

m
||

1
n

n m

E

fd


 




  ||. 



1

1 n
n

n

n E
E

fd fd 








 


.   Αυτό  ςθμαίνει ότι  


(
1

n
n

E



 )

1n








 ( n ) . 

Το μζτρο 


, ( )

  fd


   είναι φραγμζνθσ κφμανςθσ (bounded variation) και 

απολφτωσ ςυνεχζσ ωσ προσ το  (δθλαδι εάν E   και ( ) 0    τότε 

| 


| ( ) 0  ) . 

Τϊρα τίκεται το ερϊτθμα: Κάκε διανυςματικό μζτρο 


,που είναι φραγμζνθσ 

κφμανςθσ και είναι απολφτωσ ςυνεχζσ ωσ προσ το  ,προζρχεται από μία Bochner 

ολοκλθρϊςιμθ ςυνάρτθςθ ; Θ απάντθςθ είναι αρνθτικι και δίνεται μζςα από το 

ακόλουκο παράδειγμα. 

Ραράδειγμα: Ζςτω ( , ,  ) ([0,1],Lebesgue μετριςιμα ςφνολα,Lebesgue μζτρο). 

Ζςτω X  ο Banach χϊροσ 1[0,1]L .Θεωροφμε το διανυςματικό μζτρο 1: [0,1]L


  
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που ορίηεται ωσ εξισ: ( ) AA X


 , για κάκε A .Είναι προφανζσ ότι το 


 είναι 

ζνα διανυςματικό μζτρο πεπεραςμζνθσ κφμανςθσ και απολφτωσ ςυνεχζσ ωσ προσ 

το  .Υποκζτουμε τϊρα, ότι υπάρχει 1

1 ( )
L

f L   ζτςι ϊςτε ( )A



A

fd .Θα 

καταλιξουμε ςε άτοπο. Ζςτω 1 *[0,1] ( [0,1])F L L  .Είναι φανερό ότι 

( , ( )) ( )
A

F f t d t  ( , ( ) ( ))
A

F f t d t ( , ) ( ) ( )A

A

F X F t d t   .Αυτό ςυνεπάγεται ότι 

υπάρχει ζνα ςφνολο ( )A F   με ( ( )) 0A F   ζτςι ϊςτε ( , ( )) ( )F f t F t  για κάκε 

[0,1] \ ( )t A F .Ζςτω ( )nI  θ ακολουκία όλων των υποδιαςτθμάτων του *0,1+ με 

ρθτά άκρα και ζςτω [0,1]
nn IF X L  .Ζςτω 

1

( )n

n

A A F




  και [0,1] \x A . Ζχουμε 

ότι ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

n

n n

I

f x s d s F s f x s d s F x    .Αν 
nx I ,τότε ( ) 0nF x  ,άρα 

( )( )f x s =0 για όλα ςχεδόν τα [0,1]s , αν το [0,1] \x A .Αυτό ςυνεπάγεται ότι θ 

1:[0,1]f L  μθδενίηεται ςχεδόν παντοφ. Άρα δεν είναι δυνατόν A

A

fd X  , για 

κάκε A .   

 

 

1.1    Η ΙΔΙΟΤΗΤΑ RADON-NIKODYM 

 

Ορισμός : O χϊροσ Banach X  λζμε ότι ζχει τθν Radon-Nikodym Ιδιότθτα (RNP)  

Εάν για κάκε χϊρο πικανότθτασ  ( , ,  )   και για κάκε διανυςματικό μζτρο  
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


:   X  (το οποίο είναι φραγμζνθσ κφμανςθσ και απολφτωσ ςυνεχζσ ωσ προσ το 

 ) υπάρχει  Bochner  ολοκλθρϊςιμθ ςυνάρτθςθ f  1

XL ( ) , 

 ζτςι  ϊςτε  ( )

  fd


    για κάκε E  . 

  Οι αυτοπακείσ χϊροι και οι διαχωρίςιμοι δυϊκοί χϊροι ζχουν τθν  RNP. 

Ορισμός :  Ζςτω   ζνα  φραγμζνο υποςφνολο του X .Το   καλείται dentable εάν 

για κάκε 0    υπάρχει  x A  ζτςι ϊςτε x  co ( ( )\ xA B ) . 

( με co ςυμβολίηεται θ κλειςτι κυρτι κικθ και  ( )B x  { y X  : || x y ||    }). 

Εάν    είναι ζνα φραγμζνο υποςφνολο του X  , a  0  και f  *X  , f 0 , τότε 

το slice του   που ορίηεται από το f  και το a  είναι το ςφνολο  

                 ( , , )S A f a  { x A  :  ( ) sup( ( ))f x f A a  } 

Με τθ βοικεια του κεωριματοσ Hahn-Banach αποδεικνφεται ότι ζνα ςφνολο    

είναι dentable αν και μόνο αν  για κάκε  0   υπάρχει κάποιο slice  ( , , )S A f a  του 

οποίου θ διάμετροσ είναι μικρότερθ από  . 
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                                                                       ( )B x  

   x                                                                     ( , , )S A f a  

                                                                                  

 

 

 

  

                   A                                                                co ( ( )\ xA B ) 

 

 

Θεώρημα :  Ζςτω  X  ζνασ χϊροσ Banach. Αν κάκε φραγμζνο υποςφνολο του  X  

είναι  dentable  τότε ο  X  ζχει τθν Radon-Nikodym ιδιότθτα.([D-S])  

Απόδειξθ: Ζςτω ζνα διανυςματικό μζτρο 


:   X ,το οποίο είναι φραγμζνθσ 

κφμανςθσ και 


<<λ. Αν  | 


| είναι θ κφμανςθ του  ,τότε από το  κλαςςικό 

κεϊρθμα του Radon-Nikodym μποροφμε να βροφμε μια ςυνάρτθςθ 

h   1L  , h  0 τζτοια ϊςτε | 


|  E = hd

 ,   για κάκε  E . 
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Ζςτω F    και  Α( F )=
 

 
 : , 0

G
G F G

G






 
 

  
 
 

.Αν θ  ςυνάρτθςθ h είναι 

φραγμζνθ ςτο F  τότε και το ςφνολο Α( F ) είναι φραγμζνο γιατί  

||
 

 

G

G







|| 
 

 

| | G

G







=
 
1

G
G

hd . 

Για να ςυνεχιςτεί όμωσ θ απόδειξθ, κα χρειαςτεί το παρακάτω λιμμα 

Λιμμα: Για κάκε 0  ,και για κάκε E   με  E >0, υπάρχει ςυνάρτθςθ F    

με F E  και  F >0  τζτοια ϊςτε  diamA F   .Για τθν απόδειξθ υποκζτουμε 

ότι θ h  είναι φραγμζνθ ςτο  ,άρα και το ςφνολο Α( ), αφοφ 

    :
n

E h n 


 

 και θ h  είναι φραγμζνθ ςτα ςφνολα   :E h n   .Το 

ςφνολο Α( )είναι dentable  άρα υπάρχει 
0F  E  με 

0F > 0  τζτοιο ϊςτε 

 

 
0

0

F

F







 co
 0

02

( ) \ ( )
F

A E B
F







 
 
  
 

=Q . 

Το λιμμα κα ζχει αποδειχκεί, αν δείξουμε ότι   0diamA F   . 

Ζςτω ότι  0diamA F   .Τότε κα υπάρχει 
0B F  με 0B  τζτοια ϊςτε 

 

 

B

B







Q .Ρράγματι, γιατί αν 
 

 

K

K







Q ,για κάκε 
0K F  με 0K  ,τότε 

||
 

 

K

K








 

 
0

0

F

F







|| 
2


 που  ςθμαίνει ότι  0diamA F 

2


+

2


= .Θα διαλζξουμε 

τϊρα μια maximal αρικμιςιμθ οικογζνεια ξζνων ανά δυο ςυνόλων  n n
B

 , με 
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 nB 0 , 
0nB F  και  

 

 
n

n

B

B







Q , για κάκε  n   και  ζςτω το ςφνολο 

F   0 \ nF B .Αν  F =0  τότε και F


=0 άρα μποροφμε να γράψουμε  

 

 
0

0

F

F







=
 

n

n

i

B

B





 
 
 



=

 

 
 

 
n n

n ni

B B

BB

 








, που ςθμαίνει ότι 
 

 
0

0

F

F







Q  πράγμα 

άτοπο. Άρα δε γίνεται  να είναι F =0,άρα F >0. Από τθν maximality τθσ   n n
B

 , 

αν  G F και 0G   τότε  ||
 

 

G

G







-
 

 
0

0

F

F







|| 
2


 που ςθμαίνει ότι  diamA F   . 

Εδϊ ολοκλθρϊκθκε θ απόδειξθ του λιμματοσ  και μποροφμε τϊρα να ςυνεχίςουμε 

τθν απόδειξθ του κεωριματοσ. 

Θα πάρουμε ξανά μια maximal αρικμιςιμθ οικογζνεια ( )i iE  ξζνων ανά δυο 

ςυνόλων ςτθν  ,
iE >0, τζτοια ϊςτε  idiamA E    i .Με επαγωγι μποροφμε 

να βροφμε μια αφξουςα ακολουκία διαμερίςεων 
n =  n

i i
E  τζτοια ϊςτε  

 n
idiamA E <

1

1

2n
  ,i n  και ζςτω θ ςυνάρτθςθ 

ng : X  με  

ng 
 
 

n

i

n
i i

n
iE

E
X

E







 .Θ 
ng  είναι ομοιόμορφα Cauchy αφοφ 

||    n mg g  ||<
1

1

2n
 αν m n ,άρα  θ 

ng ςυγκλίνει ςτθν 1

XL ( )  ςε κάποια 

ςυνάρτθςθ g 1

XL ( ) .Για κάκε E   ζχουμε ότι  
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||  E


-
n

E

g d ||= ||  n

i

i

E E


  -
 
 

 
n

n
in

i

E
E

E
E












  || 
 
 

||

n

i

n
i i

E E

E E











-

 
 

||

n

i

n

i

E

E







( )n

iE E  
1

1

2n  E . 

Άρα  E


= lim
n

n

E

g d =

E

gd  , E  . 

 

  1.2    MARTINGALES 

Ζςτω  ( , ,  )  ζνασ  χϊροσ  πικανότθτασ , '    μια ς-άλγεβρα υποςυνόλων  

του   και  X   κάποιοσ  χϊροσ  Banach. 

 Θ ςυνάρτθςθ g  1

XL ( )  καλείται   conditional  expectation  τθσ  f  ωσ προσ  '   αν  

θ g είναι  ' -μετριςιμθ  και   
E E

gd fd   ,  E
'  . 

Με  '( / )E f   ςυμβολίηουμε  τθν conditional  expectation  τθσ   f  ωσ προσ  ' . 

Ραρατιρθςθ:  Το κλαςικό κεϊρθμα  Radon-Nikodym δίνει κατευκείαν ότι αν 

f :   είναι μια πραγματικι ςυνάρτθςθ και  '    μια ς-υποάλγεβρα τθσ     

τότε  θ  '( / )E f   υπάρχει . 

Ρράγματι, αν  ':m    είναι  το  μζτρο  ( )
A

m A fd    τότε  m   και  θ  

'( / )E f  είναι  θ  Radon-Nikodym παράγωγοσ 
dm

d
 .  

Επίςθσ  αποδεικνφει ότι αν :f X  είναι μια Bochner ολοκλθρϊςιμθ ςυνάρτθςθ  

και  ο  X  ζχει τθν  Radon-Nikodym Ιδιότθτα, τότε θ '( / )E f   υπάρχει . 
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Πμωσ, ακόμα  και  αν  ο χϊροσ X  δεν ζχει τθν RNP μποροφμε να ορίςουμε  

conditional expectation  ςυναρτιςεων ςτον  1

XL  ωσ εξισ :  

Ξεκινάμε από τισ απλζσ ςυναρτιςεισ  τθσ μορφισ     f =
1

n

i

i

x


 Ai
X , 

iA  ,  x X . 

Ορίηουμε  '( / )E f  
1

n

i

i

x



'( / )X


   όπου θ  '( / )X


    είναι  θ  πραγματικι 

conditional  expectation  τθσ ςυνάρτθςθσ  1 ( )X L


   . 

Πταν θ f  είναι  απλι ςυνάρτθςθ  ιςχφει ότι : 

1) Θ  g  '( / )E f   είναι   '  μετριςιμθ 

2) gd


  x '( / )X




  
ii A

A

x X  
A

fd ,  
'A  

3) Θ  '( / )E f    είναι  γραμμικι  ωσ προσ  f  

4) ||  '( / )E f  ( ) || (E || f ||/ ' ) ( ) . 

Αν  όμωσ θ  f  1

XL ( )  είναι μια οποιαδιποτε Bochner  ολοκλθρϊςιμθ ςυνάρτθςθ  

f :  X  τότε θ f  μπορεί να προςεγγιςκεί  από απλζσ ςυναρτιςεισ  ns . 

Θ ακολουκία '
1( ( ) / )n nE s 
   είναι Cauchy  ςτον 1

XL ( )   και το όριό τθσ είναι   θ 

'( / )E f    το οποίο  είναι  ανεξάρτθτο από τθν ακολουκία  ns . 

Συνοψίηοντασ ζχουμε το παρακάτω  

Θεώρημα : Ζςτω  f  1 ( , , )XL   , '    μια ς-υποάλγεβρα τθσ   . 

Υπάρχει  μοναδικι  g  '( / )E f   ζτςι  ϊςτε: 

1) '( / )E f     1 ( , , )XL    

2) 
A A

gd fd   ,  A
'   
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Ο  τελεςτισ  '( / )E   : 1 1

X XL L  είναι  γραμμικόσ και  ικανοποιεί  τα  εξισ: 

1) ||  '( / )E f  ( ) || (E || f ||/ ' ) ( )    λ-ςχεδόν  παντοφ 

2) || '( / )E f  ||
1
 || f ||

1
 ,    f  1

XL ( )   

3) Αν " '   είναι ς-άλγεβρα  τότε  

' "( ( / ) / )E E f    " '( ( / ) / )E E f    "( / )E f  . 

Ορισμός :  Ζςτω  
0 1 ... ...n      μια αφξουςα ακολουκία ς-υποάλγεβρα τθσ   

 .Θ ακολουκία ( , )n n nf    , 
nf  1

XL ( )  καλείται  martingale  αν 1( / )n nnE f f    

για κάκε n . 

Ραραδείγματα:  

1) Ζςτω  f  1

XL ( )  και  0 1 2 ... n      μια αφξουςα ακολουκία  

ς-αλγεβρϊν  και  ( / )n nf E f  .Τότε θ ακολουκία ( , )n nf  είναι ζνα 

martingale 

2) Ζςτω  ,( )n kx , n =0,1,2,…  ,  k =1,2,…2 n  ζνα δζνδρο  ς’ζνα  χϊρο  Banach X . 

Αυτό ςθμαίνει  ότι  θ  ακολουκία  ,( )n kx  είναι φραγμζνθ και  

         
,n k

x 
1

2 1,2 1 1,2
( )

n k n k
x x

  
     n =0,1,2,…  , 1 2nk  . 

Ζςτω  
,n k

I 
1

[ , ]
2 2n n

k k
  ,   n =0,1,2,…  ,  1 2nk  , θ ακολουκία των  δυαδικϊν  

διαςτθμάτων . 

Με  n  ςυμβολίηουμε  τθν  πεπεραςμζνθ  άλγεβρα που γεννάται από τα   
,n k

I  , 

1 2nk   

 Μποροφμε να ορίςουμε ζνα martingale με τιμζσ ςτο χϊρο X ωσ εξισ: 
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              0,1x                       

      1,1x           1,2x                            

2,1x     2,2x    2,3x   2,4x                                  
0  0,1x

0,1IX  

                                                                       
1  1,1x

1,1IX 
1,2x

1,2IX  

          
,n k

x                                                      
n 

2

,
1

n

n k
k

x

 ,n kIX      

n : [0 , 1] X  

   
1,2n k

x


 

  

Μποροφμε να δοφμε ότι 0

[0,1]

  1

[0,1]

       αφοφ  0,1x  1,1 1,2( )x x . 

Ομοίωσ  ζχουμε ότι   
1( / )n nE     n  που ςθμαίνει ότι θ ακολουκία  ( ,n n  )  είναι 

ζνα martingale. 

Ζνα  δζνδρο   ,( )n kx καλείται  -δζνδρο   αν   ||
1,2 1 ,n k n k

x x
 

  ||   για κάκε   n  ,  

για κάκε k  ,όπου 1 2nk  . Το martingale  ( ,n n  ) που αντιςτοιχεί  ς’ζνα   

ε-δζνδρο  δεν μπορεί να ςυγκλίνει  αφοφ ||
1( ) ( )n nt t   ||  , για κάκε  [0,1]t . 

Στον  1L *0 , 1+ υπάρχει  ζνα  1-δζνδρο .Ρράγματι, αν  ,n kh 
,

1
[ ]

2 2

1/ 2

n n
k k

n

X


 , 1 2nk    

n =0,1,2,…   ζχουμε ότι || ,n kh ||  1   , για κάκε n ,  για κάκε k  ,όπου  1 2nk   και   

|| 1,2 1 1,2n k n kh h   ||
1 1  

1,2 1n k
x

 
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Είναι επίςθσ φανερό  ότι  το  (
,n kh ) είναι  δζνδρο  δθλαδι   

1,2 1 1,2n k n kh h    ,2 n kh  , 

για κάκε n ,  για κάκε k  ,όπου  1 2nk  . 

Θεώρημα :  Ζςτω X ζνασ χϊροσ  Banach και  K X  ζνα κλειςτό , φραγμζνο  

ςφνολο  με τθν  RNP. Τότε  κάκε  martingale  με τιμζσ ςτο K  ςυγκλίνει ςχεδόν 

παντοφ . 

Απόδειξθ: Ζςτω ότι ζχουμε το K  που ζχει τθν  RNP για το χϊρο ( , ,   ) και  

1 2 ... n     μια αφξουςα ακολουκία ς-υποαλγεβρϊν  τθσ   όπου θ 
1n

n





  

γεννά τθν  . Ζςτω  ( ,n nf  ) ζνα martingale με τιμζσ ςτο K .Ορίηουμε τα 

διανυςματικά μζτρα   ( )
n

A


 n

A

f d    για κάκε  A   , n ( όπου τα n


 είναι 

απολφτωσ ςυνεχζσ ωσ προσ το  ).  Τότε το “average range” 

( )
( ) { , ( ) 0}

( )
n

n

E
A E

E


 


 




 περιζχεται ςτο K , αφοφ αν * *x X , τότε 

* * *( ) 1
( ) sup{ ( ) : }.

( ) ( )

n
n

A

A
x x f d x x x K

A




 



  
  Το K  όμωσ είναι (αςκενϊσ) 

κλειςτό, κυρτό, άρα  
( )

( )

n A
K

A







 .Αφοφ το ( ,n nf  ) είναι  martingale και θ ακολουκία 

n

A

f d  είναι τελικά ςτακερι για 
nA  , το lim ( )n

n
A



 υπάρχει για κάκε  

1
n

n

A




  και μπορεί να δειχκεί ότι το lim ( )n
n

A


 υπάρχει για κάκε  A  αφοφ θ 

n  γεννά τθν  .Ρράγματι, για κάκε 0  και για κάκε A ,υπάρχει 
nB ,  για 

κάποιο  ζτςι ϊςτε ( )
2

A B
M


    όπου sup{|| ||, }M x x K  . Αν n N  ,τότε  
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|

0 2 ( ) .

| || || || || || || ||n n nN N N
B BA A A B A B

A B M

f d f d f d f d f d f d

 

     
 

   

          

 

Αφοφ θ ακολουκία ( )n A


 είναι Cauchy το όριο ( ) lim ( )nn
A A 

 

  υπάρχει για 

κάκε A . Από το κεϊρθμα Vitali-Hahn-Saks  ςυνεπάγεται ότι το : X


 , με 

( ) lim ( )nA A 
 

  είναι μζτρο (δθλαδι  αρικμιςιμα προςκετικό). Αφοφ το  


 είναι 

απολφτωσ ςυνεχζσ ωσ προσ το  , 
1

( ) ( )n
n

A A K 
 



   και το K ζχει τθν RNP, 

τότε υπάρχει ςυνάρτθςθ  1 ( , , )Xf L     τζτοια ϊςτε  ( )
A

A fd 


   ,για κάκε 

A . Για nA , ζχουμε ( ) ( )n n

A A

fd A A f d   
 

     που ςυνεπάγεται ότι 

( / )n nE f f   για  -ςχεδόν παντοφ. Από το κεϊρθμα όμωσ  του Levy-Doob 

ζχουμε ότι lim || ( ) ( ) || 0n
n

f f    για  -ςχεδόν παντοφ. Αποδείχκθκε λοιπόν ότι 

αν το K  ζχει τθν RNP τότε κάκε martingale με τιμζσ ςτο K ςυγκλίνει ςχεδόν 

παντοφ.  

Για τθν ολοκλιρωςθ όμωσ τθσ παραπάνω απόδειξθσ χρθςιμοποιικθκαν τα 

παρακάτω κεωριματα: 

Θεώρημα Vitali-Hahn-Saks: Ζςτω ( , ,   ) χϊροσ πικανότθτασ, X  χϊροσ Banach 

και  :n X


  μια ακολουκία από  -ςυνεχι ( n


<< ) διανυςματικά μζτρα. Αν το 
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όριο lim ( )n
n

E


 υπάρχει για κάκε E  τότε 
( ) 0
lim ( ) 0n
E

E






  ομοιόμορφα  για 

κάκε 1,2,3,...n     

Επίςθσ το : X


 , ( ) lim ( )n
n

E 
 

   είναι διανυςματικό μζτρο. 

Απόδειξθ: Στο ςφνολο  ,μποροφμε να ορίςουμε μία μετρικι. Ζςτω ( )A B   θ 

απόςταςθ των ςυνόλων ,A B .Αποδεικνφεται ότι ο χϊροσ με τθν μετρικι αυτι 

είναι ζνασ πλιρθσ μετρικόσ χϊροσ. Κάκε διανυςματικό  μζτρο  :n X


  είναι μία 

ςυνεχισ ςυνάρτθςθ από τον μετρικό χϊρο   ςτο χϊρο Banach X  γιατί n


<< .Τα 

ςφνολα , { : ,|| ( ) ( ) || }n m n mE E E E  
 

      είναι κλειςτά για κάκε  0  , άρα 

και το ςφνολο ,
,

p n m
n m p

    είναι κλειςτό ςτον πλιρθ μετρικό χϊρο  .Αφοφ το 

lim ( )n
n

E


 υπάρχει για κάκε E ,ζχουμε ότι  
1

p
p





  .Σφμφωνα με το 

κεϊρθμα του Baire, κάποιο από τα p  κα ζχει εςωτερικό ςθμείο. Θα υπάρχει 

δθλαδι κάποιοσ ακζραιοσ q , 0r  , A  ζτςι ϊςτε για κάκε  E που ανικει ςτθ 

ςφαίρα με κζντρο το Aκαι ακτίνα το r ,να ζχουμε ότι || ( ) ( ) ||n mE E  
 

  , 

,n m q .Ασ πάρουμε τϊρα ζνα  , με 0 r   τζτοιο ϊςτε || ( ) ||n B 





 για 

1,2,..., 1,n q q    B


 με ( )B 


.Αν ( )B   για κάποιο B  ζτςι ϊςτε το 

ςφνολο \A B  και το ςφνολο A B να ανικουν ςτθ ςφαίρα 

{ : ( ) }K E A E r      (όπου pK  ) κα ζχουμε  
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( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( ))

( ( \ ) ( \ ))

n q n q q n q

n q

B B B B B A B A B

A B A B

      

 

      

 

        

 

που ςυνεπάγεται ότι | ( ) | 3n B    


    , για κάκε 1,2,...n  .Μζχρι ςτιγμισ 

λοιπόν ζχει αποδειχκεί ότι 
( ) 0
lim ( ) 0n
E

E






  ομοιόμορφα ,για κάκε 

1,2,3,...n  .Τϊρα μζνει να αποδειχκεί ότι το 


 είναι αρικμιςιμα προςκετικό. 

Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε ότι ( ) 0mE


  για κάκε φκίνουςα ακολουκία 

0 1 ... mE E E    με  
1

i
i

E




 . Για μία  τζτοια ακολουκία { }iE  ζχουμε ότι 

1( ) ( \ )m k k
k m

E E E 





 .Πμωσ, αφοφ 
( ) 0
lim ( ) 0n
E

E






  ομοιόμορφα , 1,2,3,...n   

ζχουμε ότι για κάκε 0  , υπάρχει m   τζτοιο ϊςτε || ( ) ||mn E 


 ,  για κάκε 

m m και  1,2,3,...n  , που ςυνεπάγεται ότι || ( ) ||mE 


  για κάκε m m  

και άρα παίρνουμε το ηθτοφμενο, ότι 0( )m
m

E



 .  

Θεώρημα των Levy-Doob: Ζςτω ( , ,   ) χϊροσ πικανότθτασ και 

1 2 ... ...n      ακολουκία από ς-υποάλγεβρεσ τθσ   των οποίων θ ζνωςθ 

γεννά τθν  .Ζςτω ( / )n nf E f  όπου f  μια οποιαδιποτε Bochner 

ολοκλθρϊςιμθ ςυνάρτθςθ  ( 1 ( )Xf L  ). Τότε  lim ( ) ( )n
n

f f   ,  -ςχεδόν 

παντοφ και 1lim || || 0n
n

f f  . 
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Απόδειξθ: Ασ πάρουμε το ςφνολο Γ={ 1 ( )Xf L   ζτςι ϊςτε || ( ) ( ) || 0nf f    για 

 -ςχεδόν παντοφ και 
1|| || 0nf f   κακϊσ το n } .Θα αποδειχκεί ότι το 

ςφνολο αυτό, είναι κλειςτό και πυκνό ςτον χϊρο 1 ( )XL  .  

α) Ρρϊτα κα δείξουμε ότι το ςφνολο Γ είναι πυκνό ςτον 1 ( )XL  .:Αν θ 

1 ( , , )X nf L     ( δθλαδι αν θ f  είναι 
n μετριςιμθ) τότε ( \ )E f f    για κάκε 

k n  που ςθμαίνει ότι ςυνάρτθςθ f Γ. Άρα φαίνεται ότι  

Γ 1

1

( , , )nX
n

L 




   .Πμωσ κάκε ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ 
Ax X  με x X  και 

1
n

n

A




  ανικει ςτο Γ, και αφοφ θ 
1

n
n





 είναι πυκνι ςτθν  ,μποροφμε να δοφμε 

ότι κάκε ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ 
Bx X  με x X  και B  ανικει ςτο Γ. 

Ραρατθροφμε  ότι ο γραμμικόσ χϊροσ  Γ περιζχει το πυκνό ςφνολο των απλϊν 

ςυναρτιςεων, άρα το Γ είναι πυκνό ςτον 1 ( , , )XL   . 

β) Τϊρα κα δείξουμε ότι το Γ είναι κλειςτό ςτον 1 ( )XL  .Ζςτω ςυνάρτθςθ f θ οποία 

ανικει ςτθ κλειςτι κικθ του Γ. Τότε για κάκε  0   και για κάκε  0   υπάρχει 

gΓ τζτοια ϊςτε 1|
1

| ||
2

f g     .Ζςτω ( \ )n ng E g  .Για όλα ςχεδόν τα 

 ζχουμε ότι 

|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) || || ( )( ) ( )( ) ||n n n nk k k k
f f g g f g f g              

||| ( ) ( ) || || ( \ )( ) | || (( ) \ )( ) ||n nk k
g g E f g E f g           

|| ( ) ( ) || 2sup (|| || \ ).n jk
j

g g E f g     
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Ζςτω ( ) (|| || \ )( ).j jh E f g    Από τισ προθγοφμενεσ ανιςότθτεσ  και από το ότι 

gΓ παίρνω ότι : 
,

limsup || ( ) ( ) || 2sup ( ),n jk
jn k

f f h  


  για  -ςχεδόν παντοφ. 

Θ ακολουκία ( )jh ικανοποιεί τισ ςυνκικεσ τθσ maximal inequality  και άρα 

,
({ : limsup || ( ) ( ) || })n k

n k
f f    


   ({ :2sup ( ) })j

j
h      

1

2 2
sup || || sup || ( ) ( ) || ( )j

j j
h f g d   

 


    1

2
|| || .f g 


  Αφοφ τα ,   

ιταν τυχαίοι κετικοί αρικμοί φαίνεται ότι το όριο lim ( ) ( )nn
f f 



 υπάρχει 

ςχεδόν παντοφ. Μζνει τϊρα να αποδειχκεί ότι θ ςυνάρτθςθ f που πιραμε ςτθ 

κλειςτι κικθ του Γ ανικει ςτο Γ. 0   μποροφμε να βροφμε μια ςυνάρτθςθ 

1 ( , , )Xg L    για κάποιο  ζτςι ϊςτε 1|| || .
2

f g


  Πταν n N  ζχουμε 

1 1 1 1|| || || || || ( \ ) || || ( \ ) ||n n nf f f g g E g E g f           

< 10 || ||
2

g f


     που ςθμαίνει ότι 1lim || || 0.nn
f f  Από αυτό ςυνεπάγεται 

ότι κάποια υπακολουκία ( )
inf  τθσ ( )nf ςυγκλίνει ςχεδόν παντοφ ςτθν f , δθλαδι 

( ) lim ( ) ( ) lim ( )
in ni n

f f f f   


    για  -ςχεδόν παντοφ.  

Θεώρημα της maximal inequality: Ζςτω 0 1 2 ... n      μια αφξουςα 

ακολουκία ς-αλγεβρϊν  από μετριςιμα ςφνολα του  .Ζςτω ( )nh να είναι μία 

ακολουκία κετικϊν πραγματικϊν  ςυναρτιςεων τζτοια ϊςτε : 

1. Θ jh  είναι j  μετριςιμθ για κάκε  j  

2. Αν , ji n A   τότε i n

A A

h d h d    
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3. sup j
j

h


  . 

Τότε για κάκε  0c   ζχουμε ότι 
1

({ : sup ( ) }) supj j
j j

h c h d
c

   


    . 

 

Απόδειξθ: Ζςτω nζνασ ςτακερόσ  φυςικόσ αρικμόσ. Με 
1A  ςυμβολίηουμε το  

ςφνολο 
1{ : ( ) }h c   και με

iA  το ςφνολο 

1 1{ , ,... , ( ) }i ih c h c h c      . Τότε 
iA  και 

i jA A   για i j  και 

1 .i n  Ραρατθροφμε ότι ({ : sup ( ) })j
j n

c h c  


   
1

( )
n

i

i

c A


  = 

1

( )
n

i

i

c A


 
1 1

i i

n n

i n

i iA A

h d h d 
 

   supn j
j

h d h d 
 

   .Άρα ζχουμε αποδείξει 

τϊρα ότι 
1

({ : sup ( ) }) supj j
j n j

h c h
c

  




   .Είναι φανερό λοιπόν ότι αν n  τότε 

ζχουμε ότι 
1

({ : sup ( ) }) supj j
jj

h c h
c

  


   . 

Θεώρημα : Ζςτω  K  ζνα κυρτό, κλειςτό και φραγμζνο  υποςφνολο  του X .Αν κάκε 

martingale :[0,1]n K   ςυγκλίνει ςχεδόν παντοφ τότε κάκε υποςφνολο του K  

είναι dentable. 

Απόδειξθ: Ζςτω ότι το ςφνολο A K δεν είναι dentable.Αυτό ςθμαίνει ότι υπάρχει 

0   τζτοιο ϊςτε για κάκε x A , ( \ ( , ))x co A B x  .Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε 

ότι υπάρχει μια ακολουκία 
1 2 ... n     , ς-αλγεβρϊν από (μετριςιμα) 

υποςφνολα του *0,1+ και μια ακολουκία ( )n n   με :[0,1]n K   τζτοια ϊςτε : 

1. Κάκε 
n είναι πεπεραςμζνθ  
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2. 
1|| ||n n      

3. Κάκε 
n  είναι 

n -μετριςιμθ και παίρνει τιμζσ ςτο A  

4. 
1 1|| [ ] ||

3
n n n

n

E


     

 

Θ καταςκευι των 
n και των 

n  κα γίνει με επαγωγι ωσ προσ το n . 

1. 
1 { ,[0,1]}   , 

1 [0,1]x X    όπου x  είναι ζνα οποιοδιποτε ςτοιχείο του A . 

2. Ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε καταςκευάςει τθν 
n  και 

n .Ζςτω 
1( ) j

i iI 
 θ 

διαμζριςθ του *0,1+ που γεννά τθν 
n , και ασ υποκζςουμε ότι θ 

:[0,1]n A  είναι τθσ μορφισ  
1

i

j

n i I

i

x X


  όπου 
1 2, ,... jx x x A . 

Ζςτω δοςμζνο i .Γνωρίηουμε ότι ( \ ( , ))i ix co A B x   και άρα υπάρχουν κετικοί 

αρικμοί ,1 ,2 ,, ,...
ii i i k   και ςτοιχεία 

,1 ,2 ,, ,...
ii i i kx x x  του ςυνόλου \ ( , )iA B x   ζτςι ϊςτε : 

I. ,1 ,2 ,... 1
ii i i k       

II. ,1 ,1 , ,|| ( ... ) || 2
3i i

n

i i i i k i kx x x


        

Ζςτω ,1 ,,...,
ii i kI I  μια διαμζριςθ του 

iI  ζτςι ϊςτε , ,( ) ( )i k i k iI I     ( όπου   είναι το 

μζτρο Lebesgue).Ορίηουμε 
1n  να είναι θ άλγεβρα που γεννάται από το 

,{ :1 ,1 }n k iI i j k k    .Επίςθσ ορίηουμε 
1 :[0,1]n X   να είναι 

,1 ,

1 1

i

i k

kj

n i k I

i k

x X 

 

 .Επειδι ,|| ||i i kx x    για κάκε i  και για κάκε k ,ζχουμε ότι 

1 1|| ||n n     . Ραρατθροφμε ότι  ,

1 ,

1 1

( )
( )

( )

j

i

kj
i k

n n i k I

i k i

I
E x X

I







 

  που ςυνεπάγεται 
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ότι 
1 1|| ( ) ||n n nE    , ,

1 1

|| || ( )
jkj

i i k i k i

i k

x x I 
 

  < 2
3

n  . Αυτό ςυνεπάγεται ότι 

1 1|| ( ) ||
3

n n n

n

E


    . 

 

Θεώρημα : Ζςτω  K  ζνα κυρτό, κλειςτό και φραγμζνο  υποςφνολο  του X . 

Τα ακόλουκα είναι ιςοδφναμα: 

1) Το K  ζχει τθν RNP 

2)  Κάκε martingale με τιμζσ ςτο K  ςυγκλίνει ςχεδόν παντοφ 

3) Κάκε υποςφνολο του K είναι  dentable 

 

  1.3    ΑΝΑΠΑΡΑ΢ΣΑ΢ΙΜΟΙ  ΣΕΛΕ΢ΣΕ΢ 

Οριςμόσ:  Ζςτω X ζνασ  χϊροσ  Banach. Ζνασ τελεςτισ  T : 1[0,1]L X  καλείται 

αναπαραςτάςιμοσ  (representable) αν υπάρχει  
Xg L    ζτςι  ϊςτε  T g    για 

κάκε 1[0,1]L . 

Θεώρημα : Ζςτω  K X  ζνα κυρτό, κλειςτό  υποςφνολο  του X  με  τθν  RNP. 

Αν  T : 1[0,1]L X  είναι  ζνασ  τελεςτισ ζτςι  ϊςτε  { :T  0   1}  K  τότε ο 

T  είναι αναπαραςτάςιμοσ. ([D-U]) 

Θεώρημα:  Ο  χϊροσ  Banach X  ζχει  τθν  RNR  αν  και  μόνο  αν  κάκε  φραγμζνοσ  

γραμμικόσ   τελεςτισ     T : 1L X  είναι αναπαραςτάςιμοσ.([D-U]) 
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Θεώρημα (Dunford-Pettis) : Ζςτω 1:T L X   ζνασ αναπαραςτάςιμοσ  τελεςτισ . 

Αν 1K L  είναι ζνα αςκενϊσ  ςυμπαγζσ  υποςφνολο  του 1L , τότε το ςφνολο ( )T K  

είναι  norm- ςυμπαγζσ υποςφνολο του X . 

Απόδειξθ :  Ζςτω ότι 
Xg L   ζτςι  ϊςτε  Tf fgd   1f L   και  ζςτω K  ζνα 

φραγμζνο ομοιόμορφα  ολοκλθρϊςιμο(uniformly  integrable)  υποςφνολο  του   1L . 

Διαλζγουμε μια ακολουκία ( )ng  απλϊν ςυναρτιςεων θ οποία να ςυγκλίνει ςχεδόν 

παντοφ ςτθν g .Από  το κεϊρθμα  Egoroff  μποροφμε να βροφμε ζνα ςφνολο 
1E  ζτςι 

ϊςτε lim n
n

g  g  ομοιόμορφα ςτο  
1E  και το μζτρο 

1([0,1] \ )   να είναι τόςο μικρό  

ϊςτε                                   

1[0,1]\

| |f d

 

|| || 1



 
 για κάκε f K . Αφοφ θ ςυνάρτθςθ  

1Eg X : [0,1] X  

ζχει (ςχετικά) ςυμπαγζσ πεδίο τιμϊν ,ο  τελεςτισ f 

1E

fgd   είναι  ςυμπαγισ  

και επομζνωσ το ςφνολο {

1E

fgd , f K } είναι  ςχετικά ςυμπαγζσ. 

Ραρατθροφμε ότι για f K  , ||

1[0,1]\ E

fgd ||
|| ||

|| || 1

T

T




  . 

Το  ςφνολο  , ( ) :T f f K } {

1 1[0,1]\

,
E E

fgd fgd     f K -  είναι totally 

bounded  από  2 -ςφαίρεσ. Άρα το ςφνολο ( )K  είναι ςχετικά ςυμπαγζσ .  

Θεώρημα (Lewis-Stegall): Ζςτω   1:T L X ζνασ τελεςτισ .Ο T  είναι 

αναπαραςτάςιμοσ αν και μόνο αν υπάρχουν τελεςτζσ S : 1 1L l ,  1:U l X  ζτςι 

ϊςτε  T U S .([D-U]) 
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Θεώρημα:  Ζςτω 1:T L X  ζνασ  αςκενϊσ ςυμπαγισ τελεςτισ .Τότε ο T  είναι 

αναπαραςτάςιμοσ.  

1.4  Η RNP σε δυϊκοφς χώρους  

Ζνασ  χϊροσ  Βanach  X που ζχει τθν RNP , δεν μπορεί να περιζχει ζνα (φραγμζνο)  

 -δζνδρο ,για  κάποιο   >0.Το αντίςτροφο δεν ιςχφει όμωσ. 

Ο  Bourgain  και ο  Rosenthal καταςκεφαςαν ζναν υπόχωρο του 1L  ο οποίοσ δεν 

περιζχει  -δζνδρα και δεν  ζχει τθν RNP. 

Για δυϊκοφσ χϊρουσ όμωσ ιςχφει το παρακάτω κεϊρθμα  

Θεώρημα (Stegall): Αν X είναι ζνασ χϊροσ Βanach τα ακόλουκα είναι ιςοδφναμα: 

1) Ο δυϊκόσ χϊροσ *X  ζχει τθν RNP  

2) Ο *X  δεν περιζχει  -δζντρα  

3) Για κάκε διαχωρίςιμο υπόχωρο Y του X  ο ςυηυγισ *Y είναι διαχωρίςιμοσ. 

Απόδειξθ:  (D.V.Dulst ,  I. Namioka) 

Από το  (1) ςτο (2) είναι προφανζσ ,αφοφ ο   χϊροσ  *X  ζχει τθν RNP αν και μόνο αν  

δεν υπάρχει  φραγμζνο δζντρο μζςα ςτο *X . 

Από  το (3) ςτο (1),γνωρίηουμε ότι κάκε διαχωρίςιμοσ δυϊκόσ ζχει τθν RNP. 

Για  ν’ αποδειχτεί  από το (2)  ςτο (3) κα χρειαςτεί το παρακάτω  λιμμα 

Λιμμα: Ζςτω  { nK : n =1,2,..} μία ακολουκία από ςυμπαγι κυρτά υποςφνολα ενόσ 

τοπολογικοφ  γραμμικοφ χϊρου E  τζτοια ϊςτε 2nK  2 1nK   nK  για κάκε n .    

Τότε  υπάρχει  ζνα  δζντρο { }nx  ςτο  E  τζτοιο ϊςτε  nx  nK   για κάκε  n . 
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Απόδειξθ  Λιμματοσ: Ζςτω  Q = n
n

K




  και  για κάκε  n  

nA ={ q Q :  
1

(2 ) (2 1)
2

q n q n  = ( )q n } .Το 
nA  είναι ζνα κλειςτό υποςφνολο του 

Q  και κα δείξουμε ότι { , }n

n

A n





   .Από  τθν ςυμπάγεια, αρκεί να δείξω  ότι 

1 2 ... kA A A      για κάκε k . Για ςτακερό k  ορίηουμε ζνα ςτοιχείο p του 

Q ωσ εξισ: Για n k ,παίρνουμε το ( )p n ςαν τυχαίο ςθμείο του nK . Από το n k  

ωσ 1n  ,ζχουμε τον επαγωγικό οριςμό: 

Αν για m n  το ( )p m mK  είναι οριςμζνο, τότε κζτουμε 

( )p n =  
1

(2 ) (2 1)
2

p n p n  . Αφοφ κάκε 
nK είναι κυρτό και 2nK  2 1nK   nK  

ζχουμε ότι  ( )p n nK .Άρα p 1 2 ... kA A A   . 

Ρρόταςθ: Ζςτω X  ζνασ χϊροσ Banach. Αν υπάρχει ζνα φραγμζνο υποςφνολο B  

του  *X  και  ζνα  ε>0  τζτοιο  ϊςτε  diam U>ε   για κάκε ςχετικά * -ανοιχτό 

υποςφνολο του  ,τότε το ςφνολο * -cl co B ( *  κλειςτι κυρτι  κικθ του B ) 

περιζχει ζνα  
2


-δζντρο. 

Απόδειξθ Ρρόταςθσ: Καταςκευάηουμε μια ακολουκία { }nU  από ςχετικά * -ανοιχτά 

υποςφνολα του   και μια ακολουκία { }nx ςτο X  τζτοια ϊςτε : 

α) || ||nx =1  για n =1,2,… 

β) 
2 2 1n nU U  

nU , για n =1,2, 

γ)  για κάκε n , αν  θ 
2nf U  και  θ 

2 1ng U  , τότε ( )f g ( )nx  . 

Ραίρνουμε το 
1U  να είναι το ςφνολο  .Ζςτω ότι για κάποιο m ,ζχει οριςκεί το    

kU  
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για 1 2mk   και  το 
nx   για  11 2mn     ζτςι ϊςτε να ιςχφουν τα  (α),(β),(γ)   για  

όλα τα n  όπου 11 2mn   . Ζςτω  12 2m mk   .Από υπόκεςθ  ζχουμε ότι diam U>ε, 

άρα  υπάρχουν κάποια  
0 1, kh h U  τζτοια ϊςτε  

0 1|| ||h h > .Διαλζγουμε κάποιο 

kx X  τζτοιο  ϊςτε  || ||kx =1 και 
0 1( )( )kh h x =  , για κάποιο 0  . Ζςτω 

2kU = 0{ : ( ) ( ) }
2

k k kf U f x h x


     και  
2 1kU 

= 1{ : ( ) ( ) }.
2

k k kg U g x h x


   Τα 

ςφνολα 
2kU  και 

2 1kU 
 είναι * - ανοιχτά υποςφνολα του   και για n k ,τα  

2kU ,
2 1kU 

 και  
kx  ικανοποιοφν τα  (α),(β),(γ)   .Αφοφ  τα 2n k  και 2 1n k   

εξαντλοφν το ςφνολο 1{ :2 2 }m mn n    όταν το k  βρίςκεται ςτο ςφνολο 

1{ :2 2 }m mk k   ,θ καταςκευι τθσ { }nU  και  τθσ { }nx ζχει ολοκλθρωκεί. 

Ζςτω 
nK = *

nclcoU  . Κάκε 
nK  είναι * -ςυμπαγζσ και κυρτό και από το (β) 

ζχουμε ότι 2nK  2 1nK   nK .Τότε, από το προθγοφμενο λιμμα κα υπάρχει ζνα 

δζντρο { }nf  ςτο *X  τζτοιο ϊςτε 
nf nK   για κάκε n  . Αφοφ 

2 2 1n nf f  2 2 1n nK K   
* - co

2 2 1( )n nU U  , από το (γ) ζχουμε ότι  

2 2 1|| ||n nf f   . 

     Τϊρα κα ςυνεχίςουμε τθν απόδειξθ  από το (2) ςτο (3) του κεωριματοσ του  

Stegall. Ζςτω ότι ο χϊροσ   περιζχει ζνα διαχωρίςιμο  υπόχωρο   και ότι ο 

ςυηυγισ *  δεν είναι διαχωρίςιμοσ. Θζλουμε να δείξουμε ότι   για κάκε  0<ε<1,θ 

μοναδιαία ςφαίρα *
  περιζχει  ζνα 

2


-δζντρο.Tο ςφνολο *Y

B  περιζχει ζνα 

υπεραρικμιςιμο ςφνολο  A  τζτοιο ϊςτε 
1 2|| ||f f >ε για κάκε 

1 2,f f A  με 
1 2f f . 

Αλλιϊσ θ ςφαίρα *Y
B  κα μποροφςε να καλυφκεί από  αρικμιςιμο το πλικοσ 
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ςφαίρεσ ακτίνασ     ,και κάκε μια από αυτζσ να καλυφκεί από αρικμιςιμο το 

πλικοσ ςφαίρεσ ακτίνασ   2  κ.τ.λ. και αφοφ 0n   κα είχαμε ότι θ  *Y
B  είναι 

διαχωρίςιμο ςφνολο, άρα και ο * . 

Αφοφ θ *Y
B  είναι  * -μετρικοποιιςιμο και  * -διαχωρίςιμο, όλα τα ςθμεία του  

A , εκτόσ από ζνα αρικμιςιμο πλικοσ , είναι *  ςθμεία ςυςςϊρευςθσ. Αν 

αφαιρζςουμε το πολφ αρικμιςιμο το πλικοσ ςθμείων από το A  και πάρουμε τθν  

* -κλειςτότθτα, παίρνουμε ζνα * -ςυμπαγζσ  υποςφνολο 
1A  του  *Y

B  ζτςι ϊςτε 

diamV <  για κάκε  * -ανοικτό υποςφνολο του 
1A .Αφοφ ο περιοριςμόσ  

*R : * *X Y είναι  * - *  ςυνεχισ και   *X
R B = *Y

B  υπάρχει ζνα minimal  

* -ςυμπαγζσ υποςφνολο B του *X
B  ζτςι ϊςτε ( )R B =

1A .Το B ικανοποιεί τθν 

υπόκεςθ τθσ πρόταςθσ ,άρα το *X
B  περιζχει ζνα άπειρο 

2


-δζντρο.  

2. Η CCP ΚΑΙ superCCP ΙΔΙΟΣΗΣΑ 

 

Οριςμόσ : Ο  χϊροσ Banach X  λζμε ότι ζχει τθν complete continuity property (CCP)  

αν κάκε φραγμζνοσ  γραμμικόσ τελεςτισ  T : 1L X  είναι  Dunford-Pettis. 

Συνεπϊσ, ο  χϊροσ  Banach  που ζχει τθν RNP ζχει και  τθν CCP. 

Οριςμόσ :  -δζντρο  είναι μία ακολουκία  , nx : n 1,2,…-  τζτοια ϊςτε   για κάκε    

n 1,2,…  ,    
nx 

1

2
2 2 1( )n nx x   και  || 2nx - nx ||  || 2 1nx  - nx ||   . 
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Οριςμόσ :  Ζνα δζντρο  μζςα  ςτθ 
XB    καλείται  -Rademacher δζντρο όταν για 

κάκε κετικό ακζραιο n ,  
nx 

1

2
 2 2 1( )n nx x   και  || 

2 1

2

1

( 1) j
j

j

n

n

x






 || 2n  ,   όπου  

 > 0  .  

 Αν ο χϊροσ Banach X   περιζχει  άπειρο  Rademacher δζντρο τότε ο X  δεν ζχει τθ 

CCP. 

Ο χϊροσ Banach Y είναι finitely representable ςτον X αν για κάκε 0   και για 

πεπεραςμζνθσ διάςταςθσ υπόχωροσ  W  του Y υπάρχει ζνασ γραμμικόσ, 1-1 

τελεςτισ : ( )T W T W ,όπου ( )T W υπόχωροσ του X και ίδιασ διάςταςθσ με τον 

W ,τζτοιοσ ϊςτε ||T || || 1T  || 1+ . 

Οριςμόσ  :  Ο χϊροσ X  ζχει τθν super(p) ιδιότθτα αν και μόνο αν για κάκε χϊρο 

Y που είναι finitely representable ςτον X ,ζχω ότι ο Y ζχει τθν p ιδιότθτα. 

Ρρόταςθ: Ο χϊροσ X  ζχει τθν super(super(p)) ιδιότθτα αν και μόνο αν ζχει τθν 

super(p). 

Ρρόταςθ: Ο χϊροσ X είναι super-reflexive αν και μόνο αν  είναι super-Radon-

Nikodym. 

   Θ μελζτθ αυτι, οδιγθςε ςτο εξισ κεϊρθμα. Θ απόδειξθ είναι παραλλαγι τθσ 

απόδειξθσ του κεωριματοσ του Pisier ([Bo]  ςελ.35): 
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Θεώρημα :  Ζςτω  ότι υπάρχει  > 0 ,για κάκε  n  θ 
XB  περιζχει   -Rademacher  

δζνδρα με  n-επίπεδα.  Τότε υπάρχει  χϊροσ  Y  ζτςι ϊςτε  ο  Y  να είναι finitely  

representable  ςτον X  και   θ YB  να περιζχει άπειρο  Rademacher  δζντρο. 

Συνεπϊσ  ο  X  δεν ζχει τθν super CCP. 

Απόδειξθ: Ζςτω  Y ζνασ  χϊροσ Banach ο οποίοσ είναι  finitely  representable  ςτον 

X  και περιζχει ζνα  φραγμζνο  -Rademacher  δζνδρο. Ζνασ τζτοιοσ χϊροσ δεν ζχει 

τθν CCP και άρα ο X  δεν ζχει τθν superCCP. Για κάκε n  επιλζγουμε 

{ ( ) :jx n 1,2,...2 1nj   }  μζςα  ςτθ 
XB  ζτςι  ϊςτε      ( )jx n 

1

2
2 2 1( ( ) ( ))j jx n x n  

και || 

12 1

2

( 1)

n

n

j
j

j

x

 



 || 2n  ,   > 0  για n 0,1,2,….            

Αν  r  και 
1 2, ,... rt t t  είναι ρθτοί αρικμοί, τότε θ φραγμζνθ ακολουκία 

{ ||
1

( )
r

j j

j

t x k


 ||: k =1,2,…} ζχει ςυγκλίνουςα υπακολουκία. 

Στθν πραγματικότθτα, μπορεί να βρεκεί  μια αφξουςα  ακολουκία  ,
nk : 1,2,...n  }   

κετικϊν ακεραίων τζτοια ϊςτε όποτε    το  r   και    
1 2, ,... rt t t  είναι ρθτοί αρικμοί, 

τότε το  lim
n

||
1

( )
r

j j n

j

t x k


 || υπάρχει.  Ραρατθροφμε ότι  για κάκε j   

1

2
2 ( )j nx k  2 1

1
( )

2
j nx k  ( )j nx k 0   και  || 

12 1

2

( 1)

kn

nk

j
j

j

x

 



  || 2 nk   για πολφ 

μεγάλα n .                                          
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Τϊρα  ζςτω  
1 2, ,...a a μια ακολουκία ςυμβόλων  και με Z ςυμβολίηουμε το 

διανυςματικό χϊρο των γραμμικά πεπεραςμζνων ςυνδυαςμϊν  των  
ia .Για τουσ 

ρθτοφσ αρικμοφσ 
1 2, ,... rt t t  ορίηουμε  το ||

1

r

j j

j

t a


 || ωσ  

||
1

r

j j

j

t a


 || lim
n

||
1

( )
r

j j n

j

t x k


 ||. 

Από τθ ςυνζχεια  φαίνεται ότι το  ||
1

r

j j

j

s a


 || είναι μοναδικά οριςμζνο για 

1,... rs s   ωσ το όριο των “rational approximations”.Τότε ο ( ,|| ||)Z   είναι ζνασ θμι-

μετρικόσ χϊροσ  και ο πραγματικόσ  χϊροσ  του  πθλίκου  

Z

 /{ :|| || 0Z a Z a  } είναι ζνασ μετρικόσ χϊροσ για τον οποίο  οι  εξιςϊςεισ   

2 2 1

1 1
( ) ( ) 0
2 2

j jja a a  
  

 και οι ανιςϊςεισ  ||

12 1

2

( 1)
n

j

n

j

j

a

 






|| 2n  ιςχφουν για 

κάκε 0,1,...n   

Πςο  || ja


|| lim
n

|| ( )j nx k || 1 ,για κάκε j , ο Z


 περιζχει ζνα φραγμζνο  

 -Rademacher  δζνδρο άρα και ο Y ςυμπλιρωμα του Z


.Συνεπϊσ ο  χϊροσ Y  

δεν ζχει τθν CCP  και απομζνει να δείξουμε ότι ο Y


 είναι  finitely  representable  

ςτον X .Αρκεί να δείξουμε ότι ο Z


 είναι finitely representable ςτον X .Αλλά κάκε 

υπόχωροσ πεπεραςμζνθσ διάςταςθσ περιζχεται ςτο linear span του , :ia i F


} για 

κάποιο πεπεραςμζνο ςφνολο F .Αν το { :ia i G


-  είναι το μζγιςτο ανεξάρτθτο 

γραμμικό υποςφνολο του  , :ia i F


-  για G F  τότε 
nT :linear 
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span({ :ia i F


}) X  κα είναι θ γραμμικι απεικόνιςθ που προςδιορίηεται από τισ 

ςυνκικεσ ( )inT a


 ( )i nx k  για i G .Τότε θ  
nT  είναι καλά οριςμζνο (τουλάχιςτον για 

μεγάλα n )και αφοφ θ 
nT  είναι 1-1 αν το n  είναι μεγάλο και lim || ||n

n
T  1|| ||nT 

1 ,θ 

απόδειξθ ολοκλθρϊκθκε. 

   Ιςχφει όμωσ και το αντίςτροφο του κεωριματοσ: Αν ο χϊροσ X  δεν ζχει τθ 

superCCP  τότε  υπάρχει  χϊροσ Y που είναι  finitely  representable  ςτον  X  και 

περιζχει  ζνα  άπειρο  Rademacher  δζντρο που είναι  και   -Rademacher  δζντρο. 

Οριςμόσ: Ζςτω X ζνασ  χϊροσ  Banach. Ορίηουμε το ςφνολο  

S ={ ( , )k j : k , j , 1 j  12k }  και  για κάκε κετικό ακζραιο n ,το ςφνολο 

nS  ={ ( , )k j S : k n } .Ο χϊροσ X  λζμε ότι ζχει τθν neighborly tree property 

(NTP) αν και μόνο αν υπάρχουν  κετικοί  αρικμοί   και  για τουσ οποίουσ ιςχφει 

ότι  0<
4


   και θ κλειςτι μοναδιαία ςφαίρα ςτο X  περιζχει μία ακολουκία (

nT ) 

από  πεπεραςμζνα δζντρα που ικανοποιεί τα ακόλουκα: 

1. Κάκε 
nT  είναι οριςμζνο ςτο nS  

2. Κάκε 
nT  ζχει διαχωρίςιμθ ςτακερά   

3. Για κάκε ( , )k j  ςτο S ,υπάρχει μία ςφαίρα  ςτο X ακτίνασ  που περιζχει το 

{ ,
n
k jx : n k } ,όπου 

nT ( , )k j = ,
n
k jx    όταν ( , )k j  nS . 

Οριςμόσ : Ζςτω K  ζνα κλειςτό, φραγμζνο, κυρτό υποςφνολο του  χϊρου Banach X . 

Το  K   ζχει τθν neighborly  Rademacher tree property (NRTP)  για το ( ,  ) αν  για  

0< <
4


  υπάρχουν  πεπεραςμζνα ( ,  ) Rademacher δζντρα ,

n
k jx   για 2,3,...n    
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ςτο K  και υπάρχει και κλειςτι  -ςφαίρα ςτον X   που περιζχουν κάκε ,
n
k jx  , για 

n k . 

Θεώρημα: Ζςτω K  ζνα * -ςυμπαγζσ κυρτό υποςφνολο  του δυϊκοφ χϊρου *W . 

Αν  το K  ζχει τθν Rademacher  ΝΤ΢ ,τότε  κα περιζχει  ζνα  -Rademacher δζντρο 

για κάποιο  >0, που ςθμαίνει ότι το K  δεν ζχει τθν CCP. 

(Θ απόδειξθ είναι παραλλαγι του κεωριματοσ του McCartney, ([Bo+) ςελ.245) 

Απόδειξθ: Ζςτω ότι το K  ζχει τθν Rademacher  ΝΤ΢ για ( ,  ) και ζςτω  

{ ,
n
k jx  : ( , )k j  nS } , n =2,3,… να είναι μια ακολουκία από πεπεραςμζνα  

( ,n  )-Rademacher δζντρα ςτο K . Για κάκε ( , )k j  S   κζτουμε  ,k jU  να είναι θ 

τομι του K  με μια κλειςτι ςφαίρα ακτίνασ  ,που περιζχει τα ,
n
k jx  για κάκε  n k . 

Στο χϊρο του γινομζνου  ΢ {  ( ,k jU , *weak : ( , )k j  S }  κεωροφμε τθν ακολουκία 

{
nf : 1,2,...}n  που είναι οριςμζνθ ωσ εξισ: 

 ( , )nf k j  ,

,
{

n k

n k

k
k j
n
k j

x

x








        ( , )k j  S . 

Ζτςι για δοςμζνο ( , )k j  S ,θ ακολουκία  , ( , )nf k j : n =1,2,…- είναι τελικά το  ( , )k j  

ςτοιχείο του n-οςτοφ πεπεραςμζνου Rademacher δζντρου. Αφοφ το ΢ είναι 

ςυμπαγζσ, θ  {
nf : 1,2,...}n   ζχει ζνα ςθμείο ςυςςϊρευςθσ ςτο ΢ και ζςτω ότι είναι 

το f .Ραρατθροφμε ότι όταν το ( , )k j  S  τότε  

(
1

2
)

nf ( 1,2 1k j  )+(
1

2
)

nf ( 1,2k j )= ( , )nf k j , όταν  n k  και για το λόγο αυτό 

ζχουμε ότι f ( 1,2 1k j  )+ f ( 1,2k j )= ( , )f k j  για κάκε ( , )k j  S .Επίςθσ   
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f ( 1,2 1k j  ) 1,2 1k jU    και ( , )f k j  ,k jU , υποςφνολα του K  με διάμετρο το 

πολφ 2 . Ζτςι για κάκε n , 

|| f ( ,1k )- ( , 2)f k +…- ( ,2 )kf k || ||
nf ( ,1k )- ( ,2)nf k +…- ( ,2 )n

kf k || - || f ( ,1k )-

( , 2)f k +…-
nf ( ,1k )+ ( ,2)nf k -…+ ( ,2 )n

kf k ||  2 ( 4 )k   >0. Ζτςι με ,k jx  ( , )f k j  

για ( , )k j  S  ζχουμε ότι 

{ ,k jx : ( , )k j  S }  είναι ζνα 2 ( 4 )k    Rademacher δζντρο, με τιμζσ ςτο K . 

Θεώρημα: Ζνασ δυϊκόσ χϊροσ *X ζχει τθν NRTP αν και μόνο αν ο *X  περιζχει ζνα 

άπειρο rademacher δζντρο. ( Ραραλλαγι  κεωριματοσ του McCartney  [Bo]) 

Απόδειξθ: Ζςτω (
nB ) μία ακολουκία από  πεπεραςμζνα ( ,  ) Rademacher δζντρα  

ςτον *X  με 0   και  0<
4


  .Για  κάκε  ( , )k j  nS  ,κα γράφουμε το 

nB ( , )k j  με 

( , )nf k j .Για κάκε ( , )k j  S  ορίηουμε ςαν ,k jB  να είναι θ κλειςτι ςφαίρα ακτίνασ 

 με τθν ιδιότθτα ότι για κάκε n  θ ακολουκία ( , )nf k j  είναι μζςα ςτθ ςφαίρα 

,k jB  και ςθμειϊνουμε το κζντρο τθσ ,k jB  με ,k jg .Για κάκε ,k jB  δίνουμε τθ ςχετικι 

* -τοπολογία, ζτςι ϊςτε το τοπολογικό γινόμενο   Q =
A ,k jB  να είναι ςυμπαγζσ. 

Για  κάκε n , ορίηουμε ζνα ςτοιχείο 
n  ςτο Q  ωσ εξισ: 

                     
n ( , )k j = ,

,

{
f

k j

k n

k n

k j
n

g








 

Αφοφ το Q  είναι μετριςιμα ςυμπαγισ, θ ακολουκία (
n ) ζχει ζνα ςθμείο 

ςυςςϊρευςθσ  ςτο Q . 
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3. Dunford-Pettis και γινόμενα Riesz   

Ζςτω X ζνασ  χϊροσ  Banach.Ππωσ ζχει ιδθ αναφερκεί, ο χϊροσ X  ζχει τθν CCP 

(complete continuity property) αν κάκε τελεςτισ T : 1[0,1]L X είναι Dunford-

Pettis.Αν K X  ζνα κυρτό, κλειςτό, φραγμζνο υποςφνολο  του X τότε το K  ζχει 

τθν CCP αν κάκε T : 1[0,1]L X με ( )T P K  είναι Dunford- Pettis.Ππου το 

P ςυμβολίηει το ςφνολο 1{ , 1}L d    τθν probability densities. 

Αφοφ κάκε αναπαραςτάςιμοσ τελεςτισ είναι  Dunford- Pettis,ζχουμε ότι αν το K  

ζχει τθν RNP τότε ςυνεπάγεται ότι το K  ζχει και τθ CCP.Το αντίςτροφο όμωσ δεν 

ιςχφει.(για παράδειγμα αν *JT
K B , 

BRK B ,θ μοναδιαία ςφαίρα του δυϊκοφ 

χϊρου του James tree, ι αντίςτοιχα θ μοναδιαία ςφαίρα του χϊρου Bourgain-

Rosenthal.([B-R]). 

Αν το K X  δεν ζχει τθν CCP τότε (*Bou],[W]) το K περιζχει ζνα δ-δζντρο το οποίο 

μποροφμε να το καταςκευάςουμε να είναι και δ’-Rademacher δζντρο (*G]). 

Θ καταςκευι αυτι μπορεί να γίνει ςε κάκε ςφνολο τθσ μορφισ 
1

n

i i

i

S


  με 0i   και 

1i   όπου τα 
iS  είναι slices του K  [P]. 

Είναι γνωςτό (*D-U]) ότι ο τελεςτισ T : 1[0,1]L X είναι Dunford- Pettis αν και μόνο 

αν το martingale :[0,1]n X  , όπου 
2

. ,

1

1
( ) ( ) ( )

2

n

n n k n kn
k

t T h h t


   με ,

,
1/ 2

n kI

n k n

X
h  , 

,

1
[ , ]

2 2n kI n n

k k
X


 , 0,1,...,2nk  , n  είναι Cauchy ςτθ νόρμα του Pettis 

([Bou],[D-U]). Αν 1

Xf L  τότε θ Pettis νόρμα τθσ f ,
*

*

|| || 1

|| || sup | |
x

f x f d


  . 
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Αν το martingale 
n είναι Cauchy  ςτθ νόρμα του Pettis και το 

n  δεν ςυγκλίνει 

ςχεδόν παντοφ, τότε ο τελεςτισ T : 1[0,1]L X  με lim ( ) ( )n
n

T t t dt    είναι 

Dunford-Pettis και μθ αναπαραςτάςιμοσ. Τζτοιοσ τελεςτισ  T : 1L X βρίςκεται 

για κάκε χϊρο X που δεν ζχει τθν RNP [Bou] ι ςε κάκε ςφνολο κυρτό, κλειςτό και 

φραγμζνο K  που δεν ζχει τθν RNP [W] (με ( )T P K ).  

Χρθςιμοποιϊντασ τθν ιδζα τθσ απόδειξθσ του παραπάνω, παρακζτουμε μια 

καταςκευι ςυνεχϊν μζτρων που είναι singular: Ζςτω  ( )n nr 
1[0,1]L  μία αςκενϊσ 

μθδενικι ακολουκία ςτον 1L  με || || 1nr   (για παράδειγμα 
nr =Rademacher). 

Καταςκευάηουμε ζνα δζντρο ςτον 1[0,1]L  ωσ εξισ: 
0,1 1  , 

11,1

1
1(1 )

3
nr   , 

11,2

1
1(1 )

3
nr   .Αν ζχει καταςκευαςκεί το 

,n k , ορίηουμε 1,2 1 ,

1
(1 )

3 kn k n k nr      

και 1,2 ,

1
(1 )

3 kn k n k nr    . Θ ακολουκία ( )
knr μπορεί να επιλεγεί με τζτοιο τρόπο 

(βλζπε *Bou]) ζτςι ϊςτε το δζντρο ,( )n k  να ορίηει Dunford- Pettis τελεςτι. 

                                     0,1  

                            1,1        1,2                   

 

 

                              ,n k   

                     1,2 1n k        1,2n k        
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1|| ||n n  
*

2
*

,
|| || 1 1

sup | ( ) |

n

n k
x k

x d
 

  = 1,2 1 1,2
|| || 1

sup | , |
L

n k n k
g

g  


  


   =

2

,
|| || 1 1

sup | , |

n

kn k n
g k

g r
  

  1

1

2n
   (όπου 

, 1,2 1 1,2 ,n k n k n k n n kd r       ). 

 Το * lim ( )n xx   υπάρχει ςχεδόν παντοφ και ο ςτοχαςτικόσ πυρινασ 
xx   

αναπαριςτά τον * :T L L   με τθν ζννοια * ( ) xT f x fd  , ςχεδόν παντοφ, για 

κάκε f L  ([Wei]).Επίςθσ από *Wei+ ζχουμε ότι αν ο T  είναι Dunford-Pettis τότε 

τα { }x είναι ςυνεχι μζτρα ςχεδόν παντοφ. Επειδι όμωσ το δζντρο 
,( )n k  είναι  

δ-δζντρο , 1,2 1 1,2 , ,|| || || || || || 1
kn k n k n k n n kr         , ο τελεςτισ 1 1:T L L  είναι μθ 

αναπαραςτάςιμοσ που ςυνεπάγεται ότι το 
x  είναι singular ωσ προσ το μζτρο 

Lebesgue   ([Wei]).Ραρατθροφμε ότι *

1

1
(1 )

3 ix nr


 




    (ζνα είδοσ Riesz 

γινομζνου) ςυνεχζσ και singular μζτρο. 

                             

 

                                 

 

                                  Σελικζς Παρατηρήσεις 

Στθ μελζτθ αυτι βρικαμε γεωμετρικό χαρακτθριςμό για τθν superCCP.Είναι γνωςτό 

([G-J+) ότι ο χϊροσ ζχει τθν superCCP αν και μόνο αν ο χϊροσ ζχει Rademacher τφπο. 
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Οριςμόσ : Ζνασ χϊροσ X ζχει Rademacher τφπο p , αν για 1 2p   υπάρχει 

ςτακερά c τζτοια ϊςτε για κάκε 
1{ }n

i ix 
 ςτο X , 

1 1

1 1

( || || ) ( || || )
n n

p p p p
i i i

i i

E x c x
 

  . 

   

Είναι γνωςτό ότι υπάρχει χϊροσ τφπου 2 που δεν είναι reflexive (James, Israel 78). 

Συνεπϊσ ζχουμε ότι υπάρχει χϊροσ  με τθν superCCP ιδιότθτα που δεν ζχει τθν 

superRNP  ιδιότθτα. Θ λεπτι διαφορά των 2 εννοιϊν (superRNP και  superCCP) 

φαίνεται από τα παρακάτω ςθμεία(*A-K]): 

1. Ζνασ χϊροσ X  είναι super reflexive ςυνεπϊσ ζχει και τθν superRNP αν για 

κάκε 0  ,υπάρχει ( )N N   ζτςι ϊςτε αν 
j Xx B , με 1 j N   τότε 

υπάρχει κετικόσ ακζραιοσ n ,με 1 n N   και 
1 2{ , ,... }ny co x x x ,   

1{ ,..., }n Nz co x x  με || ||y z   . 

2. Ζνασ χϊροσ X  ζχει μθ τετριμμζνο τφπο (1 2p  ) άρα ζχει και τθν  

superCCP αν για κάκε 0  ,υπάρχει ( )N N   ζτςι ϊςτε αν j Xx B ,  

1 j N  , με || || 1jx   υπάρχει {1,2,..., }A N  και { }j j Ay co x  , 

 { }j j Az co x   με || ||y z   . 

 

Θεώρημα ([D-J-T]) : Ζςτω  X  κλειςτόσ υπόχωροσ του 1L (μ) (όπου μ πεπεραςμζνο 

μζτρο).Ο X  ζχει τφπο 1p   αν και μόνο αν ο X  είναι ιςομορφικόσ με ζναν 

υπόχωρο του rL (ν) , 1 2r   και το ν μζτρο πικανότθτασ . 

Χρθςιμοποιϊντασ το παραπάνω κεϊρθμα, αποδεικνφουμε τθν εξισ πρόταςθ. 
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Ρρόταςθ: Ο χϊροσ BR (Bourgain-Rosenthal) ζχει τθν CCP αλλά δεν ζχει τθν 

superCCP. 

Απόδειξθ: Ο χϊροσ BR είναι υπόχωροσ του 1[0,1]L  που δεν ζχει τθν RNP αλλά δεν 

περιζχει δυαδικά δζντρα (*B-R+).Είναι γνωςτό(*Bou]) ότι αν ο X  δεν ζχει τθν CCP 

τότε θ 
XB  περιζχει ζνα δυαδικό δ-δζντρο. Άρα ο χϊροσ BR ζχει τθν CCP.Αν είχε τθν 

superCCP τότε κα είχε τφπο 1p   και από το παραπάνω κεϊρθμα κα ιταν 

αυτοπακισ. Άτοπο. 

 Τελειϊνουμε τϊρα, με μια ερϊτθςθ: 

Υπάρχει χϊροσ με τθν CCP που δεν εμφυτεφεται ςε δυϊκό χϊρο *X  με 
1l         X ; 

Ριςτεφουμε ότι ζνασ χϊροσ αντίςτοιχοσ με τον χϊρο των  McCartney- O’Brien (ο 

χϊροσ αυτόσ ζχει τθν RNP και δεν εμφυτεφεται ςε διαχωρίςιμο δυϊκό) είναι πικανό 

να μθν εμφυτεφεται ςε δυϊκό χϊρο *X  με 
1l         X . 
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