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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Πολλές φορές, στην Βιολογία, στην Φυσική, στις Κοινωνικές Επιστήµες, στην 
Οικονοµία θέλουµε να µελετήσουµε φαινόµενα ή συστήµατα τα οποία εξελίσσονται  
αναφορικά µε τον χρόνο (ή τον χώρο), των οποίων η µελλοντική συµπεριφορά δεν 
είναι τελείως καθορισµένη (προβλέψιµη) αλλά χαρακτηρίζεται από ένα είδος 
«τυχαιότητας». Τα συστήµατα αυτά καλούνται Στοχαστικά και η Θεωρία των 
Πιθανοτήτων φαίνεται να είναι το κατάλληλο πλαίσιο για την µελέτη τους.  
 

Πράγµατι, τα Μαθηµατικά µοντέλα που χρησιµοποιούνται τόσο για την 
περιγραφή όσο και για την µελέτη των Στοχαστικών αυτών συστηµάτων 
κατασκευάζονται µε την βοήθεια συγκεκριµένων οικογενειών συναρτήσεων (τυχαίες 
µεταβλητές), τις οποίες καλούµε Στοχαστικές Ανελίξεις (σ.α).  
 

Οι Στοχαστικές Ανελίξεις χαρακτηρίζονται από τις σχέσεις εξάρτησης  
µεταξύ των τυχαίων µεταβλητών τους. Τέτοιου είδους σχέσεις εξάρτησης είναι π.χ. η 
ιδιότητα Markov, η ιδιότητα των στάσιµων προσαυξήσεων, η ιδιότητα των 
martingales κ.α. H τελευταία αυτή σχέση (ιδιότητα) ικανοποιείται από αρκετά 
συστήµατα, οπότε η θεωρία των martingales έχει αναπτυχθεί σ’ ένα βασικό 
«εργαλείο» στις Θεωρητικές και Εφαρµοσµένες Πιθανότητες αλλά και στην 
Στατιστική.  

 
Στην παρούσα εργασία αναπτύσσουµε την θεωρία των martingales (διακριτού 

χρόνου) δίνοντας πριν όλα εκείνα τα «συστατικά» τα απαραίτητα για την ανάπτυξη 
της. Στην συνέχεια µε την βοήθεια της θεωρίας αυτής αποδεικνύουµε προτάσεις που 
αφορούν δύο πολύ συγκεκριµένες εφαρµογές της, αυτή των τυχαίων περιπάτων και  
εκείνη των κλαδωτών αλυσίδων. Οι περισσότερες από τις προτάσεις αυτές έχουν 
αποδειχθεί σε προηγούµενα κεφάλαια µε την βοήθεια της κλασσικής Πιθανοθεωρίας.  

 
Μέσα από την σύγκριση των δύο µεθόδων απόδειξης, αυτής της  κλασσικής 

Πιθανοθεωρίας και εκείνης των martingales φαίνεται το «δυναµικό» της δεύτερης 
θεωρίας (οι αποδείξεις στην πρώτη περίπτωση είναι µακροσκελείς και χρονοβόρες 
ενώ στην δεύτερη σχετικά σύντοµες και «κοµψές»). Ακόµα µέσα από την απόδειξη 
προτάσεων µε την θεωρία των martingales, γίνεται φανερό πως µπορεί η εν λόγω 
θεωρία να εφαρµοστεί σε καταστάσεις και να επιλύσει προβλήµατα τα οποία δεν 
µπορούν να αντιµετωπιστούν µε την βοήθεια των κλασσικών πιθανοτήτων. 

 
Πιο συγκεκριµένα, στην εργασία αυτή, παρουσιάζονται τα εξής. Στο πρώτο 

κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη εισαγωγή στις (κλασσικές) Πιθανότητες. Στο δεύτερο 
κεφάλαιο ορίζεται η έννοια ενός τυχαίου περίπατου, δίνονται παραδείγµατα τυχαίων 
περιπάτων και αποδεικνύονται προτάσεις σχετικές µε αυτούς µε σπουδαιότερη εκείνη 
της καταστροφής ενός παίκτη. Στο τρίτο κεφάλαιο δίνεται η έννοια µίας κλαδωτής 
αλυσίδας, αναφέρονται παραδείγµατα κλαδωτών αλυσίδων και αποδεικνύονται 
προτάσεις σχετικές µε αυτές µε πιο σηµαντική εκείνη του υπολογισµού της 
πιθανότητας εξάλειψης ενός πληθυσµού. Στο τέταρτο κεφάλαιο δίνεται η έννοια της 
δεσµευµένης πιθανότητας, αναφέρονται παραδείγµατα και αποδεικνύονται οι 
κυριότερες ιδιότητες της. Στο πέµπτο κεφάλαιο γενικεύοντας την έννοια της 
δεσµευµένης πιθανότητας  παίρνουµε την έννοια της δεσµευµένης µέσης τιµής, η 
οποία είναι το βασικό σηµείο αναφοράς για τον ορισµό ενός martingale. Αναφέρονται 
επίσης εφαρµογές και αποδεικνύονται βασικές ιδιότητές της. Στο έκτο κεφάλαιο 

                                                                                                                                  



ορίζεται η έννοια ενός martingale και γίνεται µια εκτενής αναφορά σε παραδείγµατα 
των martingales, για να φανεί ότι η αντίστοιχή τους θεωρία, µπορεί να εφαρµοστεί 
και να µοντελοποιήσει συστήµατα σε πολλούς κλάδους των επιστηµών, επιλύνοντας 
αρκετά πραγµατικά προβλήµατα. Ορίζονται επίσης οι έννοιες ενός submartingale και 
ενός supermartingale. Τέλος αναφέρονται ιδιότητες και αποδεικνύονται οι κυριότερες 
προτάσεις των martingales. Το έβδοµο κεφάλαιο χωρίζεται σε δύο µέρη. Στο πρώτο 
αποδεικνύονται, µε την βοήθεια των martingales, προτάσεις για τους τυχαίους 
περίπατους  (προτάσεις που όπως είπαµε έχουν αποδειχθεί µε άλλη µέθοδο στο 
δεύτερο κεφάλαιο). Στο δεύτερο µέρος αποδεικνύονται, µε την βοήθεια και πάλι των 
martingales, προτάσεις για τις κλαδωτές αλυσίδες  (προτάσεις που έχουν αποδειχθεί 
µε άλλη µέθοδο στο τρίτο κεφάλαιο). 

 
Κλείνοντας αυτόν τον ενηµερωτικό πρόλογο, θεωρώ καθήκον µου να 

ευχαριστήσω τον καθηγητή µου κ. Τρύφωνα ∆άρρα ο οποίος µε την πολύτιµη 
βοήθειά του συνέβαλλε σηµαντικά στην πορεία της παρούσας διπλωµατική εργασίας. 
Ακόµα θα ήθελα να ευχαριστήσω τους γονείς µου οι οποίοι σε όλη τη διάρκεια των 
σπουδών µου στήριξαν  κάθε απόφασή µου, καθώς και το σύζυγό µου για την 
υποµονή και την κατανόηση που έδειξε κατά τη διάρκεια των µεταπτυχιακών µου 
σπουδών. 
 
  

                                                                                                                                  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1       ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ 
 
Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρουµε ορισµένες από τις βασικές έννοιες και αποτελέσµατα  
από την Θεωρία Πιθανοτήτων, αντικείµενα τα οποία είναι απαραίτητα για την 
κατανόηση όλων αυτών που περιγράφονται στα κεφάλαια που ακολουθούν. 
 
 
1.1   Ορισµός Πιθανότητας 
 
   Στην Θεωρία Πιθανοτήτων, ξεκινάµε από το λεγόµενο πείραµα δηλαδή µία 
διαδικασία η οποία µπορεί να επαναληφθεί θεωρητικά άπειρες φορές, κάτω από τις 
ίδιες ουσιαστικά συνθήκες, και στο τέλος της οποίας παρατηρούµε ορισµένα 
αποτελέσµατα π.χ. η ρίψη ενός νοµίσµατος µε δύο όψεις, η ρίψη ενός συµµετρικού 
ζαριού, ο αριθµός των αυτοκινήτων που περνούν από µία διασταύρωση, το βάρος των 
παιδιών µίας τάξης ενός δηµοτικού σχολείου  ή ο αριθµός των γιατρών σε µία 
περιοχή της χώρας µπορούν να θεωρηθούν πειράµατα.  
 
    Τα πειράµατα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, τα καθοριστικά  και τα λεγόµενα 
πειράµατα τύχης. 
 
 Καθοριστικά λέγονται τα πειράµατα εκείνα τα οποία έχουν ένα δυνατό αποτέλεσµα, 
το οποίο είναι γνωστό εκ των προτέρων , και έτσι είναι φυσικό να µην παρουσιάζουν 
ενδιαφέρον.  
 
 Πειράµατα τύχης λέγονται εκείνα τα πειράµατα τα οποία έχουν περισσότερα του 
ενός δυνατά αποτελέσµατα και ως εκ τούτου δεν είναι δυνατόν να είναι γνωστό το 
αποτέλεσµα πριν από την εκτέλεση του πειράµατος ( το αποτέλεσµα θα ανήκει σε ένα 
σύνολο δυνατών αποτελεσµάτων γνωστό εκ των προτέρων) π.χ. όταν ρίχνουµε ένα 
νόµισµα µε δύο όψεις. Με τέτοια  πειράµατα ασχολείται η Θεωρία  Πιθανοτήτων. 
 
Το σύνολο Ω όλων των δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης καλείται 
δειγµατοχώρος του πειράµατος, ενώ κάθε ένα από τα (δυνατά αυτά) αποτελέσµατα 
καλείται απλό γεγονός ή δειγµατοσηµείο.  
 
Υπάρχουν δύο είδη δειγµατοχώρων, εκείνοι για τους οποίους το Ω είναι πεπερασµένο 
ή αριθµήσιµο σύνολο και οι οποίοι ονοµάζονται διακριτοί και εκείνοι για τους 
οποίους το Ω είναι µη-αριθµήσιµο σύνολο και οι οποίοι ονοµάζονται συνεχείς.  
 
Αφού λοιπόν σ’ ένα πείραµα τύχης δεν είναι δυνατόν να προβλεφθεί εκ των 
προτέρων το ποιό ακριβώς αποτέλεσµα θα συµβεί, θα ήθελε κάποιος να ήταν σε θέση 
να αντιστοιχήσει σε κάθε ένα από αυτά τα (δυνατά) αποτελέσµατα έναν αριθµό, τον 
οποίο θα καλούµε πιθανότητα του απλού γεγονότος και ο οποίος θα µας φανερώνει 
το πόσο δυνατόν είναι να συµβεί το εν λόγω γεγονός.  
 
Ορισµός    Εάν ο δειγµατοχώρος ενός πειράµατος τύχης είναι ίσος µε: 
 

{ }naaa L,, 21=Ω  
 

 1



τότε αντιστοιχούµε σε κάθε ένα από αυτά τ’ αποτελέσµατα njj ,2,1, L=α  έναν 

αριθµό, µεταξύ 0 και 1, njp j ,2,1, L=  ( και τέτοιον ώστε το ) ο οποίος 

µας φανερώνει το πόσο δυνατόν είναι να συµβεί το γεγονός   

∑
=

=
n

j
jp

1

1

{ } njj ,2,1, L=α  , 
συµβολικά: 
 

{ } njpaP jj ,,2,1)( L==  
 
και τον οποίο όπως είπαµε καλούµε πιθανότητα του απλού γεγονότος }{ jα . 
 
Αν τώρα , το Α καλείται γεγονός, και  εάν Ω⊆Α
 

{ }
kiii aaaA L,,

21
=  

 
τότε είναι φανερό ότι  η (κατάλληλη αντιστοίχηση) πιθανότητα του είναι ίση µε: 
 

kiii pppAP +++= L
21

)(  
 
Στην πράξη αν , τότε το Α καλείται γεγονός στην περίπτωση κατά την οποία 
το Α ανήκει σε µία ιδιαίτερη κλάση 

Ω⊆Α
ℑ  υποσυνόλων του δειγµατοχώρου Ω, η οποία 

καλείται σ-άλγεβρα και ικανοποιεί τις παρακάτω τρεις ιδιότητες: 
 
        (α) ∅∈  ℑ
 

        (β)  Αν    τότε 1 2, ,....A A ∈ℑ
1i
A

∞

=

∈ℑ∪  

 
        (γ)  Αν    τότε ,  όπου  το συµπλήρωµα του συνόλου Α ως προς 

το σύνολο Ω.. 
A∈ℑ 'A ∈ℑ 'A

 
 
Ορισµός   (Αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας κατά Kolmogorov)  
 
Γενικότερα η πιθανότητα (ή ένα πιθανοθεωρητικό µέτρο ή ένα µέτρο 
πιθανότητας) µπορεί να θεωρηθεί σαν µια συνολοσυνάρτηση: 
 

]1,0[: →ℑP  
 
 όπου  η κλάση (σ-άλγεβρα) των γεγονότων του δειγµατοχώρου Ω, και η οποία 
συνολοσυνάρτηση ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:  

ℑ

 
         (1)    (το σύνολο Ω καλείται βέβαιο γεγονός) 1)( =ΩP
 
                   
         (2) αν  γεγονότα (δηλαδή { } NiiA ∈ { }i i N

A
∈

⊂ ℑ ) τέτοια ώστε  
τότε: 
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Εάν Α  είναι ένα γεγονός, τότε λέµε ότι το Α πραγµατοποιείται σε µία εκτέλεση 
του πειράµατος, εάν το αποτέλεσµα του πειράµατος είναι στοιχείο του Α. 

Ω⊆

 
 
Πολλές φορές ασχολούµαστε µε πειράµατα τύχης των οποίων ο  δειγµατοχώρος είναι 
ένα πεπερασµένο σύνολο, σαν σ-άλγεβρα έχουµε το δυναµοσύνολο ( )℘Ω  του Ω  
(σύνολο όλων των δυνατών υποσυνόλων του Ω), και τα δειγµατοσηµεία έχουν την 
ίδια δυνατότητα να συµβούν (οµοιόµορφη πιθανότητα) και ως εκ τούτου, εάν: 
 

{ }naaa L,, 21=Ω  
 
τότε: 
 

                                          { } nj
n

aP j ,,2,1
)(#

11)( L=
Ω

==                      

 
όπου µε #(Ω) συµβολίζουµε τον αριθµό των στοιχείων του συνόλου Ω (πληθάριθµος    
του Ω) .  Εάν: 
 

{ }
kiii aaaA L,,

21
=  

 
τότε: 
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)(#)(

Ω
Α

==Α
n
kP                                        

  
Ο παραπάνω ορισµός της πιθανότητας καλείται κλασσικός ορισµός (κατά Laplace).  
 
 
Ένας τρίτος ορισµός της πιθανότητας, είναι αυτός που ακολουθεί µε την βοήθεια της 
σχετικής συχνότητας. 
 
Ορισµός    (Η σχετική συχνότητα σαν πιθανότητα)  
 
Έστω ότι ένα πείραµα τύχης, του οποίου ο δειγµατοχώρος µπορεί να είναι είτε 
διακριτός είτε συνεχής, επαναλαµβάνεται n φορές και έστω ότι  κάθε µία  από αυτές 
τις επαναλήψεις είναι ανεξάρτητη από όλες τις προηγούµενες της. Για ένα γεγονός Α, 
έστω  ο αριθµός των φορών που πραγµατοποιείται το Α στις n επαναλήψεις 
(συχνότητα του Α). Η ποσότητα: 

)(Af

 

A
f(A)f =

n
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καλείται σχετική συχνότητα του γεγονότος Α. Εάν θεωρήσουµε ότι το όριο αυτής 
της ποσότητας του n τείνοντος στο άπειρο υπάρχει , τότε ο αριθµός αυτός καλείται 
(στην πράξη) πιθανότητα του Α.  
 
Η σχετική συχνότητα ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες: 
 

ΒΒ∪

Ω

+=⇒∅=Β∩ΑΕ
=
≥

fffά
f
f

AA

A

ν)3(
1)2(
0)1(

 

 
 
Οι παρακάτω  τύποι είναι εύκολο να αποδειχθούν και ισχύουν γενικά για όλα τα 
πειράµατα τύχης. 
 
(i)  )(1)'( Α−=Α PP   
 
(ii)  Αν Α,Β   τότε  Ω⊆
 

)()()()( Β∩Α−Β+Α=Β∪Α PPPP  
 

  Για τρία γεγονότα Α,Β,Γ  η ταυτότητα αυτή γίνεται: 
 

)()()()()()()()( Γ∩Β∩Α+Γ∩Β−Γ∩Α−Β∩Α−Γ+Β+Α=Γ∪Β∪Α PPPPPPPP
 
 
Γενικότερα, ισχύει το παρακάτω θεώρηµα: 
 
Θεώρηµα  (Poincare).  Η πιθανότητα να συµβεί ένα τουλάχιστον από τα n γεγονότα 

 δίνεται από την σχέση: nAAA ,,, 21 L

∑

∑ ∑

≤<<≤

−

= ≤<≤

∩∩∩−−∩∩

+∩−=∪∪∪

nkji
n

n
kji

n

i nji
jiin

AAAPAAAP

AAPAPAAAP

1
21

1

1 1
21

)()1()(

)()()(

LL

L

 

 
 
(iii)  Αν  τότε:   Β⊆Α
 
        (α) )()( Β≤Α PP  και  
 
        (β)  Η διαφορά του γεγονότος Α από το Β ορίζεται από { }AxBxAB ∉∈=− ,  

παριστάνει δε το γεγονός «συµβαίνει µόνο το γεγονός Β». Ισχύει:  
 
                        )()()( Α−Β=Α−Β PPP    
 
 
(iv)  )()()'( Β∩Α−Α=Β∩Α PPP  
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(v) Η συµµετρική διαφορά των Α και Β ορίζεται σαν:  

          
( ) ( )A B A B B A∆ = − ∪ −  

 
        και παριστάνει το γεγονός «συµβαίνει ακριβώς ένα από τα Α,Β». 

Αποδεικνύεται ότι:   
 

( ) ( ) ( ) 2 ( )P A B P A P B P A B∆ = + − ∩  
 
(vi) Από την (ii)  είναι φανερό ότι ( ) ( ) (P P )PΑ∪Β ≤ Α + Β  
 
                Γενικότερα, αν Α1, Α2, ..., Αn, είναι γεγονότα ενός δειγµατοχώρου Ω, τότε: 
 

                                     
11

( ) (
n n

k
kk

P A P
==

)k≤ Α∑U                    (υποπροσθετική ιδιότητα)   

 
 
1.2    Ανεξαρτησία 
 
Μία από τις βασικές έννοιες που συναντά κανείς στην θεωρία των Πιθανοτήτων είναι 
εκείνη της ανεξαρτησίας δύο γεγονότων.  
 
 
Ορισµός ∆ύο γεγονότα Α,Β , του ίδιου πειράµατος τύχης, ονοµάζονται (στοχα-
στικά) ανεξάρτητα αν η πραγµατοποίηση του ενός δεν µας δίνει πληροφορίες για 
την πραγµατοποίηση του άλλου ή ισοδύναµα αν ικανοποιείται η παρακάτω σχέση: 
 

         P(Α Β)=P(Α) P(Β)∩ ⋅             
 
π.χ. εάν ρίξουµε ένα ζάρι δύο φορές, το αποτέλεσµα της δεύτερης ρίψης είναι ανε-
ξάρτητο από το αποτέλεσµα της πρώτης ρίψης. 
 
 
Ορισµός Τρία  γεγονότα Α,Β,Γ καλούνται (στοχαστικά) ανεξάρτητα αν ισχύουν και 
οι τέσσερες παρακάτω συνθήκες: 
 
(i)     και P(Α Β Γ) = P(Α) P(Β) P(Γ)∩ ∩ ⋅ ⋅
(ii)    P(Α Β) = P(Α) P(Β)∩ ⋅
(iii)  P(  Β Γ) = P(Β) P(Γ)∩ ⋅
(iv)       P(Α Γ) = P(Α) P(Γ)∩ ⋅
 
δηλαδή πέρα από το ότι τα Α,Β,Γ  θα πρέπει να είναι ανά δύο ανεξάρτητα (συνθήκες 
(ii), (iii), (iv)) θα πρέπει να ισχύει και η (i). 
 
 
 
Παρατήρηση 
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Αν ισχύουν µόνο οι συνθήκες (ii),(iii), (iv) αλλά  όχι  η (i) τότε τα γεγονότα λέγονται 
ανεξάρτητα κατά ζευγάρια.  
 
Ο ορισµός της ανεξαρτησίας δύο γεγονότων γενικεύεται και στην περίπτωση n 
γεγονότων. 
 
Ορισµός Τα γεγονότα  καλούνται (στοχαστικά) ανεξάρτητα αν 
ισχύουν (

1 2A , A , , AL n

όλες) οι  παρακάτω συνθήκες: 
 

1 2 k 1 2r r r r r rP(A A A ) = P(A ) P(A ) P(A )∩ ∩ ∩ ⋅L L
k

≤

n

L

n

 
 

µε  (δηλαδή η παραπάνω συνθήκη ισχύει για 
οποιοδήποτε  k  από τα n γεγονότα). 

1 2 k1 r <r < <r n & 2 k n≤ ≤ ≤L

 
 
(Αντι) Παράδειγµα 
Τα  γεγονότα  ικανοποιούν τις συνθήκες:  1 2A , A , , AL

i i 1 2 i 1 2 iΡ(Α ) = p , P(Α Α Α ) = p p p i=1,2, ,n∩ ∩ ∩ ⋅ ⋅L L  
 

Τα  δεν είναι ανεξάρτητα. 1 2A , A , , AL

 
 
1.3   ∆εσµευµένη πιθανότητα  
 
Ας υποθέσουµε ότι Α,Β είναι δύο γεγονότα ενός πειράµατος τύχης. Μερικές φορές, 
όταν εκτελούµε το εν λόγω πείραµα, η πληροφορία που παίρνουµε από την 
πραγµατοποίηση του γεγονότος Α µπορεί να µας δίνει την δυνατότητα να 
επαναπροσδιορίσουµε την πιθανότητα του γεγονότος Β. Η «νέα» αυτή πιθανότητα 
του γεγονότος Β καλείται δεσµευµένη πιθανότητα του γεγονότος Β δοθέντος του 
γεγονότος Α, συµβολικά: 
 

)/( ΑΒP  
 
Ορισµός  Η δεσµευµένη πιθανότητα  του γεγονότος Β  δοθέντος του γεγονότος Α  
ορίζεται σαν: 
 

 P(Α Β)P( B Α)=
P(Α)
∩                   

       
υπό την προϋπόθεση βέβαια ότι η ποσότητα του δεύτερου µέλους έχει νόηµα, δηλαδή 

.   P(Α)>0
 
Η ονοµάζεται πιθανότητα εκ των προτέρων (a priori), ενώ η  
πιθανότητα εκ των υστέρων (a posteriori). 

P(Α) P(Β/Α)

 
Παράδειγµα 
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Ας υποθέσουµε ότι ρίχνουµε δύο ζάρια. Ποιά η πιθανότητα το 1ο ζάρι να είναι 5 
δοθέντος ότι το άθροισµα των ζαριών είναι 6 ; 
 
Λύση  
Ορίζουµε τα γεγονότα: 
 
Α= «το 1ο ζάρι να είναι 5»={5-1, 5-2, 5-3, 5-4, 5-5, 5-6} 
Β= «το άθροισµα των ζαριών είναι 6»={1-5, 2-4, 3-3, 4-2, 5-1} τότε: 
 

1
1 5 P(A B) 36P(A B)= , P(B)= οπότε     P( A B)= = =

536 36 P(B) 5
36

∩
∩

1  

           #  
 
 
Παρατήρηση  
Η δεσµευµένη πιθανότητα P( B)⋅  ικανοποιεί τις τρεις βασικές ιδιότητες του ορισµού 
της πιθανότητας, δηλαδή αν Α,Γ είναι γεγονότα:  
 
(i) 0 P( A B) 1

(ii) P(Ω B)=1

(iii)  P( A Γ B) = P( A B)+P(Γ B) αν Α Γ=

≤ ≤

∪ ∩ ∅

 

 
δηλαδή µπορούµε να πούµε ότι η P( B)⋅  είναι ένα µέτρο πιθανότητας στο Β. Θα 
ισχύουν λοιπόν ιδιότητες όπως:  
 

P( ' B)=1-P( B)    A A  
 

Πράγµατι: 
P(B Α') P(B)-P(B Α) P(B) P(B Α)P( A ' B)= = =1-P( A B) 

P(B) P(B) P(B) P(B)
∩ ∩ ∩

= −  

 
 
Παρατήρηση  Η δεσµευµένη πιθανότητα συνδέεται στενά και µε την ανεξαρτησία. 
Έτσι εάν: 
  

 )()/( Β=ΑΒ PP                                   
  
δηλαδή η πληροφορία ότι συνέβη το Α δεν αλλάζει την πιθανότητα του Β, τότε τα 
γεγονότα Α και Β θα πρέπει να είναι ανεξάρτητα. Πράγµατι: 
 

)()()(
)(

)()/()( Α⋅Β=Α∩Β⇒
Α
Α∩Β

=ΑΒ=Β PPP
P

PPP  

 
δηλαδή τα Α,Β είναι ανεξάρτητα. 
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Ισχύει και τι αντίστροφο, δηλαδή εάν τα Α,Β είναι ανεξάρτητα τότε  )/()( ΑΒ=Β PP
(ισοδύναµα )/()( ΒΑ=Α PP ). Πράγµατι: αφού τα Α,Β είναι ανεξάρτητα 
 

)(
)(

)()(
)(

)()/()()()( Β=
Α

Α⋅Β
=

Α
Α∩Β

=ΑΒ⇒Α⋅Β=Α∩Β P
P

PP
P

PPPPP  

 
 
Έτσι ένας ισοδύναµος ορισµός της ανεξαρτησίας δύο γεγονότων είναι ο εξής: 
 
Ορισµός   ∆ύο γεγονότα Α,Β ονοµάζονται (στοχαστικά) ανεξάρτητα αν ικανοποιεί-
ται η παρακάτω σχέση: 
 

)/()( ΑΒ=Β PP  
 
(ισοδύναµα )/()( ΒΑ=Α PP ). 
 
Παρατήρηση  (ανεξαρτησία υπό συνθήκη) 
Αν δύο γεγονότα Α1,Α2 είναι ανεξάρτητα και Β ένα τρίτο γεγονός, τότε τα γεγονότα 
δεν είναι (απαραίτητα) ανεξάρτητα υπό συνθήκη (δεν ισχύει δηλαδή, εν γένει,  

1 2 1 2( ) ( ) (Ρ Α ∩Α Β = Ρ Α Β ⋅Ρ Α Β) ). 
 
 
1.4  Θεώρηµα  πολλαπλασιαστικό , ολικής πιθανότητας ,  Bayes 
 
Πολλές φορές ο υπολογισµός της πιθανότητας της τοµής δύο γεγονότων, µε την 
χρήση του ορισµού της (οµοιόµορφης) πιθανότητας είναι αρκετά δύσκολος. Ο 
υπολογισµός γίνεται απλούστερος παίρνοντας την δεσµευµένη πιθανότητα του ενός 
από τα δύο γεγονότα αναφορικά µε το άλλο. 
  
Χρησιµοποιώντας λοιπόν, µόνο τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε το 
παρακάτω θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα  (Πολλαπλασιαστικό)  Για τα γεγονότα Α,Β ισχύει: 

 
P(Α Β)=P( B Α) P(Α)∩ ⋅  

 
(ισοδύναµαP(Α Β)=P( A Β) P(B)∩ ⋅ ). 
 
Παράδειγµα  
Ένα δοχείο περιέχει 7 µαύρες µπάλες και 5 άσπρες. Επιλέγουµε δύο µπάλες τυχαία , 
χωρίς επανατοποθέτηση. Ποιά η πιθανότητα και οι δύο µπάλες να είναι  µαύρες; 
 
Λύση 
1ος τρόπος: Χρησιµοποιώντας συνδυασµούς έχουµε:  
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7 7!
2 2! 5! 42P{δυό µαύρες µπάλες}

12!12 105
2!10!2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
2ος τρόπος: Εάν ορίσουµε τα γεγονότα 
 

Μj = «η j µπάλα που επιλέγουµε είναι µαύρη»    j=1,2 
 
τότε από το πολλαπλασιαστικό θεώρηµα, έχουµε: 
 

1 2 2 1 1
6 7 42P(Μ Μ ) = P( M ) P(Μ )= 

11 12 105
∩ Μ =  

 
           # 

 
 

Το παραπάνω (πολλαπλασιαστικό) θεώρηµα γενικεύεται και σε περισσότερα από δύο 
γεγονότα.  Η απόδειξή του και πάλι έπεται εύκολα από τον ορισµό της δεσµευµένης 
πιθανότητας. 
 
Θεώρηµα  (Πολλαπλασιαστικό)    Για τα γεγονότα  ισχύει: 1 2 nE ,E , ,EL

 
1 2 n n n-1 n-2 1 3 2 1 2 1 1P(E E E ) = P( E E E E ) P( E E E ) P( E E ) P(E )∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ⋅ ⋅L L L  

 
 
 
Στις δεσµευµένες πιθανότητες ισχύει επίσης το παρακάτω βασικό θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα  (Bayes) Εάν Α,Β είναι δύο γεγονότα, του ίδιου δειγµατοχώρου, και 

 τότε: 0)( >ΒP
 

      
)(

)()/()/(
Β

Α⋅ΑΒ
=ΒΑ

P
PPP                              

 
 
 

Το παραπάνω θεώρηµα γενικεύεται και σε περισσότερα από δύο γεγονότα, ως εξής: 
 
Αν Α1, Α2, ..., Αn, Β είναι γεγονότα ενός δειγµατοχώρου Ω, τέτοια  ώστε: 
 
(α)  nΑ∪Α∪Α=Ω K21

 
(β) njijiji ,,2,1,,, K=≠∀∅=Α∩Α  
 
(γεγονότα που ικανοποιούν τις ιδιότητες (α) και (β) λέµε ότι αποτελούν διαµέριση  
του δειγµατοχώρου Ω) 

 9



 
τότε: 
 
Θεώρηµα (Ολικής Πιθανότητας)  Αν Α1, Α2, ..., Αn, Β είναι γεγονότα ενός 
δειγµατοχώρου Ω, τα δε  Α1, Α2, ..., Αn  αποτελούν διαµέριση του δειγµατοχώρου Ω, 
τότε: 
 

                  
1 1

( ) ( ) ( | ) ( )
n n

k k
k k

P P P P
= =

Β = Β∩Α = Β Α Α∑ ∑ k

            
 

Ακόµα, το θεώρηµα Bayes στην γενικότερη αυτή περίπτωση γίνεται. 
 
Θεώρηµα  (Bayes) Αν Α1, Α2, ..., Αn, Β είναι γεγονότα ενός δειγµατοχώρου Ω, τα δε  
Α1, Α2, ..., Αn  αποτελούν διαµέριση του δειγµατοχώρου Ω, τότε ισχύει η σχέση: 
 

)()/()()/()()/(
)()/(

)(
)(

)/(
2211 nn

jjj
j PPPPPP

PP
P

P
P

ΑΑΒ++ΑΑΒ+ΑΑΒ

Α⋅ΑΒ
=

Β

Β∩Α
=ΒΑ

K
 

 
 
Παράδειγµα 
Έστω ότι σε µία συγκεκριµένη διαδροµή η πιθανότητα  ένα οποιοδήποτε φανάρι της 
τροχαίας να είναι του ίδιου χρώµατος µε το προηγούµενο είναι p. Αν το πρώτο 
φανάρι είναι πράσινο µε πιθανότητα α και κόκκινο µε πιθανότητα 1-α να υπολογιστεί 
(α) η πιθανότητα το δεύτερο φανάρι να είναι πράσινο και (β) η πιθανότητα το τρίτο 
φανάρι να είναι πράσινο. 
 
Λύση 
Ορίζουµε τα γεγονότα:  
 

Πj = «το j φανάρι της διαδροµής είναι πράσινο»    µε  j=1,2,..., τότε . 1Ρ(Π )=α
 
(α)  Από το θεώρηµα ολικής πιθανότητας, έχουµε : 

' '
2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1P(Π ) =P(Π )+P(Π )=P( ) P(Π )+P( ) P( )=

=pα +(1-p)(1-α)    
∩Π ∩Π Π Π Π Π Π '

 

 
(β)    Και πάλι από το θεώρηµα ολικής πιθανότητας, έχουµε : 
 

{ } { }

' '
3 3 2 3 2 3 2 2 3 2 2P(Π ) =P(Π )+P(Π )=P( ) P(Π )+P( ) P( )=

= p pα +(1-p)(1-α) + (1-p) 1-pα -(1-p)(1-α) α+2(2α 1)p(1-p)

∩Π ∩Π Π Π Π Π Π

= +

'

 

 
                                 # 
 
Παράδειγµα 
Σε 100 άτοµα ενός χωριού τα 40 έχουν γρίπη. Ο γιατρός κάνει σωστή διάγνωση στα 
92% των ατόµων που έχουν γρίπη και λάθος διάγνωση στα 2% των ατόµων που δεν 
έχουν γρίπη και λέει ότι έχουν γρίπη. Ποιά η πιθανότητα, αν πάρουµε τυχαία ένα 
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άτοµο, ο γιατρός να διαγνώσει γρίπη; Αν ο γιατρός διαγνώσει γρίπη, ποιά η 
πιθανότητα το άτοµο όντως να πάσχει από γρίπη;  
 
Λύση 
Ορίζουµε τα γεγονότα: 
                 Γ= «το άτοµο πάσχει από γρίπη» 
                 Θ= «η διάγνωση του γιατρού είναι γρίπη» 
 
Τότε, η πιθανότητα ο γιατρός να διαγνώσει γρίπη: 
 

P(Θ)=P(Θ Γ) P(Γ)+P(Θ Γ')P(Γ')=0,92 0,4+0,02 0,6=⋅ ⋅ 0,380 
 
Αν ο γιατρός διαγνώσει γρίπη, τότε η πιθανότητα το άτοµο όντως να πάσχει από 
γρίπη 

P(Θ Γ)P(Γ) 0,368P(Γ Θ)= = 0,968
Ρ(Θ) 0,38

=  

 
            # 

 
 
1.5   Τυχαίες µεταβλητές 
 
        Πολλές φορές σε ένα πείραµα τύχης δεν µας ενδιαφέρει ο δειγµατοχώρος του (ο 
οποίος όπως είδαµε µπορεί να είναι και µη-αριθµητικό σύνολο), αλλά ένα σύνολο το 
οποίο είναι αποτέλεσµα µιάς απεικόνισης  των στοιχείων του δειγµατοχώρου στους 
πραγµατικούς αριθµούς. Έτσι λοιπόν έχουµε τον παρακάτω ορισµό: 

Ορισµός   Μία τυχαία µεταβλητή Χ (χάριν συντοµίας τ.µ.), είναι µία συνάρτηση µε 
πεδίο ορισµού έναν δειγµατοχώρο Ω και πεδίο τιµών ένα υποσύνολο των 
πραγµατικών αριθµών ( δηλαδή η :X Ω→ � ). 

 
 

Παρατήρηση  Αν θεωρήσουµε µιά συνάρτηση Χ µε πεδίο ορισµού έναν 
δειγµατοχώρο Ω (στον οποίο έχει οριστεί µιά σ-άλγεβρα γεγονότων ) και πεδίο 
τιµών ένα υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών, τότε η εν λόγω συνάρτηση 
θεωρείται ότι είναι µιά τυχαία µεταβλητή εάν είναι µιά 

ℑ

ℑ -µετρήσιµη συνάρτηση, 
δηλαδή ικανοποιεί την συνθήκη: για κάθε πραγµατικό αριθµό  το σύνολο: x
  

                                                   })(/{)],((1 xxX ≤Χ=−∞− ωω
 
είναι ένα γεγονός του Ω αναφορικά µε την σ-άλγεβρα ℑ  (δηλαδή ). 1 ( ( , ])X x− −∞ ∈ℑ
 
 
Εάν στον δειγµατοχώρο Ω, µαζί µε την σ-άλγεβρα του ℑ , ορίζεται ένα «µέτρο» 
πιθανότητας P  και µιά τυχαία  µεταβλητή Χ, τότε µε την βοήθεια της  Χ ορίζουµε 
στο  (στον οποίο χώρο είναι ορισµένη µιά σ-άλγεβρα Β καλούµενη σ-άλγεβρα 
του Borel)  ένα µέτρο πιθανότητας L, ως εξής:  

�
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L  }))(/({))(()( 1 AXPAXPA ∈== − ωω
 

για όλα τα Α γεγονότα του . Το µέτρο πιθανότητας L καλείται νόµος ή κατανοµή 
της τ.µ. Χ. 

�

 
 
Η συνάρτηση  µε τύπο: :F →� �
 

                           }))(:({))],((()],(()( 1 xXPxXPxLxF ≤Ω∈=−∞=−∞= − ωω
  
καλείται συνάρτηση κατανοµής  της τ.µ. Χ. (συνήθως γράφουµε ). XF
 
 
Εάν δύο τ.µ. Χ και Υ έχουν την ίδια συνάρτηση κατανοµής, δηλαδή , τότε 
λέµε ότι οι τ.µ. είναι ισόνοµες ή ταυτοτικά κατανεµηµένες. 

YX FF =

 
 
Παρατήρηση     Είναι εύκολο να δει κανείς ότι, για α,β , α<β∈�    : 

 
(α)   X XP{α<X β}=P{{- <X β}-{- <X α}}=F (β)-F (α), α β≤ ∞ ≤ ∞ ≤ ≤

(β)             -
X XP{α X β} F (β)-F (α )≤ ≤ =

(γ)   -
X XP{α<X<β} F (β )-F (α)=

       (δ)    - -
X XP{α X<β} F (β )-F (α )≤ =

 
 
1.6    ∆ιακριτές, συνεχείς τυχαίες µεταβλητές 
 
       (Α)  ∆ιακριτές τυχαίες µεταβλητές 
 
        Μιά τ.µ. Χ καλείται διακριτή αν το πλήθος των τιµών της είναι ένα 
πεπερασµένο ή το πολύ αριθµήσιµο σύνολο και κάθε µιά από αυτές τις τιµές έχει 
θετική πιθανότητα. ∆ηλαδή αν η  Χ  είναι µιά διακριτή τ.µ. και παίρνει τις τιµές   

 (ας υποθέσουµε ακόµα ότι: KK ,,,, 21 nxxx L<< 21 xx ) τότε οι πιθανότητες  
 

({ }) ({ / ( ) }) 0, 1, 2,k k kP X x P X x p kω ω= = = = > = L  . 
 

Είναι φανερό ότι:        k k
k=1 1

P({X=x }) p 1
k

∞ ∞

=

= =∑ ∑  

 
 

 
Ορισµός  Η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο: 
  

                                                    
k k

X

p x=x , k=1, 2,
f (x)=P{X=x}=

0 αλλού
⎧
⎨
⎩

L                  
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καλείται (συνάρτηση)  πυκνότητα πιθανότητας της τ.µ. Χ . Είναι φανερό ότι η  
πυκνότητα πιθανότητας µιάς τ.µ. ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες: 
 
(α)                                                   0)( ≥xf X

(β)  1)(
1

=∑
∞

=
nX

n

xf

 
 
Η πυκνότητα πιθανότητας και η συνάρτηση κατανοµής µιάς τ.µ. συνδέονται ως εξής: 
 

k

X X k X k X k X
x x

F (x)= f (x ) & f (x )=F (x )-F (x )
≤
∑ k-1  

 
 
Αναφέρουµε παρακάτω ορισµένες  πυκνότητες πιθανότητας (διακριτών τ.µ.), οι 
οποίες εµφανίζονται συνήθως στην πράξη. 
 
(α)  Σταθερή τ.µ .Αν η τ.µ. παίρνει µιά µόνο τιµή, έστω την , τότε η π.π. της είναι   

ίση µε  
a

f(a)=P{X=a}=1 
 

       η δε συνάρτηση κατανοµής της είναι ίση µε:    X

0     x < a
F (x)=

1 x a
⎧
⎨ ≥⎩

 
 
(β) Οµοιόµορφη διακριτή κατανοµή   
  

      Αν η τ.µ Χ παίρνει κάθε µιά από τις τιµές 1,2,3,...,n  µε πιθανότητα 1
n

 δηλαδή η 

π.π. της είναι ίση µε  
1f(k)=P{X=k}= , k=1,2,...,n
n

 

 
     τότε λέµε ότι  ακολουθεί την οµοιόµορφη διακριτή κατανοµή. 
     
 
(γ) Κατανοµή Bernoulli 
    
     Αν µιά τ.µ. Χ παίρνει δύο τιµές 1 και 0 µε αντίστοιχες πιθανότητες , τότε 

λέµε ότι ακολουθεί την κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p. Η συνάρτηση 
πιθανότητας µιάς τέτοιας τ.µ. είναι 

p, 1-p

 

X

1-p k=0
f (k)=

p k=
⎧
⎨
⎩ 1
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      Μιά τ.µ. Bernoulli περιγράφει ένα πείραµα τύχης µε δύο δυνατά αποτελέσµατα, 
το λεγόµενο διωνυµικό π.τ., τα οποία καλούµε επιτυχία και αποτυχία αντίστοιχα 
(η επιτυχία αντιστοιχεί στο 1 και η αποτυχία στο 0).  

 
 
(δ) ∆ιωνυµική κατανοµή 
 
      Μιά τ.µ. Χ  ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή  µε παραµέτρους  n  και  p 

(συµβολικά X B(n;p)≈ ), εάν η πυκνότητα πιθανότητας της δίνεται από την: 
 

k n-k k n-k
X

n n!f (k)=P{X=k}= p (1-p) = p (1-p) ,k=0,1,2, ,n
k k!(n-k)!
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L  

 
 
      Παρατήρηση 
      Έστω ότι  έχουµε ένα διωνυµικό πείραµα τύχης µε πιθανότητα επιτυχίας p και το 

οποίο επαναλαµβάνουµε κάτω από τις ίδιες θεωρητικά συνθήκες  n φορές, οι  δε 
επαναλήψεις είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους και η πιθανότητα επιτυχίας p 
παραµένει σταθερή. Εάν Χ παριστάνει τον αριθµό των επιτυχιών στις n 
επαναλήψεις του διωνυµικού π.τ.,τότε η Χ ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή.  

 
 
(ε) Κατανοµή Poisson 
 
     Η  τ.µ. Χ  ακολουθεί την κατανοµή Poisson  µε παράµετρο  λ  µε λ > 0 (συµβ.  

) , εάν η πυκνότητα πιθανότητας της ισούται µε: X P(λ)≈

                  
k

-λ λP{X=k}=e , k=0,1,2,...
k!

                            

   
                
     Παρατήρηση 
       Αν Χ είναι µιά τ.µ. (απαρίθµησης) που µετρά  ποσότητες  όπως (α) ο αριθµός 

των ατυχηµάτων που συµβαίνουν σε µιά συγκεκριµένη διασταύρωση κατά την 
διάρκεια ενός χρονικού διαστήµατος (β) ο αριθµός των πελατών που φτάνουν 
σ’ένα σηµείο εξυπηρέτησης (π.χ. πελάτες στο ταµείο µιάς τράπεζας) (γ) ο αριθµός 
των αεροπλάνων που φτάνουν σ’ ένα µεγάλο αεροδρόµιο (δ) ο αριθµός των 
τηλεφωνηµάτων που φτάνουν σ’ ένα τηλεφωνικό κέντρο τότε η τ.µ. Χ  ακολουθεί 
την κατανοµή Poisson 

 
 
     (γ)  Γεωµετρική κατανοµή 
 
      Μιά τ.µ. Χ  ακολουθεί την γεωµετρική κατανοµή µε παράµετρο p  (µε 0< p  <1), 

εάν η πυκνότητα πιθανότητας της ισούται µε: 
 
                                                    k-1P{X=k}=p(1-p) , k=1,2,L
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     Παρατήρηση 
     Έστω ότι έχουµε ένα διωνυµικό πείραµα µε πιθανότητα επιτυχίας  p , και έστω ότι  

επαναλαµβάνουµε το εν λόγω πείραµα µέχρι να έχουµε την 1η επιτυχία. Αν Χ η 
τ.µ. που παριστάνει τον αριθµό των επαναλήψεων του πειράµατος µέχρι την 1η 
επιτυχία, τότε η Χ ακολουθεί την γεωµετρική κατανοµή. 
 

 

(Β)    Συνεχείς τυχαίες µεταβλητές 
 
     Αν το πλήθος των τιµών  µιάς τ.µ. Χ  είναι ένα  µη-αριθµήσιµο σύνολο S,  τέτοιο 

ώστε  τότε η τ.µ. Χ καλείται  συνεχής.  SxxXP ∈∀== ,0}{
 
      Η συνάρτηση κατανοµής µιάς συνεχούς τ.µ. είναι µιά συνεχής συνάρτηση. 

Ακόµα, αν δοθεί η σ.κ. µιάς συνεχούς τ.µ. πολλές φορές υπάρχει µιά πραγµατική 
µη αρνητική συνάρτηση    τέτοια ώστε: Xf (x)

∫
∞−

=
x

XX dttfxF )()(  

 
        Η   καλείται  πυκνότητα πιθανότητας της τ.µ.  Xf (x)

 
 

      Η συνάρτηση κατανοµής σαν συνεχής συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη, εκτός   
ίσως από ένα αριθµήσιµο πλήθος σηµείων . Στην περίπτωση αυτή ισχύει:  

 

dx
xdFxf X

X
)()( =  

 
       
Αναφέρουµε παρακάτω ορισµένες  πυκνότητες πιθανότητας (συνεχών τ.µ.), οι οποίες 
εµφανίζονται συνήθως στην πράξη. 
 
 
(α)  Οµοιόµορφη κατανοµή 
 
      Μιά τ.µ. Χ  ακολουθεί: την οµοιόµορφη κατανοµή µε παραµέτρους α και β 

(συµβολικά  ),( βαUX ≈ ),  εάν η πυκνότητα πιθανότητας της ορίζεται από την:  
 

                                  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <∈

−=
ύ

x
xf X

αλλο

βαβα
αβ

0

],,[1
)(                 
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(β)  Κανονική κατανοµή 
 
       Μιά τ.µ. Χ ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε παραµέτρους µ (µέση τιµή) 

και (τυπική απόκλιση) σ (συµβολικά  ),  εάν η πυκνότητα 
πιθανότητας της είναι ίση µε: 

),( 2σµNX ≈

 

                          )(xf X

2

2
( )

21 , , ,
2

x

e x
µ
σ µ σ

πσ

−
−

= ∈ ∈� � 0>                

 
         Η γραφική παράσταση της   φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Το γράφηµα 

είναι 
Xf (x)

συµµετρικό  γύρω  από την ευθεία x = µ. 
 
                                  Xf (x)

 x 
                                                                   µ 
 

       
 

     Παρατήρηση 
     Εάν   µ=0 και σ=1, τότε λέµε ότι η τ.µ. Χ ακολουθεί την τυπική κανονική κατα- 

νοµή,  . X N(0, 1)≈
 
     Η γραφική παράσταση της π.π.  µιάς τ.µ.  για διάφορες τιµές 

του σ, φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
Xf (x) 2X N(0,σ )≈

 
 
 

-3 -2 -1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

 
 

                                 σ=1,5     σ=1    σ=0,5 
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Η παρακάτω πρόταση βοηθά στον υπολογισµό πιθανοτήτων µε την βοήθεια της 
τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 
 

Πρόταση   Αν η τ.µ.  τότε  η  τ.µ. ),( 2σµNX ≈
X-µY= N(0,1)
σ

≈ . 

 
 
(γ)  Αρνητική εκθετική κατανοµή 
 
      Μιά τ.µ. Χ   ακολουθεί την αρνητική εκθετική   µε παράµετρο λ , µε λ > 0, εάν η 

πυκνότητα πιθανότητας της είναι ίση µε:    

 

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

00
0.

)(
x
xe

xf
x

X

λλ
 

          
      
(δ)  Γάµα κατανοµή 
 
     Μιά τ.µ. Χ   ακολουθεί την γάµα (συµβ. X G(α,β)≈ ) µε παραµέτρους α και β µε 

α, β>0  εάν η πυκνότητα πιθανότητας της ορίζεται από την σχέση: 
 

    =)(xf X

11 0
( )

0 0

x

a x e x

x

α β

α β

−
−

⎧
>⎪

Γ⎨
⎪ ≤⎩

                           

 

      όπου η συνάρτηση:  καλείται συνάρτηση γάµα. Ισχύει :  ∫
∞

−−=Γ
0

1)( dtet tαα

           απ’ όπου παίρνουµε Γ(α+1)=α Γ(α)⋅ )!1()( −=Γ nn  , για  n φυσικό. 
 

 
      Η γραφική παράσταση της π.π. , µιάς τ.µ. Xf (x) X G(α,1)≈  (δηλ. β=1), για 

διάφορες τιµές του α, φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 
 
 

2 4 6 8 10 12

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 
                                 α=4    α=6                   α=1 
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      Τέλος, µιά χρήσιµη τιµή της συνάρτησης Γ(α) είναι η:  1Γ( )= π
2

 απ’ όπου 

προκύπτει η σχέση   1 1 3 1Γ(n+ )=(n- )(n- )... π n
2 2 2 2

∈ �  

 
 
      Παρατήρηση 
  
      (α)  Η αρνητική εκθετική κατανοµή είναι ειδική περίπτωση της γάµα κατανοµής 

για  α=1 και  β=1/λ.  
 
      (β)  Στην περίπτωση που το α=1/2  και β=2, τότε η γάµα κατανοµή ονοµάζεται χι-

τετράγωνο µε έναν βαθµό ελευθερίας (συµβολικά ).  Η  π.π. σ’ αυτή 
την περίπτωση είναι: 

2
1ℵ

 
r x-1 -
2 2

r
2

1f(x) = x e x>0
rΓ( ) 2
2

 

 
 
Θεώρηµα   (µετασχηµατισµός µιάς τυχαίας µεταβλητής) 
 
Έστω η τ.µ. Χ  µε συνεχή ( εκτός, ενδεχοµένως, πεπερασµένου πλήθους σηµείων) π.π. 

, η οποία είναι θετική για )(xf X Sx∈  και 0 για τα υπόλοιπα. Έστω  µιά 
αµφιµονοσήµαντη και επί συνάρτηση. Υποθέτουµε ακόµα ότι η (υπάρχουσα) αντί-
στροφη συνάρτηση  είναι παραγωγίσιµη και η παράγωγός της είναι 
συνεχής. Εάν ορίσουµε την τ.µ. 

TSg →:

STg →− :1

)(XgY = , τότε η πυκνότητα πιθανότητας της δίνεται 
από την σχέση: 
 

                           ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈

∈⋅
=

−−

'0

)()]([
)(

11

Ty

Tyyg
dy
dygf

yf X
Y                        

 
 
 
1.7    Αριθµητικά χαρακτηριστικά µιάς τυχαίας µεταβλητής 
  
 

 Έστω Χ µιά τ.µ. και έστω ότι η πυκνότητα πιθανότητας της  είναι γνωστή. 
Τότε, τουλάχιστον θεωρητικά, µπορούµε να υπολογίσουµε όλες τις πιθανότητες οι 
οποίες µας ενδιαφέρουν. Από µαθηµατική άποψη όµως, υπάρχουν πολλές φορές 
δυσκολίες που κάνουν αυτούς τους υπολογισµούς αδύνατους. Γι΄ αυτό, δίνουµε 
παρακάτω ορισµένους αριθµούς που χαρακτηρίζουν την τ.µ. Χ. 

Xf (x)
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(α)  Mέση τιµή 
 
Ορισµός  Η µέση τιµή  ή µαθηµατική ελπίδα  µιάς τ.µ. Χ µε πυκνότητα πιθανότη-
τας  είναι ο αριθµός: Xf (x)
 

n X n
n 1

X

X

x f (x ) X διακριτή
µ =E(X)

x f (x)dx X συνεχής

∞

=

+∞

−∞

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

∑

∫
 

 
µε την προϋπόθεση ότι  τόσο το άθροισµα όσο και το ολοκλήρωµα του δεξιού µέλους 
είναι πεπερασµένα. 
 
Η µέση τιµή ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες 
 
Πρόταση  
Αν Χ,Υ είναι τ.µ. µε πεπερασµένες µέσες τιµές, τότε 
(1)  Ε(Χ+Υ)=Ε(Χ)+Ε(Υ) 
(2)  Ε(cΧ)=cΕ(Χ)   σταθερά 
(3) |ΕΧ| Ε|Χ| ≤
 
 
Παρατήρηση  
(α) Η µέση τιµή είναι δηλαδή µιά γενίκευση του µέσου όρου ενός (πεπερασµένου) 

συνόλου αριθµών. Στην πραγµατικότητα είναι ένας ο σταθµισµένος (ζυγισµένος) 
µέσος όρος των σηµείων   µε βάρη   
αντίστοιχα. 

1 2 nx , x , , x ,K K 1 2 nf(x ), f(x ), , f(x ),K K

 
(β) Φυσική ερµηνεία (διακριτή περίπτωση) Αν θεωρήσουµε ότι τα   

είναι σηµεία µιάς ευθείας και στο σηµείο  είναι κατανεµηµένη µιά µάζα , 

τότε η µέση τιµή  είναι το 

1 2 nx , x , , x ,K K

kx kf(x )

X n X
n 1

µ = x f (x )
∞

=
∑ n κέντρο βάρους της (µοναδιαίας) αυτής 

µάζας.   
 
Η παρακάτω πρόταση µας δίνει έναν εναλλακτικό τρόπο υπολογισµού της µέσης 
τιµής στην περίπτωση τ.µ που παίρνει ακέραιες τιµές. 
 
Πρόταση  
 Αν Χ µη-αρνητική, διακριτή,  τ.µ. που παίρνει ακέραιες τιµές τότε: 

n=1

EX P{X n}
∞

= ≥∑  

 
Γενικότερα έχουµε τους παρακάτω ορισµούς. 
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(β) Ροπές 
 
Εάν g είναι µιά πραγµατική (µετρήσιµη ) συνάρτηση, τότε η συνάρτησηY=g( είναι 
µιά τ.µ. Η µέση τιµή της Υ,  όταν  υπάρχει, (αποδεικνύεται εύκολα ότι) υπολογίζεται 
από την σχέση: 

X)

 

n X n
n=1
+

X
-

g(x )f (x ) X διακριτή
E(Y)=E[g(X)]=

g(x) f (x)dx X συνεχής

∞

∞

∞

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

∑

∫
 

 
Ορισµός  (α)  Εάν g(x)=xr , τότε η µέση τιµή της  καλείται ροπή r-τάξεως 

της τ.µ Χ., δηλαδή  
Y=g(X)

  

( )
r
n X n

n=1r
r +

r
X

-

x f (x ) X διακριτή
µ = E X =

x f (x)dx X συνεχής

∞

∞

∞

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

∑

∫
 

 
(β) Εάν  g(x)=(x-Ε(Χ))r , τότε η µέση τιµή της  καλείται κεντρική  ροπή  Y=g(X)
      r-τάξεως της τ.µ Χ. δηλαδή  
 

( )

r
n X n

n=1r
+

r
X

-

(x -µ) f (x ) X διακριτή
E X-µ =

(x-µ) f (x)dx X συνεχής

∞

∞

∞

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

∑

∫
 

 
Είναι φανερό ότι η ροπή πρώτης τάξεως µιάς τ.µ είναι η µέση της τιµή, ενώ η 
κεντρική ροπή πρώτης τάξης είναι πάντα µηδέν. 
 
 
(γ)  Εάν gr(x)=x(x-1)(x-2)…(x-r+1) τότε η µέση τιµή της  καλείται 

παραγοντική  ροπή  r-τάξεως της τ.µ Χ. δηλαδή  
Y=g(X)

 

( )(r)µ =E X(X-1)...(X-r+1
n n n X n

n=1
+

X
-

x (x -1)...(x -r+1) f (x ) X διακριτή
=

x(x-1)...(x-r+1) f (x)dx X συνεχής

∞

∞

∞

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

∑

∫
 

 
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η κεντρική ροπή δεύτερης τάξης µιάς τ.µ., η οποία 
καλείται διασπορά της τ.µ (συµβ. µε σ2(Χ)  ή V(X)) . ∆ηλαδή η διασπορά µιάς τ.µ. 
Χ  δίνεται από την σχέση: 
 

σ2(Χ)= V(X)=E[(X-(EX))2]=E(X2)-(EX)2
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Η τετραγωνική ρίζα της διασποράς,  σ = V(X) , καλείται τυπική απόκλιση της τ.µ.  
 
Παρατήρηση  
Πολλές φορές η διασπορά µιάς τ.µ. υπολογίζεται από την σχέση 
 

2 2(X)=E[X(X-1)]-EX+(EX)σ  
 
 

(γ)  Ροπογεννήτρια (συνάρτηση) µιάς τ.µ. Χ 
 
Ορισµός  Η  Ροπογεννήτρια (συνάρτηση) µιάς τ.µ. Χ ορίζεται από την σχέση 
 

tX
XM (t)=Ee  

 
 για όλα τα  t  για τα οποία η µέση τιµή (του δεύτερου µέλους) υπάρχει. 
 
Εάν η ροπογεννήτρια  µίας τ.µ. Χ υπάρχει για όλα τα σηµεία ενός διαστήµατος 
της µορφής , τότε µπορούµε να γράψουµε, για τα σηµεία του 
διαστήµατος σύγκλισης 

XM (t)

( )-a,a ,  a>0

 
r r

tX r r
X

r=0 r=0

t tM (t)=Ee =E X = EX
r! r!

∞ ∞

∑ ∑  

 
Από την σχέση αυτή προκύπτει ότι η r τάξης παράγωγος της  στο σηµείο t=0, 
είναι η r-τάξης ροπή της τ.µ. Χ, δηλαδή 

XM (t)

 
r (r)

XEX =M (0)  
 
γεγονός που εξηγεί το όνοµα ροπογεννήτρια της . XM (t)
 
Η από κοινού ροπογεννήτρια των τ.µ. Χ και Υ ορίζεται από την σχέση 
 

sX+tY
X, YM (s,t)=Ee  

 
 

1.8.   Ανισότητες 
 
Η παρακάτω ανισότητα δίνει ένα άνω φράγµα µιάς ενδιαφέρουσας πιθανότητας µε 
την βοήθεια της µέσης τιµής και της διασποράς µιάς τ.µ.  
 
Πρόταση  (Aνισότητα του Chebyshev) 
Έστω Χ µιά τ.µ. µε πεπερασµένη µέση τιµή ΕΧ και διασπορά σ2(Χ). Τότε για οιονδή-
ποτε θετικό αριθµό c, έχουµε: 

                                       2

2 )(}{
c

XcEXXP σ
≤≥−                                        
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1.9.   Πολυδιάστατες τυχαίες µεταβλητές 
 
 
(α)  ∆ιακριτές τ.µ.  
 
Εάν  είναι δύο 21, XX διακριτές τ.µ. οι οποίες ορίζονται στον ίδιο πιθανοθεωρητικό 
χώρο Ω, και οι οποίες παίρνουν τιµές σ’ ένα σύνολο S. 
 
Ορισµός  Η από κοινού συνάρτηση κατανοµής (α.κ.σ.κ.) των τ.µ.  ορίζεται 
από την σχέση: 

21, XX

1 2X , X 1 2 1 1 2 2F (x , x )=P{X x , X x }≤ ≤  
 
 Η σ.κ.  καλείται περιθωριακή συνάρτηση κατανοµής της . 

1XF (x)
1 2X ,XF

 
 
Εάν  ορίσουµε µιά συνάρτηση  στο SxS, από τον τύπο: ),( 21, 21

xxf XX

 
        },{),( 221121, 21

xXxXPxxf XX ===                                
 

τότε η συνάρτηση αυτή καλείται από κοινού πυκνότητα πιθανότητας των τ.µ. 
, έχει δε τις παρακάτω ιδιότητες: 21, XX

 
SxSxxxxfa XX ∈∀≥ ),(0),()( 2121, 21

 

 (β) SBBxxfBXBXP XX
BX BX

⊂∀=∈∈ ∑ ∑
∈ ∈

2121,2211 ,),(},{
21

11 22

   γεγονότα 

      και ιδιαίτερα: 
 

1),( 21, 21

1 2

=∑∑
∈ ∈

xxf XX
Sx Sx

 

 
 
   Παρατήρηση   
    (1)  Η  συνάρτηση  που ορίζεται από την σχέση: )(

1
xf X

 
∑=

2

211
),()( 21,1

x
XXX xxfxf  

 
τότε η  είναι η πυκνότητα πιθανότητας της τ.µ . Η π.π. , (αντ. ) 
καλείται περιθωριακή πυκνότητα πιθανότητας της .  

1X )(
1

xf X )(
2

xf X

),( 21, 21
xxf XX

 
(2) Η α.κ.σ.κ  συνδέεται µε την α.κ.π.π.   µε την σχέση: ),( 21, 21

xxF XX ),( 21, 21
xxf XX

 
                ∑∑

≤≤

=≤≤=
22

21

11

21
),(},{),( 21,221121,

xt
XX

xt
XX ttfxXxXPxxF              
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      η δε α.κ.π.π.  συνδέεται µε την α.κ.σ.κ  µε την σχέση: ),( 21, 21
xxf XX ),( 21, 21

xxF XX

 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2X , X m n X , X m n X , X m n X , X m n X , X m nf (x , y )=F (x , y )-F (x -, y )-F (x , y -)-F (x -, y -)  

 
 
 
(β)  Συνεχείς  τ.µ. 
 
    Έστω τώρα  δύο 21, XX συνεχείς τ.µ. οι οποίες ορίζονται στον ίδιο πιθανοθεωρη- 

τικό χώρο Ω, και οι οποίες παίρνουν τιµές σ’ ένα σύνολο S.  
 
   Ορισµός   Εάν υπάρχει µιά συνάρτηση  στο SxS  τ.ω: ),( 21, 21

xxf XX

 
     SxSxxxxfa XX ∈∀≥ ),(0),()( 2121, 21

 
 
     (β)  SBBdxdxxxfBXBXP XX

BB

⊂∀=∈∈ ∫∫ 212121,2211 ,),(},{
21

21

          (γεγονότα)  και ιδιαίτερα: 
 

1),( 21, 21
=∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−

xxf XX  

 
        τότε η συνάρτηση  καλείται από κοινού πυκνότητα πιθανότητας   

των τ.µ. .   
),( 21, 21

xxf XX

21, XX
 
      Η από κοινού συνάρτηση κατανοµής (α.κ.σ.κ.) των τ.µ.  ορίζεται πάλι 

από την σχέση: 
21, XX

 
1 2X , X 1 2 1 1 2 2F (x , x )=P{X x , X x }≤ ≤  

 
 

        Είναι φανερό ότι:  

1 2X , X 1 2F (x , x )=
1 2

1 2

x x

X , X 1 2 1 2f (t , t ) dt dt
−∞ −∞
∫ ∫  

 
 

       και εάν η  είναι συνεχής στο σηµείο ),( 21, 21
xxf XX 1 2( , )x x , τότε: 

 

1 2 1 2

2

X , X 1 2 X , X 1 2
1 2

f (x , x )= F (x , x
x x
∂

∂ ∂
)  

 
 
      Παρατήρηση 
      Η συνάρτηση  που ορίζεται από την σχέση: )(

1
xf X
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                            221,1 ),()(
211

dxxxfxf XXX ∫
+∞

∞−

=

              
είναι  η πυκνότητα πιθανότητας της τ.µ .Η π.π.  (αντ. )  καλείται 
περιθωριακή πυκνότητα πιθανότητας της .  

1X )(
1

xf X )(
2

xf X

),( 21, 21
xxf XX

 
 
 
1.10   Στοχαστική  Ανεξαρτησία τ.µ.  
 
 
Ορισµός   Οι τ.µ  καλούνται (στοχαστικά) ανεξάρτητες εάν: 21, XX
 

                                                 1 1 2 2 1 1 2 2{ , } { } {P X B X B P X B P X B∈ ∈ = ∈ ∈ }
 

για οποιαδήποτε υποσύνολα (γεγονότα)  των πραγµατικών αριθµών. 21, BB
 
 
Το παρακάτω θεώρηµα δίνει ισοδύναµους ορισµούς της ανεξαρτησίας δύο τ.µ. 
 
Θεώρηµα   Οι τ.µ  είναι (στοχαστικά) ανεξάρτητες εάν και µόνον εάν ισχύει 
µιά από τις παρακάτω σχέσεις: 

21, XX

 
(α)  )()(),( 2121, 2121

xFxFxxF XXXX =  
(β)  )()(),( 2121, 2121

xfxfxxf XXXX =  
(γ)  )()(),( 2121, 2121

tMtMttM XXXX =  
 
Άµεσες συνέπειες του ορισµού της ανεξαρτησίας δύο τυχαίων µεταβλητών δίνονται 
από την παρακάτω πρόταση 
 
 
Πρόταση  Εάν οι  τ.µ.  είναι (στοχαστικά) ανεξάρτητες, τότε:  21, XX
 
(1)   )]([)]([)]()([ 22112211 XgEXgEXgXgE =
     
(2)   )()()(

11
tMtMtM

nn XXXX LL =++

 
(3)  Εάν  τότε οι τ.µ.  είναι και αυτές ανεξάρτητες. )(),( 222111 XgYXgY == 21,YY
 
 
 
1.11   ∆εσµευµένες κατανοµές 
 
Εάν για κάθε  τέτοιο ώστε >0 ορίσουµε την συνάρτηση  από 
την σχέση:  

2x )( 22
xf X )|( 2, 21

xf XX ⋅
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                        }|{
)(

),(
)|( 2211

2

21,
21,

2

21

21
xXxXP

xf
xxf

xxf
X

XX
XX ====                  

 
τότε η εν λόγω συνάρτηση καλείται δεσµευµένη (ή υπό συνθήκες) πυκνότητα 
πιθανότητας της τ.µ.   δοθέντος ότι 1X 22 xX = . 
 
 
Ροπές 
 
Εάν  δυό τ.µ. και  µια πραγµατική συνάρτηση, τότε η  
είναι   µία τ.µ.  

21, XX g(x,y) 1 2X= g(X ,X )

 
Πρόταση   Η µέση τιµή  της τ.µ.  αποδεικνύεται εύκολα ότι δίνεται από 
την σχέση 

1 2X=g(X ,X )

 

1 2

1 2

1 2

1 2 X , X 1 2 1 2
x x

+ +1 2

1 2 X , X 1 2 1 2 1 2
- -

g(x , x )f (x , x ) X ,X διακριτές

EX=Eg(X ,X )=
g(x , x )f (x , x )dx dx X ,X συνεχείς

∞ ∞

∞ ∞

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

∑∑

∫ ∫
 

 
µε την προϋπόθεση ότι οι ποσότητες του δεξιού µέλους είναι πεπερασµένες. 
 
 
Πρόταση  Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες, µε την προϋπόθεση ότι οι (αντίστοιχες) 
ποσότητες έχουν νόηµα  
 
(α) Εάν α,β σταθερές και τότε:  g(x,y), h(x,y)
       1 2 1 2 1 2 1 2E[α g(X ,X )+β h(X ,X )]=α E[g(X ,X )]+β E[h(X ,X )]⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 
(β) Αν οι τ.µ.  είναι 21, XX ανεξάρτητες και  πραγµατικές συναρτήσεις 

(πραγµατικής µεταβλητής), τότε: 
g(x), h(x)

 
1 2 1E[g(X ) h( X )]= E[g(X )] E[h( X )]2⋅ ⋅  

 
    Ιδιαίτερα, αν  είναι ανεξάρτητες τ.µ., τότε: 21, XX
 

1 2 1 2E[X X ]= E[X ] E[X ]⋅ ⋅  
 

(γ)  (Ανισότητα Cauchy-Schwarz) ( )  2 2 2
1 2 1 2E[X X ]  E[X ] E[X ]≤ ⋅

 
 
Ορισµός   Η διασπορά της τ.µ. ),( 21 XXgY =  ορίζεται από την σχέση 
 

 25



⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−

=

∫∫

∑∑
∞+

∞−

∞+

∞−

ςσυνεχε

ςδιακριτ

σ
ίXXdxdxxxfXXEgxxg

έXXxxfXXEgxxg

Y
XX

x x
XX

212121,
2

2121

2121,
2

2121

2

,),()],(),([

,),()],(),([[

)(

21

1 2

21

 
όταν οι ποσότητες του δεξιού µέλους είναι πεπερασµένες. 
 
 
Ορισµός   Η συνδιασπορά των τ.µ  ορίζεται  να είναι ο αριθµός: 21, XX
 

2121221121 )()])([(),( EXEXXXEEXXEXXEXXC −=−−=  
 

µε την προϋπόθεση ότι οι ποσότητες στο δεξί µέλος έχουν νόηµα. Εάν  
τότε οι τ.µ.  καλούνται ασυσχέτιστες. 

0),( 21 =XXC

21, XX
 
 
Οι ιδιότητες της συνδιασποράς δυό τ.µ. περιγράφονται στην παρακάτω πρόταση. 
   
Πρόταση  
Με την προϋπόθεση ότι όλες οι ποσότητες που εµφανίζονται στην πρόταση έχουν 
νόηµα, ισχύει: 
 
(α) Εάν α,β,γ σταθερές , τότε:     1 2 1C(αX +β, γX )=α γ C(X ,X )2

(β)  1 3 2 1 2 3 2C(X +Χ ,X )= C(X ,X )+ C(X ,X )
(γ)  Αν  είναι ανεξάρτητες τ.µ., τότε 21, XX 0),( 21 =XXC . 
 
 
Οι διασπορές τ.µ και ο συντελεστής συσχέτισής τους συνδέονται µε την εξής σχέση. 
 
Πρόταση 
Εάν  είναι δύο τ.µ. τ.ω. τότε: 21, XX 2 2

1 2, ,ΕΧ < ∞ ΕΧ < ∞
 

1 2 1 2 1 2V(X +X )=V(X )+V(X )+2C(X ,X )  
ή  γενικότερα 
 
 
Θεώρηµα  (Ισότητα του Bienayme)  Εάν njX j ,,1, L=  τ.µ. µε πεπερασµένη 
διασπορά, τότε 

                  
n

1 n j i
j=1 1 i<j n

V(X + +X )= V(X )+2 C(X ,X )
≤ ≤

∑ ∑L j

               
Εάν οι τ.µ. njX j ,,1, L=  είναι ανά δύο ασυσχέτιστες, τότε έχουµε:  

                                                                           
n

1 n
j=1

V(X + +X )= V(X )∑L j
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Εάν στους παραπάνω ορισµούς η π.π. αντικατασταθεί από µιά δεσµευµένη 
πυκνότητα, τότε η αντίστοιχη µέση τιµή και διασπορά λέγονται δεσµευµένη µέση 
τιµή και δεσµευµένη διασπορά αντίστοιχα, δηλαδή έχουµε τους παρακάτω 
ορισµούς: 
 
 
Ορισµός   Η δεσµευµένη (ή υπό συνθήκες) µέση τιµή της τ.µ.  δοθέντος ότι 

 ορίζεται από την σχέση: 
1X

22 xX =
 

1 2

1

1 2

1 , 1 2 1 2

1 2 2

1 , 1 2 1 1 2

( | ) , διακριτές

( | )
( | ) , συνεχείς

X X
x

X X

x f x x X X

E X X x
x f x x dx X X

+∞

−∞

⎧
⎪⎪= = ⎨
⎪
⎪⎩

∑

∫
 

 
επίσης: 
 
Ορισµός   Η δεσµευµένη (ή υπό συνθήκες) διασπορά της τ.µ.  δοθέντος ότι 

 ορίζεται από την σχέση 
1X

22 xX =
 

1 2
1

1 2

2
1 1 2 2 , 1 2 1 2

2
1 2 2

2
1 1 2 2 , 1 2 1 1 2

[ ( | )] ( | ) X ,X διακριτές

(( | ))
[ ( | )] ( | ) X ,X συνεχείς

X X
x

X X

x E X X x f x x

X X x
x E X X x f x x dx

σ +∞

−∞

⎧ − =
⎪⎪= = ⎨
⎪ − =
⎪⎩

∑

∫
 

 
 
Παρατήρηση   
Είναι φανερό από τον παραπάνω ορισµό  ότι η  δεσµευµένη  µέση τιµή της τ.µ.  
δοθέντος ότι , είναι µιά συνάρτηση του  έστω φ(x),  δηλαδή: 

1X

22 xX = 2x
 

)|()( 2212 xXXEx ==φ  
 

Η  τ.µ. )( 2Xφ  παριστάνεται επίσης και σαν . ∆ηλαδή η τ.µ  
ορίζεται από την σχέση: 

)|( 21 XXE )|( 21 XXE

 
)|()())(|( 2121 xXXExxXXE === φ  

 
Επειδή η  είναι µιά τ.µ. έχει νόηµα να µιλάµε για την µέση τιµή της. )|( 21 XXE
 
 
Θεώρηµα   Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 
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)()]|([)(

]|),([)(]|),()([)(
)],([]}|),([{)(

1
2

21
2

121211121211

21121

XXXEiii

XXXgEXgXXXgXgEii
XXgEXXXgEEi

σσ ≤

=
=

 
µε την προϋπόθεση ότι όλες οι ποσότητες που εµφανίζονται παραπάνω έχουν νόηµα. 
 
  
1 .12 Στοχαστικές Ανελίξεις 

 

Πολλές φορές θέλουµε να περιγράψουµε  φαινόµενα τα οποία εξελίσσονται σε 
σχέση µε τον χρόνο ή τον χώρο, φαινόµενα όπως η µεταβολή του πληθυσµού σε µια 
συγκεκριµένη περιοχή της χώρας, ο αριθµός των αεροπλάνων που φθάνουν σ’ ένα 
αεροδρόµιο κατά την διάρκεια ενός ορισµένου χρονικού διαστήµατος κ.α.. Η µελέτη 
αυτών των φαινοµένων είναι δυνατόν να γίνει µε την βοήθεια της Θεωρίας Πιθανοτή-
των και την κατασκευή µαθηµατικών µοντέλων µε την χρήση οικογενειών τυχαίων 
µεταβλητών, οι οποίες ικανοποιούν κάθε φορά ορισµένες χαρακτηριστικές ιδιότητες. 

 
 
Ορισµός  Μια οικογένεια τυχαίων µεταβλητών { } TttX ∈ , οι οποίες ορίζονται συνήθως 
στον ίδιο πιθανοθεωριτικό χώρο Ω, καλείται στοχαστική ανέλιξη. ∆ηλαδή , η 
συνάρτηση είναι µια τυχαία µεταβλητή.  

Tt∈∀
tX

 
Παρατήρηση  
Ο όρος «στοχαστική», προέρχεται από το γεγονός ότι το φαινόµενο που θέλουµε να 
περιγράψουµε επηρεάζεται σηµαντικά από τον παράγοντα τύχη και έτσι δεν 
µπορούµε να προβλέψουµε την (µελλοντική) συµπεριφορά του µε ακρίβεια. Στην 
πραγµατικότητα, η λέξη «στοχαστική» προέρχεται από την Ελληνική ρίζα «στόχος» 
που σηµαίνει στοχεύω σε κάτι ή µαντεύω. Το επίθετο «στοχαστικός», 
χρησιµοποιούταν από τον Πλάτωνα, να σηµαίνει αυτός που ενεργεί µαντεύοντας. 

 
 
∆εν είναι απαραίτητο η µεταβλητή t να παριστά τον χρόνο. Για παράδειγµα, ο 

αριθµός των γαλαξιών σε µια περιοχή του χώρου (σύµπαντος) µπορεί να θεωρηθεί 
σαν µια στοχαστική ανέλιξη, µε τον όγκο σαν παράµετρο. Στην πλειονότητα όµως 
των προβληµάτων που αντιµετωπίζουµε, παίρνουµε σαν παράµετρο t  τον χρόνο. 

 
Το σύνολο  καλείται παραµετρικός χώρος της ανέλιξης, ενώ εάν υποθέσουµε 

ότι  κάθε µία από τις τ.µ.   παίρνει τιµές µέσα σε ένα σύνολο  τότε καλούµε το 
  χώρο καταστάσεων  της ανέλιξης.  

T
tX S

S
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( α) Ταξινόµηση των Στοχαστικών Ανελίξεων 
 

Τα τρία κύρια  χαρακτηριστικά που διαφοροποιούν τις στοχαστικές ανελίξεις είναι 
ο παραµετρικός χώρος, ο χώρος καταστάσεων και οι σχέσεις εξάρτησης µεταξύ των 
τ.µ. . Με βάση καθένα από αυτά τα τρία χαρακτηριστικά, έχουµε τις εξής 
ταξινοµήσεις των στοχαστικών ανελίξεων. 

tX

 
 
(Α) Ταξινόµηση µε βάση τον χώρο καταστάσεων. 

Εάν το σύνολο  είναι ένα (το πολύ) αριθµήσιµο σύνολο , τότε η ανέλιξη κα-
λείται σ.α. διακριτού χώρου καταστάσεων, ενώ εάν το  δεν είναι αριθµήσιµο 
καλείται σ.α. συνεχούς χώρου καταστάσεων.  

S
S

 
Στην περίπτωση σ.α. µε διακριτό χώρο καταστάσεων, χωρίς βλάβη της γενι-

κότητας, παίρνουµε το σύνολο },2,1,0{0 L== NS . 
 
 
(Β) Ταξινόµηση µε βάση τον παραµετρικό χώρο. 

Εάν τώρα το σύνολο T  είναι ένα (το πολύ) αριθµήσιµο σύνολο , τότε η σ.α. 
καλείται ανέλιξη σε διακριτό χρόνο ή αλυσίδα, ενώ εάν το T  δεν είναι αριθµήσιµο 
η σ.α. καλείται ανέλιξη σε συνεχή χρόνο. 

 
Στην περίπτωση αλυσίδας, παίρνουµε σαν  T  το σύνολο },2,1,0{0 L=N , η δε τ.µ. 

i  (συνήθως) παριστάνει ένα µετρήσιµο χαρακτηριστικό που αναφέρεται στον χρόνο 
.  

X
i

 
 
(Γ) Ταξινόµηση µε βάση τις σχέσεις εξάρτησης. 

Μια στοχαστική ανέλιξη { , καλείται: } TttX ∈
 
(1) Ανέλιξη µε ανεξάρτητες προσαυξήσεις  

Εάν οι τ.µ 
 

12312
,,,

−
−−−

nn tttttt XXXXXX L  

είναι ανεξάρτητες   Sttt n ∈∀ ,,, 21 L   τ.ω. nttt <<< L21 .  

 

Εάν το σύνολο  περιέχει ένα ελάχιστο στοιχείο (στις περισσότερες περιπτώ-
σεις =0), πρέπει επιπλέον οι  τ.µ. 

T 0t

0t
 

12312010
,,,,,

−
−−−−

nn ttttttttt XXXXXXXXX L  
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να είναι ανεξάρτητες.  

 
 
(2) (α) Αυστηρά στάσιµη   

Εάν, οι από κοινού συναρτήσεις κατανοµών των οικογενειών τ.µ. 
 

},,,,{},,,,,{
321321 nn tttththththt XXXXXXXX LL ++++  

 

µε    είναι  ίδιες  niThti ,,2,1, L=∈+ Sttth n ∈>∀ ,,,&0 21 L . 
 

(β) Στάσιµη µε την ευρεία έννοια 
Εάν   (ι) η ανέλιξη έχει πεπερασµένες ροπές δεύτερης τάξης 

(ιι) η συνδιασπορά htthtthtt EXEXXXEXXC +++ ⋅−= )(),(   
       εξαρτάται µόνον από το Tth ∈∀,  (δηλαδή ). )(),( hXXC htt φ=+

        Οι στάσιµες στοχαστικές ανελίξεις είναι κατάλληλα µαθηµατικά µοντέλα για 
την περιγραφή φαινοµένων που συναντά κανείς στην αστρονοµία, την βιολογία, 
στην θεωρία επικοινωνιών, στην οικονοµία κ.λ.π. 

 
  
( β)  Παραδείγµατα στοχαστικών ανελίξεων 
 
1  Στοχαστική ανέλιξη του Wiener 

Έστω ότι παρατηρούµε ένα µικροσκοπικό σωµατίδιο το οποίο βρίσκεται «βυ-
θισµένο» µέσα σ’ ένα υγρό ή αέριο. Το σωµατίδιο, λόγω του ότι συγκρούεται µε τα 
µόρια του υγρού ή του αέριου, δέχεται έναν µεγάλο αριθµό από τυχαίες και 
ανεξάρτητες ωθήσεις και εκτελεί µια κίνηση η οποία καλείται κίνηση του Brown.  Η 
κίνηση αυτή µπορεί να περιγραφεί µε την βοήθεια µιας τριάδας τ.µ. , η 
οποία τ.µ. παριστάνει την θέση του σωµατιδίου τον χρόνο t (η σ.δ 

είναι η κίνηση του Brown).  

),,( ttt ZYX

}),,,{( TtZYX ttt ∈
 
Γενικότερα τώρα, µια σ.α. { } TttX ∈  καλείται ανέλιξη Wiener ή ανέλιξη της 

κίνησης του Brown µε συντελεστή ώθησης µ , εάν: 

(α)   0)0( =X

(β) η {   έχει ανεξάρτητες και στάσιµες προσαυξήσεις } TttX ∈

(γ) για κάθε  ,  η  είναι κανονικά κατανεµηµένη µε µέση τιµή 0>t tX tµ . 

Η ανέλιξη Wiener είναι από τις πιο χρήσιµες σ.α. της  Θεωρίας Πιθανοτήτων µε 
εφαρµογές στην Κβαντική Μηχανική, την ανάλυση τιµών µετοχών κ.λ.π. 
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2. Στοχαστικές Ανελίξεις σε Ουρές 
 Ας υποθέσουµε ότι «πελάτες» φθάνουν σ’ένα σηµείο εξυπηρέτησης , π.χ τα 
γκισέ µιας τράπεζας, τα ταµεία ενός super market  θέλουν να εξυπηρετηθούν. Εάν οι 
«εξυπηρετητές» είναι απασχοληµένοι, τότε σχηµατίζουν µιαν ουρά. Υπάρχουν 
πολλές στοχαστικές ανελίξεις οι οποίες σχετίζονται µ’ ένα σύστηµα ουράς. Για 
παράδειγµα, η  µπορεί να παριστάνει τον αριθµό των πελατών στο σύστηµα τον 
χρόνο t  ή τον αριθµό των πελατών που έχουν εξυπηρετηθεί µέχρι τον χρόνο t.  

tX

 
 
3. Ανελίξεις απαρίθµησης 

Μια στοχαστική ανέλιξη καλείται ανέλιξη απαρίθµησης εάν η  
παριστάνει τον αριθµό των γεγονότων που συµβαίνουν στο χρονικό διάστηµα (0, t]. 
Π.χ. οι ανελίξεις που µετρούν  τον αριθµό των τηλεφωνηµάτων που φθάνουν σ’ ένα 
τηλεφωνικό κέντρο, τον αριθµό των δυστυχηµάτων που γίνονται σε µια διασταύρωση 
είναι ανελίξεις απαρίθµησης.  

0}{ ≥ttN tN

 
Μια ανέλιξη απαρίθµησης  καλείται ανέλιξη Poisson, εάν ισχύει: 0}{ ≥ttN
 

L,2,1,0,
!
)(}{ === − k

k
tekNP

k
t

t
λλ  

 

Η παράµετρος  0>λ  είναι ο µέσος αριθµός των γεγονότων που συµβαίνουν στην 
µονάδα του χρόνου και καλείται τάση ή ένταση ή ρυθµός της ανέλιξης.  

 
 

1.13 Σύγκλιση ακολουθιών τ.µ. 
 
Είναι γνωστό ότι αρκετά φυσικά συστήµατα, φτάνουν σε µιά «κατάσταση ισορρο-
πίας» µετά από µιά µεγάλη χρονική περίοδο π.χ οι πλανήτες έχουν καταλήξει,τελικά, 
σε ελλειπτικές τροχιές γύρω από τον ήλιο. Σε µιά στοχαστική ανέλιξη, δεν θα 
περίµενε κανείς να καταλήξουµε σε µια µη-τυχαία «συµπεριφορά». Από την άλλη 
µεριά είναι γνωστό ότι «µέσοι όροι» ανελίξεων µερικές φορές επιδεικνύουν κάποιου 
είδους κανονικότητα π.χ το ποσοστό των κεφαλών σε επαναληπτικές ρίψεις ενός 
νοµίσµατος. 
 
 Πρέπει λοιπόν να είµαστε προσεκτικοί όταν προσπαθούµε να ορίσουµε την έννοια 
της σύγκλισης στοχαστικών ανελίξεων. Για τον σκοπό αυτό δίνουµε περισσότερους 
από έναν ορισµούς σύγκλισης. 
 
Έστω λοιπόν { }n n 1

∞

=
Χ µια ακολουθία  τ.µ. που ορίζονται στον πιθανοθεωρητικό χώρο 

(Ω, A, Ρ) . 
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Ορισµός  (σύγκλιση σ.β.) 
Η ακολουθία των τ.µ.  συγκλίνει σχεδόν βέβαια (σ.β.) στην τ.µ. Χ (συµβ. 

), αν υπάρχει  Α∈A  τέτοιο ώστε  P(A)=0  και . 

{ }n n 1

∞

=
Χ

σ.β

nX →X

X

'
n

n
ω , X (ω) X(ω)A

→∞
∀ ∈ →

 
 
Ορισµός (σύγκλιση κατά πιθανότητα) 
Η ακολουθία των τ.µ.  συγκλίνει κατά πιθανότητα στην τ.µ. Χ (συµβ. 

),  αν  η  

{ }n n 1

∞

=
Χ

P

nX → ε>0∀

{ }n
n

P ω / X (ω) X(ω) ε 0
→∞

− > →  

 
Πρόταση 
Η σχεδόν βέβαια σύγκλιση συνεπάγεται την σύγκλιση κατά πιθανότητα. 
 
 
Μια από τις πιο χρήσιµες ανισότητες στην Θεωρία Πιθανοτήτων είναι αυτή που 
ακολουθεί. 
 
Πρόταση (ανισότητα του Chebyshev) 
Αν Χ είναι µια τ.µ. ορισµένη στον πιθανοθεωρητικό χώρο (Ω, A, Ρ), τότε 
 

{ }
2

2

EXP X , 0a a
a

≥ ≤ >  

 
 
Ορισµός (σύγκλιση υπό την έννοια του τετραγωνικού µέσου) 
Η ακολουθία των τ.µ.  συγκλίνει υπό την έννοια του τετραγωνικού µέσου 

(τ.µ.) στην τ.µ. Χ (συµβ. ), αν   

{ }n n 1

∞

=
Χ

τ.µ.

nX →X
 

2
n

n
Ε X X

→∞
0− →  

 
Πρόταση 
Η  σύγκλιση υπό την έννοια του τετραγωνικού µέσου συνεπάγεται την σύγκλιση κατά 
πιθανότητα. 
 
Απόδειξη 
Απλή εφαρµογή της ανισότητας του Chebyshev. 
           # 
 
 
Έστω τώρα ότι οι τ.µ.  έχουν αντίστοιχες συναρτήσεις κατανοµών . n ,XΧ nF ,F
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Ορισµός (σύγκλιση κατά κατανοµή) 
Η ακολουθία των τ.µ.  συγκλίνει  κατά κατανοµή  στην τ.µ. Χ (συµβ. 

)  εάν  για όλα τα σηµεία x, για τα οποία η είναι συνεχής 

{ }n n 1

∞

=
Χ

d

nX →X

X

n
n

F (x) F(x)
→∞
→ F(x)

 
 
Πρόταση 
Η σύγκλιση κατά πιθανότητα  συνεπάγεται την σύγκλιση κατά κατανοµή. 
 
 
Τα παρακάτω θεωρήµατα είναι από τα βασικότερα στην Θεωρία των Πιθανοτήτων. 
Αναφέρονται εδώ χωρίς απόδειξη. 
 
 
Θεώρηµα  (µονότονης σύγκλισης) 

Εάν η  και η ακολουθία {
σ.β

nX → }n n 1

∞

=
Χ  είναι µονότονη, τότε . n

n
ΕX ΕX

→∞
→

 
 
Θεώρηµα  (κυρίαρχης σύγκλισης)  

Εάν η  και 
P

nX →X nX ,Z≤ ∀n  όπου Ζ  τ.µ. τ.ω. EZ < ∞  τότε n
n

Ε X X
→∞

− → 0

k

 

 
 
Θεώρηµα  (ισχυρός νόµος των µεγάλων αριθµών)  
Έστω  είναι µιά ακολουθία από ανεξάρτητες και ταυτοτικά κατανεµηµένες 

τ.µ. και . Εάν 

{ }n n 1

∞

=
Χ

n

n
k=1

S = X∑ nΕ X < ∞ , τότε 

σ.β.
n

1
S

EX
n
→  

 
 
1.14 Θεώρηµα Radon-Nikodym 
 
Ο υπολογισµός αρκετών πιθανοτήτων που αφορούν µιά τ.µ. γίνεται ευκολότερος αν 
είναι γνωστή η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητάς της. Το θεώρηµα που ακολουθεί 
περιγράφει τις προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες υπάρχει ένα είδος τέτοιας 
συνάρτησης. 
 
Έστω (Ω, A, Ρ) ένας πιθανοθεωρητικός χώρος και ν ένα µέτρο πιθανότητας ορισµένο 
στην  σ-άλγεβρα  A. 
 
Ορισµός  
Το µέτρο πιθανότητας ν είναι απόλυτα συνεχές ως προς το Ρ (συµβ. ), αν και 
µόνον αν,  για το οποίο  

v<< P
A∀

P(A) 0 v(A)=0= ⇒  
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Θεώρηµα  (Radon-Nikodym)  
Αν ν, Ρ είναι δύο µέτρα πιθανότητας ορισµένα στον χώρο (Ω, A)  και το ν είναι 
απόλυτα συνεχές ως προς το Ρ, τότε υπάρχει µια  A-µετρήσιµη συνάρτηση 
ορισµένη στον Ω, τέτοια ώστε  f

 

A

v(A)= fdP∫  

 

Η συνάρτηση , συµβολίζεται µε  f dvf = 
dP

, καλείται δε Radon-Nikodym παράγωγος 

του µέτρου ν ως προς το Ρ. 
 
 
1.15 Αλυσίδες Markov 
 
Μια σχέση εξάρτησης µεταξύ των τ.µ µιας στοχαστικής ανέλιξης είναι η λεγόµενη 
ιδιότητα Markov. 
 
Ορισµός 
 Εάν µιά στοχαστική ανέλιξη  { } 0≥nnX , µε χώρο καταστάσεων S,  ικανοποιεί  την 
σχέση:  
 
{ } { }

SxxxxNn

xXxXPxXxXxXxXxXP

nn

nnnnnnnnnn

∈∀∈∀

========

+

++−−++

110

1111110011

,,,

|,,,,|

K

K

 

 
τότε η στοχαστική ανέλιξη { }K,2,1,0/ =nX n  καλείται αλυσίδα Markov. 
 
 
Σχόλιο 
Εάν θεωρήσουµε ότι το γεγονός { }nn xX =   παριστάνει το παρόν, το  το { }11 ++ = nn xX
µέλλον και το { 111100 ,,, −− }=== nn xXxXxX KK  το παρελθόν, τότε η ιδιότητα 
Markov µας αναφέρει ότι το µέλλον δοθέντος του παρόντος και του παρελθόντος, 
εξαρτάται µόνο από το παρόν. 
 
Το παρακάτω γεγονός είναι γενικότερο του ορισµού  µιάς αλυσίδα Markov. 
 
Πρόταση  
Εάν η διαδικασία  { } 0≥nnX  είναι µιά αλυσίδα Markov, µε χώρο καταστάσεων S,  τότε  
ισχύει:  
 
{ }

{ }

mnttt

tttttt

tttttttttt

tttSxxxmn

xXxXxXP

xXxXxXxXxXP

mn

nnmnmnnn

nnmnmnnn

+<<<≤∈∀≥≥∀

===

======

+

++++

++++

KK

K

KK

210,,,,1,0

/,,

,,,/,,

21

11

110011
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Εάν η στοχαστική ανέλιξη  {  είναι µιά αλυσίδα Markov, τότε κάθε µιά από τις 
ποσότητες: 

} 0≥nnX

 
                      { } 011, ,/),( NnSyxxXyXPyxp nnnn ∈∈=== ++           

 
καλείται πιθανότητα µετάβασης ενός βήµατος τον χρόνο n, από την κατάσταση x 
στην κατάσταση y, είναι δε η πιθανότητα να κάνει το σύστηµα µιά µετάβαση στην 
κατάσταση  ,  την χρονική στιγµή n+1, δοθέντος ότι την χρονική στιγµή n ήταν στην 
κατάσταση . 

y
x

 
Συνήθως υποθέτουµε ότι όλες αυτές οι πιθανότητες είναι ανεξάρτητες του χρόνου n.  
Mια τέτοια αλυσίδα Markov  καλείται χρονικά οµογενής. 
 
Οι πιθανότητες µετάβασης ενός βήµατος, αποτελούν τα στοιχεία ενός πίνακα:   
 

[ ] SyxyxpP ∈= ,),(  
 

ο οποίος καλείται πίνακας µετάβασης ενός βήµατος της αλυσίδας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2       ΤΥΧΑΙΟΙ ΠΕΡΙΠΑΤΟΙ 
 
 
2.1  Ορισµός τυχαίου περίπατου 
 
Οι τυχαίοι περίπατοι είναι η απλούστερη µορφή Στοχαστικών Ανελίξεων. Έχουν 
αναπτυχθεί σε µία πλούσια θεωρία, η οποία βρίσκει εφαρµογή σ’ ένα ευρύ φάσµα 
πολλών επιστηµονικών περιοχών. Για την καλύτερη κατανόηση της έννοιας του 
τυχαίου περίπατου, δίνουµε δύο παραδείγµατα. 
 
Παράδειγµα 1 
Έστω ένας παίχτης µε αρχικό κεφάλαιο oΧ . Στο τέλος κάθε παιχνιδιού ή κερδίζει ή 
χάνει ένα ευρώ µε πιθανότητα p (ένα µέτρο της δεξιοτεχνίας του) και q αντίστοιχα, 
όπου . Κάθε παιχνίδι παίζεται ανεξάρτητα από τα άλλα 
παιχνίδια. Αν η τυχαία µεταβλητή 1 συµβολίζει τα κέρδη του παίχτη κατά το 

 παιχνίδι, τότε οι τυχαίες µεταβλητές  είναι ανεξάρτητες ταυτοτικά 
κατανεµηµένες µε κοινή κατανοµή: 

0, 1 και 1p q p q≥ ≤ + =
, ≥nJ n

στοn K,, 21 JJ

 
( ) ( ) 1,1,1 =+=−=Ρ==Ρ qpqJpJ nn  

 
Αν θεωρήσουµε ότι  

non JJ +++Χ=Χ K1  
 
τότε η ακολουθία των τ.µ.  είναι µία διακριτού χρόνου και διακριτού χώρου 
καταστάσεων στοχαστική ανέλιξη, που υποδηλώνει το αθροιστικό κεφάλαιο του 
παίχτη στο τέλος του  παιχνιδιού. 

{ } 0≥Χ nn

στουn
 
 
Παράδειγµα 2 
Ας θεωρήσουµε το παράδειγµα της διαφυγής κοµητών από το ηλιακό σύστηµα 
(Kendall 1961) και πιο συγκεκριµένα την κίνηση ενός κοµήτη γύρω από τη γη. Κατά 
τη διάρκεια κάθε µιας περιστροφής η ενέργεια του κοµήτη αλλάζει. Η αλλαγή αυτή 
οφείλεται στη διαπέραση µέσα από την πλανητική ζώνη. Σε διαδοχικές περιστροφές 
οι αλλαγές 1 της ενέργειας του κοµήτη υποτίθεται ότι είναι ανεξάρτητες 
ταυτοτικά κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές. Αν η τυχαία µεταβλητή  
υποδηλώνει την αρχική ενέργεια του κοµήτη, τότε η  

, ≥nJ n

oΧ

 
non JJ +++Χ=Χ K1  

 
υποδηλώνει την ενέργεια του κοµήτη στο τέλος του  περιστροφής.  στηςn
 
Το πρόβληµα που µελετήθηκε από τον Kendall είναι αυτό της διαφυγής του κοµήτη 
από το ηλιακό σύστηµα. Για θετική ενέργεια ο κοµήτης είναι φραγµένος και 
ακολουθεί µια ελλειπτική τροχιά. Τη στιγµή που η ενέργεια του κοµήτη γίνεται 
µηδέν, ο κοµήτης διαφεύγει από το ηλιακό σύστηµα ( το οποίο αυτόµατα σκοτώνει, 
για το σκοπό µας, την ανέλιξη { } 0≥Χ nn  σ’ αυτόν τον τυχαίο χρόνο που η ενέργεια 
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γίνεται µηδέν). Στην προκειµένη περίπτωση, η ακολουθία των τ.µ. { } 0≥Χ nn  είναι µία 
διακριτού χρόνου και  συνεχούς χώρου καταστάσεων στοχαστική ανέλιξη. 
 
 
   Όλες οι τυχαίες µεταβλητές µπορούν να ορισθούν σε ένα πιθανοθεωρητικό χώρο 
(Ω, A, Ρ). Συνήθως αγνοούµε την δειγµατική µεταβλητή στην ( )ωΧ , Ω∈ω  και 
γράφουµε απλά Χ. Κάνοντας αφαίρεση όλων των ιδεών που είναι κοινές στα 
προηγούµενα παραδείγµατα, έχουµε τον παρακάτω ορισµό. 
 
 
Ορισµός  
Έστω  µία ακολουθία από ανεξάρτητες ταυτοτικά κατανεµηµένες τυχαίες 
µεταβλητές,ορισµένες στον χώρο πιθανότητας (Ω, A, Ρ), µε τιµές στον d-διαστάσεων 
Ευκλείδειο χώρο  και  ένα σταθερό διάνυσµα στον . Η στοχαστική 
ανέλιξη { }  που ορίζεται σαν:  

{ } 1≥nnJ

d� oΧ d�

0≥Χ nn

 
non JJ +++Χ=Χ K1 ,  1≥n

 
ονοµάζεται ένας d-διαστάσεων τυχαίος περίπατος. 
 
 
Παρατήρηση 
1) Αν το διάνυσµα  και οι τυχαίες µεταβλητές 1, παίρνουν τιµές στο 

χώρο , όπου  είναι το σύνολο των ακεραίων, τότε η στοχαστική ανέλιξη 
 καλείται ένας  d-διαστάσεων 

oΧ , ≥nJ n
d� �

{ } 0≥Χ nn δικτυωτός τυχαίος περίπατος.  
 
 
2) Αν στην περίπτωση του δικτυωτού περιπάτου επιτραπούν µόνο πηδήµατα   

από το  στο , όπου  και 

nJ

( )dxxx ,,1 K=
→

( )ddxxy εε ++=
→

,,11 K dx
→

∈�
1 ή 1κ κε ε= − =  µε 1 dκ≤ ≤ , τότε ο αντίστοιχος περίπατος καλείται απλός 

τυχαίος περίπατος. 
 
 
3) Αν κάθε µία από τις 2d κινήσεις σε κάθε δοσµένο πήδηµα ενός απλού τυχαίου 

περίπατου εµφανίζεται µε ίση πιθανότητα 
d

p
2
1

= , τότε η στοχαστική ανέλιξη 

 καλείται συµµετρικός τυχαίος περίπατος. { } 0≥Χ nn

 
 
4) Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις αν τα πηδήµατα  είναι µόνο ανεξάρτητα και nJ

όχι αναγκαία ταυτοτικά κατανεµηµένα, τότε η στοχαστική ανέλιξη  
λέγεται  µη οµογενής τυχαίος περίπατος. 

{ } 0≥Χ nn
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Για να γίνει φανερό το ότι η θεωρία των τυχαίων περιπάτων, όπως είπαµε παραπάνω, 
εφαρµόζεται σε πάρα πολλές περιοχές των (φυσικών) επιστηµών δίνουµε δύο 
επιπλέον παραδείγµατα. 
 
Παράδειγµα 3 (Παραγωγή ∆υναµικού Κορυφής από ένα νεύρο) 
∆ιεγερσιµότητα ενός νεύρου είναι η ικανότητά του να αντιδρά σε ερεθισµούς. Μία 
διέγερση µε ένα αρκετά δυνατό ερεθισµό µεταδίδεται κατά µήκους του νευρικού 
ινιδίου (µία κίνηση ιόντων κατά µήκος της µεµβράνης του νευράξονα). Αυτή η 
µετάδοση καλείται νευρική ώση και το αντίστοιχο ηλεκτρικό φαινόµενο που 
ακολουθεί είναι γνωστό σαν ενεργό δυναµικό.  
 
Εδώ περιγράφεται ένα µοντέλο τυχαίου περιπάτου του δυναµικού κορυφής ενός 
απλού νεύρου. Η ηλεκτρική κατάσταση της πολωµένης (σωµατική δενδριτική) 
µεµβράνης του νεύρου καθορίζεται από ένα νούµερο. Καθώς η ηλεκτρική κατάσταση 
της µεµβράνης ποικίλει (σε σχέση µε το χρόνο) το ηλεκτρικό κύµα βαδίζει (πίσω και 
µπρος) κατά µήκος µιας γραµµής. Θεωρείστε ένα σηµείο πάνω σ’ αυτή τη γραµµή 
σαν δυναµικό ηρεµίας και ένα άλλο σηµείο σαν σταθερή µονάδα πέρα του δυναµικού 
ηρεµίας που καλείται επίπεδο ηρεµίας. Κάθε φορά που η ηλεκτρική κατάσταση 
φθάνει το επίπεδο πυροδοτήσεως, το νεύρο πυροδοτεί. Θεωρείστε ότι κάθε 
εισερχόµενο διεγερτικό µετασυναπτικό δυναµικό (αντίστοιχα ανασταλτικό 
µετασυναπτικό δυναµικό) µετακινεί το ηλεκτρικό κύµα κατά µία µονάδα µπρος 
(αντίστοιχα µία µονάδα πίσω) από το επίπεδο πυροδοτήσεως. Έστω ότι τα βήµατα 

µπρος και πίσω από το επίπεδο πυροδοτήσεως γίνονται µε ίση πιθανότητα 
2
1 . Κάθε 

φορά που το ηλεκτρικό κύµα φτάνει το επίπεδο πυροδοτήσεως, επιστρέφει στο 
δυναµικό ηρεµίας και αρχίζει την πορεία του από την αρχή. 
 
 
Παράδειγµα 4 (Αποθήκευση) 
Θεωρούµε το περιεχόµενο ενός υδροφράγµατος σαν ένα τυχαίο περίπατο. Έστω ότι η 
τυχαία µεταβλητή  συµβολίζει το ποσό του νερού στο φράγµα κατά το τέλος της κΧ

στηςκ  µέρας. Κατά τη διάρκεια της κ+1 µέρας ένα τυχαίο ποσό 1+Ικ  µονάδων νερού 
προστίθεται στο φράγµα οφειλόµενο σε βροχοπτώσεις κτλ. Αν  
 

11 ++ Ι+Χ=Χ κκκ  
 
είναι µεγαλύτερο από έναν σταθερό αριθµό α, τότε α µονάδες νερού ελευθερώνονται 
κατά τη διάρκεια της µέρας. Αν a≤Ι+Χ +1κκ  το φράγµα είναι άδειο. Για να 
διευκολύνουµε την υπερχείλιση συµβολίζουµε µε c  την πλήρη χωρητικότητα του 
φράγµατος. Αν , τότε έχουµε υπερχείλιση. Θεωρώντας  

 προκύπτει ότι 
ca >−Ι+Χ +1κκ

aJ −Ι= κκ

 
1 1

1

, για 0
0, για 0

c, αν έχουµε υπερχείλιση

n n n n

n n

J J
J

− −

−

Χ + < Χ + <⎧
⎪Χ = Χ + ≤⎨
⎪
⎩

n

c
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Αν  είναι µία ακολουθία από ανεξάρτητες ταυτοτικά κατανεµηµένες τυχαίες 
µεταβλητές τότε η ακολουθία { }  είναι ένας τυχαίος περίπατος. 

{ }nJ

0≥Χ nn

  
 
2.2 Καταστροφή του Παίχτη 
 
Αποδεικνύουµε παρακάτω µερικές βασικές προτάσεις στην θεωρία των απλών 
τυχαίων περιπάτων. Για να γίνουν ευκολότερα κατανοητά τα αποτελέσµατα, 
περιγράφονται σαν αποτελέσµατα στο παράδειγµα του παίκτη που παίζει παιγνίδια 
ενάντια σε έναν άλλο παίκτη ή καζίνο. Είναι εύκολα φανερό πως τα αποτελέσµατα 
αυτά µπορούν να ερµηνευτούν (και να γενικευτούν) στο πλαίσιο οποιουδήποτε άλλου 
παραδείγµατος (τυχαίου περίπατου). Ακόµα όλα αυτά τα αποτελέσµατα αν και 
αποδεικνύονται στην µονοδιάστατη περίπτωση, ισχύουν και σε d-διαστάσεων 
τυχαίους περίπατους.  
 
Έστω  ένας σταθερός θετικός ακέραιος αριθµός και 1 οι ανεξάρτητες και 
ταυτοτικά κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές πηδηµάτων σ’ ένα τυχαίο περίπατο 

, τέτοιες ώστε 

oJ , ≥nJ n

{ } 0≥Χ nn

 
non JJJ +++=Χ K1  

 
Ο τυχαίος περίπατος  λέγεται απλός τυχαίος περίπατος µε την προϋπόθεση 
ότι: 

{ } 0≥Χ nn

 
   1 µε πιθανότητα p (κέρδος)
-1 µε πιθανότητα q (ζηµία)

   0 µε πιθανότητα r (ισοπαλία)
nJ

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

 

 

όπου 110,1,0 =++<≤<> rqprqp και . Αν 
2
1

== qp  (έτσι r =0) τότε ο 

τυχαίος περίπατος { } 0≥Χ nn  καλείται συµµετρικός τυχαίος περίπατος.  
 
Σε  αυτό το κεφάλαιο θεωρούµε µόνο απλούς τυχαίους περιπάτους στο δίκτυο των 
ακεραίων. 
 
 
Πρόταση 1 
Έστω  ένας απλός τυχαίος περίπατος και ν>0 ένας σταθερός ακέραιος 
αριθµός. Ορίζουµε την στοχαστική ανέλιξη 

{ } 0≥Χ nn

 
{ }0, ≥Χ−Χ=Υ=Υ + nnn νν  

 
Τότε, η σ.α.  Υ είναι επίσης ένας απλός τυχαίος περίπατος. 
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Απόδειξη 
 

Από την υπόθεση έχουµε ότι: 
 

νκκνν πουκαι ++ =++++=Χ−Χ=Υ=Υ JJόJJJ nnno
***

2
*
1 ,00 K  

 
 

Επειδή οι τυχαίες µεταβλητές  είναι ανεξάρτητες και ταυτοτικά κατανεµηµένες 
έπεται ότι και οι  είναι ανεξάρτητες και ταυτοτικά κατανεµηµένες.  

nJ
*
κJ

 
Εποµένως, η  είναι το άθροισµα n ανεξάρτητων ταυτοτικά κατανεµηµένων 
τυχαίων µεταβλητών, για κάθε n. Άρα, η στοχαστική ανέλιξη 

nΥ
{ } 0≥Υ nn  είναι ένας 

απλός τυχαίος περίπατος. 
 
           # 
 
 
Σχόλιο 
Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει ότι ένας τυχαίος περίπατος αρχίζει απ’ την 
αρχή, σε κάθε δοσµένο χρόνο n.   
 
 
   Ας θεωρήσουµε τώρα ένα παίχτη Α µε αρχικό κεφάλαιο α>0 ευρώ, ο οποίος παίζει 
ενάντια σ’ ένα καζίνο µε αρχικό κεφάλαιο b>0 ευρώ. Θεωρούµε το παιχνίδι από την 
πλευρά του Α, έτσι ώστε η τ.µ. nΧ  να συµβολίζει το αθροιστικό κεφάλαιο του Α στο 
τέλος του  παιχνιδιού. Τα κέρδη του Α θα είναι ή 1 ή -1 ή 0, έτσι ώστε η 
στοχαστική ανέλιξη  να είναι ένας απλός τυχαίος περίπατος. Το παιχνίδι 
τελειώνει όταν ή ο παίχτης Α ή το καζίνο χάσουν όλα τα χρήµατά τους. Με όρους 
φυσικής το σωµατίδιο απορροφάται ή στο 0 ή στο α+b.  

στουn
{ } 0≥Χ nn

 
 
Για να αναλύσουµε την κατάσταση, ορίζουµε τον χρόνο απορρόφησης ή τον χρόνο 
καταστροφής  Τ  ως εξής:  η Τ είναι µιά τ.µ. { }:Τ Ω→ ΙΝ∪ ∞  τ.ω. 
 

{ }min 0; 0 ήn nn aΤ = ≥ Χ ≤ Χ = + b  
 
 

Υποθέτουµε στη συνέχεια ότι 10 <≤ r  και ( ) 101 <=Ρ J . 
 
 
Γενικότερα,  ένας τυχαίος χρόνος ή χρόνος τερµατισµού  Τ ως προς την ακολουθία 

 είναι µία επεκτεταµένη, θετική, ακεραίων τιµών τ.µ. τέτοια ώστε για κάθε n το 
γεγονός {  να εξαρτάται µόνο από τις 
{ nΧ }

}n=Τ { }nΧΧ ,,1 K .  
 
Είναι φανερό ότι ο χρόνος απορρόφησης Τ είναι ένας χρόνος τερµατισµού. 
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Πρόταση 2 
i.  ( ) 1=+∞<ΤΡ

 
ii.  [ ] +∞<ΤΕ

 
Με άλλα λόγια, ο παίχτης Α µε πιθανότητα 1 τελικά χάνει όλα τα χρήµατά του ή 
ξετινάζει το καζίνο. Η αναµενόµενη διάρκεια (του παιχνιδιού) για την απορρόφηση 
είναι πεπερασµένη. 
 
Απόδειξη 
 

i. Έστω Α το γεγονός ότι +∞=Τ , δηλαδή Α είναι το γεγονός ότι 
για κάθε . Θα αποδείξουµε ότι ban +<Χ<0  0≥n ( ) 0=ΑΡ . 

 
Έστω { }nban ≤<+<Χ<=Α κκ 0,0 . Τότε θα ισχύει ότι  και                             nΑ∩=Α
( ) ( )nΑΡ≤ΑΡ  για κάθε . Θέτουµε: 0≥n

  
( ) ccccc JJbac ⋅+−⋅⋅− ++=Χ−Χ=+= κκκκκξκαι K11  

 
Επειδή ( ) cc JJ ⋅−+⋅+ ++= 111 κκκξ K  και οι τ.µ.  είναι ανεξάρτητες 
και ταυτοτικά κατανεµηµένες, έπεται ότι και οι 

0, ≥nJ n

1, ≥κξκ  θα είναι 
ανεξάρτητες και ταυτοτικά κατανεµηµένες τ.µ. Σηµειώνοντας ότι 

α≡≡Χ oo J , έχουµε: 
 

                
( )
( )

2 ή

1 για 0 ή 1 για 0
a b a ba b b

J b Jκ κκ α κ α
+ +Ρ Χ ≥ + Χ ≤ − =

= Ρ = < ≤ + = − < ≤ + b
 

 
                baba qp ++ += cc qp += d=  
  
 

Συνεπώς, προκύπτει ότι: ( ) ( 12 <= )−≤+≥Ρ dbήba κκ ξξ . Στη 
συνέχεια έχουµε: 

 

( ) { }⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+<Χ<Ρ=ΑΡ

⋅

=
⋅ I

cn

cn ba
1

0
κ

κ { }⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+<Χ<Ρ≤

=
⋅I

n

c ba
1

0
κ

κ  

 

                                                          { }⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+<<−Ρ≤

=
I

n

bab
1

2
κ

κξ

 
                                                          ( )nd−= 1  
 
                                                          , όπου ns= 11 <−= ds  
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Άρα,  για κάθε n και καθώς το  ισχύει 
. 

( ) ( ) n
nc s≤ΑΡ≤ΑΡ≤0 ∞→n

( ) 0=ΑΡ
 
 

ii. Για κάθε , υπάρχει ένα 0≥n 1≥κ  τέτοιο ώστε ( ) cnc ⋅<≤⋅− κκ 1 . Τότε 
ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ) 1−
−⋅ ≤ΑΡ≤ΑΡ=>ΤΡ κ

κ sn ccn  
 

    Επειδή Τ είναι µη αρνητική ακεραίων τιµών τυχαία µεταβλητή ισχύει: 
 

[ ] ( )∑ >ΤΡ=ΤΕ
n

n  ∑
∞

=

≤
1κ

κsc +∞<
−
⋅

=
s
sc

1
 

          # 
 
 

Αυτή η πρόταση µας λέει ένα σπουδαίο γεγονός: ότι ο παίχτης Α τελικά ή χάνει όλα 
τα χρήµατά του ή ξετινάζει το καζίνο σχεδόν βέβαια. Κατά συνέπεια προκύπτει το 
παρακάτω βασικό θεώρηµα. 
 
 
Θεώρηµα 1  (Καταστροφή του Παίχτη) 
Έστω ότι έχουµε δύο παίχτες που αρχίζουν ένα παιχνίδι µε αρχικό κεφάλαιο α και b 
αντίστοιχα. Το παιχνίδι είναι τέτοιο ώστε η ακολουθία { } 0≥Χ nn  των αθροιστικών 
κερδών, έστω του πρώτου παίχτη, είναι ένας απλός τυχαίος περίπατος. Θεωρούµε ότι 
η πιθανότητα κάθε παιχνίδι να τελειώνει µε ισοπαλία είναι αυστηρά µικρότερη του 1, 
όπου . Τότε η πιθανότητα ή του πρώτου ή του δεύτερου να κερδίσει τον 
άλλον είναι 1. Η αναµενόµενη διάρκεια του παιχνιδιού είναι περασµένη. 

10 <≤ r

 
Η πρόταση που ακολουθεί είναι µιά από τις βασικές (όχι µόνον στους τυχαίους 
περίπατους, µε κατάλληλη βέβαια ερµηνεία) και χρησιµοποιείται για την απόδειξη 
(παρακάτω) χρήσιµων προτάσεων στην θεωρία των τυχαίων περιπάτων. 
  
Πρόταση 3  (Πρώτη ταυτότητα του Wald) 
Έστω ότι οι µεταβλητές πηδηµάτων  έχουν κοινή µέση τιµή µ, δηλαδή nJ [ ] µκ =Ε J  
και 1<r . Τότε αποδεικνύεται η παρακάτω σχέση: 
 

[ ] [ ]ΤΕ⋅+=ΧΕ Τ µa ,  
 
όπου oo J≡Χ≡α  

 
Απόδειξη 

 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Ε=ΧΕ ∑

Τ

=
Τ

1κ
κJa  
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{ } ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ι⋅Ε+= ∑

∞

=
≥Τ

1κ
κκJa ,  

 

{ }[∑
∞

=
≥ΤΙ⋅Ε+=

1κ
κκJa ], όπ

 

{ }([∑
∞

=
<ΤΙ−⋅Ε+=

1
1

κ
κκJa

 

[ ] {[
κ

κ <Τ

∞

=

Ι−Ε⋅Ε+= ∑ 1
1

Ja

 

( )(∑
∞

=

<ΤΡ−⋅+=
1

1
κ

κµa

 

( )∑
∞

=

≥ΤΡ⋅+=
1κ

κµa  

 
[ ]ΤΕ⋅+ µa ,     επειδή Τ 

 
    

 
 
Αν οι παίχτες Α και Β παίζουν, 
τελικά θα καταστραφεί. 
 
 Έστω { }  ο τυχαίος περίπα
την πιθανότητα ο παίχτης Α 
καταστραφεί. 

0≥Χ nn

 
 
Θεώρηµα 2  (Πιθανότητα κατα
Έστω α και b τα αρχικά κεφάλ
τυχαίος περίπατος που αντιστο

1<r .  
 
Αν qp = , τότε: 
 

i. ( ) (α+b οΤΡ Χ = = Ρ

 

ii. ( ) (0 ο ΑΤΡ Χ = = Ρ

 
 
Αν  qp ≠ , τότε: 

 

όπου { }n≥ΤΙ  είναι η δείκτρια συνάρτηση τ.µ. του γεγονότος 
{ }n≥Τ . 
ου η εναλλαγή του Ε και Σ µπορεί να δικαιολογηθεί. 

)] 

} ]κ , επειδή { }κ<Τ  καθορίζεται από τις  που είναι 
ανεξάρτητες της  

11 ,, −κJJ K

κJ

) 

είναι µη αρνητική ακεραίων τιµών τ.µ. 

      # 

τότε έπεται από το Θεώρηµα 1 ότι ένας από τους δύο 

τος (παιχνίδι) του παίχτη Α. Στη συνέχεια θα βρούµε 
να κερδίσει τον παίχτη Β και ο παίχτης Β να 

στροφής του Παίχτη) 
αια των παιχτών Α και Β αντίστοιχα και  { }  ο 
ιχεί στα αθροιστικά κεφάλαια του παίχτη Α. Έστω 

0≥Χ nn

) ακαταστρέφεται
α+b

Β =  

) bκαταστρέφεται
α+b

=  
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i. ( )
α

Τ α+b

1-sΧ =α+b =
1-s

Ρ  

 

ii. ( )
α α+b

α+b

s -s0
1-sΤΡ Χ = = , όπου qs=

p
. 

 
Απόδειξη 

 
Τα παραπάνω θα αποδειχτούν µε τη βοήθεια του Θεωρήµατος 1. Σηµειώνοντας ότι 

0 ή bαΤ ΤΧ = Χ = +   έχουµε: 
 

[ ] ( ) ( ) ( )Τ0 0 α+b Ρ Χ =α+bΤ ΤΕ Χ = ⋅Ρ Χ = + ⋅  
 

 Αν qp =  τότε ισχύει ότι: 
 
       [ ]1JΕ=µ  
 
           ( ) ( ) ( ) ( )001111 111 =Ρ⋅+−=Ρ⋅−+=Ρ⋅= JJJ  
 
            qp −=
 
            0=
 
Συνεπώς, από την πρώτη ταυτότητα του Wald προκύπτει ότι: 
 

[ ]ΤΧΕ=a ( ) ( )Τα+b Ρ Χ =α+b= ⋅  
 

Εποµένως, ( ) ( ) ( )Τ Τ
αα= α+b Ρ Χ =α+b Ρ Χ =α+b =
α+b

⋅ ⇒  

 
 Αν qp ≠  τότε ισχύει ότι  0≠−= qpµ . Στη συγκεκριµένη περίπτωση, η 

ταυτότητα του Wald δε µπορεί να χρησιµοποιηθεί γιατί δεν έχουµε καµία έκφραση 
για την , την αναµενόµενη διάρκεια του παιχνιδιού.  [ ]ΤΕ
 
Η µέθοδος που θα χρησιµοποιηθεί ονοµάζεται µέθοδος ανάλυσης του πρώτου 
βήµατος και είναι αντιπροσωπευτική της χρήσης των διαφοροεξισώσεων σε 
προβλήµατα τυχαίων περιπάτων. 
 
Για , έναν ακέραιο στο διάστηµα aJ o = [ ]ba +,0  ορίζουµε το ( )aπ  σαν την 
πιθανότητα να έχουµε . Οπότε: ba +=ΧΤ

 
( ) ( )baa +=ΧΡ= Τπ  

 
{ } { } { }( )Τ 1 Τ 1 Τ 1Ρ Χ =α+b και J =1 ή Χ =α+b και J =-1 ή Χ =α+b και J =0=  
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( ) ( ) ( )Τ 1 Τ 1 Τ 1p Ρ Χ =α+b J =1 +q Ρ Χ =α+b J =-1 +r Ρ Χ =α+b J =0= ⋅ ⋅ ⋅  

 
Επειδή το παιχνίδι αρχίζει από την αρχή κάθε φορά, σύµφωνα µε την Πρόταση 1, ο 
παίχτης Α αποτελεσµατικά αρχίζει από το α+1 µε την προϋπόθεση ότι . 
Εποµένως, έχουµε: 

11 =J

 
( ) ( )111 +==+=ΧΡ Τ aJba π  

 
Παρόµοιες εκφράσεις έχουµε και για τις περιπτώσεις 11 −=J  και . Άρα, η 01 =J
( )aπ  ικανοποιεί την παρακάτω διαφοροεξίσωση: 

 
 ( ) ( ) ( ) ( )araqapa ππππ ⋅+−⋅++⋅= 11 , όπου baa +<<0  (1) 
 
 
Στη συνέχεια, θεωρώντας τις αρχικές συνθήκες ( ) ( ) 100 =+= baπκαιπ  λύνουµε 

την παραπάνω εξίσωση. Από την (1) και την rqp −=+ 1 , θέτοντας 
p
qs = , 

προκύπτει: 
 
     (2) 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] baaaasa +<<−−⋅=−+ 0,11 πππαπ

 
Έστω ( ) ( ) (011 )πππα −== . Τότε από τη (2) έχουµε: 
 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]11 −−⋅=−+ aasaa ππππ  

 

                        ( ) ( )[ ]
M

212 −−−⋅= aas ππ  

 
                         ( ) ( )[ ]01 ππα −⋅= s
 
  αsa ⋅=
 
Στη συνέχεια, µε τη βοήθεια της τελευταίας σχέσης έχουµε: 
 
( ) ( ) ( )0πππ −= aa  

 

         ( ) ([ ]∑
−

=

−+=
1

0
1

a

x
xx ππ )

 

         
43421

δουπροςγεωµετρικ
ρωνθροισµα

α

όή
όά

a

x

xs∑
−

=

⋅=
1

0

 45



 

        ( ) baa
s
s

+≤≤
−
−⋅

= 0,
1
1 αα  

 
Επειδή ( ) 1=+ baπ , από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι: 
 

bas
sa
+−

−
=

1
1  

 

Συνεπώς, ( ) ( ) bs
sba
+Τ −

−
==+=ΧΡ α

α

απ
1
1  

          # 
 
 
Πόρισµα 1 

i. Αν  τότε . qp = [ ] a=ΧΕ Τ

 

ii. Αν qp ≠  τότε [ ] ( ) ( )
ba

a

s
sba

+Τ −
−⋅+

=ΧΕ
1

1 , 
p
qs = . 

 
Απόδειξη 

 
i.  Αν qp =  τότε µ=0 και από την πρώτη ταυτότητα του Wald προκύπτει ότι: 

 
[ ] [ ] [ ] aa =ΧΕ⇔ΤΕ⋅+=ΧΕ ΤΤ µ  

 
 

ii. Αν qp ≠  τότε ισχύει: 
 
    [ ] ( ) ( ) ( )baba +=ΧΡ⋅++=ΧΡ⋅=ΧΕ ΤΤΤ 00  
 

               ( ) ba

a

s
sba
+−

−
⋅+=
1
1  

 
          # 
 
 
Παρατήρηση   
Θεωρούµε την τύχη του παίχτη Α, ενώ παίζει ενάντια σ’ ένα άπειρα πλούσιο καζίνο. 
Έτσι έχουµε . Τότε είναι φανερό ότι η b →∞ { }a bΤΡ Χ = +  συγκλίνει στο 

.  ( )nΧ >0, για όλα τα nΡ
 
Αν qp ≠  τότε από το Θεώρηµα 2 έπεται ότι: 
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( )

1 αν

0, για όλα τα 0
0 αν

a

n

q q p
p

n
q p

⎧ ⎛ ⎞
− <⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎪Ρ Χ > ≥ = ⎨
⎪ >⎪
⎪⎩

 

 
Αν  τότε από το Θεώρηµα 2 έπεται ότι: qp =
 

( )0, για όλα τα 0 0n nΡ Χ > ≥ =  
 
Όµοια, µπορεί κανείς να θεωρήσει την ( )nΧ <a+b, για όλα τα n 0Ρ ≥ . 
 
 
Πρόταση 4 
Για  ισχύουν τα παρακάτω: oa Χ=≤0

i. ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=≥>ΧΡ
pq

pq
p
q

n

a

n

αν

αν

0

1

0,0 . 

 

ii. ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=≥+<ΧΡ
qp

qp
q
p

nba

b

n

αν

αν

0

1

0, . 

 
 
2.3    Αναµενόµενη διάρκεια του παιχνιδιού 
 
Σύµφωνα µε την Πρόταση 2 ισχύει ότι [ ] +∞<ΤΕ  (η αναµενόµενη διάρκεια του 
παιχνιδιού είναι πεπερασµένη). Στην παράγραφο αυτή θέλουµε να βρούµε µία 
έκφραση για την αναµενόµενη διάρκεια του παιχνιδιού. 
 
Αν qp ≠  τότε από το Πόρισµα 1 και την πρώτη ταυτότητα του Wald (Πρόταση 3), 
δεδοµένου ότι qp −=µ , προκύπτει: 
 

[ ] [ ]( )a−ΧΕ=ΤΕ Τµ
1 ( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

+
−

=
+

a
s
sba

qp ba

a

1
11 , 

p
qs =  

 
Αν  τότε µ=0 και δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την πρώτη ταυτότητα 
του Wald. Στη συγκεκριµένη περίπτωση γίνεται χρήση της δεύτερης ταυτότητας του 

qp =
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Wald (πρόταση που ισχύει, και πάλι, όχι µόνο στους τυχαίους περιπάτους αλλά σε 
ένα γενικότερο πλαίσιο). 
 
 
Πρόταση 5  (∆εύτερη ταυτότητα του Wald) 
Αν σ2 είναι η κοινή διασπορά των µεταβλητών πηδήµατος  τότε  1, ≥nJ n

 
( ) [ ] ( ) [ ]2V 1 rσΤΧ = ⋅Ε Τ = − ⋅Ε Τ  

Απόδειξη 
 
Όταν qp =  τότε ισχύει ότι [ ] [ ] aJ n =ΧΕ=Ε= Τκαιµ 0 . Στη συνέχεια η πορεία 
της απόδειξης είναι όµοια µε εκείνης στην πρώτη ταυτότητα του Wald. 
 

( )[ ] { }( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
Ι−Ε=−ΧΕ <Τ

∞

=
Τ ∑

2

1

2 1 κ
κ

κJa  

 

                      (1) { }( ) { }([ ]∑∑
∞

=

∞

=
<Τ<Τ Ι−⋅⋅Ι−⋅Ε=

1 1
11

i j
jjii JJ )

 
Έστω ji = . Τότε για κάθε  ισχύει: 1≥i
 

{ }( )[ ] { }( )[ ]iiii JJ <Τ<Τ Ι−⋅Ε=Ι−⋅Ε 11 222  
 
                              [ ] { }[ ]iiJ <ΤΙ−Ε⋅Ε= 12  
 
                              ( ) ( )( )V 1iJ i= ⋅ − Ρ Τ <  
 
                               ( )i≥ΤΡ⋅= 2σ

 
Έστω jiji <≠ και  (η περίπτωση ij <  παίρνεται όµοια). Επειδή η 

{ }( ) { }( )jiiJ <Τ<Τ Ι−⋅Ι−⋅ 11  καθορίζεται από τις , οι οποίες είναι ανεξάρτητες 
από την  και 

11 ,, −jJJ K

jJ [ ] 0=Ε jJ  έχουµε την παρακάτω σχέση: 
 

{ }( ) { }( )[ ] 011 =Ι−⋅⋅Ι−⋅Ε <Τ<Τ jjii JJ (2) 
 

 
Από τις σχέσεις (1) και (2) καταλήγουµε στο ζητούµενο, δηλαδή  
 

( ) ( ) [ ]2 2

1
V

i
iσ σ

∞

Τ
=

Χ = ⋅Ρ Τ ≥ = ⋅Ε Τ∑  

           # 
Θεώρηµα 3 
Με την προϋπόθεση των συνθηκών ενός απλού τυχαίου περιπάτου και 1<r  ισχύει: 

 48



i. [ ] qp
qp

a

p
q

p
q

qp
ba

ba

a

≠
−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅
−
+

=ΤΕ
+

αν

1

1
 

 

ii. [ ] qp
r

ab
=

−
=ΤΕ αν

1
 

 
Απόδειξη 

 
i. Έχει ήδη αποδειχθεί. 

 
ii. Αν qp =  τότε έχουµε 

 
( ) [ ] 22var a−ΧΕ=Χ ΤΤ , από το Πόρισµα 1 

 
              ( ) ( ) ( ) 222 00 ababa −+=ΧΡ⋅++=ΧΡ⋅= ΤΤ  
 

             ( ) 22 a
ba

aba −
+

⋅+= , από το Θεώρηµα 2 (i) 

 
              ab=

 
Άρα, από τη δεύτερη ταυτότητα του Wald προκύπτει: 
 

[ ] ( ) ( )
r

ab
r −

=Χ⋅
−

=ΤΕ Τ 1
var

1
1  

 
           # 
 
Παρατήρηση 
Όλες οι παραπάνω προτάσεις και θεωρήµατα, για τους τυχαίους περίπατους, 
αποδείχθηκαν µε την βοήθεια µόνον  
 
    (α) του ορισµού της πιθανότητας και  
    (β) απλών βασικών ιδιοτήτων που προκύπτουν από αυτόν.  
 
Οι αποδείξεις αν και δεν είναι δύσκολες, τις περισσότερες φορές είναι µακροσκελείς. 
Αναπτύσσοντας την θεωρία των Martingales παρακάτω, δίνουµε έναν δεύτερο και 
ταυτόχρονα (φαινοµενικά) ευκολότερο τρόπο απόδειξης µερικών από τις προτάσεις 
αυτές. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3       ΚΛΑ∆ΩΤΕΣ ΑΛΥΣΙ∆ΕΣ 
 
Ένα επιπλέον, των παραπάνω, παράδειγµα Στοχαστικών Ανελίξεων είναι και εκείνο 
των Κλαδωτών Αλυσίδων. Και πάλι για την απόδειξη βασικών προτάσεων, στην 
θεωρία των Κλαδωτών αλυσίδων, χρησιµοποιούµε τον ορισµό της πιθανότητας και 
βασικές ιδιότητές του. Ακόµα είναι απαραίτητος ο ορισµός νέων εννοιών όπως της 
πιθανογεννήτριας συνάρτησης µιάς τ.µ. και απόδειξη ορισµένων από τις ιδιότητές 
της. Όλες οι αποδείξεις των αποτελεσµάτων για τις Κλαδωτές Αλυσίδες είναι σχετικά 
εύκολες αν και µερικές φορές είναι χρονοβόρες. Με την βοήθεια των Martingales 
δίνεται ένας δεύτερος , εναλλακτικός (και πάλι φαινοµενικά ευκολότερος), τρόπος 
απόδειξης των προτάσεων αυτών. 
 
 
3.1  Ορισµός µιάς κλαδωτής αλυσίδας 
 
Έστω λοιπόν ότι βρισκόµαστε σε µιά από τις ακόλουθες καταστάσεις : 
 
(α) (∆ιάδοση επιδηµίας) Έστω ότι ένας οργανισµός είναι φορέας µιάς µολυσµατικής 

αρρώστιας και µολύνει k οργανισµούς του «γειτονικού» του περιβάλλοντος, οι 
οποίοι µε την σειρά τους µολύνουν άλλους οργανισµούς  µε τον ίδιο τρόπο. Θα 
θέλαµε να ξέρουµε αν πρόκειται για επιδηµία (µόλυνση µεγάλου αριθµού 
οργανισµών) ή η αρρώστια τείνει να εξαλειφθεί. 

  
(β) (Ουρές αναµονής) Ένας πελάτης φτάνει σε ένα σηµείο εξυπηρέτησης το οποίο 

είναι κενό και αρχίζει να εξυπηρετείται. Κατά την διάρκεια της εξυπηρέτησης, 
άλλοι πελάτες φθάνουν και σχηµατίζουν µιάν ουρά. Πόσο µεγάλη µπορεί να γίνει 
η ουρά; Ποιά η πιθανότητα κάποτε να πάψει να υπάρχει η ουρά; 

 
(γ) (Πυρηνικές αλυσιδωτές αντιδράσεις)  Ένα νετρόνιο συγκρούεται µε ασταθείς 

πυρήνες και παράγεται ένας αριθµός νέων νετρονίων, το καθένα  από τα οποία 
µπορεί να παράγει άλλα νετρόνια µε τον ίδιο τρόπο. Αν η πιθανότητα να 
παραχθούν k (k>1) νέα νετρόνια είναι αρκετά µεγάλη, τότε ο παραγόµενος 
αριθµός νετρονίων αυξάνει γρήγορα και απεριόριστα µε αποτέλεσµα να 
φθάσουµε όπως λέµε σε «έκρηξη». Θα θέλαµε να ξέρουµε, αν είναι γνωστός ο 
«τρόπος» που γεννιούνται τα νετρόνια, πόσο πιθανή είναι µιά τέτοια έκρηξη. 

 
 
Όλες οι παραπάνω καταστάσεις µπορούν να µοντελοποιηθούν χρησιµοποιώντας το 
ίδιο είδος µοντέλων. Πράγµατι, σε κάθε ένα από αυτά τα συστήµατα υπάρχει ένας 
προγεννήτορας (ή µηδενική γενιά) «οργανισµός» (φορέας αρρώστιας, πελάτης που 
εξυπηρετείται, αρχικό νετρόνιο)  ο οποίος υποθέτουµε ότι στο τέλος της «ζωής» του 
ή του βιολογικού του κύκλου, παράγει έναν τυχαίο αριθµό ξ απογόνων (άτοµα που 
µολύνονται, πελάτες που φθάνουν όσο ο πελάτης εξυπηρετείται,νέα νετρόνια). Ο 
τυχαίος τρόπος µε τον οποίο γεννιούνται οι νέοι απόγονοι περιγράφεται 
(πιθανοθεωρητικά) µέσω µιάς κατανοµής πιθανότητας:  
 

        { } m
m=0

P ξ=m =a , m=0,1,2,...., a 1
+∞

m =∑                               (*) 
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Υποθέτουµε ότι όλοι οι απόγονοι  
 
(α) δρουν ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο (Υ1)  και ότι  
(β) στο τέλος της ζωής τους-για ευκολία, υποθέτουµε ότι η διάρκεια ζωής όλων των 

οργανισµών είναι η ίδια-γεννούν απογόνους πάντα σύµφωνα µε την παραπάνω 
κατανοµή (οργανισµοί της 1ης γενιάς) (Υ2).  

 
Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται, θεωρητικά έπ’ άπειρον, κατά τον ίδιο τρόπο. 
 
Εάν µε  
 

nX  συµβολίσουµε το µέγεθος του πληθυσµού της nοστής γενιάς, 
 
τότε η σ.α.   καλείται κλαδωτή αλυσίδα. Οι αλυσίδες αυτές 
πρωτοχρησιµοποιήθηκαν από τους Galton & Watson (1873), σαν µοντέλα για την 
εκτίµηση της

{ }+
n n=0

X ∞

 εξαφάνισης ενός ανδρικού πληθυσµού (διατήρηση επωνύµου).  
 
Αν και είναι απλουστευµένα µοντέλα γιατί:  
 

(i) η γονιµότητα εξαρτάται πολλές φορές από κοινωνικές τάσεις, µε 
αποτέλεσµα η  κατανοµή αναπαραγωγής (Υ2) να διαφέρει από γενιά σε 
γενιά  

 
(ii) οι απόγονοι του ίδιου οργανισµού («αδέρφια»), λόγω κληρονοµικότητας 

και του ότι ζουν στο ίδιο περιβάλλον, παρουσιάζουν οµοιότητες στον 
τρόπο αναπαραγωγής τους,  παραβιάζοντας την αρχή της ανεξαρτησίας 
στην δράση των οργανισµών που υποτέθηκε παραπάνω (Υ1) ),  

 
εν τούτοις µπορούν να επιλύσουν αρκετά προβλήµατα.  
 
Τα ερωτήµατα που µας απασχολούν σε ένα τέτοιο µοντέλο είναι:  
 
(α) ο αριθµός των οργανισµών κατά την διάρκεια µιάς γενιάς (κατανοµή της )  nX
 
(β) ο µέσος αριθµός  των οργανισµών µιάς γενιάς (µέση τιµή της )  nX
 
(γ) η πιθανότητα να εξαφανιστεί ο πληθυσµός κάποτε (πιθανότητα εξάλειψης)   
 
(δ) το πόσο πιθανόν είναι από έναν αριθµό απογόνων σε µιά γενιά να πάµε σε έναν 

αριθµό απογόνων σε µιά µελλοντική γενιά (πιθανότητες µετάβασης n βηµάτων).  
 
 
Η πρώτη λοιπόν πρόταση περιγράφει µια χαρακτηριστική ιδιότητα των κλαδωτών 
αλυσίδων, την λεγόµενη Μαρκοβιανή. 
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Πρόταση 1 
Η κ.α.  είναι µια αλυσίδα  Markov δηλαδή η µελλοντική συµπεριφορά της, 
εάν είναι γνωστή η συµπεριφορά της στο παρελθόν και στο παρόν, εξαρτάται µόνο 
από το παρόν. Οι πιθανότητες µετάβασης ενός βήµατος (θεωρούµε ότι είναι 
ανεξάρτητες της γενιάς, δηλαδή πρόκειται για µιαν οµογενή αλυσίδα), είναι ίσες µε: 

{ }+
n n=0

X ∞

 

{ }
i

ij n+1 n k
k=1

p =P X =j X =i =P ξ =j⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  

 
Εάν τώρα είναι γνωστές οι πιθανότητες µετάβασης ενός βήµατος, τότε µπορούµε να 
υπολογίσουµε, τουλάχιστον θεωρητικά (χρησιµοποιώντας την θεωρία των α.Markov),  
την κατανοµή της   δηλαδή τις πιθανότητες nX { }nP X =k , k=0,1,2,... (µέγεθος του 
πληθυσµού της  nοστής γενιάς, ερώτηµα (α) παραπάνω). 
 
Απόδειξη 
Εάν στην nοστή γενιά υποθέσουµε ότι υπάρχουν i οργανισµοί, και κάθε ένας από τους 
οργανισµούς γεννά τυχαία kξ , k 1,2,3,..., i=  απογόνους, τότε ο συνολικός αριθµός 
των απογόνων της  n+1 γενιάς είναι ίσος µε:  (ιδιότητα Markov). 1ξ +...+ξ i

           # 
 
 

Παρατήρηση 1 
Παρά τον Μαρκοβιανό χαρακτήρα των κ.α., οι πιθανότητες µετάβασης ενός βήµατος 
είναι δύσκολο να υπολογιστούν µε την βοήθεια ενός αναλυτικού τύπου. Για τον λόγο 
αυτό χρησιµοποιούµε  τις λεγόµενες πιθανογεννήτριες συναρτήσεις.  
 
 
 
3.2   Πιθανογεννήτριες συναρτήσεις και κλαδωτές αλυσίδες 
 
Σε µιά κλαδωτή αλυσίδα, συνήθως υποθέτουµε ότι ο αρχικός πληθυσµός 
αποτελείται από έναν µόνο οργανισµό, δηλ. =1. Είναι φανερό ότι, το µέγεθος του 
πληθυσµού  της n+1-γενιάς είναι ίσο µε το άθροισµα των απογόνων των  
οργανισµών της n

0X  

0X

n+1X
οστής γενιάς, δηλαδή:    

 
nX

n+1 k
k=1

X ξ=∑  

 
όπου η  δηλώνει τον αριθµό των απογόνων που γεννά ο k οργανισµός της nkξ

οστής 
γενιάς.  
 
Από τις αρχικές υποθέσεις σε µια κ.α. (Υ1 και Υ2) είναι φανερό ότι, οι { }+

k k=1
ξ ∞  

ανεξάρτητες τ.µ. µε κοινή κατανοµή την (*).  
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Η πιθανογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ. kξ , k 1, 2,3,....=  ορίζεται από την σχέση:  
 

{ }
+ +

k k
k 1

k=0 k=0

φ(s)= a s = P ξ =k s
∞ ∞

∑ ∑  

 
ενώ της  τ.µ.  από την σχέση: nX , n 0,1,2,....=
 

{ }
+

k
n n

k=0

φ (s)= P X =k s
∞

∑  

 
Είναι φανερό ότι:      .      Ακόµα : 0 1φ (s)=s & φ (s)=φ(s)
 

{ } { } { }

{ } { }

+ + +
k k

n+1 n+1 n+1 n n
k=0 k=0 j=0

+ +
k

1 j n
j=0 k=0

φ (s)= P X =k s P X =k X =j P X =j s

P ξ +...+ξ =k P X =j s

∞ ∞ ∞

∞ ∞

= ⋅

= ⋅

∑ ∑∑

∑∑
 

 

Αλλά:  είναι η πιθανογεννήτρια του αθροίσµατος   

ανεξάρτητων και ταυτοτικά κατανεµηµένων τ.µ., κάθε µιά µε πιθανογεννήτρια , 
οπότε από γνωστή ιδιότητα των πιθανογεννητριών :  

{
+

k
1 j

k=0

P ξ +...+ξ =k s
∞

⋅∑ } 1 jξ +...+ξ , j

φ(s)

 

{ }
+

k
1 j

k=0
P ξ +...+ξ =k s

∞

⋅∑ ={ } .  jφ(s)

 
Αντικαθιστώντας, έχουµε:               
 

( ) { }
+

j
n+1 n n

j=0
φ (s) φ(s) P X =j φ (φ(s)) (i)

∞

= ⋅ =∑  

 
Χρησιµοποιώντας αναδροµικά την σχέση (i), παίρνουµε:  
 

n+1 n n-1 2 n-2 3φ (s) φ (φ(s))=φ (φ (s))=φ (φ (s))=  
 

δηλαδή, επαγωγικά  ισχύει η σχέση:          
 

n+1 n-k k+1φ (s) φ (φ (s)), k=0,1,2,...=  
 
Ιδιαίτερα, για k=n-1, ισχύει η σχέση:  
 

                                     n+1 nφ (s) φ(φ (s)), (ii)=  
 
 
 

Παρατήρηση  2 
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(α) Είναι φανερό ότι εάν γνωρίζουµε την πιθανογεννήτρια  της τότε, 
αναπτύσσοντας την σε δυναµοσειρά ως προς s και εξισώνοντας τους 
συντελεστές,  µπορούµε να υπολογίσουµε (θεωρητικά)  την κατανοµή της 
(µέγεθος του πληθυσµού της  n

nX  

nX  
οστής γενιάς, ερώτηµα (α) παραπάνω). 

.   
 
(β)  Αν υποθέσουµε ότι  (έχουµε δηλαδή αρχικά  k οργανισµούς), τότε σε 

κάθε οργανισµό της αρχικής γενιάς αντιστοιχεί µιά κλαδωτή αλυσίδα. του τύπου 
που περιγράψαµε παραπάνω, οι δε k αυτές αλυσίδες είναι 

0X = k

ανεξάρτητες. Αν λοιπόν 
 είναι η πιθανογεννήτρια της τ.µ. (k)

nφ (s) nX , n 0,1,2,....= τότε  , 
οι δε ποσότητες που µας ενδιαφέρουν παρακάτω, υπολογίζονται ανάλογα. 

( )k(k)
n nφ (s)= φ (s)

 
 
3.3   Αναµενόµενο µέγεθος του πληθυσµού 
 
Αφού σε µιά κλαδωτή αλυσίδα είναι δύσκολο να υπολογίσουµε τις πιθανότητες 
µετάβασης ενός βήµατος, θα θέλαµε (τουλάχιστον) να µπορούµε να υπολογίσουµε το 
αναµενόµενο µέγεθος του πληθυσµού της nοστής γενιάς, καθώς επίσης και την 
διασπορά του µεγέθους αυτού, δηλ. την µέση τιµή και την διασπορά της τ.µ. . nX
 
Η µέση τιµή  Ε  της ,  είναι φανερό ότι είναι ίση µε:  nX nX
 

'
n nEX =φ (1) . 

 
Εάν παραγωγίσουµε την σχέση (i), αναφορικά µε το s και θέσουµε s=1  , τότε: 
 

( )'' ' ' ' ' ' '
n+1 n n n+1 n nφ (s)= φ (φ(s)) φ (φ(s)) φ (s) φ (1)=φ (φ(1)) φ (1)=φ (φ(1)) m= ⋅ ⇒ ⋅ ⋅

2⋅

n+1

)

 
 

όπου . Χρησιµοποιώντας την σχέση αυτή αναδροµικά,  έχουµε: '
kEξ =φ (1)=m

 
' ' ' ' ' '
n+1 n n n-1 n-1φ (1)=φ (φ(1)) φ (1)=φ (1) m=φ (1) m m=φ (1) m⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 
και επαγωγικά:      δηλαδή :       ( )n+1' '

n+1φ (1)= φ (1) = m
 

n
nEX = m  

 
Η  διασπορά  της ,  συνδέεται µε την πιθανογεννήτρια, µε την εξής σχέση:  ( nV X nX

 
( ) ( ) ( )222 '' ' '

n n n n n nV X =EX - EX =φ (1)+φ (1)- φ (1)  
 

Παραγωγίζοντας την σχέση (ii), έχουµε:     
 

( )' ' '
n+1 n nφ (s)= φ (φ (s) φ (s) (iii)⋅  
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και παραγωγίζοντας την σχέση αυτή, έχουµε:                     
        

( ) ( )
s=12'' '' ' ' ''

n+1 n n n nφ (s)=φ (φ (s)) φ (s) φ (φ (s) φ (s)⋅ + ⋅ ⇒      
 

         ( ) ( )2'' '' ' ' ''
n+1 n nφ (1)=φ (1) φ (1) φ (1) φ (1) (iv)⋅ + ⋅  

 
Αλλά   
 

( ) ( )2' '' 2 2 2
1 1 1 1 1φ (1)=m, φ (1)=EX - EX =V(X )+ EX -EX =σ +m -m=M , 

 
οπότε η (iv), γίνεται: 
 

'' 2n ''
n+1 nφ (1)=M m +m φ (1)⋅ ⋅  

 
 

και επαγωγικά:  { }'' 2n '' 2n 2n-1 2 ''
n+1 n n-1φ (1)=M m +m φ (1)=M m +m +m φ (1)=...⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒  

 
 

{ }

{ }

2n 2n-1 n n+1 2n+2
n+1

n+1
2 n

2 2n 2n-1 n

2

V(X ) =M m +m +...+m +m -m =

m -1σ m εάν m 1
=σ m +m +...+m = m-1

σ (n+1) εάν m=1

⋅

⎧
⋅ ⋅ ≠⎪⋅ ⎨

⎪ ⋅⎩

 

 
 
3.4    Πιθανότητα εξάλειψης 
 
Μιά δεύτερη ενδιαφέρουσα ποσότητα είναι η πιθανότητα του να πάψει να υπάρχει ο 
πληθυσµός, δηλαδή όπως λέµε η πιθανότητα (τελικής) εξάλειψης του πληθυσµού. 
Θέλουµε να υπολογίσουµε µε άλλα λόγια την πιθανότητα: 
 

{ }nP X =0, για κάποιο n  
 

 
Παρατήρηση  3 
(α)  Αν =0  για κάποιο n, τότε  nX kX 0, k n= ∀ ≥ . 
 
(β) Εξάλειψη δεν συµβαίνει ποτέ στην περίπτωση  που  { }0p =P ξ=0 0= . Ακόµα, η  

εξάλειψη είναι βέβαιη όταν 0p 1= . Έτσι υποθέτουµε πάντα ότι: . 00< p <1
 
 
 
Πρόταση 2 (Θεµελιώδες Θεώρηµα των Κλαδωτών αλυσίδων) 
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Η πιθανότητα π της τελικής εξάλειψης του πληθυσµού σε µιά κλαδωτή αλυσίδα 
 µε =1, είναι ίση µε την µικρότερη θετική ρίζα της εξίσωσης  { }+

n n=0
X ∞

0X
 

s=φ(s) . 
 
Ακόµα, εάν m  τότε , ενώ  εάν  τότε . 1≤ π=1 m>1 π<1
 
Απόδειξη 
Η πιθανότητα εξάλειψης του πληθυσµού στην nοστή γενιά  είναι ίση µε: 
 

{ }
(ii)

n n n n+1 n+1 n nq =P X =0 φ (0)    q =φ (0)=φ(φ (0))=φ(q ) (v)= ⇒  
 

Αλλά η  είναι µια αυστηρά αύξουσα συνάρτηση (σαν δυναµοσειρά µε µη-
αρνητικούς συντελεστές και ) και: 

φ(s)

00< p <1

1 1 0 2 1q =φ (0)=φ(0)=q 0    q =φ(q ) >φ(0)=q> ⇒ 1

1

 
 

και εάν υποθέσουµε ότι: , τότε:  n n-q > q
 

n+1 n n n n-1 nq =φ (q ) > φ (q )=q  
 
δηλαδή η ακολουθία  είναι αυστηρά αύξουσα και φραγµένη από το 1.   Άρα 
το όριο της (πιθανότητα εξάλειψης):   

{ }+
n n=1

q ∞

 
{ }n nn + n + n +

π= lim P X =0 lim q = lim φ (0)
→ ∞ → ∞ → ∞

= n  

 
υπάρχει και  0 < π 1≤ . Ακόµα, επειδή η  είναι συνεχής,  η (v) έπεται ότι φ(s)
 

π=φ(π) (vi)

0

0

 
 

Στην πραγµατικότητα το π είναι η µικρότερη ρίζα της εξίσωσης:     s= . φ(s)  (vii)
 
Γιατί, έστω  µια οποιαδήποτε θετική ρίζα της  (vii), τότε:  και 
εάν  , τότε: 

0s 1 0q =φ(0) <φ(s ) s=

nq <s n+1 n 0 0q =φ(q ) <φ(s ) s , n= ∀ ,  οπότε n 0n +
π lim q s

→ ∞
= ≤ . 

 
 
Έστω τώρα ότι .  Η   είναι κυρτή συνάρτηση ως προς s (γιατί η  

) οπότε το γράφηµα της µπορεί να τέµνει την διχοτόµο της 

1

0 1p +p <1 φ(s)
+

'' k-2
k

k=2

φ (s)= k(k-1)p s 0
∞

>∑
ης γωνίας των αξόνων, δηλαδή την , σε δύο το πολύ σηµεία (δείτε σχήµατα 1,2). y=s

 
Επειδή , το ένα σηµείο τοµής είναι σίγουρα το (1,1). φ(1)=1
 
                                                         (1,1)                                                                 (1,1) 
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                       Σχήµα  1                                                        Σχήµα  2 
                              
 (α) Εάν  τότε η κλίση της εφαπτοµένης στο γράφηµα της  στο 

σηµείο s=  ξεπερνά το 1  (σχήµα 1). Εδώ  

'm=φ (1) 1,> φ(s)
1 0 < π < 1

 
 (β) Εάν 'm=φ (1) 1,≤  τότε η αντίστοιχη κλίση είναι µικρότερη ή ίση του 1 (σχήµα 2). 

Εδώ . π =1
 
            # 
 
 
Παράδειγµα 1 
Έστω ότι κάθε αρσενικός οργανισµός σε µια κοινωνία έχει τρεις απογόνους, οι οποίοι 
ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλον έχουν πιθανότητα ½ να είναι αρσενικοί και ½ να 
είναι θηλυκοί. Αν ο αριθµός των αρσενικών της  γενιάς είναι µια κλαδωτή 
αλυσίδα, να βρεθεί η πιθανότητα εξάλειψης τους.. 

οστήςn

 
Λύση  
Η π.π. f του αριθµού ξ των αρσενικών απογόνων ενός αρσενικού οργανισµού είναι 

διωνυµική µε παραµέτρους  1n=3, p=
2

. Άρα  

( ) { }
3 03 1 1 1

8
f 0 =P ξ=0 = =

0 2 2
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
( ), ( ) ( )3 3 1f 1 = ,  f 2 = ,  f 3 =

8 8 8
. 

 

Ο µέσος αριθµός m των αρσενικών απογόνων είναι ( )
3

κ=0

3m= κf κ =
2∑ . Επειδή m>1, η 

πιθανότητα εξάλειψης π είναι η ρίζα της εξίσωσης: 
 

2 3 3 21 3 3 1+ s+ s + s =s s +3s -5s+1=0 s=1,  s=- 5-2, s= 5-2.      Άρα p= 5-2
8 8 8 8

⇒ ⇒ . 

 
 
Εάν στο παραπάνω παράδειγµα, µια οικογένεια έχει δύο αγόρια και ένα κορίτσι, ποιά 
η πιθανότητα η αλυσίδα να συνεχίζεται έπ’ άπειρον; 
 

 57



 Εδώ θεωρούµε ότι η αλυσίδα ξεκινά µε δύο άτοµα. Άρα, η πιθανότητα εξάλειψης   
 

% ( )2
2p=p = 5-2 =5-4 5+4=9-4 5  

 
 απ’ όπου έπεται ότι, η πιθανότητα να απειρίζεται η κ.α. είναι ίση µε: 
$ % ( )p 1 p 1 9+4 5 4 5 8 4 5 2= − = − = − = −  

            # 
 
Παρατήρηση  4 
(α) Το αποτέλεσµα της παραπάνω πρότασης, τουλάχιστον στην περίπτωση που m<1, 

είναι κάτι που αναµένεται. Αφού κάθε οργανισµός αποκτά κατά µέσον όρο 
λιγότερο από έναν απόγονο, ο πληθυσµός αργά ή γρήγορα θα εξαλειφθεί. ∆εν 
είναι φανερό όµως, εκ των προτέρων, ότι δεν µπορεί να υπάρξει µια κατάσταση 
ισορροπίας στην περίπτωση που .  m=1

 
(β) Το γεγονός ότι    έπεται ότι:  n n

φ (0) π
→∞
→

 
{ }

{ } { }( )
n n

n nnn

P X =0 π

P X =k 0, k=1,2,...  P lim X =+ 1-π

→∞

→∞→∞

→⎧
⎪
⎨

→ ⇒ ∞⎪⎩
=

 

 
      ∆ηλαδή εάν σε µιά κ.α. έχουµε m>1, τότε ο πληθυσµός ή εξαλείφεται µε 

πιθανότητα π ή απειρίζεται µε πιθανότητα 1-π  (αστάθεια του συστήµατος).  
 
(γ) Για την πιθανότητα εξάλειψης λοιπόν ενός πληθυσµού, πρέπει να υπολογίσουµε 

την µικρότερη από τις ρίζες της εξίσωσης . Υπάρχουν δύο τρόποι. s=φ(s)
 
      (1) (Αναλυτική µέθοδος) Ένας πρώτος τρόπος να υπολογίσουµε τις ρίζες της εν 

λόγω εξίσωσης είναι να χρησιµοποιήσουµε µιά από τις µεθόδους της Αριθµη-
τικής Ανάλυσης. Πρώτα υπολογίζουµε το m, γιατί εάν m 1≤  τότε . π=1

 
 
      (2) (Αναλυτική προσεγγιστική µέθοδος)  Ένας δεύτερος τρόπος, είναι να 

υπολογίσουµε το όριο της ακολουθίας { }+
n n=1

φ (s) ∞  , µε άλλα λόγια να 
χρησιµοποιήσουµε επαναληπτικά την σχέση (δείτε τα σχήµατα 1 και 2): 

 
n+1 n 1u =φ(u ), n=1,2,... & u (0,1)∈      (**) 

 
       Πράγµατι, εάν:          

.   
20 s π φ(s) φ(π) φ (s) φ(φ(s)) φ(φ(π))=π≤ ≤ ⇒ ≤ ⇒ = ≤

nφ (s) π , n⇒ ≤ ∀
 
      Αλλά  οπότε:  n n nφ (s) φ (0)=q , n≥ ∀ nn

lim φ (s)=π , 0 s π
→+∞

≤ ≤  
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      Ακόµα, εάν m>1,  τότε για  
οπότε  

n n-1π< s <1 π<φ(s) <s <1 π φ (s) <φ (s) <...⇒ ⇒ <

nn
lim φ (s) π
→+∞

≥  

      και µάλιστα είναι ίσο µε π.   
 
        Γιατί εάν υπάρχει   τ.ω.  τότε:  os (π,1)∈ n on

lim φ (s )=a > π
→+∞

 
n o n+1 on n

φ(a)= lim φ(φ (s ))= lim φ (s )=a
→+∞ →+∞

 

 
    (δηλαδή το a είναι ρίζα της εξίσωσης ) και επειδή λόγω κυρτότητας 

, έχουµε:  
s=φ(s)

φ(s) < s
 

n o o on
π<a= lim φ (s )< φ(s )< s <1

→+∞
 

 
     που έρχεται σε αντίθεση µε την µοναδικότητα του π.  Άρα . nn

lim φ (s)=π
→+∞

 
(δ)  Για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων µετάβασης n βηµάτων σε µιά κ.α. ισχύει το 

παρακάτω αποτέλεσµα. 
 
 
Πρόταση 3 Η  πιθανότητα µετάβασης n βηµάτων { }(n)

ij n+1 0p =P X =j X =i  σε µια κ.α. 

είναι ίση µε τον συντελεστή του  στο ανάπτυγµα της (  , σε δυναµοσειρά. js )i
nφ (s)

   
Απόδειξη.  
Θεωρούµε  i  υποπληθυσµούς καθένας από τους οποίους προκύπτει από έναν από 
τους i οργανισµούς της αρχικής γενιάς. Εάν λοιπόν µε (m)

nX , 1 m i≤ ≤  συµβολίσουµε 
το µέγεθος του πληθυσµού της nοστής γενιάς της m αλυσίδας (δηλαδή των απογόνων 
του m οργανισµού), τότε  οι n∀ { }i(m)

n m=1
X  είναι ανεξάρτητες και 

 

{ }
+ + i

j (m)
n+1 0 n

j=0 j=0 m=1

P X =j X =i s = P X =j s
∞ ∞

j⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑ ∑       (***) 

 
που είναι η πιθανογεννήτρια του αθροίσµατος των ανεξαρτήτων τ.µ { }i(m)

n m=1
X , κάθε 

µιά από τις οποίες έχει πιθανογεννήτρια ίση µε .  nφ (s)
 
Άρα η (***)= ( , και έτσι αναπτύσσοντας την  σε δυναµοσειρά και 
εξισώνοντας τους συντελεστές, έχουµε το ζητούµενο. 

)i
nφ (s) ( )i

nφ (s)

 
           # 
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3.5   Παραδείγµατα κλαδωτών αλυσίδων 
 
(1) Εάν  και η π.σ. , σηµαίνει ότι κάθε οργανισµός 

είτε πεθαίνει µε πιθανότητα q είτε επιζεί µε πιθανότητα  p, τότε πρόκειται για µιά 
όπως λέµε αµιγή διαδικασία θανάτου (η πιθανότητα εξάλειψης του πληθυσµού 
περιµένουµε  να είναι βέβαιη). Εδώ 

0X =1 φ(s)=q+ps, p+q=1 , p,q>0 

 
( )1Eξ =0 q+1 p=p<1 π=1 φ(s)=s q+ps=s s=1⋅ ⋅ ⇒ ⇒ ⇒  

 
Εδώ µπορούµε να υπολογίσουµε ακριβώς την πιθανογεννήτρια της .  Πράγµατι nX
 

2 2
2φ (s)=q+p(q+ps)=q+pq+p s=1-p +p s2  

 
και επαγωγικά  . n n

nφ (s)=1-p +p s
 
Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε και την κατανοµή του χρόνου εξάλειψης Τ του 
πληθυσµού: 
 

{ } { } { }
( ) ( ) ( ) (

0 n 0 n-1 0

k kk k n n
n n-1

P T=n X =k =P X =0 X =k -P X =0 X =k

= φ (0) - φ (0) = 1-p - 1-p )-1

=
 

 

(2) Όταν  τότε, εάν   έχουµε 2φ(s)=as +bs+c,  a,b,c>0 & φ(1)=1 c<a cπ=
a

. 

 
(3)  Εάν σε µιά κ. α. οργανισµοί γεννούν απογόνους σύµφωνα µε την κατανοµή:  
 

{ } k-1
k 1 0 k

m=1

p =P ξ =k =b c , p 1 p , b,c>0 & b+c<1
+∞

⋅ = − ∑  

 
      τότε η πιθανογεννήτρια  της. kξ , k 1, 2,3,....=  είναι ίση µε: 
 

( )
+

k-1

k=1

1-b-c 1-(b+c) bsφ(s)= +bs cs = +
1-c 1-c 1-sc

∞

∑  

 

      Υπάρχουν πάντα δύο λύσεις της εξίσωσης ,  οι: s=φ(s) 0
1-b-cs = , s =1
c(1-c) 1  . Ακόµα 

µπορεί να δειχθεί ότι η πιθανογεννήτρια της   δίνεται από την: nX
 

2
n 0

n
0n 0

n nn
0

n
0

1-sm s
m -s1-sφ (s)=1-m +

m -1m -s 1-s
m -s

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 
       οπότε η πιθανότητα εξάλειψης του πληθυσµού είναι ίση µε: 
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{ } 0n 0
n n nn + n + n +

0

s m>1-sπ= lim P X =0 = lim φ (0)= lim 1-m =
m -s 1 m 1→ ∞ → ∞ → ∞

⎛ ⎞ ⎧
⎨⎜ ⎟ ≤⎩⎝ ⎠

1
 

 
 
       Επίσης η  κατανοµή του χρόνου εξάλειψης Τ  (για m 1≠ ) δίνεται από την:  
 

{ } { } { } n-1 0
n n-1 n n-1

0 0

(m-1)(1-s )P T=n =P T n -P T n-1 =φ (0)-φ (0)=m
(m -s )(m -s )

≤ ≤  

 
 
 
Εφαρµογή  1 (Εξάλειψη επωνύµων)   
 
Ο Lotka µε βάση τα στοιχεία απογραφής για τους απογόνους των λευκών 
οικογενειών του 1920 στις Η.Π.Α., υπολόγισε ότι η κατανοµή { }kp των αγοριών κατά 

οικογένεια προσεγγίζεται πολύ καλά από την: . κ-1
0 κp =0,48,   p =(0,21)(0,59) k 1≥

 
Σ’ αυτή την περίπτωση  

( ) 0,48-0,04sφ s =
1-0,56s

. 

 
Λύνοντας την εξίσωση  έχουµε , δηλαδή η πιθανότητα 
εξάλειψης του επωνύµου µιας οικογένειας (διατηρείται µόνον από τα αρσενικά 
άτοµα) είναι αρκετά µεγάλη.  

( )φ s =s, s<1, s=0,86

 
Εάν υπάρχουν k άντρες µε το ίδιο επώνυµο, και υποθέσουµε ότι γεννούν απογόνους 
ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, τότε η πιθανότητα εξάλειψης του επωνύµου µιας 
οικογένειας  είναι ,  δηλαδή µικρή για k µεγάλο.  ( k0,86)
 
 
Ειδική περίπτωση 
Εάν b=c (1-c) , τότε έχουµε την «κανονική» γεωµετρική κατανοµή µε 

 ενώ αν k
kp =(1-c) c , k=0,1,2,... b=(1-c)  την γεωµετρική  µε . k-1

kp =(1-c) c , k=1,2,...
 

Στην περίπτωση της «κανονικής» γεωµετρικής κατανοµής, qφ(s)=
1-ps

 και 

 

( )
( )

n n n-1 n-1n

n+1 n+1 n n

n-(n-1)s 1p=q=
n+1-ns 2

φ (s)= q p -q -ps p -q
p q

p -q -ps p -q

⎧
⎪
⎪
⎨ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ≠
⎪
⎩
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H πιθανότητα εξάλειψης του πληθυσµού στην nοστή γενιά είναι ίση µε: 
 

{ }n nP X =0 =φ (0)= n n

n+1 n+1

n 1p=q=
n+1 2
q p -q

p q
p -q

⎧
⎪
⎪
⎨ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ≠⎪⎩

 

 

ενώ η πιθανότητα εξάλειψης του πληθυσµού είναι { }nn

p p>q
qπ= lim P X =0 =
1 p

→∞

⎧
⎪
⎨
⎪ ≤⎩ q
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4       ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 
 
Η έννοια της δεσµευµένης πιθανότητας καθώς και µια διαισθητική της ερµηνεία 
δόθηκε στο κεφάλαιο 1.  Στο παρόν κεφάλαιο  δίνεται µια επιπλέον ερµηνεία της, 
γενικεύεται ο ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας και αποδεικνύονται µερικές 
βασικές ιδιότητές του. Το κεφάλαιο αυτό είναι χρήσιµο στην κατανόηση του 
κεφαλαίου που ακολουθεί. 
 
 
4.1 Ερµηνεία της δεσµευµένης πιθανότητας 
 

Θα µπορούσε, λοιπόν, να θεωρηθεί ότι ένας χώρος πιθανότητας (Ω, A, Ρ)  
περιγράφει έναν µηχανισµό ο οποίος «κυβερνιέται» από την τύχη και παράγει ένα 
αποτέλεσµα ω που κατανέµεται σύµφωνα µε το Ρ. Για τον παρατηρητή, η Ρ(Α) είναι 
η πιθανότητα το σηµείο ω, που παρήχθη, να ανήκει στο Α. 

 
Έστω ότι το ω ανήκει στο σύνολο Β και ότι ο παρατηρητής γνωρίζει µόνο αυτή 

την πληροφορία και όχι άλλη. Από την πλευρά του παρατηρητή, που έχει την 
(µερική) πληροφορία αυτή, η πιθανότητα του ω να ανήκει στο Α είναι Ρ(Α | Β ) αντί 
για Ρ(Α). Στην ιδέα αυτή, γενικότερα, στηρίζεται κανείς για να ορίσει την 
δεσµευµένη πιθανότητα. 
 
 
4.2  Ορισµός και εφαρµογές της ∆εσµευµένης πιθανότητας 
 
Θεωρούµε τον πιθανοθεωρητικό χώρο (Ω, A, Ρ) και έστω Β∈  A  ένα γεγονός µε 
θετική πιθανότητα, Ρ(Β)>0. Τότε: 
 
 

 Ορισµός 1 
Η δεσµευµένη πιθανότητα του γεγονότος Α δοθέντος του γεγονότος Β 
παριστάνεται µε το σύµβολο Ρ(Α | Β ) και ορίζεται από τη σχέση: 

 

Ρ(Α | Β ) = ( )
( )ΒΡ

Β∩ΑΡ  

 
 

Παρατήρηση 1 
(α) Η δεσµευµένη πιθανότητα συνδέεται στενά και µε την ανεξαρτησία. Έτσι 

εάν τα γεγονότα Α και Β είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους τότε ισχύει ότι: 
 

Ρ(Α | Β ) = Ρ(Α) 
 

     δηλαδή η πληροφορία ότι συνέβη το Β δεν αλλάζει την πιθανότητα του Α. 
 
(β) Με την χρήση της δεσµευµένης πιθανότητας αποδεικνύονται διάφορα 

χρήσιµα θεωρήµατα, όπως θεώρηµα ολικής πιθανότητας, θεώρηµα Bayes 
κ.λ.π. (δείτε κεφάλαιο 1). 
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Εφαρµογή 1 
Εάν {Νt}t≥0  είναι µία ανέλιξη Poisson µε ρυθµό λ, αποδεικνύεται ότι για s < t 
: 
 

{ } .0,;/1 nk
t
snk

t
s

t
s

k
n

nk
knk

ts ≤≤⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
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⎞

⎜
⎝
⎛Β=⎟
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⎝
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⎛
==Ν=ΝΡ
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Απόδειξη 
Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε: 
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Ρ Ν = Ρ Ν =

−⋅

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⋅ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − = Β⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

k
=

⋅ =  

      # 
 
 

Εφαρµογή 2 
Έστω Χ, Υ ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές (τ.µ) µε τιµές στο σύνολο των 
φυσικών αριθµών τέτοιες ώστε:  
 

Χ = i οµοιόµορφα κατανεµηµένη τ.µ. , όπου i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 . 
             Y = αριθµός των «κεφαλών» όταν ρίχνουµε Χ νοµίσµατα. 
 
Να αποδείξετε ότι: 

( )
6-i2i 0

63
Ρ Χ = Υ = =  

Απόδειξη 
 

Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε: 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

πολλ/στικό θεώρηµα

6
θ. ολικής πιθανότητας

i=1

Ρ Υ=0 Χ=i Ρ Χ=ii, 0
i 0

0 Ρ Υ=0 Χ=i Ρ Χ=i
=

⋅Ρ Χ = Υ =
Ρ Χ = Υ = =

Ρ Υ = ⋅∑
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Γνωρίζουµε ότι: 

( ) 1i
6

Ρ Χ = =  

 
για i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, αφού η τ.µ  Χ είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη. 
 

( )
i

i

1 1 1 1 10 i
2 2 2 2 2

ίνοµ σµατα

⎛ ⎞Ρ Υ = Χ = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

L
1442443

 

 
Κατά συνέπεια, η αρχική µας σχέση γίνεται ως εξής: 
 

( )

i i

i 1 2 66

i=1

6 6-i

i i

1 1 1 1
2 6 2 2i 0

631 1 1 1 1... 642 6 2 2 2

64 1 2 2= = , όπου i=1,2,3,4,5,6
63 632 63 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠Ρ Χ = Υ = = = = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅
⋅

∑

i

  

   # 
 
Εφαρµογή  3 
Εάν ,  είναι δύο ανεξάρτητες ανελίξεις Poisson µε ρυθµούς λ 
και µ αντίστοιχα, τότε: 

{ } 0≥Χ tt { } 0≥Υ tt
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Λύση 

            Έχουµε 
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 Αν θεωρήσουµε ότι  A = {Ø, Ω, Β, Βc} τότε η δεσµευµένη πιθανότητα του 
γεγονότος Α δοθέντος της κλάσης  A ορίζεται ως έξης: 

 

Ρ(Α | A ) 
∆

=  Ρ(Α | Β )·
ΒΙ  + Ρ(Α | Βc )· cΒ

Ι  
                        ή 

 

Ρ(Α | A )(ω) = 
( )( )
( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Β∈ΒΑΡ
Β∈ΒΑΡ
cc ωανω

ωανω
 

 
∆ηλαδή στην προκειµένη περίπτωση η δεσµευµένη πιθανότητα παίρνει τη 
µορφή µιας δίτιµης συνάρτησης (µε τιµή ( )( )ω αν ωΡ Α Β ∈Β , και µε 

τιµή ( )( )' 'ω αν ωΡ Α Β ∈Β ). 

 
Σχηµατικά θα µπορούσε να παρασταθεί ως εξής: 
 

 Ρ(Α | A ) 
 Ω   �
   
 
  Β Ρ(Α | Β ) 
 
 
 
 Βc 

 
 Ρ(Α | Β’ )  

 
 
 
Κατά συνέπεια ο ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας, γενικότερα, παίρνει 
την εξής µορφή: 

 
 
Ορισµός 2 
Αν P =  { }  είναι µία διαµέριση του Ω  τότε η δεσµευµένη πιθανότητα 

του γεγονότος Α ως προς τη διαµέριση  P ορίζεται ως εξής: 

∞

=
Β

1jj

 

Ρ(Α | P ) =  ( )
1

jj
j

∞

Β
=

Ρ Α Β ⋅ Ι∑  

 
Εναλλακτικά, αν θεωρήσουµε ότι  B = σ(P) (σ-άλγεβρα που γεννιέται από την 
κλάση P) τότε η παραπάνω σχέση, η δεσµευµένη πιθανότητα του γεγονότος 
Α ως προς την σ-άλγεβρα B, παίρνει την εξής µορφή: 
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 Ρ(Α | P ) = Ρ(Α | B )  
 

 
Παρατήρηση 2 
Εάν συµβεί για κάποιο Βj, Ρ(Βj) = 0, τότε ορίζουµε την Ρ(Α | B ) να παίρνει 
οποιαδήποτε σταθερή τιµή στο jΒ . Γι’ αυτό οποιεσδήποτε δύο τέτοιες 
συναρτήσεις  Ρ(Α | B ) καλούνται παραλλαγές της δεσµευµένης 
πιθανότητας του γεγονότος Α  δοθέντος της κλάσης B. 
 
 
Εφαρµογή 4 
Έστω Χ, Y δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, ορισµένες σε έναν 
πιθανοθεωρητικό χώρο (Ω, A, Ρ), µε τιµές στο σύνολο των φυσικών αριθµών 

, Α = {Χ = j},  Β i = {X + Y  = i}, όπου j σταθερός αριθµός. Αν {� }i i∈
Β

�
 µία 

διαµέριση του Ω και B = ( )j ; jσ Β ∈ � , τότε να υπολογισθεί να υπολογισθεί 
η  Ρ(Α | B ). 
 
Λύση 

 
Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε: 

Ρ(Α | B ) =  ( )
ii Β

i j

Α Β Ι
≥

Ρ ⋅∑  

Όµως, 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

ανεξ.

i

Ρ Χ=j,Χ+Y=i
Β =Ρ Χ=j Χ+Y=i = =

Ρ Χ+Y=i

Ρ Χ=j Ρ Y=i-j
= , αν i>j

Ρ Χ+Y=i

Ρ Α

⋅
 

Οπότε,  

Ρ(Α | B ) = 
( ) ( )

( ) { }Χ+Υ=i
i j

Ρ Χ=j Ρ Y=i-j
Ι

Ρ Χ+Y=i≥

⋅
⋅∑  

 
      

Ειδική Περίπτωση 
Αν Χ, Υ  είναι δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές και Χ ~ Ρ(λ), Υ ~ Ρ(µ) 
τότε είναι γνωστό ότι ισχύει Χ + Υ ~ Ρ(λ + µ).  
 
Στην περίπτωση αυτή η Ρ(Α | B ) θα ήταν: 
 

            Ρ(Α | B ) 
( ) ( )

( ) { }
( )

( ) ( ) { }

j i-j
-λ -µ

Χ+Υ=i Χ+Υ=ii
i j i j - λ+µ

λ µe e
Ρ Χ=j Ρ Y=i-j j! i-j !

Ι Ι
Ρ Χ+Y=i λ+µ

e
i!

≥ ≥

⋅ ⋅ ⋅
⋅

= ⋅ =

⋅
∑ ∑ ⋅ = 
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                = {

i j

Χ+Υ=i
i j

µ λ Ι
λ+µ µ

i
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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          # 
 
 

Μέχρι τώρα µελετήσαµε την περίπτωση της δεσµευµένης πιθανότητας ενός 
γεγονότος Α δοθέντος της B,όπου B είναι µία σ-άλγεβρα που γεννιέται από 
µία πεπερασµένη ή αριθµήσιµη διαµέριση του δειγµατοχώρου Ω. Είναι 
φανερό από τον ορισµό αυτό ότι, η δεσµευµένη πιθανότητα Ρ(Α | B ) του 
γεγονότος Α ως προς την σ-άλγεβρα B, ικανοποιεί τις δύο παρακάτω 
ιδιότητες:  

 
I. Ρ(Α | B ) = B -µετρήσιµη, δηλαδή οι τιµές της εξαρτώνται µόνο από τα 

σύνολα της κλάσης B. 
 

II. 
G

(Ρ Α∫ B ) dP = ( )GΡ Α∩ , για κάθε G που ανήκει στη B. 

 
     Αν γενικεύσουµε την περίπτωση αυτή θεωρώντας ότι η κλάση B είναι µία σ-

άλγεβρα που δηµιουργήθηκε από µία µη αριθµήσιµη διαµέριση του Ω, τότε ο 
αντίστοιχος ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας έχει ως εξής: 

 
 
Ορισµός 3α (δεσµευµένη πιθανότητα ως προς (τυχούσα) σ-άλγεβρα) 

       Η δεσµευµένη πιθανότητα Ρ(Α | B ) του γεγονότος Α ως προς την σ-
άλγεβρα B (η B θεωρείται υπό-σ-άλγεβρα της  A, δηλαδή B  A) , είναι µιά 
συνάρτηση ( η  Ρ(Α | B ): B → [0, 1] ) που ικανοποιεί τις ιδιότητες Ι και ΙΙ 
παραπάνω. 

⊂

 
      Ένας δεύτερος ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας, µε την βοήθεια του 

θεωρήµατος Radon-Nikodym, είναι αυτός που ακολουθεί 
 

Ορισµός 3β  (Εναλλακτικός ορισµός) 
Εάν (Ω, A, Ρ) είναι ένας χώρος πιθανότητας και για Α∈B, όπου Α σταθερό, 
ορίσουµε το µέτρο  
 

( ) ( )V G =P A G∩ ,      (V: B → [0, 1]). 
 
Τότε  το  V είναι απόλυτα συνεχές, σε σχέση µε  το Ρ, δηλαδή V<<P. 

 
Πράγµατι, αν ( ) ( ) ( )G 0 G 0 V GΡ = ⇒ Ρ Α∩ = ⇒ = 0  
 
Άρα, από το θεώρηµα Radon-Nikodym, υπάρχει συνάρτηση  που 
να είναι  B -µετρήσιµη τέτοια ώστε: 

:f Ω → �

 
( ) ( )

G

v G = f dP=Ρ Α G∩∫ ,  
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απ΄ όπου έπεται ότι  Ρ(Α | B ). =f
 
 
Σχόλιο 1 (επέκταση του ορισµού στην διακριτή περίπτωση) 
Αν { }  είναι µία αριθµήσιµη διαµέριση του Ω και ορίσουµε σαν ∞

=
Β

1jj

( )
i

i
if Β

∞

=

Ι⋅ΒΑΡ=∑
1

, 

 
τότε  (α) η  είναι B –µετρήσιµη  και  f
 
         (β) για κάθε G που ανήκει στη B  και  ισχύει ότι: U

k
ik

G Β=

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) (

i i

k

k

k k

i Β i Β G
i=1 i=1G G

G=Β

i i k k
i=1 k

B G

k
k k

k kk
B G B G

f dP Β dP Β dP

Β G = Α Β Β

Β
Β Β G

Β

∞ ∞

∩
Ω

∞

⊂

⊂ ⊂

= Ρ Α ⋅ Ι = Ρ Α ⋅ Ι =

= Ρ Α ⋅Ρ Β ∩ Ρ ⋅Ρ =

Ρ Α∩
= ⋅Ρ = Ρ Α∩ = Ρ Α∩

Ρ

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑

∑ ∑ )

 

 
            που σηµαίνει ότι ικανοποιείται η (ΙΙ) ιδιότητα, του ορισµού της 

δεσµευµένης πιθανότητας. 
 
∆ηλαδή, ο παραπάνω ορισµός 3α της δεσµευµένης πιθανότητας συµφωνεί µε 
εκείνον που δόθηκε στην περίπτωση µιάς αριθµήσιµης διαµέρισης. Έτσι ο 
παραπάνω ορισµός είναι µιά γενίκευση (του ορισµού) της δεσµευµένης 
πιθανότητας ως προς τυχούσα σ-άλγεβρα B. 
 

 
Εφαρµογή 5  (Γενικευµένο θεώρηµα Bayes) 
 
Αποδεικνύεται ότι, για κάθε γεγονός  Β  που ανήκει στην σ-άλγεβρα B ισχύει: 
  

                                            ∫B Ρ (Α | B )dP 
Ρ(Α | B ) = ——————— 

                         ∫Ω Ρ (Α | B )dP 
 

 
            Απόδειξη 
 Από τον ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας έχουµε: 

                                           

 Ρ(Α | Β ) = ( )
( )ΒΡ

Β∩ΑΡ  
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               ∫B Ρ (Α | B )dP 
                               = ——————— 
                                     ∫Ω Ρ (Α | B )dP 

          # 
 
 

Παρατήρηση 3  (Θεώρηµα Bayes, κλασσική µορφή) 
Αν { }j j=1

∞
Β  διαµέριση του Ω  και B = { }( )jΒ / jσ ∈ �  τότε, από το 

γενικευµένο θεώρηµα Bayes, προκύπτει το γνωστό θεώρηµα Bayes που έχει 
ως εξής: 

( ) ( ) ( )
( )

k k
k

Ρ Α Β ⋅Ρ Β
Ρ Β Α =

Ρ Α
 

Πράγµατι, 
 

         Ρ(Βk∩A)        Ρ(A∩Bk)         
kΒ

(Ρ Α∫ B ) dP 

Ρ(Βk| Α ) = ————— = ————— = ——————— (1) 
                                     Ρ(Α)                 Ρ(Α)            ∫Ω Ρ (Α | B ) dP 

 
Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας προκύπτει ότι:  

Ρ(Α | B ) =  ( )
1

ii
j

∞

Β
=

Ρ Α Β ⋅ Ι∑  

 
Άρα, για κάθε Βk∈B  ισχύει ότι: 
 

 ∫
Β

ΑΡ
k

( B ) dP = ( ) j

k

j Β
j=1Β

Β Ι dP
∞

Ρ Α ⋅∑∫      

 

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i k k k
i 1

Β Β 2
∞

=

= Ρ Α ⋅Ρ Β ∩Β =Ρ Α Β ⋅Ρ∑  

  
 Ανάλογα αποδεικνύεται ότι:∫Ω Ρ (Α | B ) dP = ( ) ( ) (k k

j
)Ρ Α Β ⋅Ρ Β = Ρ Α∑  (3) 

 
 Εποµένως, η σχέση (1) µε τη βοήθεια των σχέσεων (2) και (3) έχει ως εξής: 
 
 

( ) ( ) ( )
( )

k k
k

Ρ Α Β Ρ Β
Ρ Β Α =

Ρ Α
⋅

 

                    #
   
            Παίρνουµε δηλαδή µια δεύτερη απόδειξη του κλασσικού θεωρήµατος Bayes, 

µε την βοήθεια των δεσµευµένων πιθανοτήτων. 
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Η πρόταση που ακολουθεί µας δίνει την µορφή της δεσµευµένης πιθανότητας 
σε ορισµένες ειδικές περιπτώσεις. 
 
 
Πρόταση  1 
1) Αν Α∈B  τότε Ρ(Α |B ) = ΑΙ  

 
2) Αν B = { Ø , Ω} τότε Ρ(Α |B ) = Ρ(Α) 

 
3) Το Α είναι ανεξάρτητο της  B  αν και µόνον αν ισχύει Ρ(Α | B ) = Ρ(Α). 

 
Απόδειξη   

            ∆ίνουµε εδώ την απόδειξη µόνο του 3, τα υπόλοιπα είναι εύκολο να δειχθεί 
ότι ισχύουν. 

  
3)  (  Έστω ότι το Α είναι ανεξάρτητο της B.Τότε ισχύει ότι: για κάθε G 

που ανήκει στη B   
)⇒

 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

G G G

G G dP= Ρ Α dP= Ρ(ΑΡ Α∩ = Ρ Α ⋅Ρ = Ρ Α ⋅ ∫ ∫ ∫ B) dP. 

 
         Εποµένως, Ρ(Α | B ) = Ρ(Α). 
 
 

                  (  Αντίστροφα, έστω ότι  Ρ(Α | B ) = Ρ(Α). Τότε ισχύει: για κάθε G που 
ανήκει στη B 

)⇐

 
       ( )GΡ Α∩  = 

G

(Ρ Α∫ B )dP ( ) ( ) ( )
G G

Ρ Α dP dP G= = Ρ Α ⋅ = Ρ Α ⋅∫ ∫ ( )Ρ . 

 
          ∆ηλαδή,  το Α είναι ανεξάρτητο της B. 
          # 
 

 
4.3    Ιδιότητες της δεσµευµένης πιθανότητας. 
   
Η επόµενη πρόταση δίνει τις βασικές ιδιότητες της δεσµευµένης πιθανότητας. Λόγω 
του ότι οι εν λόγω ιδιότητες είτε είναι προφανείς είτε εύκολο να αποδειχθούν, δεν 
δίνεται η απόδειξη. 
 
 
Πρόταση 2  (Ιδιότητες της δεσµευµένης πιθανότητας) 
 

i. 0≤ Ρ (Α | B ) ≤1, για κάθε γεγονός  Α∈  B. 
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ii. Αν Ø  για i jΑ ∩Α = i j≠  τότε Ρ ( j
j=1

∞

ΑU |B ) = 
j 1

∞

=
∑ Ρ ( jΑ |B ) 

 
iii. Αν  τότε Ρ (Α | B ) ≤ Ρ (Β | B ) Β⊂Α

 

iv. Ρ ( |B ) = Ρ (Α
n

j
j=1

ΑU
j 1

n

=
∑ j | B ) – 

i<j
∑ Ρ ( i jΑ ∩Α |B ) +… 

 
v. Αν  τότε Ρ ( |B )  Ρ (nΑ ↑ Α nΑ ↑ Α |B ) 

 
Αν  τότε Ρ ( |B )  Ρ (nΑ ↓ Α nΑ ↓ Α |B ) 

 
vi. Αν  τότε Ρ (( ) 1=ΑΡ Α |B ) = 1 

 
Αν  τότε Ρ (( ) 0=ΑΡ Α |B ) = 0 
 
 

 
Παρατήρηση 4  
1) Οι ιδιότητες (i) και (ii) απορρέουν απευθείας από τον ορισµό της δεσµευµένης 

πιθανότητας και µας αναφέρουν, µ’ άλλα λόγια,  ότι η συνολοσυνάρτηση  Ρ (·| B ) 
είναι πιθανοθεωρητικό µέτρο (ορισµένο στην σ-άλγεβρα B ). 

 
2)  Όσο η σ-άλγεβρα B  µικραίνει τόσο πιο περιοριστική είναι η  ιδιότητα (Ι) του 

ορισµού της δεσµευµένης πιθανότητας. Αντίθετα, όσο αυξάνει η σ-άλγεβρα B, 
τόσο πιο περιοριστική γίνεται η ιδιότητα (ΙΙ) του ορισµού της. 

 
 
Τελειώνοντας, δίνουµε τον ορισµό και µερικές εφαρµογές της δεσµευµένης 
πιθανότητας ενός γεγονότος ως προς µιά τυχαία µεταβλητή, έννοια η οποία 
γενικεύεται στο κεφάλαιο που ακολουθεί. 

 
 
Ορισµός 4  (δεσµευµένη πιθανότητα ως προς µια τ.µ.) 
Έστω Χ µια τ.µ. ορισµένη στον χώρος πιθανότητας (Ω, A, Ρ) και σ(Χ) η σ-άλγεβρα 
που γεννιέται από την Χ, δηλαδή 
 

σ(Χ) { }( )B B( )
=σ ω / X(ω) B

∈
∈

�
 

 
Τότε η δεσµευµένη πιθανότητα  Ρ(Α | Χ ) του γεγονότος Α ως προς την τ.µ. Χ, 
ορίζεται να είναι η:  
 

Ρ(Α | Χ ) =Ρ(Α | σ(Χ) ) 
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Εφαρµογή 6 
Έστω Χ: Ω→  µία τυχαία µεταβλητή ακεραίων τιµών. ∆είξτε ότι αν ορίσουµε την 
δεσµευµένη πιθανότητα 

�

{ }xΡ Α Χ =  σαν οποιαδήποτε B ( -µετρήσιµη 
συνάρτηση, τέτοια ώστε: 

)�

 
   ( ) ( )

( )

( )1

φ x

, X x dP x−

Β

Ρ Α ∈Β = Ρ Α Χ = Χ∫ o
1442443

, ∈Β∀  B ( )�    (1) 

τότε ικανοποιεί τη σχέση: 
 

( ) ( ) ( )Ρ Α,Χ=j =φ j Ρ Χ=j j⋅ ∀  
 

Εάν  τότε συµπεραίνετε ότι κάθε παραλλαγή της παραπάνω 
δεσµευµένης πιθανότητας ικανοποιεί τη σχέση: 

( )j 0Ρ Χ = >

 

( ) ( )
( )

Ρ Α,Χ=j
j

Ρ Χ=j
Ρ Α Χ = =  

Απόδειξη 
 

Αν στη σχέση (1) θέσουµε όπου { }jΒ = ,  τότε προκύπτει ότι: 
 

{ } ( ) ( ) ( )
( )

{ }( )

( ) { }

1 1

{j}
φ j

,X=j x dP x j j

j j

− −Ρ Α = Ρ Α Χ = Χ = Ρ Α Χ = ⋅Ρ Χ

= Ρ Α Χ = ⋅Ρ Χ =

∫ o o
14243

 

 
Αν   είναι φανερό ότι από το παραπάνω προκύπτει ότι: ( )j 0Ρ Χ = >

 

{ } ( ) { }( ) ( ) { }
{ }

, j
, j Χ=j j Χ=j

j
j

Ρ Α Χ =
Ρ Α Χ = = Ρ Α ⋅Ρ Χ = Χ = ⇔ Ρ Α =

Ρ Χ =
 

 
           # 

 
 

Σχόλιο  2  
Εάν Χ, Υ δύο τυχαίες µεταβλητές που έχουν από κοινού πυκνότητα πιθανότητας 

, τότε: (f x,y)
( ) ( )

G A

X G,Y A f x,y dxdyΡ ∈ ∈ = ∫ ∫  

Κατά συνέπεια θα ισχύει ότι:  
( ) ( )

G

X G f x,y dydxΡ ∈ = ∫ ∫
�

 

∆ηλαδή ( ) ( )f x = f x,y dy∫
�
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Εφαρµογή 7 
Εάν Χ, Υ δύο τυχαίες µεταβλητές που έχουν από κοινού πυκνότητα πιθανότητας 

, τότε να δείξετε ότι για κάθε (f x,y) ∈Β  B ( )� ,  ισχύει ότι: 
 

( ) ( )
( )

f y,x
x d

f x
y

Β

Ρ Υ∈Β Χ = = ∫  

 
Απόδειξη 
Κάθε παραλλαγή της ( x=ΧΒ∈ΥΡ )  πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση: 
 

{ } ( ) ( )1

G

, x dG −Ρ Υ ∈Β Χ∈ = Ρ Υ∈Β Χ = Ρ Χ∫ o x ,     G∈ B (  )�

 

Όµως, { } ( )
Α

Ρ X Α = f x dx∈ ∫ . Οπότε η παραπάνω σχέση γίνεται: 

 
( ) ( ) ( )

G

, G x f x dΡ Υ∈Β Χ∈ = Ρ Υ∈Β Χ =∫ x

)

  (1) 

 
Αλλά, . ( ) (

G Β

, G f x,y dydxΡ Υ∈Β Χ∈ = ∫ ∫
 
Εποµένως, για κάθε G∈  B ( , η σχέση (1) γίνεται ως εξής: )�
 

{ } ( )
( )Β

f y,x
, x d

f x
Ρ Υ∈Β Χ = = ∫ y ,       όπου 0 f(x)< < ∞  

           # 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5       ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ  ΜΕΣΗ  ΤΙΜΗ 
 
 
Στο κεφάλαιο αυτό γενικεύουµε την έννοια της δεσµευµένης πιθανότητας, 
παίρνοντας εκείνη της δεσµευµένης µέσης τιµής, η οποία αποτελεί το βασικό σηµείο 
ορισµού των martingales. 
 
 
5.1  Ορισµός της δεσµευµένης µέσης τιµής 
 
Θεωρούµε τον πιθανοθεωρητικό χώρο (Ω, A, Ρ) και έστω Β∈  A  ένα γεγονός µε 
θετική πιθανότητα, Ρ(Β)>0. Αν Χ είναι µία ολοκληρώσιµη τ.µ, δηλαδή , 
τότε: 

∞<ΕΧ

 
 

 Ορισµός 1 
 
Η δεσµευµένη µέση τιµή της τ.µ. Χ δοθέντος του γεγονότος Β, παριστάνεται 
µε το σύµβολο Ε[Χ | Β ], ορίζεται από τη σχέση: 

 

( )
[ ]
( )

1 dP Β

Β

Ε Χ ⋅ Ι
Ε ⎡Χ Β⎤ = Χ =⎣ ⎦ Ρ Β Ρ Β∫  

 
       Αν  Ρ(Β)=0, θέτουµε  Ε[Χ | Β ]=c, όπου c αυθαίρετη σταθερά. 
 
 
Ο παραπάνω ορισµός γενικεύεται στην περίπτωση που δεν έχουµε δέσµευση ως προς 
ένα σύνολο µόνον, αλλά ως προς µιά κλάση συνόλων. Έτσι έχουµε τον ακόλουθο 
ορισµό. 
 

 Ορισµός 2 
 

Αν { }j j
Β

∈�
 µία αριθµήσιµη διαµέριση του Ω  και  B = { }( )jσ ; jΒ ∈ �  τότε η 

δεσµευµένη µέση τιµή της τ.µ. Χ δοθείσης της κλάσης B, ορίζεται ως εξής: 
 

Ε[Χ| B ]
jj Β

j
Ε ΧΒ Ι⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦∑  

 
 
Παρατήρηση 1 
Από τον παραπάνω ορισµό, είναι φανερό ότι η δεσµευµένη µέση τιµή της τυχαίας 
µεταβλητής Χ  δοθείσης της κλάσης (σ-άλγεβρας) B  έχει τις εξής ιδιότητες: 
 

I. Ε[Χ | B ] = B -µετρήσιµη, δηλαδή οι τιµές της εξαρτώνται µόνο από τα 
σύνολα του συνόλου B. 
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II. ∫
Β

ΧΕ[ B ] dP = , για κάθε B που ανήκει στη B. ∫
Β

ΧdP

 
Πράγµατι, 

 

∫
Β

ΧΕ[ B ] dP  
j jj Β j Β

j=1 j=1Β Β

= Ε Χ Β Ι dP= Ε Χ Β Ι dP
∞ ∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑∫ ∫  

 

       
j jj Β Β j Β Β

j=1 j=1Ω Ω

= Ε Χ Β Ι Ι  dP= Ε Χ Β Ι  dP
∞ ∞

∩
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑∫ ∫  

   

      
j

j j j
j=1 j=1 jΒ

X= Ε Χ Β P(Β Β)= P(Β Β)  d
P(Β )

∞ ∞

⎡ ⎤ ∩ ∩⎣ ⎦∑ ∑ ∫ P

 dP

 

{ }j jj ; B B Β Β

= X dP X
⊂

=∑ ∫ ∫  

 
 

Ο ορισµός 2 στην, γενικότερη, περίπτωση τώρα που η σ-άλγεβρα B είναι τυχούσα 
γίνεται: 
 

 
 Ορισµός 3 

 
Έστω  Χ µια τ.µ. ορισµένη στον π.χ. (Ω, A, Ρ) και  B  µια σ-άλγεβρα  (η B  θεωρείται 
υπό-σ-άλγεβρα της  A, δηλαδή B  A). Η  δεσµευµένη µέση τιµή της τ.µ. Χ 
δοθείσης της σ-άλγεβρας B, είναι µιά τ.µ. (συµβ. µε Ε[Χ | B ]) τέτοια ώστε 

⊂

 
I. Ε[Χ | B ] = B -µετρήσιµη 

 
II. ∫

Β

ΧΕ[ B ]dP = , για κάθε B που ανήκει στη B. dP
Β

Χ∫
 
 
Παρατήρηση 2  
(α) Το ότι ο ορισµός 3 είναι µιά γενίκευση του ορισµού 2, φαίνεται από την 

παρατήρηση 1. 
 
(β)  Αν Χ,Υ είναι δύο τ.µ. τότε η δεσµευµένη µέση τιµή της τ.µ. Χ δοθείσης της 

τ.µ. Υ , ορίζεται από την σχέση 
 

E X Y =E X σ(Y)⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 
         όπου  η σ-άλγεβρα που γεννιέται από την τ.µ. Υ σ(Y)
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(γ) Η δεσµευµένη µέση τιµή της τ.µ. Χ  δοθείσης της σ-άλγεβρας B,  χαρακτηρίζεται 
από τις δύο παραπάνω ιδιότητες σχεδόν βέβαια (εκτός δηλαδή από σύνολα που 
έχουν µέτρο µηδέν). Αυτό φαίνεται στην παρακάτω πρόταση. 

 
 
Πρόταση 1 (µονοσήµαντο και ύπαρξη της δεσµευµένης µέσης τιµής, σ.β.) 
Εάν Υ είναι µία τ.µ. ορισµένη στον χώρο πιθανότητας (Ω, A, Ρ), τέτοια ώστε: 
 

i. Η Υ είναι B –µετρήσιµη. 
 

ii. Για κάθε B που ανήκει στη B ισχύει  
 

Β Β

Υ dP= Χ dP∫ ∫ . 

Τότε  
 

 Υ = Ε[Χ | B ]  σ.β. 
 

Υπάρχει  τουλάχιστον µία τέτοια τυχαία µεταβλητή που να ικανοποιεί τις ιδιότητες 
αυτές.  
 
Η  τ.µ. Υ ονοµάζεται παραλλαγή της δεσµευµένης µέσης τιµής της τ.µ. Χ 
δοθείσης της σ-άλγεβρας B. 
 
Απόδειξη 
 Έστω, πρώτα, ότι η Χ είναι µη αρνητική. Ορίζουµε το µέτρο  στην B, από τη 
σχέση 

v

 
( ) dP

G

v G = Χ∫  

 
Το µέτρο είναι πεπερασµένο, γιατί η Χ είναι ολοκληρώσιµη. Επίσης, το  είναι 
απόλυτα συνεχές ως προς το Ρ (δηλ. <<Ρ), άρα σύµφωνα µε το θεώρηµα Radon-
Nikodym, υπάρχει f  B –µετρήσιµη τέτοια ώστε: 

v
v

 
( ) f dP

G

v G = ∫  

 
Εποµένως, η f  ικανοποιεί τις σχέσεις (i) και (ii). 
 
Έστω τώρα ότι, η Χ δεν είναι απαραίτητα µη αρνητική. Τότε αυτή θα ορίζεται ως 
εξής: 

 
−+ Χ−Χ=Χ , όπου ( )0,max Χ=Χ+  και ( )0,min Χ=Χ−  

 
Σύµφωνα µε το πρώτο µέρος της πρότασης, τα µέτρα: 
 

v  (G) = ∫G Ε[ | B ]dP  και  µ(G) = ∫+Χ G Ε[ −Χ | B ]dP 
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είναι καλά ορισµένα .Αφαιρώντας τα κατά µέλη,προκύπτει η συνάρτηση (πυκνότητα) 
 

Ε[ | B ]- Ε[+Χ −Χ | B ]= Ε[Χ | B ] 
 

που ικανοποιεί τις συνθήκες της πρότασης 
           # 

 
Σχόλιο  1 
Η παραπάνω πρόταση 2 µας αναφέρει ότι,  υπάρχει τουλάχιστον µιά παραλλαγή  της 
δεσµευµένης µέσης τιµής της τ.µ. Χ δοθείσης της σ-άλγεβρας B  και ακόµα ότι 
οποιεσδήποτε δύο τέτοιες παραλλαγές είναι σχεδόν βέβαια ίσες (διαφέρουν δηλαδή 
µόνον στα σηµεία ενός συνόλου που έχει πιθανότητα µηδέν). 
Θεωρώντας τώρα ότι δύο σχεδόν βέβαια ίσες συναρτήσεις ταυτίζονται, όσον αφορά 
ένα µέτρο πιθανότητας, σε ότι ακολουθεί και αναφέρεται σε δεσµευµένες µέσες τιµές, 
δεν θα αναφέρουµε ότι οι προτάσεις αυτές ισχύουν σχεδόν βέβαια (αν και πάντα θα 
έχουµε κατά νου ότι οι προτάσεις ισχύουν σ.β.). 
 
 
Η πρόταση που ακολουθεί, και δίνεται χωρίς απόδειξη, µας δίνει έναν τρόπο για να 
εξετάσουµε, αν µια µετρήσιµη συνάρτηση είναι µιά παραλλαγή µιας δεσµευµένης 
µέσης τιµής. 
 
 
Πρόταση 2 
Έστω P  ένα π-σύστηµα (δηλαδή µια κλάση γεγονότων κλειστή ως προς τις 
πεπερασµένες τοµές) που γεννά την σ-άλγεβρα B και ας υποθέσουµε ότι το Ω είναι 
ένωση πεπερασµένου ή αριθµήσιµου πλήθους στοιχείων της B. Μια ολοκληρώσιµη 
συνάρτηση f είναι µία παραλλαγή της Ε[Χ| B ] αν και µόνο αν είναι B–µετρήσιµη και 
για κάθε Β∈P ισχύει 
 

B B

f dP= Χ dP∫ ∫ ,       B∀ ∈P 

      
 
Παρατήρηση 3 
Η  πρόταση 2 δηλαδή µας αναφέρει, ότι για να εξετάσουµε αν µια f  B–µετρήσιµη 
συνάρτηση είναι µια παραλλαγή της δεσµευµένης µέσης τιµής της τ.µ. Χ δοθείσης 
µιας σ-άλγεβρας B, δεν είναι απαραίτητο να εξετάσουµε την σχέση  
 

B B

f dP= Χ dP∫ ∫       

 
B∀ ∈  B , αλλά για όλα τα σύνολα  Β που ανήκουν σε µια µικρότερη κλάση P 

συνόλων(ένα π-σύστηµα), που γεννά την εν λόγω σ-άλγεβρα. 
 
 
Τα παρακάτω τρία παραδείγµατα µας δίνουν την µορφή της δεσµευµένης µέσης τιµής 
µιάς τ.µ., σε ορισµένες ειδικές περιπτώσεις. 
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Παράδειγµα 1 
Αν θεωρήσουµε ότι η κλάση B είναι η τετριµµένη σ-άλγεβρα, δηλαδή B = {Ø, Ω}, 
τότε προκύπτει: 
 

Ε[Χ| B ] = Ε[Χ| Ω]·ΙΩ + Ε[Χ| Ø]· ΙØ = Ε[Χ| Ω] = dP
Ω

Χ∫  = Ε[Χ] 

 
∆ηλαδή, Ε[Χ| B ] = Ε[Χ] 
 
Στην περίπτωση αυτή ο υπολογισµός της δεσµευµένης µέσης τιµής της τυχαίας 
µεταβλητής Χ  δοθείσης της  σ-άλγεβρας  B  δεν µας δίνει καµία πληροφορία . 
 
 
Παράδειγµα 2 
Αν θεωρήσουµε ότι B = A  και  Χ  είναι   A –µετρήσιµη τ.µ., τότε δεδοµένου ότι: 
 
i. Χ = B –µετρήσιµη. 

ii. Για κάθε B που ανήκει στη B ισχύει 
Β Β

ΧdP= ΧdP∫ ∫ . 

έχουµε 
  

Ε[Χ| B ] = Χ 
 

Στην προκειµένη περίπτωση, σε αντίθεση µε το παράδειγµα 1, η δεσµευµένη µέση 
τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ  δοθείσης της  σ-άλγεβρας  B  µας δίνει όλες τις 
δυνατές πληροφορίες. 

 
 

Παράδειγµα 3 
Αν θεωρήσουµε ότι  Α∈ B  είναι ένα γεγονός (του δειγµατοχώρου Ω)  και  B µία σ-
άλγεβρα, τότε ισχύει η παρακάτω σχέση: 
 

Ρ(Α | B ) = Ε[ΙΑ| B ]      (σ.β.) 
 

δηλαδή η έννοια της δεσµευµένης µέσης τιµής είναι γενίκευση της αντίστοιχης της 
δεσµευµένης πιθανότητας. 
 
 
Μερικές φορές όταν ασχολούµαστε µε δύο τ.µ. π.χ. Χ και Υ και είναι γνωστές οι 
αντίστοιχες πυκνότητες πιθανότητας τους όπως επίσης και η από κοινού πυκνότητα 
πιθανότητας τους, τότε µπορούν να δειχθούν αναλυτικοί τύποι για τον υπολογισµό 
ορισµένων δεσµευµένων µέσων τιµών. Αυτό φαίνεται στην παρακάτω στην 
παρακάτω εφαρµογή. 
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Εφαρµογή 1 
Εάν οι τ.µ.  είναι συνεχείς  και έχουν από κοινού πυκνότητα πιθανότητας 

 και 
,Υ Χ

(f y,x) ∞<ΥΕ , τότε αποδεικνύεται  ότι: 
 

( )
( ) ( )Y X

f y,x
x y dy y f y x dy

f x
Ε⎡Υ Χ = ⎤ = ⋅ = ⋅⎣ ⎦ ∫ ∫

� �

    (σ.β.) 

 
Απόδειξη 
Κάθε παραλλαγή της [ x=ΧΥΕ ]  πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση: 
 

( ) ( ) ( )
{ }

-1

X

dP X x Υ ω dP ω ,x
Β ∈Β

⎡ ⎤Ε Υ Χ = = ∀Β∈⎣ ⎦∫ ∫o B ( ) �

 
Όµως, λόγω της ύπαρξης της πυκνότητας πιθανότητας ισχύει:  
 

{ } ( )
Α

f x  dxΡ Χ∈Α = ∫  

Άρα,  
( ) ( ) ( )-1dP X x Χ=x f x dx 1x

Β Β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Ε Υ Χ = = Ε Υ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫o  

 
Αν 

( ) ( )ΒΧ,Υ Ι ,y x y⋅
Ω → × → × →� � � � �  

 
τότε για κάθε Β∈B ( ), ισχύει ότι: �
 

( ) ( )
{ }

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

X

Υ ω dP ω ω ω dP ω x y dP , −
Β Β

∈Β Ω

= Ι Χ ⋅Υ = Ι ⋅ Χ Υ∫ ∫ ∫∫
�

o  

 
Αλλά, λόγω της ύπαρξης της από κοινού πυκνότητας πιθανότητας ισχύει: 
 

{ } ( ), f x,y
Α Β

Ρ Χ∈Α Υ∈Β = ∫ ∫ dydx  

Άρα, 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1x y dP , y,x x y f x,y dx dy y f x,y dy dx 2−
Β Β

Β

⎛ ⎞
Ι ⋅ Υ Χ = Ι ⋅ ⋅ = ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫ ∫∫ ∫ ∫

�� �

o

 
Από (1) και (2) προκύπτει ότι: 

( )
( ) ( )Y X

f y,x
x y dy y f y x dy

f x
Ε⎡Υ Χ = ⎤ = ⋅ = ⋅⎣ ⎦ ∫ ∫

� �

 

     # 
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Παρατήρηση  4 
(α)  Στην περίπτωση που οι τ.µ. Χ και Υ είναι διακριτές, αποδεικνύεται (ανάλογα) ότι 
 

( )
( ) ( )Y X

y y

f y,x
x y y f y

f x
Ε⎡Υ Χ = ⎤ = ⋅ = ⋅⎣ ⎦ ∑ ∑ x  

 
(β)  Οι παραπάνω τύποι, είναι αυτοί που δόθηκαν σαν ορισµός της δεσµευµένης 

µέσης τιµής µιάς τ.µ. Υ δοθέντος ότι Χ=x στο κεφάλαιο 1. Έτσι η δεσµευµένη 
µέση µιάς τ.µ δοθείσης µιάς σ-άλγεβρας είναι µιά γενίκευση εκείνων των 
ορισµών.   

 
 
Παράδειγµα  4  
Αν η από κοινού πυκνότητα πιθανότητας των τ.µ. Χ, Υ δίνεται από την σχέση 
 

( )X,Y

6xy(2-x-y) 0<x<1, 0<y<1
f x,y

0 αλλού
⎧

= ⎨
⎩

 

 
να υπολογιστεί η δεσµευµένη µέση της Χ δοθέντος ότι Υ=y , όπου 0<y . <1
 
Λύση 
Υπολογίζουµε πρώτα την δεσµευµένη πυκνότητα  
 

( ) ( )
( )

X,Y
X 1

Y

0

f x,y 6xy(2-x-y) 6xy(2-x-y) 6x(2-x-y)f x = = = =
f y y(4-3y) (4-3y)

6xy(2-x-y)dx
Y y

∫
 

 
Οπότε  
 

( )
1

X Y
0

Ε X Y=y = x f x y dx⎡ ⎤ ⋅⎣ ⎦ ∫ =
1

0

6x(2-x-y) 5-4yx dx =
(4-3y) 8-6y∫  

 
           # 

 
 
5.2  Ιδιότητες της δεσµευµένης µέσης τιµής 
 
∆ίνουµε παρακάτω µια πρόταση, από την θεωρία µέτρου, η οποία είναι χρήσιµη στην 
απόδειξη ιδιοτήτων της δεσµευµένης µέσης τιµής. 
 
Πρόταση 3 
Αν Υ είναι B-µετρήσιµη τυχαία µεταβλητή και ∫Β ΥdP ≥ 0 τότε Υ ≥0 σ.β  ∀Β∈B. 
 
Απόδειξη 
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Έστω ότι δεν ισχύει Υ ≥0. Αυτό σηµαίνει ότι { }0 α 0Ρ Υ < = > , δηλαδή θα ισχύει ότι  
 

{ } {
0

0 0
n

nα
∞

=

⎛ ⎞< = Ρ Υ < = Ρ Υ < −⎜ ⎟
⎝ ⎠
U }         (1) 

 
Άρα, υπάρχει nο τέτοιο ώστε { }on βΡ Υ < − = > 0 , γιατί αν για κάθε { }n 0,1,2,∈ K  

ισχύει  { }nΡ Υ < − = 0

}n

 τότε η σχέση (1) θα είχε ως εξής: 
 

{ } { } {
n=0 n 0

0

0 nα
∞∞

=
=

⎛ ⎞= Ρ Υ < = Ρ Υ < − ≤ Ρ Υ < −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑U
14243

 

 
δηλαδή α = 0 που δεν ισχύει. 
 
Επειδή, { }onΥ < − ∈B  συνεπάγεται ότι: 
 

{ } { }
{ }

o o

o o o o
Υ<-n Υ<-n

0 ΥdP n dP=-n Υ<-n n 0β≤ ≤ − ⋅Ρ = − ⋅∫ ∫ <  

 
Άτοπο, γιατί  ∫Β ΥdP≥0, ∀Β∈B. 
 
Εποµένως, 
 

{ } { }0 0 0 1Ρ Υ < = ⇒ Ρ Υ ≥ = ⇒ Υ ≥ 0     σ.β 
 
            # 
 
 
Η δεσµευµένη µέση τιµή ικανοποιεί (σχεδόν βέβαια) ιδιότητες ανάλογες µε εκείνες 
της µέσης τιµής. 
 
Πρόταση 4  (Ιδιότητες της δεσµευµένης µέσης τιµής) 
Αν λοιπόν Χ, Υ, Χn ,  είναι ολοκληρώσιµες τ.µ. τότε ισχύουν τα παρακάτω: n∈�
 

1) Αν  τότε Ε[Χ| B] ≥0   σ.β 0≥Χ
 
2) Ε[c| B ] = c 

 
3) (Γραµµικότητα): 

 
i. Ε[Χ + Υ| B ] = Ε[Χ| B ] + Ε[Υ| B ] 

 
ii. Ε[c·Χ| B ] = c· Ε[Χ| B ] 

 
4) Αν Χ ≤ Υ τότε Ε[Χ| B ] ≤ Ε[Υ| B ] 
  
      Επιπλέον  | Ε[Χ | B ] | ≤ Ε[ |Χ|  | B ] 
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5) (Θεώρηµα Μονότονης Σύγκλισης)  

 
i. Αν Χn ≥ 0 και Χn ↑ Χ τότε  Ε[Χn | B ] ↑ Ε[Χ| B ] 

 
ii. Αν Χn ≥ 0 και Χn ↓ Χ τότε  Ε[Χn | B ] ↓ Ε[Χ| B ] 

 
6) (Λήµµα του Fatou) 
 

Αν Χn ολοκληρώσιµες τυχαίες µεταβλητές και Χn ≥ 0, ισχύει ότι: 
 

i. nΧΕ lim[ B] ≤ lim [ nΕ Χ B ] 
 

ii. nΧΕ lim[ B] ≥ lim [ nΕ Χ B] 
  

7) (Κυρίαρχη σύγκλιση) 
 

Αν Υ≤Χ n  σχεδόν βέβαια και Χn → Χ τότε  
 

Ε
∞→n

lim [Χn | B ] = Ε[Χ| B ] 

 
8) Ε[Ε[Χ| B ]] = ΕΧ 

 
Ακόµα αν Υ = Ε[Χ| B ] τότε  
 

ΕΥ = Ε[Ε[Χ| B ]] = ΕΧ 
 

Απόδειξη 
 

1) Από τον ορισµό της δεσµευµένης µέσης τιµής γνωρίζουµε ότι : 
 

∫Β Ε[Χ| B ]dP = ∫Β ΧdP,  ∀Β∈B 
 

Επειδή Χ≥0 συνεπάγεται ότι ∫Β ΧdP ≥0. Άρα, ∫Β Ε[Χ| B ]dP ≥ 0, ∀Β∈B 
 

Όµως, δεδοµένου ότι Ε[Χ| B ] = B-µετρήσιµη και µε βάση την πρόταση 3 
προκύπτει ότι: 

Ε[Χ| B ] ≥0 
 
 

2) Πάλι από τον ορισµό της δεσµευµένης µέσης τιµής προκύπτει ότι: 
 

∫Β Ε[c| B ]dP = ∫Β cdP    ∀Β∈B 
 

Άρα, Ε[c| B ] = c 
 

3)  
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i. Από τον ορισµό της δεσµευµένης µέσης τιµής προκύπτει ότι: 
 
∫Β Ε[Χ +Y| B ]dP  = ∫Β (Χ +Y)dP                         ∀Β∈B 

 
= ∫Β Χ dP + ∫Β Y dP  

 
= ∫Β Ε[Χ| B ]dP + ∫Β Ε[Y| B ]dP 

 
= ∫Β {Ε[Χ| B ] + Ε[Y| B ]} dP 

 
        Εποµένως, Ε[Χ +Y| B ] = Ε[Χ| B ] + Ε[Y| B ] 
 
ii. Οµοίως, 

 
∫Β Ε[c·Χ | B ]dP =  ∫Β c·Χ dP  

 
                     = c·∫Β Χ dP  
 
                     = c·∫Β Ε[Χ| B ]dP 
                           
                     = ∫Β c·Ε[Χ| B ]dP 
 

 Άρα,   Ε[c·Χ | B ] =   c·Ε[Χ| B ]    
 
 
4) ∆εδοµένου ότι 0≥Υ−Χ⇒Χ≤Υ , από την ιδιότητα  (1) ισχύει ότι: 
 

Ε[Χ − Υ| B ]≥0 
 

 Επίσης, από την  ιδιότητα (3i) συνεπάγεται ότι: 
 

Ε[Χ − Υ| B ] = Ε[Χ| B ] − Ε[Y| B ] 
 

  Από τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι: 
 

Ε[Χ| B ] − Ε[Y| B ]≥0  Ε[Χ| B ] ≥ Ε[Y| B ] ⇒
 
 

5)  
i. Έχουµε 0≤ Ε[Χ1| B ] ≤  Ε[Χ2| B ] ≤…≤ Ε[Χn| B ] ≤…, δηλαδή η ακολουθία 

{Ε[Χn| B ]}  είναι µη αρνητική, αύξουσα και κάτω φραγµένη. Άρα, 
υπάρχει το όριο Z = Ε[Χ

∞
=1n

+∞→n
lim n| B ] και είναι B-µετρήσιµη, αφού το όριο B-

µετρήσιµων συναρτήσεων είναι B-µετρήσιµη. 
 

  Επιπλέον, για κάθε Β∈B, ισχύει: 
 

Z dP lim [ nn→+∞
Β Β

= Ε Χ∫ ∫ B ]d  = P ∫
Β

+∞→
ΧΕ nn

[lim B  =      (1) ]dP lim dPnn→+∞
Β

Χ∫
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Επειδή, Χn ≥0 και Χn ↑ Χ, τότε από το Θεώρηµα Μονότονης Σύγκλισης            
προκύπτει: 

nn
lim dP= ΧdP
→+∞

Χ∫ ∫  

  
   Εποµένως, η σχέση (1) γίνεται: 
  

ZdP lim dP dPnn→+∞
Β Β Β

= Χ = Χ∫ ∫ ∫  

 
  Συνεπώς, ισχύει ότι: Z = Ε[Χ| B ] = Ε[ nn

Χ
+∞→

lim B] 

 
  Όµως,  Z = Ε[Χ

+∞→n
lim n| B ]  

 
  Από τις δύο τελευταίες σχέσεις, έχουµε ότι: 
 

+∞→n
lim Ε[Χn| B ] = Ε[Χ| B ] 

 
 

ii. Αν  Χn ↓ Χ, τότε ορίζουµε  01 ≥Χ−Χ=Υ nn  όπου . 
Συνεπώς, εφαρµόζοντας την περίπτωση i για την  

Χ−Χ=Υ↑Υ 1n

nΥ  προκύπτει το 
ζητούµενο. 

 
 

6)  
i. nΧΕ lim[ B] = nn

ΧΕ
∞→

inflim[ B]  

 
                             = κκ

Χ∧Ε
≥∞→ nn

lim[ B] 

 
       = κκ

Χ∧Ε
≥∞→ nn

[lim B] 

 
       ≤ κκ

ΧΕ∧
≥∞→

[lim
nn

B] = nn
ΧΕ

∞→
[inflim B] = lim [ nΕ Χ B] 

 
 

7) Έστω n κ
κ n

Z sup
≥

= Χ − Χ . Τότε είναι φανερό ότι  σ.β. Επιπλέον, ισχύει 

ότι: 

Zn ↓ 0

 
| Ε[Χn| B ] − Ε[Χ| B ]| = | Ε[Χn − Χ| B ]| ≤ Ε[|Χn − Χ| B ] ≤ Ε[Ζn| B ] 

 
Κατά συνέπεια, για το αποτέλεσµα αρκεί να δείξουµε ότι: 
 

Ε[Ζn| B ]↓0 
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Η ακολουθία {Ε[Ζn| B ]}n∈ ΙΝ είναι µη αρνητική και φθίνουσα.. Άρα, υπάρχει 
το όριο της Ζ. Αρκεί, λοιπόν, να δείξουµε ότι Ζ = 0 σ.β. ή ότι  ΕΖ = 0 αφού η 
Ζ  είναι µη αρνητική. 
   
 Όµως, 0 ≤ Ζn ≤ 2Υ. Από το θεώρηµα κυρίαρχης σύγκλισης έχουµε: 
 

[ ] [ ]ΖΕ=ΖΕ
∞→ nn

lim  

Αλλά,  
 
Ε[Ζ] = Ε[Ε[Ζ| B]]  

 
                    = ∫

Ω

ΖΕ[ B]dP 

 
                    ≤ ∫

Ω

ΖΕ n[ B]dP = Ε[Ε[Ζn| B]] = [ ] 0
0→

→ΖΕ
nn  

 
∆ηλαδή  Ε[Ζ] =0 
 
          # 

 
Παρατήρηση  5 
Η ιδιότητα 8 παραπάνω, δηλαδή το ότι 
 

ΕΧ =  Ε[Ε[Χ| Υ ]] 
 
µας δίνει έναν εναλλακτικό τρόπο υπολογισµού της µέσης τιµής µιας τυχαίας 
µεταβλητής (µε την βοήθεια δεσµευµένων µέσων τιµών). 
 
Πράγµατι: 
 
α) Εάν Χ, Υ είναι διακριτές τυχαίες µεταβλητές και { }y 0, yΡ Υ = > ∀  τότε έχουµε 

ότι: 
 

ΕΧ = Ε[Ε[Χ| Υ ]] 
 
      = { }

y
Ε Χ Υ=y Υ=y⎡ ⎤ ⋅ Ρ⎣ ⎦∑  

 
      = ( ) { }

y x
x Ρ Χ=x Υ=y Ρ Υ=y⋅ ⋅∑∑  

 
      = ( ) ( )ΥΧ Υ

y x
x f x y f y⋅ ⋅∑∑  

      
      όπου  ( )Χ Υf x y  η δεσµευµένη πυκνότητα πιθανότητας της τ.µ. Χ δοθείσης της 

τ.µ. Υ 
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β)  Οµοίως, αν Χ, Υ συνεχείς τυχαίες µεταβλητές και ( )Yf y dy>0∫  τότε έχουµε ότι: 
 

ΕΧ = Ε[Ε[Χ| Υ ]] 
 

      =
+

Y
-

Ε Χ Υ=y f (y)dy
∞

∞

⎡ ⎤ ⋅⎣ ⎦∫  

 

      = YXx f ( x y) f (y)dx dyY

+∞ +∞

−∞ −∞

⋅ ⋅∫ ∫  

 
 
γ) Εάν , όπου Α∈A, τότε οι παραπάνω τύποι αποτελούν τρόπους υπολογισµού  ΑΙ=Χ

 
 της πιθανότητας Ρ(Α). 

 
 
Με την βοήθεια του παραπάνω τύπου µπορούµε να δώσουµε µια δεύτερη απόδειξη 
της γνωστής 1ης ταυτότητας του Wald. 
 
 
Εφαρµογή  2    (1η  ταυτότητα του Wald)   
Έστω   µιά ακολουθία από ανεξάρτητες και ταυτοτικά κατανεµηµένες τ.µ. µε 

 . Έστω ακόµα µιά θετική, ακεραίων τιµών τ.µ.  
ανεξάρτητη από τις  µε   και   

n n=1{X }∞
2

1EX =µ & V(X )=σ1 N

1 2X , X ,L EN=λ
N

N i
i=1

X = X∑  

Να αποδείξετε ότι  
N 1EX =E[X ]E[N]= µ λ  

 
Λύση    
Με την βοήθεια  των δεσµευµένων µαθηµατικών ελπίδων έχουµε:  

           

N

N N j
n=1 j=1

n nανεξ

j j
n=1 j=1 n=1 j=1

1 1
n=1 n=1

1

EX =E[E(X |N)]= E[ X |N=n] P{N=n}

= E[ X |N=n] P{N=n} = E[ X ] P{N=n}

= n E[X ] P{N=n}=E[X ] n P{N=n}

=E[X ]E[N]=µ λ

∞

∞ ∞

∞ ∞

⋅

⋅ ⋅

⋅ ⋅

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

           
           # 
 
Παράδειγµα  5 
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Έστω  ο αριθµός των πελατών που φθάνουν σ’ ένα κατάστηµα κατά την διάρκεια 
µιάς συγκεκριµένης ηµέρας και έστω ότι η   είναι µιά τ. µ. µε κατανοµή . Ας 
υποθέσουµε ακόµα ότι τα ποσά που ξοδεύουν οι πελάτες εκεί είναι ανεξάρτητα και 
έχουν κοινή κατανοµή G . Ποιό το αναµενόµενο ποσό χρηµάτων που ξοδεύουν (όλοι) 
οι πελάτες κατά την διάρκεια της ηµέρας; 

N
N F

 
Λύση   
Η άσκηση είναι απλή εφαρµογή της ισότητας του Wald. Πράγµατι, εάν  ο αριθµός 
των πελατών που φθάνουν στο κατάστηµα και οι τ.µ.  παριστάνουν το 
ποσό των χρηµάτων που ξοδεύει κάθε πελάτης στο κατάστηµα, τότε το συνολικό 
ποσό των χρηµάτων που ξοδεύεται στο κατάστηµα, κατά την διάρκεια της ηµέρας,  

είναι ίσο µε 

N
1 2X ,X , , XNL

N

N i
i=1

Χ = X∑ .  

 
Το αναµενόµενο ποσό των χρηµάτων που ξοδεύουν (όλοι) οι πελάτες, κατά την 
διάρκεια της ηµέρας, είναι ίσο σύµφωνα µε την προηγούµενη άσκηση µε : 
 

N 1EΧ =E[X ]E[ ]N  
 

όπου οι  ποσότητες  υπολογίζονται από τις συναρτήσεις κατανοµής  
αντίστοιχα,  κατά τα γνωστά. 

1E[X ] ,E[ ]N FG,

           # 
 
 
Οι προτάσεις που ακολουθούν, αν και αναφέρονται σε ιδιότητες της δεσµευµένης 
µέσης τιµής µιάς τ.µ., αποδεικνύονται εδώ χωριστά λόγω της σπουδαιότητάς τους. 

 
 
Πρόταση 5 
Εάν η τυχαία µεταβλητή Χ είναι ανεξάρτητη της σ-άλγεβρας B  τότε ισχύει ότι:  
 

Ε[Χ| B ] = Ε[Χ] 
 

Απόδειξη 
Γνωρίζουµε ότι αν Χ, Υ είναι δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τότε  
 

[ ] [ ] [ ]ΥΕ⋅ΧΕ=Υ⋅ΧΕ  
 
Για κάθε  B  ισχύει ότι: ∈Β
 

[ ] [ ] dPdP
Β Β

Ε Χ = Ε Χ ⋅∫ ∫ [ ] dPΒ
Ω

= Ε Χ ⋅ Ι∫  

                 
                                                                     [ ] [ ]ΒΙΕ⋅ΧΕ=     (Χ, ΙΒ ανεξάρτητες) 

 
                             [ ]ΒΙ⋅ΧΕ=  
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                                              dPΒ
Ω

= Χ ⋅ Ι∫ dP
Β

= Χ∫  

 
                                     ∫

Β

ΧΕ= [ B] dP    

 
Άρα,  Ε[Χ| B ] = Ε[Χ]  σ.β. 
           # 
 
∆ηλαδή στην περίπτωση της ανεξαρτησίας, η δεσµευµένη µέση τιµή δεν µας δίνει 
επιπλέον πληροφορίες, και ως εκ τούτου ισούται µε την µέση τιµή. 
 
 
Πρόταση 6 
Εάν η τυχαία µεταβλητή Υ είναι B-µετρήσιµη και φραγµένη τότε ισχύει ότι: 
 

Ε[Υ·Χ| B ] = Υ· Ε[Χ| B ] 
 

Ιδιαίτερα, Ε[Υ| B ] = Υ. 
 
Απόδειξη 
Για κάθε  B  ισχύει ότι: ∈Β
 
                               ∫

Β

Χ⋅ΥΕ[ B] dP =  dP
Β

Υ ⋅Χ∫
 

    = ( ) dPΒ
Ω

Υ ⋅ Ι ⋅ Χ∫ , όπου Υ·ΙΒ είναι B-µετρήσιµη 

 
                     = ( ) ΧΕ⋅Ι⋅Υ∫

Ω
Β [ B] dP 

 
             = ∫

Β

ΧΕ⋅Υ [ B] dP 

 
Άρα, Ε[Υ·Χ| B ] = Υ· Ε[Χ| B ] 
 
Στην περίπτωση όπου ,  έχουµε  ότι: 1≡Ι=Χ Ω

 
Ε[Υ·Χ| B ] = Ε[Υ| B ] 

και 
Υ· Ε[Χ| B ] = Υ 

Κατά συνέπεια,  
Ε[Υ| B ] = Υ 

          # 
Το παρακάτω θεώρηµα είναι γνωστό αποτέλεσµα της θεωρίας µέτρου, δίνεται εδώ 
χωρίς απόδειξη, χρησιµοποιείται δε στην απόδειξη της πρότασης 7 η οποία είναι 
ανάλογη της πρότασης 6. 
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Θεώρηµα 
Εάν η συνάρτηση f είναι B-µετρήσιµη τότε υπάρχει ακολουθία {fn} απλών B-
µετρήσιµων συναρτήσεων τέτοιες ώστε: 
 

( ) ( ) ( )n0 f ω f ω αν f ω 0≤ ↑ ≥  
 

( ) ( ) ( )n0 f ω f ω αν f ω 0≤ ↓ ≥  
 

 
Πρόταση 7 
Εάν η τυχαία µεταβλητή Χ είναι B-µετρήσιµη και οι τυχαίες µεταβλητές Υ, Χ·Υ είναι 
ολοκληρώσιµες, τότε 
 

Ε[Υ·Χ| B ] = Χ· Ε[Υ| B ] 
 

Απόδειξη 
 

Έστω ότι η Χ είναι µία δείκτρια τυχαία µεταβλητή, δηλαδή 
oG o,GΧ = Ι ∈B. Τότε η 

συνάρτηση 
oG [f = Ι Ε Υ B] είναι  B-µετρήσιµη και G∀ ∈ B  ισχύει ότι: 

 

oG
G

[Ι Ε Υ∫ B] dP = 
G G

[
o∩

Ε Υ∫ B] dP,             όπου  oG G∩ ∈B 

 
                            =  

oG G

ΥdP
∩
∫

   
                            =  

oG
G

Ι ΥdP⋅∫
 
δηλαδή  

oG[f = Ε Ι Υ B]  σ.β, 
 
που σηµαίνει ότι η ζητούµενη σχέση ισχύει για δείκτριες τυχαίες µεταβλητές Χ και 
κατ’ επέκταση και για απλές τυχαίες µεταβλητές Χ, οι οποίες είναι B-µετρήσιµες. 
    
Γενικότερα, εάν η τυχαία µεταβλητή Χ είναι B-µετρήσιµη, υπάρχει µια ακολουθία 
απλών τυχαίων µεταβλητών Χn, που είναι B-µετρήσιµες, τέτοιες ώστε : 

 
Χ≤Χ n  και Χ=Χ

+∞→ nn
lim  

 
Εάν Υ⋅Χ≤Υ⋅Χ n  ολοκληρώσιµη, οπότε 
 

Υ⋅ΧΕ
+∞→ nn

[lim B] = Ε[Χ·Υ| B ]   σ.β. 
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Όµως,  

 Υ⋅ΧΕ n[ B]
nΧ απλή

n [= Χ ⋅Ε Υ B] X [n→+∞⎯⎯⎯→ ⋅Ε Υ B] 
 
δηλαδή, η δοθείσα σχέση ισχύει γενικά. 
           # 
 
 
Παρατήρηση  6 

1) Η τυχαία µεταβλητή Χ δεν θεωρήθηκε ότι είναι ολοκληρώσιµη. 
 
2) | Χn·Ε[Υ| B] | = | Ε[Χn·Υ| B] | ≤ Ε[|Χn·Υ| | B] ≤ Ε[|Χ·Υ| | B].  

 
            Άρα, Χ· Ε[Υ| B ] ολοκληρώσιµη. 
 
 
 
Πρόταση 8  (Απορρόφηση) 
Αν θεωρήσουµε ότι X είναι µία ολοκληρώσιµη τυχαία µεταβλητή και B1, B2 σ-
άλγεβρες τέτοιες ώστε B1⊂  B2⊂A, τότε ισχύει: 
 

Ε[Ε[Χ| B2 ] | B1] = Ε[Ε[Χ| B1 ] | B2] = Ε[Χ| B1 ] 
 

Απόδειξη 
 

i. Θα δείξουµε ότι Ε[Ε[Χ| B1 ] | B2] = Ε[Χ| B1 ]. 
 

Γνωρίζουµε ότι Ε[Χ| B1 ] είναι B1-µετρήσιµη και λόγω ότι B1⊂  B2 συνεπάγεται 
ότι Ε[Χ| B1 ] θα είναι και B2-µετρήσιµη. Συνεπώς, θα ισχύει ότι: 

 
Ε[Ε[Χ| B1 ] | B2] = Ε[Χ| B1 ] 

 
ii. Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι Ε[Ε[Χ| B2 ] | B1] = Ε[Χ| B1 ]. 
 

Με τη βοήθεια του ορισµού της δεσµευµένης µέσης τιµή έχουµε ότι για κάθε 
Β∈B1 ισχύει ότι: 

 
 [ Ε[Χ| B∫

Β

Ε 2 ] | B1]dP = [Χ| B∫
Β

Ε 2]dP,  

 
όπου   Ε[Ε[Χ| B2 ] | B1] - B1 µετρήσιµη.      (1) 
 
Επιπλέον, για κάθε C∈B2  ισχύει  ότι: 
 
 

C

Ε∫ [Χ| B2]dP = 
C

dPΧ∫  (2) 
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Όµως, C ∈  B2⊃  B1. Άρα, η σχέση (2) ισχύει και για κάθε C ≡ Β∈ B1. Εποµένως, 
από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι: 
 

∫
Β

Ε [ Ε[Χ| B2 ] | B1]dP = , ∫
Β

ΧdP ∈Β∀  B1

 
Άρα,  
 

Ε[Ε[Χ| B2 ] | B1] = Ε[Χ| B1 ] 
           # 
 
 
Παρατήρηση 7 

1) Εάν B2 = A  τότε Ε[Χ| B2] = Χ και η παραπάνω σχέση είναι προφανής. 
 
2) Εάν B1 = {Ø, Ω} και B2 =  B, τότε Ε[Χ] = Ε[Ε[Χ| B ]], που προκύπτει από 

τον ορισµό της δεσµευµένης µέσης τιµής για Β = Ω.  
 
 
 
Εφαρµογή  3   (∆εσµευµένη διασπορά) 
Εάν η δεσµευµένη διασπορά της τ.µ. Χ δοθείσης της σ-άλγεβρας B ορίζεται από 
την σχέση  

V(Χ| B ) = E[(X– Ε[Χ| B ])2 | B ] 
 
τότε να δείξετε ότι: 
 

V (Χ) = Ε [V (Χ| B)] + V (Ε [Χ| B]) 
 

Απόδειξη 
Έχουµε ότι: 
 
Ε [V (Χ| B)] = Ε[ E[(X– Ε[Χ| B ])2 | B ] ] 
 
           = E[X– Ε[Χ| B ] ]2  
 
                      = Ε[Χ2 + ( Ε[Χ| B ] )2 – 2·Χ· Ε[Χ| B ] ] 
                        
                       = Ε[Χ2] + Ε[ Ε[Χ| B ] ]2 – 2·Ε[Χ· Ε[Χ| B ] ]  
 
                       = Ε[Χ2] + Ε[ Ε[Χ| B ] ]2 – 2·Ε[ Ε[Χ· Ε[Χ| B ] |B  ] 
 
                       = Ε[Χ2] + Ε[ Ε[Χ| B ] ]2 – 2·Ε[ Ε[Χ| B ] · Ε[Χ| B ] ] 
 

                       = Ε[Χ2] + Ε[ Ε[Χ| B ] ]2 – 2·Ε[ Ε[Χ| B ] ]2

 
                       = Ε[Χ2] –  Ε[ Ε[Χ| B ] ]2

 
Επιπλέον έχουµε ότι: 
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V (Ε [Χ| B]) = Ε[ Ε2[ Χ| B ] ] – (Ε[ Ε[Χ| B ] ])2

 
                     = Ε[Ε[Χ| B ] ]2 – (Ε[Χ])2

 
Από το 2ο µέλος της ζητούµενης σχέσης προκύπτει ότι: 
 
Ε [V (Χ| B)] + V (Ε [Χ| B]) = Ε[Χ2] –  Ε[ Ε[Χ| B ] ]2 + Ε[ Ε[Χ| B ] ]2 – (Ε[Χ])2

 
                                               = Ε[Χ2] – (Ε[Χ])2

 
                                                = V(X) 
 
Εποµένως,  

V (Χ) = Ε [V (Χ| B)] + V (Ε [Χ| B]) 
 
           # 
 
 
Με την βοήθεια της δεσµευµένης διασποράς, δίνουµε έναν δεύτερο τρόπο απόδειξης 
της γνωστής ταυτότητας του Wald. 
 
 
Εφαρµογή  4   (2η ταυτότητα του Wald) 
Εάν Χ1, Χ2, …, Χn ανεξάρτητες ταυτοτικά κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές, Ν µια 
τυχαία µεταβλητή ακεραίων τιµών ανεξάρτητη από τις Χ1, Χ2, …, Χn και ορίσουµε 

σαν  τότε ισχύει η παρακάτω σχέση: ∑
Ν

=
Ν Χ=Χ

1i
i

 V (ΧΝ) = Ε [Ν] · V (Χ1) + (Ε [Χ1]) 2 · V (Ν) 
 

Απόδειξη 
 

Από την  εφαρµογή  έχουµε ότι: 
 
 V (ΧΝ) = Ε [V (ΧΝ| Ν)] + V (Ε [ΧΝ| Ν]) (1) 
 
Επίσης, ισχύει ότι: 
 
 V (Ε [ΧΝ| Ν]) = Ε [(Ε [ΧΝ| Ν]) 2] – (Ε [Ε [ΧΝ| Ν]]) 2           (2) 

 
Όµως, η Ε [ΧΝ| Ν] είναι µία τ.µ. µε τιµή Ε [ΧΝ| Ν = n] στο {Ν = n}.  
 
Αλλά,  
 

Ε [ΧΝ| Ν = n] = Ε [Χn| Ν = n]  
ανεξάρτητη

=  Ε [Χn] = Ε [ ] =  ∑  =n ·E[X∑
=

Χ
n

i
i

1 =

ΧΕ
n

i
i

1
][ 1] 

 
δηλαδή η  Ε [ΧΝ| Ν ] παίρνει την τιµή  Ε[Χ1] στο {Ν = n} µε πιθανότητα  Ρ{Ν = n}. 
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Άρα,  
 

{ } [ ] { }

[ ] { } [ ] [ ]

1
n 1 n 1

1 1
1

n Ν=n n Ν=n

n Ν=n
n

∞ ∞

Ν Ν
= =

∞

=

⎡ ⎤Ε Ε ⎡Χ Ν⎤ = Ε ⎡Χ Ν = ⎤ ⋅Ρ = ⋅Ε Χ ⋅Ρ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= Ε Χ ⋅ ⋅ Ρ = Ε Χ ⋅Ε Ν

∑ ∑

∑
 

 
Εποµένως, η σχέση (2) παίρνει τη µορφή: 
 

V (Ε [ΧΝ| Ν]) = Ε [(Ε [ΧΝ| Ν]) 2] – (Ε [Χ1]) 2· (Ε[Ν]) 2 (3) 
 
 
Επιπλέον, από τον ορισµό της δεσµευµένης διασποράς, ισχύει ότι:  

( ) ( )22V Ν Ν Ν⎡ ⎤Χ Ν = Ε Χ Ν − Ε ⎡Χ Ν⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ . 

 
Άρα: 
 

2[V( )] [ [ ]] [( [ ])Ν Ν ΝΕ Χ Ν = Ε Ε Χ Ν − Ε Ε Χ Ν 2 ]  (4) 
 
Η ][ 2 ΝΧΕ Ν  είναι µία τ.µ. µε τιµή 2[ Ν n]Ε Χ Ν =  στο {Ν = n}. Αλλά,  

 
2 2 2 2

n n 1[ n] [ ] V(Χ ) ( [ ]) n V( ) n ( [ ])n nΕ Χ Ν = = Ε Χ = + Ε Χ = ⋅ Χ + ⋅ Ε Χ 2
1    (5) 

 
Άρα, µε την βοήθεια της (5), έχουµε 
 

2[ [ ]]nΕ Ε Χ Ν = { }2 2
1 1

1

(n V( ) n ( [ ]) ) n
n

∞

=

⋅ Χ + ⋅ Ε Χ ⋅Ρ Ν =∑  

 

                     { } { }2 2
1 1

n 1 n 1

n V( ) n n n ( [ ])
∞ ∞

= =

= ⋅ Χ ⋅ Ρ Ν = + ⋅Ρ Ν = ⋅ Ε Χ∑ ∑
 
∆ηλαδή  

 
2 2

1 1[ [ ]] V( ) [ ] ( [ ]) [ ]n
2Ε Ε Χ Ν = Χ ⋅Ε Ν + Ε Χ ⋅Ε Ν    (6) 

 
 
Κατά συνέπεια, από τη σχέση (4) συνεπάγεται ότι: 
 

2 2
1 1[V( )] V( ) [ ] ( [ ]) [ ] [( [ ]) ]Ν ΝΕ Χ Ν = Χ ⋅Ε Ν + Ε Χ ⋅Ε Ν −Ε Ε Χ Ν 2    (7) 

 
 
Άρα, η σχέση (1) µε τη βοήθεια των σχέσεων (3) και (7) έχει ως εξής: 
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2 2 2 2 2
1 1 1V( ) [( [ ]) ] ( [ ]) ( [ ]) V( ) [ ] ( [ ]) [ ] [( [ ]) ]Ν Ν ΝΧ = Ε Ε Χ Ν − Ε Χ ⋅ Ε Ν + Χ ⋅Ε Ν + Ε Χ + Ε Ν −Ε Ε Χ Ν 2

2
 
             2 2

1 1V( ) [ ] ( [ ]) [ [ ] ( [ ])= Χ ⋅Ε Ν + Ε Χ ⋅ Ε Ν − Ε Ν
 
             2

1 1V( ) [ ] ( [ ]) V( )= Χ ⋅Ε Ν + Ε Χ ⋅ Ν
           # 

               
 
Πρόταση 9  (Ανισότητα Jensen) 
Εάν Χ είναι µία ολοκληρώσιµη τ.µ. και :φ →� �  είναι µία κυρτή ολοκληρώσιµη  
συνάρτηση τότε  
 

φ (Ε [Χ| B]) ≤ Ε[φ (x)| B] 
 

Απόδειξη 
 

Για κάθε xο παίρνουµε ευθεία που περνά από το σηµείο (xο, φ (xο)) τέτοιο ώστε: 
 

φ (xο) + Α(xο)·(x − xο) ≤ φ (x) 
 

όπου η κλίση Α(xο) µπορεί να είναι η δεξιά παράγωγος της φ . 
 
Τότε  έχουµε ότι: 
 

φ ( Ε [Χ| B]) + Α(Ε [Χ| B])·(Χ − Ε [Χ| B]) ≤ φ (Χ) 
 

Αν υποθέσουµε ότι η Ε[Χ|B] είναι φραγµένη, τότε όλοι οι όροι είναι ολοκληρώσιµοι. 
 
      Ε[ φ ( Ε [Χ| B]) + Α(Ε [Χ| B])·(Χ − Ε [Χ| B]) | B ] ≤ Ε[φ (Χ) | B]  ⇒

 
      Ε[φ ( Ε [Χ| B]) | B] + Α(Ε [Χ| B])·Ε[Χ − Ε [Χ| B] | B] ≤ Ε[φ (Χ) | B]  ⇒

    
     Ε[φ ( Ε [Χ| B]) | B] + Α(Ε [Χ| B])·{ Ε [Χ| B] − Ε [Ε [Χ| B] | B]} ≤ Ε[φ (Χ) | B] ⇒  

 
      Ε[φ ( Ε [Χ| B]) | B] + Α(Ε [Χ| B])·{ Ε [Χ| B] − Ε [Χ | B]} ≤ Ε[φ (Χ) | B] ⇒  

 
Ε[φ ( Ε [Χ| B]) | B] + Α(Ε [Χ| B])·0 ≤ Ε[φ (Χ) | B] 

 
  Ε[φ ( Ε [Χ| B]) | B] ≤ Ε[φ (Χ) | B] (1) 
 
Από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση φ  είναι κυρτή, άρα ηφ  είναι 
φραγµένη σε φραγµένα σύνολα. Επιπλέον, η φ (Ε[Χ|B]) είναι B-µετρήσιµη. Συνεπώς, 
από την πρόταση 6 προκύπτει ότι: 
 

Ε[φ ( Ε [Χ| B]) | B]  = φ ( Ε [Χ| B]) 
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Εποµένως, η σχέση (1) γίνεται ως εξής: 
 

φ (Ε [Χ| B]) ≤ Ε[φ (Χ)| B] 
 
Για να δείξουµε την ανισότητα στην γενική περίπτωση, θεωρούµε Βn = {Ε [Χ| B]≤n}. 
Τότε ισχύει ότι: 
 

Ε [ ·Χ| B]) =
nΒ

Ι
nΒ

Ι · Ε [Χ| B] = φραγµένη 
 
Άρα, από το πρώτο µέρος της απόδειξης προκύπτει ότι: 
 

φ ( · Ε [Χ| B]) ≤ Ε[
nΒ

Ι φ (
nΒ

Ι ·Χ)| B] 
 
Ακόµα ισχύει ότι: 
 
Ε[φ ( ·Χ)| B] = Ε[ ·

nΒ
Ι

nΒ
Ι φ (Χ) + c

nΒ
Ι ·φ (0) | B] 

 
                           = 

nΒ
Ι ·Ε[φ (Χ)| B] + φ (0)· c

nΒ
Ι ⎯⎯ →⎯ +∞→n Ε[φ (Χ)| B] 

 
Επίσης, λόγω της συνέχειας της φ  ισχύει: 
 

φ ( · Ε [Χ| B]) 
nΒ

Ι ⎯⎯ →⎯ +∞→n φ (Ε [Χ| B]) 
 

Κατά συνέπεια, η ανισότητα ισχύει και στη γενική περίπτωση. 
          # 
 
 
Παράδειγµα 6  
 

1) Εάν φ (x) = |x| τότε η ανισότητα γίνεται  
 

|Ε [Χ| B]| ≤ Ε [|Χ| | B] 
 
2) Εάν ρ ≥1 και  φ (x) = |x|ρ τότε  
 

|Ε [Χ| B]|ρ ≤ Ε [|Χ|ρ | B] 
 
 
 

 
Παρατήρηση  8 
Παίρνοντας µέσες τιµές έχουµε ότι  
 

Ε[ |Ε [Χ| B]|ρ ]≤ Ε[|Χ|ρ ] 
 
∆ηλαδή η δεσµευµένη µέση τιµή είναι µία συστολή στο χώρο L . ρ
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6      MARTINGALES 
 
 
6.1 Εισαγωγή 
 
Όπως είπαµε και στον πρόλογο, ένα martingale εκφράζει τον τρόπο σύνδεσης των 
τ.µ. µιάς στοχαστικής ανέλιξης. Αν και σαν ιδέα ξεκίνησαν από τυχερά παιχνίδια, εν 
τούτοις η θεωρία των martingales έχει αναπτυχθεί σ’ έναν από τους πιο δυναµικούς 
κλάδους της εφαρµοσµένης Θεωρίας Πιθανοτήτων. Με βάση τα martingales, έχει 
αναπτυχθεί ένα ξεχωριστό κοµµάτι των Πιθανοτήτων, εκείνο της  στοχαστικής 
ολοκλήρωσης και των στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων µε τις  πιο «κοµψές» 
εφαρµογές  εκείνες που αφορούν τις µερικές διαφορικές εξισώσεις και τη Οικονοµία. 
 
 
 
6.2 Ορισµός ενός martingale 
 
Ορισµός 1 
Θεωρούµε τον πιθανοθεωρητικό χώρο (Ω, A, Ρ) και { }n n 1

F ∞

=
 µία αύξουσα ακολουθία 

υπό-σ-αλγεβρών της A, δηλαδή . Τότε η ακολουθία 1 2 3F F F⊂ ⊂ ⊂K { }n n 1
F ∞

=
  

καλείται διύλιση. 
 
 
Ορισµός 2  
Έστω  ένα µια διύλιση του π.χ. (Ω, A, Ρ). Μία ακολουθία τ.µ. { }n n 1

F ∞

= { }n n 1

∞

=
Χ  

καλείται martingale ως προς την ακολουθία { }n n 1
F ∞

=
 αν και µόνο αν: 

 
i. Η  είναι -µετρήσιµη, δηλαδή  nΧ nF n nFΧ ∈   

 
ii. Η  είναι (απόλυτα) ολοκληρώσιµη, δηλαδή nΧ nΕ ⎡ Χ ⎤ < ∞⎣ ⎦  

 
iii. n+1 n nΧ =ΧFΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
 
Συµβολισµός 
 Πολλές φορές αντί για να πούµε ότι η ακολουθία { }n n 1

∞

=
Χ  είναι martingale ως προς 

την ακολουθία { } , λέµε ότι η ακολουθία  {n n 1
F ∞

= }n n n 1
, F ∞

=
Χ   είναι ένα martingale. 

 
 
Ερµηνεία   
Μια από τις δυνατές ερµηνείες των martingales είναι στο περιβάλλον των τυχερών 
παιχνιδιών. Εάν λοιπόν η τ.µ.  παριστάνει το ποσό που έχει ένας παίκτης µετά την 
ολοκλήρωση του  παιχνιδιού και η  περιέχει όλη την πληροφορία  για τα 

nΧ
στουn nF
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παιχνίδια µέχρι τη  χρονική στιγµή , τότε η ιδιότητα (iii) του ορισµού αναφέρει 
ότι το αναµενόµενο ποσό του παίκτη µετά το επόµενο παιχνίδι είναι το ίδιο µε αυτό 
µετά το παρόν παιχνίδι. ∆ηλαδή ένα martingale αναφέρεται σε ένα 

στηn

δίκαιο παιχνίδι. 
 
 
Παρατήρηση 1 
Εάν η ακολουθία  είναι ένα martingale και ορίσουµε σαν σ-άλγεβρες 

 (σ-άλγεβρα που γεννιέται από τις τ.µ. ) 

τότε και η ακολουθία {  είναι επίσης ένα martingale. 

{ }n n n 1
, F ∞

=
Χ

( )n 1 2 n, , , , nG σ= Χ Χ Χ ∈K � 1 2 n, , ,Χ Χ ΧK

}∞=Χ 1, nnn G
 
   Πράγµατι,  
 

i. Είναι φανερό ότι η ακολουθία { }n n
G

∈�
 είναι αύξουσα και η τυχαία 

µεταβλητή  είναι -µετρήσιµη. nΧ nG
 

ii. Η nΧ  είναι ολοκληρώσιµη. 
 

iii. Από την ιδιότητα της απορρόφησης, λόγω του ότι , έχουµε: nG F⊂ n

 

n n

n+1 n n+1 n n n n n

Χ = -µετρήσιµη

Ε Χ =Ε Ε Χ = Ε Χ =Χ
G

G F G G⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ 14243
 

 
Η σ-άλγεβρα  (n 1 2, , ,G σ )n= Χ Χ ΧK  αποτελεί τη µικρότερη σ-άλγεβρα ως προς την 
οποία κάθε µία από τις τυχαίες µεταβλητές nΧΧΧ ,,, 21 K  είναι µετρήσιµη. Είναι 
φανερό ότι  αν και µόνο αν η τυχαία µεταβλητή nG F⊂ n nΧ  είναι -µετρήσιµη. nF
 
 
Πρόταση  1  (ισοδύναµος ορισµός ενός  martingale) 
Η ακολουθία {  είναι ένα martingale αν και µόνον αν }n n n 1

, F ∞

=
Χ nA F∀ ∈  ισχύει 

nA F∀ ∈  

n n+1
A A

X dP= X dP∫ ∫  

 
Απόδειξη 
( )⇒ Από τον ορισµό της δεσµευµένης µέσης τιµής έχουµε:  nA F∀ ∈  
 

n+1 n n+1
A A

E X dP= X dPF⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫  

 
        Αλλά από την υπόθεση του martingale, έχουµε 
 

n+1 n n
A A

E X dP= X dPF⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫  
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       Από τις δυό αυτές σχέσεις έπεται το αποτέλεσµα 
 
( )⇐  Εάν   , τότε επειδή από τον ορισµό της δεσµευµένης 

µέσης τιµής  έχουµε 

n n+1
A A

X dP= X dP∫ ∫ nA F∀ ∈

n+1 n n+1
A A

E X dP= X dPF⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫   nA F∀ ∈ , τότε από τις δυό 

αυτές σχέσεις έπεται ότι n+1 n n
A A

E X dP= X dPF⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ nA F∀ ∈   οπότε (από γνωστή 

πρόταση της θεωρίας µέτρου) έπεται ότι  
 

n+1 n nE X X , nF⎡ ⎤ = ∀⎣ ⎦  
 
         δηλαδή η ακολουθία { }n n n 1

, F ∞

=
Χ  είναι ένα martingale 

           #  
 
 
Πρόταση  2  (Ιδιότητες ενός martingale) 
 Εάν {  είναι ένα martingale, τότε: }n n n 1

,G ∞

=
Χ

 
i. [ ] [ ]n 1 , nΕ Χ = Ε Χ ∀ ∈ � ,      δηλαδή µέση τιµή παραµένει σταθερή. 

 
ii. Για κάθε n>m ισχύει ότι n m mΧ =ΧFΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
Απόδειξη 

 
Η απόδειξη σε κάθε µία από τις παραπάνω περιπτώσεις θα γίνει µε τη βοήθεια της 
µεθόδου της επαγωγής. 
 

i. Για n=1 έχουµε: [ ] [ ]nΕ Χ = Ε Χ1 , το οποίο ισχύει. 
 

Έστω ότι ισχύει για n=κ: [ ] [ ]κ 1Ε Χ = Ε Χ  
 
Θα δείξουµε ότι ισχύει για n=κ+1, δηλαδή [ ] [ ]κ+1 1Ε Χ = Ε Χ . 
 
Πράγµατι: 
 

[ ] [ ] [
mgl επαγωγική

κ+1 κ+1 κ κ 1υπόθεση
Ε Χ =Ε Ε Χ = Ε Χ = Ε ΧF⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ]  

 
 

ii. Για n=m+1 έχουµε: n m m+1 m mΕ Χ =Ε Χ =ΧF F⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , το οποίο ισχύει. 
 
Έστω ότι ισχύει για n=m+κ: m+κ m mΕ Χ =ΧF⎡ ⎤⎣ ⎦ . 
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Θα δείξουµε ότι ισχύει για n=m+κ+1, δηλαδή m+κ+1 m mΕ Χ =ΧF⎡ ⎤⎣ ⎦ . 
 
Πράγµατι: 
 

mgl επαγωγική

m+κ+1 m m+κ+1 m+κ m m+κ m mυπόθεση
Χ =Ε Ε Χ F = Ε Χ = ΧF F F⎡ ⎤Ε ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦  

 
          # 
 

 
 Πριν προχωρήσουµε σε παραδείγµατα των martingales δεν θα πρέπει να 
παραλείψουµε να αναφέρουµε ότι πολλές φορές ένα martingale αρχίζει από τον 
χρόνο 0, δηλαδή την Χο. 

 
 

6.3 Παραδείγµατα των martingales 
 
∆ίνουµε παρακάτω µια σειρά από παραδείγµατα martingales. Από τα παραδείγµατα 
γίνεται φανερό το ευρύ φάσµα των εφαρµογών της θεωρίας των martingales. 
 
 
Παράδειγµα 1  (Άθροισµα ανεξάρτητων τ.µ.) 
Έστω   µία ακολουθία τ.µ. τέτοιες ώστε Χ{ }n n=0

Χ ∞
ο=0 και οι nΧΧ ,,1 K  να είναι 

ανεξάρτητες ταυτοτικά κατανεµηµένες τ.µ. µε µέση τιµή [ ]n 0Ε Χ =  και 

nΕ ⎡ Χ ⎤ < ∞⎣ ⎦ , . Εάν ορίσουµε  n∀

n 1S =Χ n+ + ΧK  

τότε η ακολουθία  {  είναι ένα martingale.   }n n n 1
S ,G ∞

=

 
Πράγµατι,  
 

i. Είναι φανερό ότι η  είναι -µετρήσιµη. nS nG
 

ii. 
n

n j
j=1

Ε S Ε Χ < ⎡ ⎤⎡ ⎤ ≤ ∞⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ . 

 
iii. n+1 nS GΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦= n+1 n nΧ +S GΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
                       = n+1 n n n

ανεξάρτητες

Ε Χ +Ε SG G⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣14243
⎤⎦  

                       
                       = [ ]n+1 nΕ Χ +S  
 
                       = =n0 S+ nS  
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Παρατήρηση  2 
Γενικότερα, µπορεί να αποδειχθεί ανάλογα ότι, εάν [ ]1 µ 0Ε Χ = ≠  και ορίσουµε  
 

n 1 nS =Χ nµ+ + Χ −K  
 

τότε η ακολουθία  {  είναι ένα martingale }n n n 1
S ,G ∞

=

 
 
Παράδειγµα 2 (γινόµενο ανεξάρτητων τ.µ.) 
Έστω  µία ακολουθία ανεξάρτητων τ.µ. µε µέση τιµή { }n n 1≥

Χ [ ]n nΕ Χ =m 0≠  και 

nΕ ⎡ Χ ⎤ < ∞⎣ ⎦ , . Εάν ορίσουµε σαν  n∀
n

κ
n

κ=1 κ

Χ
Y =

m
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏ , 

 
τότε η ακολουθία  είναι ένα martingale αναφορικά µε την ακολουθία 

. 
{ }n n=1

∞Υ

( )n 1 2, , ,G σ= Χ Χ ΧK n

 
Πράγµατι,  
 

i. Είναι φανερό ότι η  είναι -µετρήσιµη. nΥ nG
 

ii. 
n n

κ κ
n

κ=1 κ=1κ κ

Χ Χ
Ε Υ =Ε = Ε

m m
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞

⎡ ⎤ <⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∏ ∏ ∞  

 

iii. n+1 nΥ GΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦ = n+1
n n

n+1

Χ
Υ

m
G

⎡ ⎤
Ε ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

                                     = n n+
n+1

ανεξάρτητες

1Υ Ε Χ
m

G⋅ ⋅ ⎡ 1 n ⎤⎣ ⎦14243
 

 

                                     = [ ]n n
n+1

1Υ Ε Χ
m
⋅ ⋅ +1  

 

                                     = n n
n+1

1Υ m
m
⋅ ⋅ +1  

 
=  nΥ
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Παράδειγµα 3  (Η διασπορά αθροίσµατος σαν martingale) 
Έστω   µία ακολουθία τ.µ. τέτοιες ώστε Χ{ }n n=0

Χ ∞
ο=0 και οι nΧΧΧ ,,, 21 K  είναι 

ανεξάρτητες ταυτοτικά κατανεµηµένες τ.µ., µε µέση τιµή [ ]nΧ 0Ε =  και 

, . Εάν ορίσουµε 2 2
nΕ Χ = σ⎡ ⎤⎣ ⎦ n 1∀ ≥ oS 0=  και  

 
2n

2
n κ

κ=1
S = Χ - nσ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 
τότε η ακολουθία  {   είναι ένα martingale. }n n n 1

S ,G ∞

=

 
Πράγµατι,  
 

i. Είναι φανερό ότι η  είναι -µετρήσιµη. nS nG
 

ii. nΕ S⎡ ⎤⎣ ⎦ =
2n

2
κ

κ=1

Ε Χ - nσ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

 

 
2n n

2 2
κ κ i j

κ=1 κ=1 i<j

Ε Χ +nσ =Ε Χ +2 Χ Χ + nσ
⎡ ⎤

2⎡ ⎤
≤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  

 

                              
n

2 2
κ i j

κ=1 i<j
Ε Χ +2 Ε Χ Ε Χ +nσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ ⎡ ⎤ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦∑ ∑  

 
 

                               
n

2 2
κ

κ=1
= Ε Χ + nσ⎡ ⎤⎣ ⎦∑

 
                              ( ) 2n+n σ= ⋅ < ∞  
 
 

iii. n+1 nΕ S G⎡ ⎤⎣ ⎦ = ( )
2n+1

2
κ n

κ=1

Χ - n+1 σ G
⎡ ⎤⎛ ⎞Ε ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

 

                        = ( )
2n

2
n+1 κ n

κ=1

Χ + Χ - n+1 σ G
⎡ ⎤⎛ ⎞Ε ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

 

                        = ( )
2n n

2 2
n+1 κ n+1 κ n

κ=1 κ=1

Χ + Χ -2 Χ Χ - n+1 σ G
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ε ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  
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= ( )
2n n

2 2
n+1 κ n n+1 κ n

κ=1 κ=1

ΕΧ +Ε Χ -2Ε Χ Χ - n+1 σG G
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑  

    Οπότε 
                                 

n+1 nΕ S G⎡ ⎤⎣ ⎦ =
2n n

2 2
κ n+1 n κ

κ=1 κ=1
ανεξάρτητες

σ + Χ -2Ε Χ Χ -nσ -σG⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑14243

2  

 

  =  [ ]
=

2n n
2

κ n+1 κ
κ=1 κ=1

0

Χ -2Ε Χ Χ -nσ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑14243

 

                                     = =
2n

2
κ

κ=1

Χ -nσ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ nS  

 
 
Παράδειγµα 4  (Doob’s martingale) 
Έστω Χ µία τ.µ. τέτοια ώστε [ ] ∞<ΧΕ  και { }n n=0

G ∞  µία αύξουσα ακολουθία σ-
αλγεβρών, υποαλγεβρών της κλάσης  A.. Εάν ορίσουµε  
 

n nΥ =Ε Χ G⎡ ⎤⎣ ⎦ , n∀ , 
 
τότε η ακολουθία {  είναι ένα martingale. }n n n=0

Υ ,G ∞

 
Πράγµατι,  
 

i. Η  σαν παραλλαγή της nΥ nΕ Χ G⎡ ⎤⎣ ⎦  είναι  -µετρήσιµη. nG
 

ii. =ΥΕ n  Ε|Ε[Χ nG ]| 
 

                ≤ Ε[Ε[|Χ| nG ]]   
 
                = Ε[|Χ|]   ∞<
 

 
iii. n+1 nΥ GΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦ = n+1 nG G⎡ ⎤Ε Ε ⎡Χ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦  

 
                        = nGΕ ⎡Χ ⎤⎣ ⎦ +1, επειδή  n nG G⊂

                          
                        =  nΥ
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Παράδειγµα  5  (Λόγος Πιθανοφάνειας) 
Έστω   µία ακολουθία από ανεξάρτητες ταυτοτικά κατανεµηµένες τ.µ. και 

 δύο συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας. Μια στοχαστική ανέλιξη, σπουδαία 
για τον έλεγχο υποθέσεων, είναι η ακολουθία των λόγων πιθανοφάνειας: 

{ }n n=0
Χ ∞

ο 1f , f

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 o 1 1 1 n
n

o o o 1 o n

f x f x … f x
Υ =

f x f x … f x
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

 

 
Εάν οι τυχαίες µεταβλητές { }n n=0

Χ ∞  έχουν πυκνότητα πιθανότητας την ( )οf y , όπου 

( )οf y >0, y∀ , τότε η ακολουθία { }n n n=0
Υ ,G ∞  είναι ένα martingale, αφού: 

 

n+1 nΥ GΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦ =
( )
( )

1 n+1
n n

o n+1

f Χ
Υ

f Χ
G

⎡ ⎤
Ε ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

                  =
( )
( )

1 n+1
n n

o n+1

ανεξάρτητα

f Χ
Υ Ε

f Χ
G

⎡ ⎤
⋅ ⎢ ⎥

⎣ ⎦1442443

 

 

                  =
( )
( )

1 n+1
n

o n+1

f Χ
Υ Ε

f Χ
⎡ ⎤

⋅ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

                  =
( )
( ) ( )1

n o
o

f y
Υ f y dy

f y

+∞

−∞

⋅ ⋅∫  

 

                  = =  ( )n 1

1

f y dy

=

+∞

−∞

Υ ⋅ ∫
14243

nΥ

 
 
Εφαρµογή  1 
Εάν στο παραπάνω παράδειγµα θεωρήσουµε ότι  είναι µία κανονική πυκνότητα 
πιθανότητας µε µέση τιµή 0 και διασπορά σ

οf
2 και  είναι µία κανονική π.π. µε µέση 

τιµή µ και διασπορά σ
1f

2, τότε ο λόγος πιθανοφάνειας είναι: 
 

( )
( )

2

2
2µ x-µ

1 2σ

o

f x
=e

f x

⋅

 

 
Συνεπώς, η ακολουθία των λόγων πιθανοφάνειας θα ορίζεται από τη σχέση: 
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2

n2
µ nµS - 
σ 2σ

nΥ =e 2 , όπου 
n

n κ
κ=0

S = Χ∑  

 
 

Παράδειγµα 6 (Martingales παραγόµενα από ιδιοδιανύσµατα ενός πίνακα   
µετάβασης) 

Έστω ότι η ακολουθία τ.µ. { }  είναι µία αλυσίδα Markov µε πίνακα µετάβασης  ∞
=Χ 0nn

P = ( )i,jp . Ένα διάνυσµα  είναι δεξιό ιδιοδιάνυσµα του P , εάν για κάποιο λ, το 
οποίο καλείται ιδιοτιµή, ισχύει: 

f

 
( ) ( )ij

j
λ f i = p f j , i∀∑  

 
Εάν  είναι ένα δεξιό ιδιοδιάνυσµα για τον πίνακα µετάβασης P  µε f

( )nf Χ , nΕ < ∞ ∀  και ορίσουµε  
 

( )n
n n

f Χ
Υ =

λ
, 

 
τότε  η ακολουθία {  είναι ένα martingale, αφού: }n n n=0

Υ ,G ∞

 

n+1 nΥ GΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦ =
( )n+1

nn+1

f Χ
λ

G
⎡ ⎤

Ε ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

                   = ( )n+1 nn+1

1 Ε f Χ
λ

G⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

                ( )
ιδιότητα

n+1 nn+1Markov

1= Ε f Χ Χ
λ

⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

                    = ( )
nΧ jn+1

j

1 p f j
λ ∑  

                    

                    = ( )nn+1

1 λ f Χ
λ

 

 

                   =
( )n

n

f Χ
λ

=  nΥ

 
 
Παρατήρηση  3 
Εάν θεωρήσουµε ότι λ=1, τότε µία ακολουθία ( ){ }f i  που ικανοποιεί τη σχέση 
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( ) ( )ij
j

f i = p f j , i∀∑  

 
καλείται δεξιά κανονική ακολουθία  για τον πίνακα µετάβασης  P. 
 
 
Παράδειγµα 7  (Radon-Nikodym παράγωγοι) 
Θεωρούµε τον πιθανοθεωρητικό χώρο (Ω, A, Ρ) και  µέτρο στην σ-άλγεβρα  A. Εάν 
θεωρήσουµε 

v
{ }n n 1

F ∞

=
 µία αύξουσα ακολουθία σ-υποαλγεβρών της σ-άλγεβρας  A και 

n
PFv <<

nF  (που σηµαίνει ότι τα µέτρα , P είναι περιορισµένα στην Fv n), τότε 
υπάρχει ακολουθία  

n

n

dv

dP
F

n
F

Χ =  

 
για την οποία ισχύει . Η ακολουθία  είναι ένα 

martingale. 

( ) n
Α

Χ dP, Αv FΑ = ∀ ∈∫ n { }n n n 1
, F ∞

=
Χ

 
Πράγµατι, για κάθε  ισχύει: nF∈Α
 

n+1 n
Α

Ε Χ dPF⎡ ⎤⎣ ⎦∫ =  n+1
Α

Χ dP∫
 

                         ( )
n n+1

n+1

Α F F

Α F
= v

∈ ⊂

⇒ ∈
Α

 

                            
nΑ F

n
Α

= Χ dP
∈

∫
 
Εποµένως, προκύπτει ότι n+1 n nΕ Χ =ΧF⎡ ⎤⎣ ⎦ . 
 
 
Εφαρµογή  2 
Θεωρούµε ότι Ω= (0,1], A=B ((0, 1]), P=µέτρο του Lebesgue και µία πεπερασµένη 

ακολουθία n
n n n

κ κ+1, ;0 κ 2
2 2

F σ ⎛ ⎞
⎟

⎛ ⎤= ≤ ≤⎜⎜ ⎥⎝ ⎦⎝ ⎠
nF. Εάν ∈Α  και  τότε 

προκύπτει ότι Α=Ø. Συνεπώς, για κάθε µέτρο  στην ,  ισχύει ότι . 

( ) 0=ΑΡ

v nF v << Ρ
 
Άρα, η Radon-Nikodym παράγωγος είναι: 
 

( )
n n

n n n

κ κ+1,
2 2 κ κ+1Χ ω , ω ,

2 2

v ⎛ ⎞⎛ ⎤
⎜⎜ ⎟⎥⎝ ⎦ ⎛ ⎤⎝ ⎠= ∈⎜ n2 ⎥⎝ ⎦
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Παράδειγµα 8  (Martingale του Wald) 
Έστω  και   µία ακολουθία από ανεξάρτητες ταυτοτικά 

κατανεµηµένες τ.µ. µε πεπερασµένη ροπογεννήτρια 
0 0Υ = { }n n=1

∞Υ

( ) ( )κλ =Ε exp λ ΥΦ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦ , η οποία 
υπάρχει για κάποιο λ≠0.  Η ακολουθία  
 

( )
( )

ο

n
n

n n
k=1

Χ =1

exp λ S
Χ = , S =

Φ λ

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ⋅⎪
⎪⎩

kY∑

 

 
είναι ένα martingale ως προς την ακολουθία ( )n 1, ,ΥG σ= Υ K n . 
 
Πράγµατι: 
 
 Εάν για καθεµιά από τις τ.µ. , ισχύει nΥ ( )n SΥ Ω = , όπου S αριθµήσιµο και για 

ευκολία θεωρούµε S= , τότε η ακολουθία � { }n n=0
S ∞  είναι µία αλυσίδα Markov µε 

χώρο καταστάσεων S. Στη συνέχεια, εάν λ xf(x)=e ,x S⋅ ∈  προκύπτει ότι: 
 
 

( ) ( )
y

p x,y f y⋅∑ = ( ) λ×y
n+1 n

y

P S =y S =x e⋅∑  

 
                          = ( ) λ×y

n+1
y

P Υ =y-x e⋅∑  

 

                          = { } λ y
n+1

y=x

P Υ =y-x e
∞

⋅⋅∑  

 

                       { } ( )
y-x=z

λ z+x
n+1

z=0

Υ =z eP
∞

⋅= ⋅∑
 

                      { }λ x λ z
1

z=0

e enP z
∞

⋅ ⋅
+= ⋅ Υ = ⋅∑  

 

                        =( )λ xe Φ λ⋅= ⋅ ( )
{

( )
ιδιοτιµή

Φ λ f x⋅  

 
Κατά συνέπεια, σύµφωνα µε το παράδειγµα 6, η ακολουθία  είναι ένα 
martingale. 

{ }n n n=1
,G ∞Χ
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Εφαρµογή  3 
(α) Εάν στο παραπάνω παράδειγµα θεωρήσουµε ότι η τ.µ. nΥ  ακολουθεί την 

κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διασπορά σ2, δηλαδή ,  τότε  ( 2
n N 0,σΥ ≈ )

( )
2 2λ σ
2Φ λ =e
⋅

  και η ακολουθία  
 

2 2

n n
nλ σΧ =exp λ S -

2
⎛ ⎞

⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
       είναι ένα martingale. 

(β) Επιπλέον, εάν θέσουµε 2

µλ =
σ

, όπου µ µία τυχαία σταθερά, τότε η ακολουθία  

 
2

n n2 2

µ nµΧ =exp S - 
σ 2σ

⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
είναι ένα martingale. 
 
 
Παρατήρηση  4 
Μπορούµε να αποδείξουµε άµεσα ότι: έστω { }n n=1

∞Χ  µία ακολουθία από ανεξάρτητες, 

ταυτοτικά κατανεµηµένες τ.µ., τέτοια ώστε . Εάν ορίσουµε ότι 

 και  

{ } ( )n n 1
0,1∞

=
Χ ≈ Ν

n

n κ
κ=1

S = Χ∑
2

a
n n

naΧ =exp a S -
2

⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

 
όπου a , τότε προκύπτουν τα παρακάτω: ∈�
 

1) Η ακολουθία { }a
n n=1

Χ
∞

 είναι ένα martingale. 

 
2) Εάν  είναι µία συνάρτηση κατανοµής, τότε η ακολουθία ( )aF

( ){ }a
n nξ = X d aF∫  είναι ένα martingale. 

 
 
Παράδειγµα  9  (Μοντέλο Κελιού Polya) 
Έστω ένα δοχείο το οποίο περιέχει αρχικά τ κόκκινες και β µαύρες µπάλες. 
Επιλεγούµε επαναληπτικά µπάλες από το δοχείο ως εξής: µετά από κάθε επιλογή µιας 
µπάλας από το δοχείο, την επιστρέφουµε µαζί µε α µπάλες του ίδιου χρώµατος. 
Θεωρούµε ότι οι αριθµοί τ, β, α είναι ακέραιοι. Έστω: 
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στη

n στη

1, αν η n µπάλα που επιλέξαµε είναι κόκκινη.
Υ =

0, αν η n µπάλα που επιλέξαµε είναι µαύρη.
⎧
⎨
⎩

 

 
Εάν  

nτ = «αριθµός των κόκκινων µπαλών µετά την ολοκλήρωση της  επιλογής» στηςn

nβ = «αριθµός των µαύρων µπαλών µετά την ολοκλήρωση της  επιλογής» και  στηςn

nΧ =«ποσοστό των κόκκινων µπαλών στο δοχείο µετά το   βήµα», τ 

(

στοn

nn

n
n βτ

τ
+

=Χ ) 

 
Τότε η ακολουθία  είναι ένα martingale ως προς την ακολουθία 

. 
{ }n n=1
Χ ∞

( )n 0 1=σ Υ ,Υ ,…,ΥG n

 
Πράγµατι,  

 
i. Είναι φανερό ότι η  είναι -µετρήσιµη. nΧ nG

 
ii. Επειδή από την υπόθεση προκύπτει ότι n0 Χ 1≤ ≤ , συνεπάγεται ότι 

nΧΕ ⎡ ⎤ < ∞⎣ ⎦ . 
 

iii. n+1 nΧ GΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦ = n n n

n n n n n n n

a
a a

n

n

τ τ τ β
τ β τ β τ β τ

+
⋅ + ⋅

+ + + + + + β
 

 

                           = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
++

+
⋅

+ aa
a

nn

n

nn

n

nn

n

βτ
β

βτ
τ

βτ
τ

 

 

                           =
a
a

nn

nn

nn

n

++
++

⋅
+ βτ

βτ
βτ

τ
 

 

                                      =
nn

n

βτ
τ
+

= nΧ  

 
 
 
Παρατήρηση  5 
Αν η ακολουθία {  είναι ένα martingale τότε σύµφωνα µε την πρόταση 1 θα 
ισχύει ότι  

}n n n 1
,G ∞

=
Χ

 

[ ] [ ]
βτ

τ
+

=ΧΕ=ΧΕ 1n . 
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Παράδειγµα 10  (Κλαδωτή αλυσίδα) 
Έστω ότι η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών { }n n 0

∞

=
Χ  είναι µία κλαδωτή αλυσίδα, 

όπου η τ.µ.  εκφράζει το µέγεθος της  γενιάς. Θεωρούµε  και 
, όπου 

nΧ στηςn 1≡Χ o

n+1 1 2 nΧ =Υ +Υ +…+Υ { }iΥ  είναι µία ακολουθία από ανεξάρτητες ταυτοτικά 

κατανεµηµένες τ.µ. µε { }1 κp(k)=Ρ Υ =κ =α  και [ ]1 mΕ Υ = , για κάθε  και  
. Τότε: 

κ 0≥
0 m< < ∞
 

i. Η στοχαστική διαδικασία n
n n

Χ
Ζ =

m
 είναι ένα martingale ως προς την 

ακολουθία . ( )n 0 1=σ Χ ,Χ ,…,ΧG n

 
ii. Η ακολουθία { }nΧξ  είναι ένα martingale ως προς την ακολουθία 

( )nnG ΧΧΧ= ,,, 10 Kσ , όπου ξ είναι ένα σταθερό σηµείο της 
πιθανογεννήτριας  ( ) ( ) u

u
π ξ = p u ξ , ξ 0⋅ ≥∑  . 

 
Πράγµατι, 

 

i. n+1 nΕ Ζ G⎡ ⎤⎣ ⎦ = n+1
0 1 nn+1

Χ
Y ,Y ,...,Y

m
⎡ ⎤Ε ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

                                      =
n1 2 Χn+1

ανεξάρτητες

1 Ε Υ +Υ +…+Υ
m

⎡ ⎤⎣ ⎦144424443
 

 

                                      = [ ]n 1n+1

1 Χ Ε Υ
m

⋅ ⋅  

 

                                      = nn+1

1 Χ m
m

⋅ ⋅  

 

                                      = n
n

Χ
m

 =  nΖ

 
 

ii. n+1
ιδιότητα

Χ
o o n n Markov

ξ Χ =x ,…,Χ =x =⎡ ⎤Ε ⎣ ⎦ = 

 
                         = n+1Χ

n nΕ ξ Χ =x⎡ ⎤⎣ ⎦  
 
                         = ( ) u

n
u 0

p x ,u ξ
≥

⋅∑  

 
                         = { }n

u
1 2 x

u 0

ξ Ρ Υ +Υ +…+Υ =u
≥

⋅∑  
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                         =  1 2 xnΥ +Υ +…+ΥΕ[ξ ]
 

                         ={ } n
1

xΥΕ ξ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

                         =    ( ) nx
π ξ⎡ ⎤⎣ ⎦

n
σταθερό

x= ξ
 

 
Παράδειγµα 11 
Έστω ότι η ακολουθία τ.µ. { }n n 0

∞

=
Χ  είναι µία αλυσίδα Markov διακριτού χρόνου µε 

χώρο καταστάσεων το διάστηµα S=[0, 1]. Αν κατά τη χρονική στιγµή n το σύστηµα 
βρίσκεται στο p, όπου 0< p <1, τότε κατά τη χρονική στιγµή n+1 µπορεί να µεταβεί 
στο p⋅+ βα  µε πιθανότητα p και στο p⋅β  µε πιθανότητα 1– p, όπου α, β>0 και 
α+β=1. ∆ηλαδή η µετάβαση περιγράφεται ως εξής: 
 

n n
n+1

n n

a+β Χ µε πιθανότητα Χ
Χ =

β Χ µε πιθανότητα 1-Χ
⋅⎧

⎨ ⋅⎩
 

 
τότε ότι η ακολουθία { }  είναι ένα martingale.  n n 0

∞

=
Χ

 
Πράγµατι: 
 
Επειδή ακολουθία τυχαίων µεταβλητών { }n n 0

∞

=
Χ  είναι µία αλυσίδα Markov ισχύει: 

 
( ) ( )n+1 o n n+1 nΡ Χ Χ ,…,Χ =Ρ Χ Χ  

 
Εποµένως 
 

n+1 nΧ GΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦ = n+1 nΕ Χ Χ⎡ ⎤⎣ ⎦  
 
                   = ( ) ( )n n n nα+β Χ Χ +β Χ 1-Χ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
 
                   =  2 2

n n nα Χ +β Χ +β Χ -β Χ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ n

 
                   =  n nα Χ +β Χ⋅ ⋅
 
                   = ( )

{ n

=1

α+β Χ⋅   

 
        =  nΧ
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Ορισµός 3  ( διαφορά Martingale) 
Το ζεύγος B i )  είναι µια martingale διαφορά (submartingale ή 
supermartingale) εάν: 

i{( ,d i 0} ≥

i. Η ακολουθία  {  B   είναι µια διύλιση. i i 0} ≥

 
ii. L 1  και  B j . jd ∈ jd ∈

 
iii. Για κάθε j  ισχύει j+1[dΕ ,

j

 B ]=0 (≥0 ή ≤0). j

 
 
Πρόταση  3 

i. Έστω ότι η ακολουθία B i )  είναι µιά martingale διαφορά . Εάν 

ορίσουµε  τότε η ακολουθία {

i{( ,d i 0} ≥

n

n
j=0

Χ = d∑ ,nΧ B  είναι ένα martingale. n n 0} ≥

 
ii. Εάν η ακολουθία ,{ nΧ B  είναι ένα martingale και ορίσουµε n n 0} ≥

[ ]o o o=Χ -Ε Χd  και  τότε η ακολουθία  B i )  
είναι µιά martingale διαφορά. 

j j j-1=Χ -Χ , j 1d ≥ i{( ,d i 0} ≥

 

iii. Εάν η ακολουθία 
n

n j
j=0

{Χ = ,d∑ B  είναι ένα martingale και ισχύει 

 τότε η ακολουθία  είναι ορθογώνια. 

n }

∞<Ε ][ 2
jd 0}{ ≥jjd

 
 
 
Παράδειγµα 12  (∆ιακριτή Στοχαστική Ολοκλήρωση) 
Έστω ότι η ακολουθία B i )  είναι µια  martingale διαφορά και ότι η 

ακολουθία {
i{( ,d i 0} ≥

}j j 0
u

≥
 είναι προβλέψιµη ( j+1u ∈B j ). Εάν ορίσουµε  τότε η 

ακολουθία  B  είναι ένα martingale. 

j

j k
k=1

Υ = u d⋅∑ k

j{ ,Υ j j 0} ≥

 
 
Ερµηνεία 
Το τελευταίο παράδειγµα βρίσκει εφαρµογή σε µεγάλη ποικιλία επιστηµονικών 
περιοχών, όπως : 
 

i. Τυχερά Παιχνίδια 
 

Στην περίπτωση αυτή η τ.µ.  παίρνει την τιµή 1 αν ο παίχτης κερδίζει ή 
την τιµή –1 αν ο παίχτης χάνει. Παράλληλα, η τ.µ.   παριστάνει το ποσό 
του στοιχήµατος που ποντάρει ο παίχτης. 

jd

ju
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ii. Οικονοµία 

 
Στην προκειµένη περίπτωση η τ.µ.  παριστάνει την τιµή ενός αγαθού 
ενώ η τ.µ.  δηλώνει τον αριθµό των µετοχών. 

jd

ju
 

iii. Κίνηση Brown 
 

 Στη συγκεκριµένη περίπτωση η τ.µ.  παριστάνει τις προσαυξήσεις της 
κίνησης Brown ενώ η τ.µ.   εκφράζει το (διακριτικό) στοχαστικό 
ολοκλήρωµα. 

jd

jΥ

 
 
Παράδειγµα 13  (Πιθανογεννήτρια–ροπογεννήτρια-χαρακτηριστική συνάρτηση) 
Έστω  { }   µία ακολουθία από ανεξάρτητες ταυτοτικά κατανεµηµένες τ.µ. και 

 η πιθανογεννήτρια της τ.µ. 
n n=0

∞Ζ

( ) 1Ζs =Ε[s ]Φ 1Ζ , όπου ]1,0[∈s . Θέτουµε 

 µε {Ø, Ω} και ( )n 1=σ Ζ ,…,ΖF n joF =
n

n
j=1

S = Ζ∑ . Αν ορίσουµε  

( )
nS

n n

sΜ =
sΦ

 

 
µε  τότε η ακολουθία {o 1Μ = }n n n=1

, F ∞Μ  είναι ένα martingale. 
 
Πράγµατι, 
 

n+1 nΜ FΕ ⎡ ⎤⎣ ⎦ =
( )

n+1S

nn+1

s
s

F
⎡ ⎤

Ε ⎢ ⎥
Φ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

                    = 
( ) ( )

n
n+1

S
Z

nn

sΕ s
Φ s Φ s

F
⎡ ⎤

⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

                     = n+1Z
n n

1Ε Μ s
(s)

F⎡ ⎤
⋅⎢ ⎥Φ⎣ ⎦

 

 

                     = n+1
n n

ανεξάρτητα

1M Ε[s ]
(s)

Z F⋅ ⋅
Φ 14243

 

 

                     = 1 (s)
(s)nΜ ⋅ ⋅Φ

Φ
 

 
          n= Μ
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Παράδειγµα 14 
Έστω  { }   µία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια ώστε L 1 . 

Θέτουµε {Ø, Ω} και 
n n=1
ξ ∞ { }n n=1

ξ ∞ ⊂

=oF ( )n 1 n=σ ξ ,…,ξF  και ορίζουµε  
 

n n n n-1Χ =ξ -Ε ξ F⎡ ⎤⎣ ⎦ , n≥1. 

Τότε, η ακολουθία {  είναι µια martingale διαφορά. Αν ορίσουµε  }n n n 1
, F ∞

=
Χ

 

( )
n n

n j j j j-1
j=1 j=1

Υ = Χ = ξ -Ε ξ F⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑  και 0=Υo  

 
τότε η ακολουθία {  είναι ένα martingale. }n n n 1

Y , F ∞

=

 
 
6.4  Submartingales – Supermartingales 
 
Σε πολλά ενδιαφέροντα και ρεαλιστικά προβλήµατα µας ενδιαφέρει να έχουµε στον 
Ορισµό 2 (martingale), αντί ισότητας ανισότητα. Για τις περιπτώσεις αυτές έχουµε 
τους ακόλουθους ορισµούς: 
 
Ορισµός  4 
Έστω  µια διύλιση του πιθανοθεωρητικού χώρου (Ω, A, Ρ). Μία ακολουθία 

τ.µ. {  καλείται submartingale ως προς την ακολουθία { }
{ }n n 1

F ∞

=

}n n 1

∞

=
Χ n n 1

F ∞

=
 αν και µόνο αν: 

 
i. Η  είναι -µετρήσιµη, δηλαδή nΧ nF n nFΧ ∈  . 

 
ii. , όπου  +

n⎡ ⎤Ε Χ < ∞⎣ ⎦ { }Χ=Χ+ ,0max . 
 

iii. n+1 n nΧ ΧFΕ ⎡ ⎤ ≥⎣ ⎦ . 
 
 
Ορισµός  5 
Έστω  µια διύλιση του πιθανοθεωρητικού χώρου (Ω, A, Ρ). Μία ακολουθία 

τ.µ. {  καλείται supermartingale  ως προς την ακολουθία { }  αν και µόνο 
αν: 

{ }n n 1
F ∞

=

}n n 1

∞

=
Χ n n 1

F ∞

=

 
 

i. Η  είναι -µετρήσιµη, δηλαδή nΧ nF n nFΧ ∈ . 
 

ii. , όπου  -
n⎡ ⎤Ε Χ < ∞⎣ ⎦ { }Χ−=Χ− ,0min . 

 
iii. n+1 n nΧ ΧFΕ ⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦ . 

 115



 
Παρατήρηση  6 
1) Είναι φανερό ότι αν η ακολουθία { }n n 1

∞

=
Χ  είναι martingale ως προς την 

ακολουθία , τότε είναι submartingale και supermartingale ως προς την 

. Η  {  είναι submartingale ως προς την { }
{ }n n 1

F ∞

=

{ }n n 1
F ∞

= }n n 1

∞

=
Χ n n 1

F ∞

=
 αν και µόνο αν η 

 είναι supermartingale ως προς την { }{ }n n=1

∞−Χ n n 1
F ∞

=
. 

 
2) Μία submartingale ακολουθία παραπέµπει σε ένα ευνοϊκό παιχνίδι (favorable)  , 

ενώ µία supermartingale ακολουθία σε ένα άδικο (unfavorable) παιχνίδι. 
 
3) Αν η ακολουθία {   είναι submartingale, τότε αποδεικνύεται ότι  }n n n 1

, F ∞

=
Χ

 
  [ ] [ ] K≤ΧΕ≤ΧΕ 21  
 
         Αν η ακολουθία {  είναι supermartingale, τότε  αποδεικνύεται ότι  }n n n 1

, F ∞

=
Χ

 
  [ ] [ ] K≥ΧΕ≥ΧΕ 21  
 
4) Αν η ακολουθία { }n n n 1

, F ∞

=
Χ  είναι  submartingale (supermartingale) τότε η 

ακολουθία  είναι submartingale (supermartingale), όπου 
. 

{ }∞=Χ 1, nnn G

( )n 1 2 n, , , , nG σ= Χ Χ Χ ∈K �

 
5) Εάν η ακολουθία  είναι σταθερή, δηλαδή { }n n 1

∞

=
Χ n X, nΧ ≡ ∀ , τότε είναι ένα 

martingale. Εάν η  είναι αύξουσα, τότε είναι  ένα submartingale, ενώ 
εάν είναι φθίνουσα τότε είναι  ένα supermartingale. 

{ }n n 1

∞

=
Χ

 
 
Πρόταση  4 
Αν οι ακολουθίες  και { }n n n 1

, F ∞

=
Χ { }n n n 1

Y , F ∞

=
 είναι martingales τότε η ακολουθία 

{ n n n n 1
a Χ +β Υ ,F }∞=⋅ ⋅ , όπου α και β πραγµατικοί αριθµοί, είναι ένα martingale. 

 
Απόδειξη 
 
Οι δύο πρώτες ιδιότητες του ορισµού είναι προφανές ότι ικανοποιούνται από την 
ακολουθία , λόγω γραµµικότητας. Αρκεί να αποδείξουµε την 
τρίτη. 

{ n n n n 1
a Χ +β Υ ,F ∞

=
⋅ ⋅ }

 
n+1 n+1 nΕ α Χ +β Υ F⎡ ⋅ ⋅ ⎤⎣ ⎦ = n+1 n n+1 nα Ε Χ +β Ε ΥF F⋅ ⎡ ⎤ ⋅ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
                                        =  n nα X +β Y⋅ ⋅
           # 
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Πρόταση  5 
Αν οι ακολουθίες { }n n n 1

, F ∞

=
Χ  και { }n n n 1

Y , F ∞

=
  είναι submartingales 

(supermartingales) τότε ισχύουν τα παρακάτω: 
 

i. Η ακολουθία{ }n n n n 1
a Χ +β Υ ,F ∞

=
⋅ ⋅ , όπου , είναι ένα submartingale 

(supermartingales)  . 
α,β 0≥

 
ii. Η ακολουθία { }{ }n n n n=1

sup Χ ,Υ ,F
∞

 ( { }{ }n n n n=1
inf Χ ,Υ ,F

∞
) είναι ένα 

submartingale (supermartingales). 
 
Απόδειξη 

 
i. Οι δύο πρώτες ιδιότητες του ορισµού είναι προφανές ότι ικανοποιούνται 

από την ακολουθία { }n n n n 1
a Χ +β Υ ,F ∞

=
⋅ ⋅ . Αρκεί να αποδείξουµε την τρίτη. 

 
 n+1 n+1 nΕ α Χ +β Υ F⎡ ⋅ ⋅ ⎤⎣ ⎦ = n+1 n n+1 nα Ε Χ +β Ε ΥF F⋅ ⎡ ⎤ ⋅ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 
                                                     n nα X +β Y≥ ⋅ ⋅
 

ii. Οι δύο πρώτες ιδιότητες του ορισµού είναι προφανές ότι ικανοποιούνται 
από την ακολουθία { }{ }n n n n=1

sup Χ ,Υ ,F
∞

. Αρκεί να αποδείξουµε την τρίτη. 
 

n+1 n+1 n n nΧ Υ Χ ΥFΕ ⎡ ∨ ⎤ ≥ ∨⎣ ⎦  
 
          # 

 
 

Ένας από τους (βασικούς) τρόπους για να αποδείξει κανείς ότι µιά ακολουθία τ.µ. 
είναι submartingale είναι µε την βοήθεια των κυρτών συναρτήσεων και της 
ανισότητας του Jensen, όπως φαίνεται στο θεώρηµα που ακολουθεί. 
 
 
Θεώρηµα  1 

i. Έστω ότι η ακολουθία { }n n n 1
, F ∞

=
Χ  είναι ένα martingale και  

µία κυρτή συνάρτηση τέτοια ώστε 

:f →� �

( )nΧf⎡ ⎤Ε < ∞⎣ ⎦  για κάθε . Τότε 

η ακολουθία 

n 0≥

( ){ }n n n=0
Χ ,f F

∞
 είναι ένα submartingale . 

 
ii. Έστω ότι η ακολουθία { }n n n 1

, F ∞

=
Χ  είναι ένα submartingale και  

µία 

:f →� �

αύξουσα κυρτή συνάρτηση τέτοια ώστε ( )nΧf⎡ ⎤Ε < ∞⎣ ⎦  για κάθε 

. Τότε η ακολουθία n 0≥ ( ){ }n n n=0
Χ ,f F

∞
 είναι ένα submartingale . 
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Απόδειξη 
 

 Είναι προφανές ότι και στις δύο περιπτώσεις ικανοποιούνται οι δύο πρώτες ιδιότητες 
του ορισµού. Αρκεί, να αποδείξουµε την τρίτη ιδιότητα σε καθεµία από αυτές. 
 

i. Με την βοήθεια της ανισότητας Jensen προκύπτει ότι: 
 

 ( ) ( )n+1 n n+1 nΧ Χf F f FΕ ⎡ ⎤ ≥ Ε ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ( )nΧf=  

 
ii. Οµοίως, 

 
 ( ) ( ) ( )n+1 n n+1 n nΧ Χf F f F fΕ ⎡ ⎤ ≥ Ε ⎡ ⎤ ≥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Χ  

          # 
   
 
Πόρισµα 1 
Έστω ότι η ακολουθία { }n n n 1

, F ∞

=
Χ  είναι martingale. Τότε: 

 

i. Η ακολουθία { }n n
n=0

,p F
∞

Χ , όπου ,  είναι submartingale. Ειδικότερα,  

η ακολουθία 

1≥p

{ }n
n=0

,n F
∞

Χ  είναι submartingale. 

 
ii.  Η ακολουθία { }+

n n n=0
, F

∞
Χ  είναι submartingale. 

 
Απόδειξη 

i. Η συνάρτηση (x)= x , 1pf ≥p  είναι κυρτή στο  �

ii. Η συνάρτηση  είναι κυρτή στο  +(x)=xf �

 
# 

 
Πόρισµα 2 
Αν η ακολουθία  είναι ένα θετικό submartingale τότε η ακολουθία { }n n n 1

, F ∞

=
Χ

{ }n n n=0
,p F

∞
Χ , όπου ,  είναι  submartingale. 1≥p

 
Απόδειξη 

     Η συνάρτηση  είναι κυρτή  και αύξουσα στο  (x)=x , 1pf p ≥ +�

# 
6.5  Χρόνοι τερµατισµού 
 
Για να µπορέσει να αποδείξει κανείς περαιτέρω (οριακά) θεωρήµατα και προτάσεις 
στα martingales, χρειάζεται να ορίσει την έννοια του χρόνου τερµατισµού. Ο ορισµός 
του απορρέει φυσιολογικά από πραγµατικές καταστάσεις (εφαρµογές). 
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Ορισµός  6 
Έστω  µια διύλιση στον πιθανοθεωρητικο χώρο (Ω, A, Ρ). Μία τ.µ. 

 καλείται χρόνος τερµατισµού (stopping time) ως προς το 
διύλιση  { }   αν {

{ }n n 1
F ∞

=

{ } {∞∪→ΩΤ K,2,1,0: }
n n 1

F ∞

= } nn FΤ = ∈  για όλα τα n 1 . ≥
 
 
Παρατήρηση  7 
Η τ.µ. Τ  ικανοποιεί τη σχέση  
 

{ } { } nn n c FΤ > = Τ ≤ ∈ , για όλα τα n 
 

αφού η  είναι ένα διύλιση. Οι χρόνοι τερµατισµού καλούνται και χρόνοι 
Markov και είναι δυνατόν να παίρνουν την τιµή 

{ }n n 1
F ∞

=

∞ . 
 
 
Ερµηνεία  
Ο χρόνος τερµατισµού Τ, και πάλι στο περιεχόµενο ενός τυχερού παιχνιδιού, µπορεί 
να ερµηνευτεί σαν ο χρόνος που αποφασίζει κάποιος να σταµατήσει. Το ότι 
αποφασίζει να σταµατίσει ή όχι, αµέσως µετά το n-οστο παιχνίδι, εξαρτάται από την 
προϊστορία µέχρι τον χρόνο n (η οποία εκφράζεται από τις σ-άλγεβρες ). nF
Παρατηρήστε ότι ο  µπορεί να είναι ίσος µε Τ +∞ . Εάν Τ είναι ο χρόνος αναµονής 
µέχρι ότου συµβεί ένα γεγονός και το γεγονός αυτό δεν συµβαίνει ποτέ, τότε είναι 
είναι φυσικό να χαρακτηρίσουµε τον χρόνο αναµονής άπειρο και έτσι Τ  =∞
 
 
Παράδειγµα  15 
Θεωρούµε τη ρίψη ενός αµερόληπτου νοµίσµατος. Αν ορίσουµε 
 

  
στη

n στη

1, αν στη n ρίψη εµφανιστεί κεφαλή
Χ =

0, αν στη n ρίψη εµφανιστεί γράµµα.
⎧
⎨
⎩

 
και Τ ο χρόνος µέχρι την εµφάνιση της πρώτης κεφαλής, τότε η τυχαία µεταβλητή Τ 
είναι χρόνος τερµατισµού ως προς την ( )n 1 2=σ Χ ,Χ ,…,ΧF n . 
 
Πράγµατι, έχουµε ότι: 
 

{ } { }n jn 1, 0, 1 j n FΤ = = Χ = Χ = ≤ < ∈ n  
 

Άρα, η  τ. µ. Τ είναι ένας χρόνος τερµατισµού. 
Παράδειγµα  16 
Στο παράδειγµα αυτό µελετάµε την πρώτη επίσκεψη της ακολουθίας  σε 

ένα  υποσύνολο Β
o 1Υ ,Υ ,K

∈B1. Έστω { }n n 1
F ∞

=
 µια διύλιση στον π.χ. (Ω, A, Ρ). Θεωρούµε την 

τ.µ. , τέτοια ώστε :nΥ Ω→ � nΥ Fn∈  για κάθε n. Αν ορίσουµε 
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( ) { }n
Β

inf n; Υ Β , αν Β
Τ ω =

,                διαφορετικά
⎧ ∈ ≠
⎨

∞⎩

∅

Τότε η τ.µ.  είναι ένας  χρόνος τερµατισµού ως προς το διύλιση { } . ΒΤ n n 1
F ∞

=

 
Πράγµατι, έχουµε ότι: 
 

{ } { }Β 1 n-1 nΤ =n , , , F= Υ ∉Β Υ ∉Β Υ ∈Β ∈K n  
 

Άρα, η τ.µ  είναι χρόνος τερµατισµού και µάλιστα ονοµάζεται χρόνος πρώτης 
επίσκεψης στο Β. Το ότι (µπορεί)  

ΒΤ

ΒΤ =∞  σηµαίνει ότι δεν επισκεπτόµαστε ποτέ το 
σύνολο Β. 
 
 
Παρατήρηση  8 
1) Γενικά, για  k σταθερό, ο χρόνος της k επίσκεψης (της ακολουθίας { } ) στο 

Β είναι χρόνος τερµατισµού. Αλλά, ο χρόνος της τελευταίας επίσκεψης δεν είναι 
αφού πρέπει να γνωρίζουµε όλο το µέλλον. 

n n=1

∞Υ

 
2) Η τ.µ. Τ είναι χρόνος τερµατισµού αν και µόνο αν ικανοποιείται η σχέση 

{ } nn FΤ ≤ ∈ , για κάθε n. 
 

Πράγµατι  
                 { } { } { } nΤ=n Τ n Τ n-1 F= ≤ − ≤ ∈        και 

                       { } { }
n

n
k=0

Τ n Τ=k F≤ = ∈U  

 
Πρόταση  6  
Εάν { }kΤ  είναι χρόνοι τερµατισµού, τότε 
 
α) το ∧ =   και το ∨ =  είναι χρόνοι τερµατισµού, kk k

Τ inf Τk kkk k
Τ supΤ

 
β) Εάν η οικογένεια { }kΤ  των χρόνων τερµατισµού είναι µονότονη, τότε  

είναι ένας χρόνος τερµατισµού 
kk

limΤ
→∞

 
γ)  ο Τ  είναι ένας χρόνος τερµατισµού. i j+Τ , i,j∀
 
6.6 Θεώρηµα προαιρετικού τερµατισµού  (optional stopping) 
 
Θεωρούµε, και πάλι, ένα δίκαιο παιχνίδι στο οποίο ένας παίχτης στοιχηµατίζει κάθε 
φορά π.χ. ένα ευρώ και χάνει ή κερδίζει µε ίσες πιθανότητες. Έστω ότι η τ.µ.  
περιγράφει την (τύχη του παίκτη κατά την)   επανάληψη ενός τέτοιου παιχνιδιού,  

nΥ
οστηn
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δηλαδή { } { }n n
1P Υ 1 =P Υ 1 =
2

= = −  και έστω  είναι τα καθαρά 

κέρδη του παίκτη µετά το  παιχνίδι. Τότε είναι γνωστό ότι τα αναµενόµενα 
καθαρά κέρδη του παίκτη µετά το  παιχνίδι είναι ίσα µε το µηδέν, δηλαδή 

.  

n 1 2Χ =Υ +Υ +…+Υn

οστon
οστon

nEΧ =0
 
Ο παίκτης δεν είναι απαραίτητο να παίζει για πάντα, αλλά µπορεί να προσδιορίσει εκ 
των προτέρων έναν συγκεκριµένο χρόνο στον οποίο θα σταµατήσει. Εάν λοιπόν Τ 
είναι ο χρόνος κατά τον οποίο ο παίκτης σταµατά και   τα καθαρά του κέρδη τότε, 
θα θέλαµε να ξέρουµε αν  

TΧ

TEΧ 0=  (δεν είναι απαραίτητο ).  Στην 
παράγραφο αυτή δίνονται συνθήκες που εξασφαλίζουν (γενικότερα) ότι 

. ∆ύο χρήσιµες εφαρµογές των θεωρηµάτων που ακολουθούν 
περιγράφονται στο επόµενο κεφάλαιο. 

TEΧ 0=

T nEΧ EΧ , n= ∀

 
 
Θεώρηµα  2 (προαιρετικού τερµατισµού του Doob)  
Έστω Τ ένας χρόνος τερµατισµού και { }n n 0

∞

=
Χ  µιά σ.α. και έστω ακόµα ότι µια 

(τουλάχιστον) από τις παρακάτω συνθήκες ικανοποιείται 
 
(α) ο Τ είναι φραγµένος  (δηλαδή T(ω) k, ω   &  k=ct≤ ∀ ) 
 
(β) ο Τ είναι πεπερασµένος σ.β. (δηλαδή { }P T< =1∞ ) και η { }n n 0

∞

=
Χ  είναι φραγµένη 

(δηλαδή nX (ω) k, n,ω   &  k=ct≤ ∀ ) 
 
(γ)  ο Τ είναι ολοκληρώσιµος ( ET<∞ ) και οι προσαυξήσεις της είναι 

φραγµένες  (δηλαδή 
{ }n n 0

∞

=
Χ

n n-1X (ω)-X (ω) M, n,ω   &  M=ct≤ ∀ ) 
 
Τότε 
(Ι) Εάν η { }  είναι ένα supermartingale έπεται ότι n n 0

∞

=
Χ TEΧ < ∞  και  

 
T 0EΧ EΧ≤  

 
(ΙΙ) Εάν η { }  είναι ένα martingale έπεται ότι n n 0

∞

=
Χ TEΧ < ∞  και  

 
T 0EΧ =EΧ  

 
Απόδειξη 
(Ι) Είναι εύκολο να  δειχθεί ότι η ακολουθία { }T n n 0

∞
∧ =

Χ  είναι ένα supermartingale, 
οπότε   

T n 0EΧ EΧ∧ ≤               (1) 
      Τώρα 
 
     (α)  από το ότι   έχουµε, από την  (1),          T(ω) k, ω   &  k=ct για n=k≤ ∀ ⇒
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T k T 0EΧ EΧ EΧ∧ = ≤  

 
     (β)  Είναι φανερό ότι  { } { }T n TT< X X∧∞ ⊂ →  άρα { } { }T n T1 P T< P X X∧= ∞ = →  

δηλαδή  Αλλά T n TX X σ.β.∧ → T nX (ω) k, n,ω ∧ ≤ ∀ οπότε από το θεώρηµα 
κυρίαρχης σύγκλισης έπεται ότι  

 
T n TEX EX∧ →        (2) 

 
             Τέλος, από το ότι  T n 0EΧ EΧ∧ ≤  και την (2), έπεται ότι  T 0EΧ EΧ≤
 
 

      (γ) Έχουµε  ότι  
T n

T n 0 k 0
k=0

X (ω)-X (ω) (X (ω)-X (ω) M T
∧

∧ ≤ ≤ ⋅∑     και   EM T<⋅ ∞

            Αλλά ET<∞  οπότε ο Τ είναι πεπερασµένος σ.β. και έτσι . T n TX X σ.β.∧ →
            Από το θεώρηµα κυρίαρχης σύγκλισης έπεται τότε ότι  και 

επειδή   , έπεται ότι 
T n TEX EX∧ →

T n 0EΧ EΧ∧ ≤ T 0EΧ EΧ≤  
 
 
    (ΙΙ)  Εάν η { }  είναι ένα martingale, τότε είναι ένα supermartingale, οπότε από 

το (Ι) έπεται ότι  
n n 0

∞

=
Χ

 
TEΧ EΧ0≤            (3) 

 
             Ακόµα η {  είναι ένα martingale και άρα είναι ένα supermartingale, 

οπότε από το (Ι) έπεται ότι  
}n n 0

∞

=
−Χ

 
T 0 TE(-Χ ) E(-Χ ) E(Χ ) E(Χ )≤ ⇒ ≥ 0            (4) 

 
             Τέλος, από τις  (3) και (4), έπεται ότι  T 0EΧ =EΧ
 
           # 
 
Μιά δεύτερη µορφή του παραπάνω βασικού θεωρήµατος είναι αυτή που ακολουθεί. 
 
 
 
Θεώρηµα 3 (προαιρετικού τερµατισµού-2η µορφή) 
Εάν  είναι ένα martingale και Τ ένας χρόνος τερµατισµού τέτοιος ώστε { }n n 0

∞

=
Χ

{ }P T< =1∞  και T n
n 0

E supX ∧
≥

< ∞ τότε 

T 0EΧ =EΧ  
Απόδειξη 
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Ορίζουµε την τ.µ. 

T n
n 0

W=sup X ∧
≥

 

Τώρα 

T k {T=k} T k {T
k=0 k=0

Χ Χ I Χ I
∞ ∞

∧= =∑ ∑ =k}  

 
Αλλά τότε, λόγω του ότι { }P T< =1∞ , έχουµε T TΧ W EΧ EW<≤ ⇒ ≤ ∞  (οπότε η 
µέση τιµή της ).  TΧ
 
Τέλος, για το αποτέλεσµα πρέπει να δείξουµε ότι . Αλλά T n TEX EX∧ →
 

T n T T n T {T>n} {T>n} n
EX EX E (X X )I 2E WI 0∧ ∧ →∞

⎡ ⎤− ≤ − ≤ →⎣ ⎦   (*) 

 
γιατί   

{ }

{ }

{T n}

n

k=0

n

n k=0

E W E WI

E W T=k P T=k

E W T=k P T=k

E W

≤

→∞

≥

⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦

⎡ ⎤→ ⋅⎣ ⎦

=

∑

∑
 

 
Οπότε {T n} {T>n}n n

lim E WI E W & lim E WI 0≤→∞ →∞
= = . 

 
Είναι φανερό ότι από την (*) έπεται ότι . T n TEX EX∧ →
 
           # 
 
 
Πόρισµα  3 
Εάν  είναι ένα martingale και Τ ένας χρόνος τερµατισµού τέτοιος ώστε 

 και   τ.ω. 
{ }n n 0

∞

=
Χ

ET<∞ K∃

n+1 n nE X -X K,        για n<TF⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦  
 
Τότε    T 0EΧ =EΧ
 
6.7 Οριακά θεωρήµατα για martingales 
 
Η δυναµική της θεωρίας των martingales οφείλεται κυρίως σε δυό λόγους: (α) στις 
ανισότητες και (β) στα οριακά θεωρήµατα που µπορούν να αποδειχθούν για την εν 
λόγω κατηγορία σ.α.. ∆ίνουµε εδώ χωρίς αποδείξεις (οι οποίες είναι αρκετά τεχνικές) 
µερικά βασικά θεωρήµατα για τα martingales.  
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Θεώρηµα 4 (σύγκλισης του Doob) 
Έστω { }  ένα  supermartingale φραγµένο στον χώρο  (δηλαδή n n 0

∞

=
Χ 1L n

n
sup E X <∞ ). 

Τότε υπάρχει µιά τ.µ. , τέτοια ώστε ∞Χ
σ.β

nX X∞→  και 0EX EX∞ ≤ . 
 
 
Παρατήρηση 
Σαν (  παίρνουµε το ω)∞Χ n

n
limsup X (ω), ω∀ . 

 
 
Πόρισµα 4 
Έστω { }  ένα  µη-αρνητικό supermartingale. Τότε υπάρχει µιά τ.µ. , τέτοια 

ώστε . 

n n 0

∞

=
Χ ∞Χ

σ.β

nX X∞→
 
Απόδειξη 
Η ακολουθία { }  είναι προφανώς φραγµένη στον χώρο , γιατί n n 0

∞

=
Χ 1L

 
n nE X =EX EX≤ 0  

 
οπότε από το θεώρηµα 4 έχουµε το αποτέλεσµα. 
           # 
 
 
Πόρισµα  5 
Έστω { }  ένα  φραγµένο ή από πάνω ή από κάτω martingale. Τότε υπάρχει µιά 

τ.µ. , τέτοια ώστε . 

n n 0

∞

=
Χ

∞Χ
σ.β

nX X∞→
 
Απόδειξη 
(φραγµένο από κάτω)  Έχουµε n c, c>0Χ ≥ − . Αλλά τότε η ακολουθία { }n n 0

c ∞

=
Χ +  

είναι ένα µη-αρνητικό supermartingale και το αποτέλεσµα έπεται από το πόρισµα 4. 
 
(φραγµένο από πάνω)  Έχουµε n nc cΧ ≤ ⇒ −Χ ≥ − , και το αποτέλεσµα έπεται από 
το πρώτο µέρος του πορίσµατος. 
 
           # 
Πόρισµα 6 
Έστω { }  ένα  µη-αρνητικό martingale. Τότε υπάρχει µιά τ.µ. n n 0

∞

=
Χ ∞Χ , τέτοια ώστε 

. 
σ.β

nX X∞→
 
Απόδειξη 
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Προφανές, από το πόρισµα 5, γιατί το martingale είναι φραγµένο από κάτω από το 
µηδέν. 

 
           # 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7       ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ MARTINGALES 
 
 
∆ίνουµε εδώ δύο, από τις πολλές εφαρµογές, της θεωρίας των martingales. Πιο 
συγκεκριµένα, σαν εφαρµογή των θεωρηµάτων προαιρετικού τερµατισµού, δίνεται το 
παράδειγµα των τυχαίων περιπάτων ενώ σαν εφαρµογή των οριακών θεωρηµάτων 
των martingales, δίνεται το παράδειγµα των κλαδωτών αλυσίδων. Τα αποτελέσµατα 
που αποδεικνύονται εδώ έχουν ήδη αποδειχθεί στα κεφάλαια 2 και 3 αντίστοιχα. Εδώ 
οι αποδείξεις είναι πιο «κοµψές» και λιγότερο µακροσκελείς. Από τις αποδείξεις 
αυτές γίνεται φανερό πως τα αντίστοιχα κοµµάτια της θεωρίας των martingales, 
µπορούν να εφαρµοστούν σε καταστάσεις που οι κλασσικές µέθοδοι της Θεωρίας 
Πιθανοτήτων αποτυγχάνουν. 
 
 
7.1 Τυχαίοι περίπατοι 
 
Παράδειγµα 1  (Καταστροφή παίχτη όπου p=q) 
Ένας παίχτης Α µε αρχικό κεφάλαιο α>0 ευρώ παίζει ενάντια σ’ ένα καζίνο, Β , µε 
αρχικό κεφάλαιο b>0 ευρώ. Θεωρούµε το παιχνίδι από την πλευρά του Α, έτσι ώστε 
η τυχαία µεταβλητή  να συµβολίζει τα αθροιστικά κέρδη του Α στο τέλος του 

 παιχνιδιού. Έστω 
nΧ

στουn { }κ κ 1
J

≥
 µία ακολουθία από ανεξάρτητες ταυτοτικά 

κατανεµηµένες τ.µ. µε { }κ 1J pΡ = = , { }κ 1J qΡ = − = , [ ] 0=Ε κJ  και 1
2

p q= = , 

τότε  
n

κ
κ=1

n JΧ = ∑  

Εάν ορίσουµε την τ.µ. 
 

{ }n nmin n 0; ήa bΤ = ≥ Χ = − Χ =  
 

τότε ο Τ είναι ένας χρόνος τερµατισµού (είναι ο χρόνος κατά τον οποίο ο Α ή έχει 
χάσει όλα τα χρήµα του ή έχει κερδίσει όλα τα χρήµατα του Β), τέτοιος ώστε  

 και  (η απόδειξη είναι εντελώς ανάλογη της αντίστοιχης του 
κεφαλαίου 2). 
( ) 1=+∞<ΤΡ ET<∞

 
 
Πρόταση 1 (Καταστροφή παίχτη όπου p=q) 
Με βάση τα παραπάνω δεδοµένα  
 

i. { } { } αb ο καταστρέφεται
α+bΤΡ Χ = = Ρ Β =  

 

ii. { } { } bα ο Α καταστρέφεται
α+bΤΡ Χ = − = Ρ =  

 
Ακόµα   [ ] 0ΤΕ Χ =  και    [ ] abΕ Τ =  
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Απόδειξη 
Πρώτα απ’ όλα η ακολουθία { }n n 0

∞

=
Χ  είναι ένα martingale. Πράγµατι 

 
n+1 n n n+1 nG X J GΕ ⎡Χ ⎤ = Ε ⎡ + ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
                n n n+1 nX G J G= Ε ⎡ ⎤ + Ε ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 
                [ ]n nJ= Χ + Ε +1  
 
                { }( ) ( ) { }n n+1 n+11 1 1J J 1= Χ + ⋅Ρ = + − ⋅Ρ = Ρ  
 
                n p q= Χ + −   n= Χ

 
Η ακολουθία { }  όµως έχει φραγµένες προσαυξήσεις, γιατί  n n 0

∞

=
Χ

 
n n-1

n n-1 k k n
k=1 k=1

X -X - 1J J J= = =∑ ∑  

 
Επίσης έχει δειχθεί στο 2ο κεφάλαιο ότι ο χρόνος τερµατισµού Τ είναι 
ολοκληρώσιµος, δηλαδή . Οπότε από το (γ) µέρος του θεωρήµατος του 
προαιρετικού τερµατισµού του Doob έχουµε  

ET<∞
[ ] [ ]o 0ΤΕ Χ = Ε Χ = . Αλλά 

 
( ) { } { }
( ) { } { }

{ } { }

{ } { }

TEX α α b b 0

α α b (1 α ) 0

bα o A καταστρέφεται και
α+b
αb o καταστρέφεται
α+b

Τ Τ

Τ Τ

Τ

Τ

= − ⋅Ρ Χ = − + ⋅Ρ Χ = = ⇒

− ⋅Ρ Χ = − + ⋅ − Ρ Χ = − = ⇒

Ρ Χ = − = Ρ =

Ρ Χ = = Ρ Β =

 

 
Ακόµα, η  ακολουθία  { }  όπου  είναι επίσης martingale. Πράγµατι, 
επειδή  

n n 0

∞

=
Υ 2

n n=Χ -nΥ

 

( )2
n+1 n+1Υ =Χ - n+1

n
2 2
n κ n+1 n+1

κ=1

Χ 2 -J J J= + ⋅ ⋅ +∑ n-1

1

 

 

                             
n

2
n κ n+1 n+1

κ=1

Y 2 J J J= + ⋅ ⋅ + −∑  

 
 Έχουµε  
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         n+1 nΥ GΕ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦
n

2
n κ n+1 n+1 n

κ=1

Y +2 1J J J G⎡ ⎤Ε ⋅ ⋅ + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

 

                           
n

2
n n κ n+1 n n+1 n

κ=1

Ε Y +Ε 2 +Ε -1G J J G J G⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎡ ⎤ ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑  

 

                           
n

2
n κ 1 1

κ=1

Y +2 Ε +Ε -1n n nJ J G J+ +⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑  

 

                            [ ] { } ( ) { }
n

22
n κ n+1 n+1 n+1

κ=1

Y +2 Ε +1 Ρ =1 + -1 Ρ =-1 -1J J J J= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑
 

                           
n

n κ
κ=1

Y +2 0+p+q-1J= ⋅ ⋅∑ nY=  

 
Από το θεώρηµα του προαιρετικού τερµατισµού έχουµε   
 

[ ] [ ] [ ]2 2
0T 0 0 T 2

Τ Τ Τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Ε Υ = Ε Χ − Ε = Ε Χ − = ⇒ Ε = Ε Χ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 
 
Αλλά 

( ) { } { }
( ) { } { }

22 2
T

2 2

EX α α b b 0

α α b (1 α ) αb
Τ Τ

Τ Τ

= − ⋅Ρ Χ = − + ⋅Ρ Χ = = =

= − ⋅Ρ Χ = − + ⋅ − Ρ Χ = − =
 

 
∆ηλαδή ET  αb=
                        # 
  
 
Παράδειγµα 2  (Καταστροφή παίχτη όπου p ≠ q) 
Έστω και πάλι το παράδειγµα της καταστροφής του παίκτη αλλά  p ≠ q. Έστω επίσης 
ότι  [ ]1J p q µΕ = − =  
 
Πρόταση 2 (Καταστροφή παίχτη όπου p ≠ q ) 
Έστω ότι  (αλλιώς εναλλάσσουµε τα p,q και θεωρούµε το παιχνίδι από την 
σκοπιά του Β). Με βάση τα δεδοµένα  του παραδείγµατος 2  

p q>

 

iii. { } { }b ο καταστρέφεταιΤΡ Χ = = Ρ Β =
α

α+b

1-s
1-s

 

 

iv. { } { }α ο Α καταστρέφεταιΤΡ Χ = − = Ρ
α α+b

α+b

s -s
1-s

= , όπου qs=
p

. 

 

Ακόµα    [ ]Ε Τ ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

+
−

=
+

a
s
sba

qp ba

a

1
11  
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Απόδειξη 

H ακολουθία { }  όπου n n 0
Z ∞

=

nΧ

n
q
p

⎛ ⎞
Ζ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 είναι ένα martingale. Πράγµατι, 

n 1

n+1 n n n

J
qG G
p

+⎡ ⎤⎛ ⎞
Ε ⎡Ζ ⎤ = Ε Ζ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

n+1

n n

J
q G
p

⎡ ⎤⎛ ⎞
= Ζ ⋅Ε ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

n+1

n

J
q
p

⎡ ⎤⎛ ⎞
= Ζ ⋅Ε ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 

                   { } { }
1 1

n n+1 n+11 1q qJ J
p p

−⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Ζ ⋅ ⋅ Ρ = + ⋅ Ρ = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 

                    n
q pp q
p q

⎛ ⎞
= Ζ ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
( )n

1

p q= Ζ ⋅ +
123 n= Ζ  

 

Η ακολουθία  είναι όµως φραγµένη, γιατί { }n n 0
Z ∞

=
1qp q s

p
> ⇒ = <  οπότε 

nΧ

n 1q
p

⎛ ⎞
Ζ = <⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  Επίσης, έχει αποδειχθεί στο 2ο κεφάλαιο ότι ο χρόνος τερµατισµού 

Τ είναι πεπερασµένος σ.β. (δηλαδή { }P T< =1∞ ). Από το (β) µέρος του θεωρήµατος 
του προαιρετικού τερµατισµού του Doob, έχουµε   
 

[ ] [ ]
1

1 1
J

q
pΤ

⎛ ⎞
Ε Ζ = Ε Ζ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 
Αλλά  
 

[ ]ΤΕ Ζ = { } { } { } { }
α b

bα b α baq q s s
p p

−
−

Τ Τ Τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Ρ Χ = − + Ρ Χ = = Ρ Χ = − + Ρ Χ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Τ = 1 

 
{ } { }( )bα 1 α 1as s−

Τ Τ⇒ Ρ Χ = − + − Ρ Χ = − = ⇒  
 

{ } { }α ο Α καταστρέφεταιΤΡ Χ = − = Ρ
α α+b

α+b

s -s
1-s

= ,  και έτσι 

 
 

    { } { }b ο καταστρέφεταιΤΡ Χ = = Ρ Β =
α

α+b

1-s
1-s

 

 
 
Ακόµα,  η ακολουθία { }  όπου  είναι  ένα martingale. Πράγµατι,  n n 0

∞

=
Υ n nΥ =Χ - nµ
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n+1 n n n+1 nΥ + -µG JΕ ⎡Υ ⎤ = Ε ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ G ⎦  
 
                              [ ] [ ] [ ]nnnnn GGJG µΕ−Ε+ΥΕ= +1  
 
 [ ]n n+1+Ε -µJ= Υ  
 
                              nΥ +µ-µ= n= Υ  
 
 
Η ακολουθία  { }   όµως έχει φραγµένες προσαυξήσεις, γιατί  n n 0

∞

=
Υ

 
n n-1 n n-1 nY -Y X -(n+1) -X n 1Jµ µ µ= + ≤ + µ= +  

 
και επειδή ο χρόνος τερµατισµού Τ είναι ολοκληρώσιµος, δηλαδή ,  από το (γ) 
µέρος του θεωρήµατος του προαιρετικού τερµατισµού του Doob έχουµε  ότι 

ET<∞

[ ] [ ]o 0ΤΕ Υ = Ε Υ = . Αλλά 
 

               T Τ
1EY µ 0 ET EΧ

p qΤ⎡ ⎤= Ε Χ − Τ ⋅ = ⇒ =⎣ ⎦ −
 

 
 [ ] { } { }µ ( α) α b bΤ Τ⋅Ε Τ = − ⋅Ρ Χ = − + ⋅Ρ Χ =  
 
Αντικαθιστώντας τις πιθανότητες από το πρώτο µέρος και κάνοντας τις πράξεις 
έχουµε 

 [ ] ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

⋅+⋅
−

=ΤΕ
+

a
s
sba

qp ba

a

1
11  

 
           # 
 
                 
7.2 Κλαδωτές αλυσίδες 
 
Έστω { }  µία κλαδωτή αλυσίδα (όπως ορίστηκε στο κεφάλαιο 3) και έστω ότι ο  
αρχικός πληθυσµός  αποτελείται από έναν µόνο οργανισµό, δηλ. =1. Το 
µέγεθος του πληθυσµού  της n+1-γενιάς είναι ίσο µε το άθροισµα των απογόνων 
των  οργανισµών της n

+
n n=0

X ∞

0X 0X

n+1X
οστής γενιάς, δηλαδή:    

 
nX

n+1 k
k=1

X ξ=∑  

 
όπου η  δηλώνει τον αριθµό των απογόνων που γεννά ο k οργανισµός της nkξ

οστής 
γενιάς.  
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Από τις  υποθέσεις  (Υ1 και Υ2) του κεφαλαίου 3 προκύπτει ότι, οι { }+
k k=1
ξ ∞  

ανεξάρτητες τ.µ. µε κοινή κατανοµή την   

{ } m m
m=0

P ξ=m =a , m=0,1,2,...., a 1
+∞

=∑  

 
Μια από τις ποσότητες που όπως είπαµε µας ενδιαφέρει σε µια τέτοια κλαδωτή 
αλυσίδα είναι η πιθανότητα εξάλειψης του πληθυσµού, δηλαδή η ποσότητα 
 

{ }nP X =0, για κάποιο n  
 
Στο κεφάλαιο 3 αποδείξαµε, µε την βοήθεια πιθανογενητριών, το παρακάτω θεώρηµα 
 
 
Πρόταση (Θεµελιώδες Θεώρηµα των Κλαδωτών αλυσίδων) 
Η πιθανότητα π της τελικής εξάλειψης του πληθυσµού σε µία κλαδωτή αλυσίδα 

 µε =1, είναι ίση µε την µικρότερη θετική ρίζα της εξίσωσης  { }+
n n=0

X ∞
0X

 
s=φ(s) . 

 
Ακόµα, εάν m  τότε , ενώ  εάν  τότε . 1≤ π=1 m>1 π<1
 
Στο κεφάλαιο αυτό το αποδεικνύουµε, ξανά, µε ην βοήθεια των martingales. 
 
Απόδειξη 
 
(α)  m<1 
 
      Έχουµε: 

[ ] [ ]n+1 n 1 2 k 1X =k E Y +Y +...+Y k E Y k mΕ ⎡Χ ⎤ = = ⋅ = ⋅⎣ ⎦  
 

      Αλλά  
 

[ ]

[ ] { }

[ ] { } [ ]

nn+1 n+1 n n+1 n X =k
k 1

1 2 k n
k 1

1 n 1 n n
k 1

EΧ =E X E X =k I

E Y +Y +...+Y P X =k

k E Y P X =k E Y EΧ = m EΧ

∞

=

∞

=

∞

=

⎡ ⎤⎡ ⎤Ε ⎡Χ ⎤ = Ε ⎡Χ ⎤ ⋅ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

∑

∑

∑

 

 
        και χρησιµοποιώντας αναδροµικά τον τύπο, έχουµε     . n

nEΧ = m
 
         Τώρα για κάθε  ε >0

{ }
n

n
n n

EX mP X ε 0
ε ε →∞

> ≤ = →  
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        απ’ όπου, εύκολα, προκύπτει 
 

{ }nn
lim P X 0 0
→∞

> =  

         οπότε 
{ }nn

lim P X 0 1
→∞

= =  

         Αλλά τότε 

{ }nn
P lim X 0 1

→∞
= =  

 
        ∆ηλαδή ο πληθυσµός εξαφανίζεται, µε πιθανότητα 1, σε αυτή την περίπτωση. 
 
 
(β)  m>1 
 
      Ισχυριζόµαστε ότι  
 

{ } { }n nP X 0 τελικά =ξ & P X τελικά =1-ξ= →∞             (1) 
 

       Όπου ξ είναι το µοναδικό σταθερό σηµείο στο [0,1), της πιθανογεννήτριας της 
 (δηλαδή ).  nY ξ=φ(ξ)

 
(Ι)  Εάν ξ  (0,1)∈
 

      Έχουµε αποδείξει (παράδειγµα 10(ii) του κεφαλαίου 6) ότι η ακολουθία { }
n 0

ξ n
∞Χ

=
 

είναι ένα (µη-αρνητικό) martingale. Αλλά τότε, από το πόρισµα 6 του κεφαλαίου 
6, έπεται ότι  

σ.β

nX X∞→  για κάποια τ.µ. X∞           
 

       Για να δείξουµε την (1), αρκεί να δείξουµε ότι  
 

{ }X m =0, m∞Ρ = ∀ ∈ �  
 

       Αν λοιπόν { } { }nm τ.ω. X m >0 N τ.ω. X m / n N >∞∃ ∈ Ρ = ⇒ ∃ ∈ Ρ = ∀ ≥� � 0   
       Θέτουµε: 
        

( )n+1 np=P X m X m= =  
        Αλλά τότε 
 

( ) { } ( )
ανεξ m m

n+1 n 1P X 0 X m = P 0 p 0 0J= = = = >⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 

         οπότε έπεται ότι . p<1
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Ακόµα είναι εύκολο να δειχθεί ότι µια κλαδωτή αλυσίδα είναι µια αλυσίδα 
Markov (το µέγεθος της  γενιάς όταν είναι γνωστά τα µεγέθη των 
προηγούµενων γενιών, εξαρτάται µόνον από το µέγεθος της (n-1)-γενιάς). 
Οπότε 

οστης n

 
{ } { } { } { }

{ }

n N N+1 N N+2 N N+1

Markov
k

Nk

X m / n N X m X m X m X m X m,X m ...

= lim p X m 0
→∞

Ρ = ∀ ≥ = Ρ = ⋅Ρ = = ⋅Ρ = = =

⋅Ρ = =

 
          που είναι άτοπο. Άρα  X 0 ή∞ = ∞ . 
 

          Το ξ  οπότε έπεται ότι η (0,1)∈ { }
n 0

ξ n
∞Χ

=
 είναι οµοιόµορφα φραγµένη, άρα   

                                  (2)         (ιδιότητα σύγκλισης των martingales). ξ n ∞Χ ΧΕ → Εξ
 
          Αλλά  

0ξ ξ =ξnΧ ΧΕ = Ε                       (3) 
 

          Οπότε από τις (2) και (3) έπεται ότι 
 

{ } { } { }0 k

k

0

ξ ξ ξ P 0 lim p P 0 P 0∞Χ
∞ ∞→∞

= Ε = ⋅ Χ = + Χ = = Χ =
1442443

∞  

           και έτσι 
 

{ }P 1 ξ∞Χ = ∞ = −  
 

      (ΙΙ)  Εάν ξ  =0
 

              Επειδή  άρα κάθε άτοµο γεννά έναν 

τουλάχιστον απόγονο, δηλαδή 

{k
1

k=0

ξ=φ(ξ)= ξ p(k) p(0)=0=P 0J
∞

⋅ ⇒ =∑ }

 
0 1 n n+11=X X ... X X ...≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

 
                οπότε   για κάποιο Χ. nX ↑ X
                Η πιθανότητα  
 

{ } { }
{ }
n

n
m 1

P P X τελικά πεπερασµένη τ.µ.

P X m, για µεγάλα n 0
≥

Χ < ∞ = =

= = =∑  

 
                 Άρα  

{ }nn
P lim X 1

→∞
= ∞ =  

                   
                  δηλαδή ο πληθυσµός απειρίζεται. 
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 (γ)  m=1 
 
       Ισχυρισµός: η πιθανότητα εξάλειψης του πληθυσµού είναι 1. 
 
       Πράγµατι, έχουµε αποδείξει (παράδειγµα 10(i) του κεφαλαίου 6) ότι η ακολουθία 

 είναι ένα (µη-αρνητικό) martingale. Αλλά τότε, από το πόρισµα 6 του 
κεφαλαίου 6, έπεται ότι  
{ }+

n n=0
X ∞

σ.β

nX X∞→  για κάποια τ.µ. X∞  . 
 

       Όπως  προηγουµένως,  σ.β., άρα  δηλαδή ο πληθυσµός εξαφανί-
ζεται (µε πιθανότητα 1), γιατί αν 

X 0∞ =
σ.β

nX →0

 
{ } { }nm τ.ω. X m >0 N τ.ω. X m / n N >∞∃ ∈ Ρ = ⇒ ∃ ∈ Ρ = ∀ ≥� � 0 . 

 
       Αλλά, όπως  προηγουµένως { }nX m / n N 0Ρ = ∀ ≥ =  άρα { }P 0∞ 1Χ = =  και έτσι 
 

{ }nP X 0 τελικά 1= =  
 
            # 
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