
 

 

 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

Αυτή η διπλωµατική εργασία δεν αποτελεί απλώς ένα επιστηµονικό 

σύγγραµµα που στηρίζεται στη θεωρία δύο ή τριών µαθηµάτων που διδάχτηκα στο 

Πολυτεχνείο. Η συγγραφή της ήρθε ως αποτέλεσµα έξι ετών στο Πολυτεχνείο Κρήτης 

και της µεγάλης αγάπης που είχα για την επιστήµη των µαθηµατικών.  

Έχουν περάσει πολλά χρόνια από το καλοκαίρι του 1979, αλλά οι εικόνες είναι 

ακόµα ζωντανές στη µνήµη µου, που ο Γεώργιος Ρήγος καθόταν µε υποµονή 

ατελείωτες ώρες µυώντας µε στα µαθηµατικά. Από εκείνο το καλοκαίρι πέρασαν 

πολλά καλοκαίρια και πολλοί χειµώνες, και χιλιάδες ήταν οι ώρες που απασχολήθηκα 

µε την επιστήµη των µαθηµατικών. Οι δάσκαλοί µου στο δηµοτικό και οι καθηγητές 

µου σε γυµνάσιο-λύκειο, συντέλεσαν σε µεγάλο βαθµό στην ενδυνάµωση της σχέσης 

µου µε τα µαθηµατικά. Θα ήθελα να τους ευχαριστήσω όλους για το µεγάλο 

ενδιαφέρον που µου έδειξαν, αλλά περισσότερο από όλους θα ήθελα να ευχαριστήσω 

τον πρώτο µου δάσκαλο, τον Γεώργιο Ρήγο. Είµαι σίγουρος πως θα νιώθει 

ικανοποιηµένος, εκεί πάνω που βρίσκεται, βλέποντας ότι οι ατελείωτες ώρες που 

σπατάλησε µαζί µου δεν πήγαν χαµένες. 

Και από το 1979, 12 χρόνια αργότερα, φτάνουµε στο 1991. Η επιτυχία µου στις 

πανελλήνιες εξετάσεις ήταν µόνο η αρχή. Μόνος πλέον, πολύ µακριά από τη Πεντέλη 

και το σπίτι που έζησα τα πρώτα 18 χρόνια της ζωής µου. Στα Χανιά, ίσως την πιο 

ωραία πόλη της Ελλάδας, αλλά σίγουρα, την πιο φιλόξενη και ανθρώπινα ζεστή. Σε 

ένα Ανώτατο Εκπαιδευτικό Ίδρυµα που εξαιτίας του µικρού του µεγέθους ευνοούσε 

στο µέγιστο βαθµό τις διαπροσωπικές σχέσεις µεταξύ των φοιτητών και των 

καθηγητών, απαραίτητη προϋπόθεση, πιστεύω, για την ανάδειξη ολοκληρωµένων 

επιστηµόνων.  

Μέσα σε αυτό το ευνοϊκό κλίµα είχα την τύχη να διδαχτώ, από τα πρώτα 

κιόλας χρόνια στο Πολυτεχνείο δύο µαθήµατα, την Επιχειρησιακή Έρευνα και το 

Γραµµικό Προγραµµατισµό, από τον Καθηγητή Ιωάννη Σίσκο. Η διπλωµατική αυτή, 



 

 

ίσως να µην είχε γραφεί ποτέ, τουλάχιστον µε τη µορφή που είναι σήµερα, αν δεν 

υπήρχε η βήµα-βήµα καθοδήγηση από τον καθηγητή µου. Θα ήθελα να τον 

ευχαριστήσω για την πίστη που έδειξε στις ικανότητές µου και για το αµέριστο 

ενδιαφέρον όλο αυτό το διάστηµα. Ελπίζω η συνεργασία µας σε ερευνητικό επίπεδο 

να συνεχιστεί και τα επόµενα χρόνια.  

Επίσης θα ήθελα να ευχαριστήσω θερµά τον ∆ρ. Νικόλαο Φ. Ματσατσίνη για 

την πολύτιµη βοήθειά του στα πλαίσια της παρούσας εργασίας. 

Όπως ανέφερα και προηγουµένως η εργασία αυτή δεν είναι απλά ένα 

επιστηµονικό σύγγραµµα. Αντίθετα, αποτελεί την κατακλείδα έξι µοναδικών χρόνων 

στο Πολυτεχνείο Κρήτης. Σε αυτό το σηµείο, θα ήθελα να ευχαριστήσω όλους τους 

καθηγητές µου που ο καθένας µε τον τρόπο του, σε αυτά τα έξι χρόνια, µου 

πρόσφεραν πολύτιµα εφόδια για να συνεχίσω. 

Ένα µεγάλο ευχαριστώ χρωστάω σε όλους τους φίλους µου που στάθηκαν 

δίπλα µου σε όλη αυτή τη πορεία και συντέλεσαν ώστε  η φοιτητική µου ζωή να µου 

µείνει αξέχαστη, καθώς επίσης και στους πολιτικούς µου συντρόφους που µου 

απέδειξαν ότι η πολιτική είναι τέχνη και ίσως ένα από τα µεγαλύτερα σχολεία. 

Τέλος, θέλω από τα βάθη της καρδιάς µου να πω ένας µεγάλο ευχαριστώ στους 

γονείς µου και στην αδελφή µου που στάθηκαν πολύτιµοι αρωγοί σε όλη την πορεία 

των σπουδών µου. Είµαι σίγουρος πως η φοιτητική µου ζωή θα ήταν σαφώς πιο 

διαφορετική αν δεν υπήρχαν οι �ευγενικές χορηγίες� του πατέρα µου αλλά και η 

ειλικρινή υποστήριξη της αδελφής µου που βρέθηκε δίπλα µου όποτε τη χρειάστηκα.                       

Αναµφίβολα όµως, η παρουσία της µητέρας µου όλα αυτά τα χρόνια αποτέλεσε 

καταλυτικό παράγοντα διαµόρφωσης του χαρακτήρα µου. Με έµαθε να αγωνίζοµαι 

συνεχώς και να πιστεύω ότι δεν υπάρχει κανένα αξεπέραστο εµπόδιο. Οι συµβουλές 

της αποδείχτηκαν πολύτιµες σε πολλές περιπτώσεις και µε βοήθησαν να αντιµετωπίσω 

προβλήµατα που σχετίζονταν τόσο µε τις σπουδές µου, όσο και µε άλλα προσωπικά 

µου θέµατα. Τα λόγια είναι πολύ λίγα για να εκφράσουν την ευγνωµοσύνη µου 

απέναντί της. Ελπίζω στο µέλλον να τις ανταποδώσω έστω και στο ελάχιστο ότι έχει 

κάνει για µένα.  
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Εισαγωγή 

Τα σηµαντικότερα ίσως µοντέλα στο χώρο της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι 

τα µοντέλα του Γραµµικού Προγραµµατισµού (Linear Programming). Μέσα στα 45 

χρόνια από τότε που τον ανακάλυψαν οι G. Dantzig και L. Kantorowitz, ο γραµµικός 

προγραµµατισµός έχει αποτελέσει ένα κύριο αντικείµενο θεωρητικής και 

εφαρµοσµένης έρευνας και έχει χρησιµοποιηθεί σαν τη βάση για την εξέλιξη άλλων 

συγγενών προτύπων και τεχνικών. Παράλληλα, µε την εµφάνιση των 

αυτοµατοποιηµένων Συστηµάτων Υποστήριξης Αποφάσεων (Decision Support 

Systems) έχει κωδικοποιηθεί σε εφαρµογές λογισµικού και έχει µε αυτό το τρόπο 

εφαρµοσθεί σε ένα τεράστιο φάσµα προβληµάτων για επιχειρήσεις και φορείς του 

ιδιωτικού και δηµόσιου φορέα. (Γ.Πραστάκος, 1986)  

Ο γραµµικός προγραµµατισµός αποτελεί αναµφίβολα το δηµοφιλέστερο 

εργαλείο της επιχειρησιακής έρευνας αλλά και γενικότερα της διοικητικής επιστήµης. 

Η µεγάλη επιτυχία των εφαρµογών του σε προβλήµατα λήψης αποφάσεων θα πρέπει 

να αποδοθεί, από τη µια πλευρά, στα επιτεύγµατα της έρευνας των µαθηµατικών και 

των οικονοµολόγων σε θεωρητικό επίπεδο και , από την άλλη πλευρά, στην 

επαναστατική ανάπτυξη της πληροφορικής επιστήµης και τεχνολογίας.  

Στη µαθηµατική γλώσσα ο γραµµικός προγραµµατισµός ορίζεται σαν το 

µοντέλο το οποίο στοχεύει στη βελτιστοποίηση (µεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση) 

µιας γραµµικής συνάρτησης αγνώστων, υπό εκτίµηση, πραγµατικών µεταβλητών, των 

οποίων το πεδίο τιµών οριοθετείται έµµεσα από γραµµικούς περιορισµούς 

(ανισοεξισώσεις), που είναι συναρτήσεις των µεταβλητών αυτών. Η βελτιστοποίηση 

είναι πηγή τεχνητής ευφυΐας µε την έννοια του προσδιορισµού βέλτιστων λύσεων σε 

πολύπλοκα προβλήµατα. Οι άγνωστες µεταβλητές πρέπει να επιλέγονται από τον 

µελετητή µε τρόπο ώστε να αντανακλούν απόλυτα (να µοντελοποιούν) το αντικείµενο 

της απόφασης στο εκάστοτε συγκεκριµένο πρόβληµα και ονοµάζονται γι� αυτό 

µεταβλητές απόφασης. (Ι.Σίσκος, 1992; Μ.Παπαγεωργίου, 1996) 
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Γενικά, µπορούµε να πούµε ότι ο γραµµικός προγραµµατισµός µοντελοποιεί 

προβλήµατα κατανοµής περιορισµένων πόρων, µέσων ή χρήσιµων αγαθών σε 

διάφορες εναλλακτικές και ανταγωνιστικές µεταξύ τους δραστηριότητες, µε τρόπο 

ώστε να βελτιστοποιείται το τελικό αποτέλεσµα.  

Η αντιµετώπιση ενός πραγµατικού προβλήµατος µε τη µέθοδο του γραµµικού 

προγραµµατισµού δεν τελειώνει µε το προσδιορισµό της βέλτιστης λύσης. Η απλή 

επίλυση-εύρεση της βέλτιστης λύσης, µε εφαρµογή της µεθόδου Simplex 

(Παράρτηµα), προσκρούει στις εξής παρακάτω κριτικές: 

1. Από τη µαθηµατική του φύση ένα γραµµικό πρόβληµα που περιλαµβάνει l 

µεταβλητές και m περιορισµούς, γεγονός που συνεπάγεται την εισαγωγή m 

µεταβλητών απόκλισης, θα έχει βέλτιστη λύση που περιλαµβάνει τουλάχιστον:  

        (l + m) - m = l 

 µηδενικές µεταβλητές. Συνάγεται λοιπόν ότι από τις αρχικά προτεινόµενες 

δραστηριότητες ένας σηµαντικός αριθµός ίσως αγνοηθεί, κάτι που ενδέχεται σε 

ορισµένες περιπτώσεις να προκαλέσει οικονοµικές δυσχέρειες σε µια επιχείρηση.    

2. Η αποκαλούµενη «βέλτιστη λύση» θεωρείται συχνά ότι είναι µια λύση 

προνοµιούχα, αποµονωµένη από κάθε γειτονική της λύση, χωρίς αυτό να είναι 

κοινά αποδεκτή θέση από τον κόσµο της επιχείρησης.  

3. Οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές έχουν συγκεκριµένη ακρίβεια και στην περίπτωση 

διαχείρισης πολύ µικρών τιµών που αντιστοιχούν στα οριακά καθαρά εισοδήµατα 

της µεθόδου Simplex (∆j) µπορούν να δώσουν αποτελέσµατα που δεν 

ανταποκρίνονται επακριβώς στην πραγµατικότητα.   

4.  Κατά τη διαµόρφωση του προβλήµατος γίνονται ορισµένες παραδοχές, ανάµεσα 

στις οποίες είναι και η προϋπόθεση των ντετερµινιστικών συντελεστών. Σύµφωνα 

µε αυτή την προϋπόθεση οι συντελεστές cj, bi και aij του προβλήµατος είναι 

γνωστές σταθερές. Στην πραγµατικότητα όµως, οι συντελεστές αυτοί δεν είναι 

συνήθως ούτε γνωστοί, ούτε σταθεροί, αλλά συνήθως προσδιορίζονται κατά 

προσέγγιση. Με άλλα λόγια, η διαµόρφωση ενός πραγµατικού προβλήµατος σε 

µοντέλο γραµµικού προγραµµατισµού αποτελεί, σχεδόν πάντα µια προσέγγιση της 
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πραγµατικότητας. Είναι σαφές πως κάθε τροποποίηση των τιµών των συντελεστών 

της αντικειµενικής συνάρτησης (cj), του δεύτερου µέλους (bi) ή της τεχνολογικής 

µήτρας (aij) είναι ικανή να επιφέρει κάποια αλλαγή της βέλτιστης λύσης. 

Οι αριθµητικοί αυτοί συντελεστές είναι συνήθως: 

• στοιχεία λογιστικών καταλόγων (µοναδιαίο κέρδος ή κόστος, ποσότητες πρώτης 

ύλης, ...) 

• αποτελέσµατα  ειδικών τεχνικών αναλύσεων (χρόνος κατασκευής, χηµικής 

αντίδρασης, ...) 

• στοιχεία δηµοσκοπήσεων ή ερευνών αγοράς (προτιµήσεις των καταναλωτών, 

κατώτερα ή ανώτερα φράγµατα ζήτησης, ...). 

   Είναι λοιπόν προφανές ότι τα χρησιµοποιούµενα στην πράξη αριθµητικά 

δεδοµένα δεν µπορούν µε κανένα τρόπο να θεωρηθούν ως απόλυτα, ακριβή ή βέβαια 

ώστε να εγγυηθούν την ύπαρξη µιας και µόνης, αποµονωµένης λύσης, µε τη σφραγίδα 

της βέλτιστης.(Ι.Σίσκος, 1992;  ∆.Ξηρόκωστας, 1991) 

Προκειµένου να αντιµετωπίσουµε τις παραπάνω κριτικές µπορούµε να 

προχωρήσουµε µετά τη λήψη της βέλτιστης λύσης, σε ανάλυση ευαισθησίας και 

ανάλυση ευστάθειας. Η δεύτερη είναι το βασικό αντικείµενο που θα 

διαπραγµατευτούµε στην παρούσα διπλωµατική εργασία.  

Με την ανάλυση ευστάθειας (µεταβελτιστοποίηση ή γειτονική 

βελτιστοποίηση) ελέγχουµε τόσο τη µοναδικότητα της λύσης όσο και το ενδεχόµενο 

ύπαρξης εναλλακτικών λύσεων, των οποίων οι τιµές z της αντικειµενικής συνάρτησης 

δε διαφέρουν της βέλτιστης τιµής z* παρά κατά µια µικρή (αµελητέα) ποσότητα.   

Αρχικά θα εξετάσουµε τέσσερις µεθόδους-αλγορίθµους που µπορούν να  

θεωρηθούν ως κατάλληλες προσεγγίσεις αντιµετώπισης του προβλήµατος της 

µεταβελτιστοποίησης. Θα ξεκινήσουµε µε την παράθεση µιας ευρεστικής µεθόδου (J. 

Siskos, 1982) και θα συνεχίσουµε µε τον αλγόριθµο του Tarry (G.Tarry, 1895) που 

αποτελεί ίσως την πρώτη ιστορικά προσέγγιση στο πρόβληµά µας. Ο συγκεκριµένος 

αλγόριθµος ασχολείται µε την εύρεση όλων των πιθανών κορυφών ενός κυρτού 
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υπερπολυέδρου. Είναι γνωστό ότι οι λύσεις κάθε µοντέλου γραµµικού 

προγραµµατισµού αντιστοιχούν στις κορυφές του υπερπολυέδρου των δυνατών 

λύσεων, το οποίο οριοθετείται από την αντικειµενική συνάρτηση και από τους 

γραµµικούς περιορισµούς του µοντέλου. 

Θα συνεχίσουµε µε την εξέταση της µεθόδου της Αντίστροφης Simplex (C. 

Van de Panne, 1975) και του αλγορίθµου των Manas - Nedoma (M.Manas and 

J.Nedoma , 1968). Στη συνέχεια θα ακολουθήσει η παρουσίαση και η ανάλυση µιας 

ρεαλιστικής προσέγγισης του προβλήµατος της µεταβελτιστοποίησης µε τη χρήση 

ενός αλγορίθµου που θα είναι οικονοµικός από άποψη υπολογιστικού χρόνου και που 

θα  εγγυάται την εφικτή εύρεση, αν όχι όλων, τουλάχιστον ενός πολύ µεγάλου 

ποσοστού των πιθανών µεταβέλτιστων λύσεων.  

Στο τέλος θα γίνει αναφορά στις προοπτικές έρευνας που σχετίζονται µε την 

εφαρµογή του νέου αλγορίθµου σε γραµµικά προγράµµατα.   
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I.1. Εισαγωγικές Έννοιες 

I.1.1. Πολλαπλές Βέλτιστες Λύσεις 

Η λύση των γραµµικών προβληµάτων που βρίσκεται µε τη χρήση της µεθόδου 

Simplex είναι µοναδική µόνο στην περίπτωση που τα οριακά καθαρά εισοδήµατα του 

βέλτιστου πίνακα Simplex που αντιστοιχούν σε µη βασικές µεταβλητές δεν ισούνται 

µε µηδέν. Στην αντίθετη περίπτωση έχουµε πολλαπλές βέλτιστες λύσεις. (J.Siskos, 

1984). 

Ας θεωρήσουµε το εξής γραµµικό πρόγραµµα : 

Γ.Π.Ι.1.1

[ ]max
. .
z

      
=

≤
≥











c x

Ax b
x 0

t

υ π
      

όπου A, x, b και c είναι πίνακες διαστάσεων m×n, n×1, m×1 και n×1 

αντίστοιχα. 

Το πρόβληµα των πολλαπλών βέλτιστων λύσεων (multiple optimal solutions) 

πιστοποιείται, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, όταν εµφανίζονται µηδενικά καθαρά 

οριακά εισοδήµατα στον βέλτιστο πίνακα Simplex για µη βασικές µεταβλητές. 

Σύµφωνα µε τη σχέση (9) του Παραρτήµατος θα πρέπει δηλαδή να ισχύει: 

∆ j j i ij
i

m
c c y= − =

=
∑
1

0   για  j  εκτός βάσης. 
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Γεωµετρικά, το φαινόµενο αντιστοιχεί στην περίπτωση που το υπερπολύεδρο 

της αντικειµενικής συνάρτησης z είναι παράλληλο µιας πλευράς του υπερπολυέδρου 

των δυνατών λύσεων (βλέπε σχήµατα). (Ι.Σίσκος, 1992) 

  

 

 

    Σε αυτή τη συγκεκριµένη περίπτωση είναι γνωστό ότι η εισαγωγή στη βάση 

µιας µεταβλητής j µας δίνει µια καινούργια λύση, µε z=z*, αφού από τη σχέση (16) 

του Παραρτήµατος για ∆k=0 έχουµε z΄ z z΄=z* *= + ⇒
x
y

Br

rk
k∆ . Όµως δεν µπορούµε 

εκ των προτέρων να υπολογίσουµε τον αριθµό και τον τύπο των πολλαπλών βέλτιστων 

λύσεων του γ.π.. Η αυθαίρετη εξακολούθηση του αλγορίθµου Simplex, µετά την 

εύρεση της πρώτης βέλτιστης λύσης, µπορεί να µας δώσει άλλες βέλτιστες λύσεις 

αλλά αυτή η ενέργεια σε καµία περίπτωση δε µπορεί να θεωρηθεί σαν µια µέθοδο 

συστηµατικού ελέγχου όλων των βέλτιστων λύσεων. 

Το σύνολο των πολλαπλών βέλτιστων λύσεων οριοθετείται µαθηµατικά από το 

υπερπολύεδρο (ΥΠ) I.1.1: 

που προκύπτει από την προσθήκη του περιορισµού       

z=z*(z* η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης) στο σύνολο των δυνατών λύσεων.  

 Ax b
c x
x

t

≤

=
≥

z*

0
  

Παράδειγµα 2 διαστάσεων Παράδειγµα 3 διαστάσεων 

Ax b
c x
x

t

≤

=
≥

z*

0
 






 ΥΠ I.1.1 
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Στην περίπτωση που η βέλτιστη λύση είναι µοναδική το ΥΠ I.1 δεν περιέχει 

παρά µόνο ένα σηµείο. Στην αντίθετη περίπτωση, περιέχει άπειρα σηµεία (άπειρες 

λύσεις) και αρκεί να υπολογίσουµε όλες τις κορυφές του ΥΠ Ι.1 (δυνατές βασικές 

βέλτιστες λύσεις). Κάθε άλλη λύση είναι κυρτός συνδυασµός των λύσεων που 

αντιστοιχούν στις κορυφές. (J.Siskos, 1984; ∆.Ξηρόκωστας, 1991). 

I.1.2. Ηµιβέλτιστες ή Σχεδόν Βέλτιστες Λύσεις 

Σε µεγάλο αριθµό περιπτώσεων η βέλτιστη ή οι βέλτιστες λύσεις δεν είναι οι 

µόνες που ενδιαφέρουν τον αποφασίζοντα. Απεναντίας, ενδεχοµένως ο αποφασίζων να 

ενδιαφέρεται εξίσου και για τις ηµιβέλτιστες λύσεις. Αυτό ισχύει, επειδή συχνά είναι 

αδύνατον να ορίσουµε µε µεγάλη ακρίβεια τις τιµές των συντελεστών του γραµµικού 

µας προβλήµατος. Ακόµη,  η αντικειµενική συνάρτηση δεν αντικατοπτρίζει πάντα 

επακριβώς τις προτιµήσεις του αποφασίζοντος.(C.Van de Panne, 1975) 

Στις παραπάνω περιπτώσεις µπορεί να λεχθεί ότι το µοντέλο του γραµµικού 

προγραµµατισµού ενός προβλήµατος εκφράζει τους πλέον βασικούς στόχους και 

περιορισµούς, ενώ κάποιοι παράγοντες συχνά µένουν έξω από το µοντέλο, είτε γιατί 

είναι δύσκολο να τους διαχειριστεί κανείς, είτε γιατί ο αποφασίζων έχει µόνο µια 

γενική ιδέα σχετικά µε αυτούς. Γι΄ αυτό το λόγο η βέλτιστη λύση µπορεί να 

χαρακτηριστεί είτε ως αδύνατη να πραγµατοποιηθεί είτε, αρκετές φορές, έως και 

επικίνδυνη. 

Ο µόνος τρόπος να αντιµετωπίσουµε την παραπάνω προβληµατική κατάσταση 

είναι να θέσουµε υπόψη του αποφασίζοντα εναλλακτικές λύσεις και να του δώσουµε 

τη δυνατότητα να αποφασίσει ποια τελικά θα επιλέξει. Το ερώτηµα είναι ποιες θα είναι 

αυτές οι εναλλακτικές λύσεις. Μια ενδιαφέρουσα προσέγγιση που θα µας βοηθήσει να 

δώσουµε απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα είναι η ακόλουθη. 

Αρχικά υπολογίζουµε τη βέλτιστη λύση. Στη συνέχεια βρίσκουµε όλες τις 

βασικές δυνατές λύσεις για τις οποίες η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης διαφέρει 

της βέλτιστης τιµής z* κατά µία µικρή (πρακτικά αµελητέα) προκαθορισµένη 
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ποσότητα k. Οι λύσεις αυτές ονοµάζονται σχεδόν βέλτιστες ή ηµιβέλτιστες λύσεις 

(near optimal solutions). Ο αποφασίζων είναι ο υπεύθυνος τόσο για την επιλογή της 

ποσότητας k, όσο και για την τελική επιλογή ανάµεσα από τις ηµιβέλτιστες λύσεις, 

αυτής που τον ικανοποιεί περισσότερο.(J.Siskos, 1984; C.Van de Panne, 1975; 

Ι.Σίσκος, 1992) 

Ο χώρος των ηµιβέλτιστων λύσεων οριοθετείται από το σύνολο - 

υπερπολύεδρο (ΥΠ)Ι.1.2                            

 

όπου k µικρή θετική ποσότητα (αναφερόµαστε 

πάντα για την περίπτωση µεγιστοποίησης) 

 

Το ΥΠ Ι.1.2 προκύπτει από το ΥΠ Ι.1.1 µε την αντικατάσταση του 

περιορισµού z=z* µε τον περιορισµό z ≥ z*-k. Στο παρακάτω σχήµα το 

γραµµοσκιασµένο κοµµάτι αντιστοιχεί στο σύνολο των ηµιβέλτιστων λύσεων.(στις 2 

διαστάσεις) 

 

     

 

 

 

Για k=0 έχουµε z=z* και το πρόβληµά µας ταυτίζεται µε αυτό των πολλαπλών 

βέλτιστων λύσεων.  

Η αναζήτηση των ηµιβέλτιστων λύσεων βοηθάει στην ανάλυση της ευστάθειας 

της βέλτιστης λύσης. 

 

Ax b
c x
x

t

≤

≥ −
≥

z* k
0

 





 ΥΠ I.1.2 

 
z=z*

z=z*-k
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Όταν το εύρος των τιµών που παίρνουν οι µεταβλητές στις διάφορες 

ηµιβέλτιστες λύσεις είναι µεγάλο, τότε λέµε ότι η βέλτιστη λύση µας είναι ευσταθής 

ενώ στην αντίθετη περίπτωση ότι η λύση µας είναι ασταθής. Το φαινόµενο της 

αστάθειας της βέλτιστης λύσης είναι αρκετά συνηθισµένο στις πρακτικές 

εφαρµογές.(Ι.Σίσκος, 1992) 

Στη συνέχεια της διπλωµατικής εργασίας θα ασχοληθούµε ειδικότερα µε τη 

συστηµατική αναζήτηση των κορυφών του υπερπολυέδρου ΥΠ Ι.1.2.. Οι κορυφές 

αυτές αντιστοιχούν στις βασικές δυνατές, πολλαπλές βέλτιστες ή ηµιβέλτιστες λύσεις. 

Σκόπιµη, για να προχωρήσουµε στη συστηµατική αναζήτηση των κορυφών του 

ΥΠ Ι.1.2., είναι η διαθεσιµότητα των µέσων που θα µας επιτρέψουν µια αρχική 

εκτίµηση του αριθµού αυτών των κορυφών. Ο Klee µας προτείνει µια σχέση που µας 

δίνει ένα άνω όριο, το οποίο ονοµάζουµε r , των κορυφών ενός υπερπολυέδρου που 

ορίζεται από ένα σύστηµα m εξισώσεων µε l µεταβλητές όταν ισχύει l>m: 

 

r

l
m l

m l
m

m l
m

=
+

+









+ −





















2

2
1

1
2

1
2

( )

( )
 

 

 
 

αν l-m ζυγός αριθµός 

αν l-m περιττός αριθµός 

 

(Ι.1.α) 

z=z*

z=z*-k

ευσταθής λύση 

z=z*-Κ
z=z*

ασταθής λύση 
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Τα αποτελέσµατα είναι αποθαρρυντικά. Η τιµή του ορίου r  αυξάνει µε 

αστρονοµική ταχύτητα: για (m=3, l=7), r =14
⋅
 για (m=10, l=16), r =352

⋅
 για (m=10, 

l=17), r =572 και αυτά τα µεγέθη δεν περιγράφουν παρά µικρά γραµµικά 

προβλήµατα. (V.Klee, 1964)     
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I.2. Μία Ευρεστική Μέθοδος 

I.2.1. Περιγραφή της Μεθόδου 

Σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.1.α) ο αριθµός των κορυφών του υπερπολυέδρου των 

πολλαπλών ή σχεδόν βέλτιστων λύσεων είναι συχνά µεγάλος και η εξαντλητική 

αναζήτησή τους απαιτεί πολύ χρόνο. Οι ευρεστικές µέθοδοι µας προσφέρουν µια πολύ 

καλή διέξοδο στο πρόβληµα αναζήτησης των χιλιάδων λύσεων που πολλές φορές µας 

είναι αδιάφορες. Συχνότερα ενδιαφερόµαστε µόνο για τις πληροφορίες εκείνες που θα 

µας βοηθήσουν να εξετάσουµε την ευστάθεια της βέλτιστης λύσης µας ή τη 

στατιστική διασπορά  των υπολοίπων λύσεων. Για παράδειγµα η ανάλυση ευστάθειας 

µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε την επίλυση γραµµικών προγραµµάτων (γ.π.) του 

τύπου: 

(Γ.Π.Ι.2.1)   

[ ]max

. .

*

ψ

υ π

=

≤

≥ −
≥

















=
∑ p x

k

j j
j

n

1

        

z

Ax b

c x
x 0

t

     

όπου pj, j=1,2,...,n αριθµητικοί συντελεστές που επιλέγονται κατάλληλα για τον 

προσδιορισµό των πλέον χαρακτηριστικών πολλαπλών (για k=0) ή σχεδόν βέλτιστων 

λύσεων. Αν θέσουµε για παράδειγµα pi=1 και pj=0 για j≠i θα προσδιοριστούν οι 

σχεδόν βέλτιστες λύσεις που µεγιστοποιούν την τιµή της µεταβλητής xi. 

Η επίλυση του παραπάνω γραµµικού προγράµµατος µπορεί να επιτευχθεί µε 

απαρχή το βέλτιστο πίνακα Simplex του αρχικού γραµµικού προγράµµατος. Αποµένει 
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λοιπόν να προσδιοριστούν οι συντελεστές των µεταβλητών µε την προσθήκη του νέου 

περιορισµού: 

c xt − = −Y kz*      (Ι.2.α) 

όπου Y είναι η µεταβλητή απόκλισης του περιορισµού αυτού.  

Το σύστηµα των περιορισµών του γραµµικού προγράµµατος (Γ.Π. Ι.2.1) 

γράφεται ως: 

Y k

Y

t− = − −
′ + =

≥

c x
A x I x b

x x 0

( * )

, ,

z

     

  

όπου x  το διάνυσµα των µεταβλητών απόκλισης του αρχικού γ.π. µεγιστοποίησης 

(Γ.Π. Ι.1.1). Το παραπάνω σύστηµα µπορεί να γραφεί σε µορφή µήτρας ως εξής: 

1
0

−
′


























=

− +









c 0
A I

x
x

b

t

   
z

Y
k*

  

Εφ� όσον ο πρόσθετος περιορισµός επαληθεύεται από τη βέλτιστη λύση x* 

του αρχικού γ.π. η µεταβλητή Y είναι βασική. Η τιµή της σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.2.β) 

θα είναι: 

Y k k Y k= − − = − + ⇒ =c xt * ( * ) * *z z z    (Ι.2.δ) 

Η επαυξηµένη βάση γράφεται: 

B
c
B

B
t

o =
−









1
0

 (Ι.2.ε)  

όπου cB  το διάνυσµα των συντελεστών της αντικειµενικής συνάρτησης που 

αντιστοιχούν σε βασικές µεταβλητές του βέλτιστου πίνακα Simplex του αρχικού γ.π. 

και B η βάση του αρχικού γ.π.. 

(Ι.2.β)

(Ι.2.γ)
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Από τη σχέση B B Io o
1− =  υπολογίζουµε την Bo

1− που είναι η αντίστροφη της 

επαυξηµένης βάσης και για την οποία έχουµε: 

B
c B

B
B
t 1

1o
−

−

−=










1 1
0

  (I.2.στ) 

Ξέρουµε ότι για κάθε βασική λύση ισχύει: (Παράρτηµα , σχέση (4)) 

Ix B A x B b1 1
B + ′ ′ =− −   ή   B Ax B b1− −= 1  

Στην περίπτωσή µας η επαυξηµένη µήτρα Αo ισούται µε:  

A c 0
A I

t

o =
−
′











1
0

    (Ι.2.ζ)  

όπου c t  το διάνυσµα των συντελεστών της αντικειµενικής συνάρτησης που 

αντιστοιχούν σε µη βασικές µεταβλητές του αρχικού πίνακα Simplex του αρχικού γ.π.. 

Οι συντελεστές του βέλτιστου πίνακα Simplex που αντιστοιχούν στο νέο 

περιορισµό (1η γραµµή) υπολογίζονται απλά από το γινόµενο: 

B A c
B

c 0
A I

c B A c c B
B A Io

1
o

B
t

1

t
B
t 1 t

B
t 1

1
−

−

− −

−
=










−
′









 =

−









1
0

1
0

1
0

  (Ι.2.η) 

Από τη σχέση (9) του Παραρτήµατος έχουµε ότι: 

c B A cB
t 1 t− ′− = −∆΄  

όπου ∆΄ το διάνυσµα των οριακών καθαρών εισοδηµάτων που αντιστοιχούν στις µη 

βασικές µεταβλητές του αρχικού πίνακα Simplex του αρχικού γ.π. και  

c B 0B
t 1− − = −∆  

όπου ∆ το διάνυσµα των οριακών καθαρών εισοδηµάτων που αντιστοιχούν στις 

βασικές µεταβλητές του αρχικού πίνακα Simplex, δηλαδή στις µεταβλητές απόκλισης 
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του αρχικού γ.π. οι οποίες έχουν µηδενικούς συντελεστές στην αντικειµενική 

συνάρτηση.    

Εποµένως, οι συντελεστές του νέου περιορισµού στον αρχικό βέλτιστο πίνακα 

Simplex είναι οι αντίθετες τιµές των καθαρών οριακών εισοδηµάτων, για τις οποίες 

ισχύει:  

-∆΄ ≥ 0 

-∆ ≥ 0 

Παρόµοια, για το δεύτερο µέλος ισχύει: 

B b
c
B b

c B b
B b

c x
x x x

o
1

o
B
t

B
t 1

1

B
t

B

−
−

−=
−









−







 =

− +







 =

− +







 =

− +







 =











1
0

 
z* z*

z* z* z*

- k k

k k k

B B B

( )

*
* * *

         (Ι.2.ζ) 

Συνεπώς η τιµή για τη µεταβλητή Y, στο βέλτιστο πίνακα Simplex του αρχικού 

γ.π., είναι k.(I.Σίσκος, 1992) 

I.2.2. Ένα Αριθµητικό Παράδειγµα 

Το αριθµητικό παράδειγµα που ακολουθεί θα µας βοηθήσει να αντιληφθούµε 

καλύτερα τη διαδικασία της ευρεστικής µεθόδου που περιγράψαµε παραπάνω. 

Ας θεωρήσουµε το εξής γραµµικό πρόγραµµα: 

[max] z = 3x1+4x2+5x3+6x4 

           υ.π. 

x1+x2+x3+x4 ≤ 18 

      2x3+3x4  ≤ 6 

x1, x2, x3, x4  ≥ 0 

Ο αρχικός πίνακας Simplex µε την εισαγωγή των µεταβλητών απόκλισης έχει 

ως εξής: 

(Γ.Π.Ι.2.2.) 
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Ύστερα από δύο επαναλήψεις του αλγορίθµου Simplex λαµβάνουµε το 

βέλτιστο πίνακα Simplex που είναι ο ακόλουθος:  

 

 

   

 

 

 

Θέτουµε k=20. Οπότε, σε αντιστοιχία του µοντέλου του Γ.Π.Ι.2.1., το σύνολο 

των λύσεων, για τις οποίες η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης απέχει (είναι 

µικρότερη) κατά 20 µονάδες από την τιµή της βέλτιστης λύσης (76 µονάδες), 

οριοθετείται από το υπερπολύεδρο:       

x1+x2+x3+x4 ≤ 18 

      2x3+3x4  ≤ 6 

3x1+4x2+5x3+6x4 ≥ 56 

x1, x2, x3, x4  ≥ 0 

Ας υποθέσουµε ότι αναζητούµε εκείνη τη σχεδόν βέλτιστη λύση που 

µεγιστοποιεί την τιµή της µεταβλητής x1 (p1=1, p2=p3=p4=0). Χρησιµοποιώντας τη νέα 

cB  Βάση 
0 1  

0 2  

1 2 3 4 1  2  

1 1 1 1 1 0 

0 0 2 3 0 1 

xB

18 

6 

3 4 5 6 0 0 cj 

3 4 5 6 0 0             ∆j z= 0 

cB  Βάση 
4 2 

6 4 

1 2 3 4 1  2  

1 1 1/3 0 1 -1/3

0 0 2/3 1 0 1/3 

xB

16 

2 

3 4 5 6 0 0 cj 

-1 0 -1/3 0 -4 -2/3            ∆j z*= 76
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µεταβλητή απόκλισης Υ= z - 56 ≥ 0 και παίρνοντας σαν απαρχή τον παραπάνω 

βέλτιστο πίνακα Simplex, όπου συντελεστές του νέου περιορισµού είναι οι αντίθετες 

τιµές των οριακών καθαρών εισοδηµάτων και το Y* ισούται µε την ποσότητα k = 20, 

καταλήγουµε εύκολα στη ζητούµενη λύση (x1=52/3, x2=0, x3=0, x4=2/3, x
1
=0, x

2
=4) 

µετά από 2 αλλαγές βάσης. 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

cB  Βάση 
0 2 

0 4 

0 Υ 

1 2 3 4 1  2  Y 

1 1 1/3 0 1 -1/3 0 

0 0 2/3 1 0 1/3 0 

1 0 1/3 0 4 2/3 1 

xB

16 

2 

20 

1 0 0 0 0 0 0             ∆j z= 0 

1 0 0 0 0 0 0 cj 

cB  Βάση 
1 1 

0 4 

0 Υ 

1 2 3 4 1  2  Y 

1 1 1/3 0 1 -1/3 0 

0 0 2/3 1 0 1/3 0 

0 -1 0 0 3 1 1 

xB

16 

2 

4 

0 -1 -1/3 0 -1 1/3 0             ∆j z= 16 

1 0 0 0 0 0 0 cj 

Βήµα 0 

Βήµα 1 
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(I.Σίσκος, 1992)  

 

 

cB  Βάση 
1 1 

0 4 

0 2  

1 2 3 4 1  2  Y 

1 2/3 1/3 0 2 0 1/3 

0 1/3 2/3 1 -1 0 1/3 

0 -1 0 0 3 1 1 

xB

52/3

2/3 

4 

0 -2/3 -1/3 0 -2 0 -1/3            ∆j z= 52/3

1 0 0 0 0 0 0 cj 

Βήµα 2 
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I.3. Ο Αλγόριθµος του Tarry 

Οι Charnes και Cooper παρατήρησαν ότι η διαχείριση πολλαπλών ή σχεδόν 

βέλτιστων λύσεων είναι µια ειδική περίπτωση του κλασικού «προβλήµατος του 

λαβύρινθου» που συναντούµε στη θεωρία γραφηµάτων. Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι 

ένα κυρτό υπερπολύεδρο µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα συνεκτικό γράφηµα (V,U) 

όπου V είναι το σύνολο των κόµβων (κορυφών) και U το σύνολο των τόξων που 

συνδέουν τους κόµβους, και που µπορούµε να τα διαβούµε ακολουθώντας τα βήµατα 

της Simplex. Έτσι, δύο κόµβοι είναι γειτονικοί αν αντιστοιχούν σε δύο βάσεις τις 

Simplex που διαφέρουν κατά µία και µόνη µεταβλητή⋅ κάθε τόξο µπορούµε τότε να το 

διαβούµε κατά τις δύο κατευθύνσεις (φορά) αφού, όπως θα αποδείξουµε παρακάτω, 

κάθε βήµα της Simplex είναι αντιστρέψιµο. (A.Charnes, 1952; A.Charnes and 

W.W.Cooper, 1961). 

Όπως ήδη έχει αναφερθεί, οι κορυφές ενός υπερπολυέδρου, για παράδειγµα 

του ΥΠ Ι.1.2 , αντιστοιχούν στις βασικές δυνατές λύσεις ενός γ.π. που οριοθετείται 

από το υπερπολύεδρο. Εποµένως η εξαντλητική αναζήτηση αυτών των κορυφών µας 

εγγυάται την εξεύρεση όλων των δυνατών βασικών λύσεων. 

Ο Tarry (G.Tarry, 1895) παρουσίασε το 1895 την πρώτη µέθοδο που επέτρεψε 

τη λύση του προβλήµατος της διαδροµής ενός λαβύρινθου, γνωστού και ως 

«πρόβληµα του λαβύρινθου». (J.Siskos, 1984) 

Έχοντας συγκεκριµένη -φτωχή σε ποιότητα και ποσότητα- πληροφορία σχετικά 

µε τον πεπερασµένο αριθµό κόµβων ενός συνεκτικού γραφήµατος, το πρόβληµα του 

λαβύρινθου έγκειται στην εύρεση µια διαδροµής που θα µας επιτρέψει να 

επισκεφτούµε, τουλάχιστον από µία φορά, τον κάθε κόµβο.(A.Charnes, 1952)  

Σύµφωνα µε τον Tarry για κάθε λαβύρινθο µπορεί να βρεθεί η διαδροµή του 

περνώντας από κάθε �µονοπάτι� (αντίστοιχο της ακµής του γραφήµατος) δύο φορές, 

την πρώτη κατά τη µία κατεύθυνση και τη δεύτερη κατά την αντίθετη. Για να 
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επιλύσουµε το «πρόβληµα του λαβύρινθου», προσαρµόζοντάς το στην περίπτωση του 

υπερπολυέδρου, αρκεί να παρατηρήσουµε τον παρακάτω κανόνα: 

«Από κάθε κορυφή πηγαίνετε σε µία άλλη γειτονική κορυφή ακολουθώντας µια 

ακµή που δεν την έχετε ακόµα διαβεί κατά την αυτή κατεύθυνση αλλά, µην 

διαβείτε την ακµή που σας οδήγησε αρχικά σε αυτή την κορυφή, εκτός και αν 

δεν µπορείτε να κάνετε διαφορετικά.» (J.Siskos, 1984) 

Πριν προχωρήσουµε, είναι σκόπιµο να κάνουµε κάποιες παρατηρήσεις. Σε 

κάθε στιγµή, πριν φτάσουµε σε µία κορυφή ή αφού έχουµε µόλις φύγει από αυτή, η 

συγκεκριµένη κορυφή, εκτός και αν πρόκειται για την κορυφή εκκίνησης, περιέχει 

απαραιτήτως ένα ζυγό αριθµό ακµών που τις έχουµε διαβεί κατά τη µία κατεύθυνση. 

Επίσης, όσες φορές έχουµε επισκεφτεί αυτή την κορυφή τόσες φορές έχουµε 

αναχωρήσει.  

Από τη στιγµή που φτάνουµε σε µία κορυφή ο αριθµός των ακµών της, που 

έχουµε διαβεί µία φορά και κατά την κατεύθυνση άφιξης στην κορυφή, είναι 

µεγαλύτερος κατά µία µονάδα από τον αριθµό των ακµών της που έχουµε διαβεί µία 

φορά και κατά τη διεύθυνση αναχώρησης.  

Αν δεν υπάρχει παρά µόνο µία ακµή της που έχουµε διαβεί µόνο µία φορά, 

αυτή δεν µπορεί να είναι άλλη από την αρχική και απαραιτήτως όλες τις άλλες ακµές 

της τις έχουµε διαβεί από δύο φορές και κατά αντίθετη κατεύθυνση.  

∆εν µπορούµε λοιπόν να σταµατήσουµε σε ένα τέτοιο σταυροδρόµι (κορυφή), 

και είµαστε υποχρεωµένοι να διαβούµε την αρχική ακµή στην περίπτωση µόνο που 

όλες τις υπόλοιπες ακµές της τις έχουµε διαβεί από δύο φορές.      

Ας θεωρήσουµε τώρα την κορυφή εκκίνησης. Τη στιγµή της άφιξης σε αυτή 

την κορυφή ο αριθµός των ακµών της που έχουµε διαβεί µία και µοναδική φορά και µε 

κατεύθυνση άφιξης είναι ίσος µε τον αριθµό των ακµών της που έχουµε διαβεί µία και 

µοναδική φορά µε κατεύθυνση αναχώρησης. Εποµένως, δεν µπορούµε να 

σταµατήσουµε, παρά µόνο αν δεν υπάρχει ούτε µια ακµή της την οποία δεν έχουµε 

διαβεί. Έτσι, τη στιγµή που αναγκαζόµαστε να σταµατήσουµε στην κορυφή 

εκκίνησης, όλες της ακµές της τη έχουµε διαβεί δύο φορές.  
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Προκειµένου να διευκολυνθούµε στη διαδικασία επίλυσης του προβλήµατός 

µας θα αναπαραστήσουµε το υπερπολύεδρο µε κάποιο γράφηµα και θα προχωρήσουµε 

στη χρήση χαρακτηριστικών σηµαδιών. Ας συµφωνήσουµε τώρα, ότι όταν 

διαβαίνουµε µια ακµή για πρώτη φορά θα βάζουµε στην αρχή της δύο σηµάδια και 

στο τέλος της ένα (αν οδηγούµαστε σε µία κορυφή που έχουµε ξαναεπισκεφτεί) ή τρία 

(αν οδηγούµαστε σε µία κορυφή για πρώτη φορά) σηµάδια. Όταν διαβαίνουµε µία 

ακµή όπου βρίσκεται ένα σηµάδι στην άλλη άκρη της, που σηµαίνει ότι τη 

διαβαίνουµε για δεύτερη φορά κατά αντίθετη όµως κατεύθυνση, αρκεί να 

προσθέσουµε ένα σηµάδι στη άκρη από τη οποία ξεκινάµε να τη διαβαίνουµε. Κατά 

την άφιξή µας σε µία κορυφή πρέπει πάντα να µπορούµε να διακρίνουµε τις ακµές που 

δεν έχουµε διαβεί ούτε µία φορά και δεν έχουν κανένα σηµάδι, την αρχική ακµή που 

οδήγησε σε αυτή την κορυφή και που έχει τρία σηµάδια, καθώς και τις άλλες ακµές 

που έχουµε διαβεί µόνο µία φορά, µε κατεύθυνση άφιξης και που έχουν ένα σηµάδι  

Σύµφωνα µε τα παραπάνω ο αρχικός κανόνας γράφεται ως εξής: 

«Φτάνοντας σε µία κορυφή, ακολουθήστε υποχρεωτικά µία ακµή που έχει ένα ή 

κανένα σηµάδι και µόνο κατά την περίπτωση που δεν υπάρχει καµία τέτοια 

ακµή ακολουθήστε την ακµή που έχει τρία σηµάδια. » (G.Tarry, 1895) 

Έστω ότι έχουµε ένα υπερπολύεδρο µε 4 κορυφές και 6 ακµές, το οποίο το 

αναπαριστάνουµε µε το παρακάτω γράφηµα (ΑΒΓ∆): 

   

 

                  

                  

     

 

Ακολουθώντας τη µεθοδολογία που προτείνει ο Tarry προκειµένου να 

επισκεφτούµε εξαντλητικά όλες τις κορυφές έχουµε τα παρακάτω βήµατα: 
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Βήµα 1 
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Βήµα 4 
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Βήµα 10 
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Παρατηρούµε ότι φτάσαµε στην κορυφή Α από όπου ξεκινήσαµε χωρίς να 

µπορούµε πλέον να διαβούµε οποιαδήποτε ακµή. Είναι φανερό πως όλες τις ακµές τις 

έχουµε διαβεί από δύο φορές κατά αντίθετη κατεύθυνση. 

Ακολουθώντας την παραπάνω πρακτική µέθοδο, κάποιος ο οποίος έχει χαθεί 

µέσα σε ένα λαβύρινθο ή µέσα σε κατακόµβες, θα ξαναβρεί σίγουρα την είσοδο αφού 

έχει διαβεί πρώτα όλες τις διαδροµές και χωρίς να διαβεί περισσότερο από δύο φορές 

την κάθε διαδροµή. (G.Tarry, 1895) 

Προκειµένου να βρούµε όλες τις βασικές δυνατές λύσεις ενός γ.π. αρκεί να 

ξέρουµε για κάθε βασική δυνατή λύση ποιες από τις γειτονικές της λύσεις έχουµε 

εξετάσει και ακολουθώντας ποια διαδροµή (ακµή και κατεύθυνση διέλευσης).(C.Van 

de Panne, 1975; A.Charnes, 1952) 

Κάθε ακµή του γραφήµατος (V,U) δηλώνεται από κάποια µεταβλητή που 

βρίσκεται εκτός βάσης του πίνακα Simplex. Προκειµένου να εφαρµόσουµε τον 

αλγόριθµο του Tarry χρειάζεται να εκτελέσουµε τόσες επαναλήψεις της Simplex όσο 

είναι το γινόµενο του αριθµού των διανυσµάτων εκτός βάσης, n για το Γ.Π.1, επί του 

αριθµού των πιθανών κορυφών (δυνατών βασικών λύσεων), r για το Γ.Π.1, δηλαδή 

n×r. Για το παράδειγµα που παραθέσαµε στην Κεφάλαιο Ι.2 θα έπρεπε να 

πραγµατοποιήσουµε 4×13=52 επαναλήψεις της Simplex. Οπότε βλέπουµε πως ο 

αλγόριθµος αυτός από υπολογιστική άποψη δεν είναι η καλύτερη µεθοδολογία που θα 

µπορούσαµε να επιλέξουµε προκειµένου να λύσουµε το πρόβληµα εύρεσης όλων των 

πιθανών δυνατών βασικών λύσεων. (J.Siskos, 1984; C.Van de Panne, 1975) 
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I.4. Η Μέθοδος της Αντίστροφης Simplex 

I.4.1. Περιγραφή της Μεθόδου 

Η µέθοδος της Αντίστροφης Simplex (Simplex Inverse) παρουσιάστηκε από 

τον Van de Panne ο οποίος παρατήρησε ότι κάθε επανάληψη του αλγορίθµου Simplex 

είναι αντιστρέψιµη αντικαθιστώντας το ρόλο της µεταβλητής που εισέρχεται στη βάση 

µε το ρόλο της µεταβλητής που εξέρχεται. (C.Van de Panne, 1975) 

Με άλλα λόγια, αν σε µία βάση της Simplex εισάγουµε τη µεταβλητή xj στη 

θέση της µεταβλητής xBr, κατά την εκτέλεση της Αντίστροφης Simplex εισάγουµε την 

xBr στη θέση της xj. Ακολουθώντας αυτή τη διαδικασία µειώνουµε την τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης z κατά µία ποσότητα ίση µε αυτή κατά την οποία 

αυξήθηκε η z όταν πραγµατοποιήσαµε το βήµα της Simplex. (J.Siskos, 1984) 

Η µέθοδος της Αντίστροφης Simplex σχεδιάστηκε για να χρησιµοποιηθεί στην 

ανάλυση ευστάθειας (µεταβελτιστοποίηση) αλλά χρησιµοποιήθηκε και σαν γενική 

µέθοδος εύρεσης όλων των ακραίων σηµείων ενός συστήµατος ανισοτήτων. Όπως 

αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο Ι.1. το σύνολο σχεδόν των βέλτιστων λύσεων οριοθετείται 

από το υπερπολύεδρο ΥΠ Ι.1.2                            

όπου k µικρή θετική ποσότητα (για k=0 έχουµε να 

αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα των πολλαπλών βέλτιστων 

λύσεων). 

  Αυξάνοντας την τιµή του k αυξάνουµε και τον αριθµό των σχεδόν βέλτιστων 

λύσεων. Στην πράξη το k παίρνει τιµές σχετικά µικρές αλλά ακόµα και σε αυτές τις 

περιπτώσεις ο αριθµός των σχεδόν βέλτιστων λύσεων µπορεί να είναι πολύ µεγάλος. 

(C.Van de Panne, 1975) 
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Η ιδέα στην οποία βασίζεται η µέθοδος της Αντίστροφης Simplex είναι αρκετά 

απλή. Στη µέθοδο Simplex εισάγονται µεταβλητές στη βάση οι οποίες αυξάνουν την 

τιµή αντικειµενικής συνάρτησης µέχρι να βρεθεί η βέλτιστη λύση. Στη µέθοδο της 

Αντίστροφης Simplex η βέλτιστη λύση θεωρείται ως σηµείο εκκίνησης για την 

παραγωγή σχεδόν βέλτιστων λύσεων. Σε αυτή και σε επόµενες λύσεις εισάγονται 

µεταβλητές στη βάση που µειώνουν την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης⋅ ο 

ποσότητα k ορίζει το οριακό σηµείο µέχρι το οποίο µπορεί αν µειωθεί η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης.  

Η βασική διαφορά ανάµεσα στη µέθοδο Simplex και σε αυτή της Αντίστροφης 

Simplex είναι ότι στην πρώτη µόνο µια µεταβλητή εισάγεται στη βάση σε κάθε 

επανάληψη, ενώ στη µέθοδο της Αντίστροφης Simplex όλες οι τιµές που µειώνουν την 

τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης εισάγονται αργά η γρήγορα στη βάση. Επίσης, 

στη µέθοδο Simplex η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης αυξάνεται σε κάθε 

επανάληψη, ενώ αντιθέτως στη µέθοδο της Αντίστροφης Simplex µειώνεται ή 

παραµένει τα ίδια σε κάθε επανάληψη, δεδοµένου ότι δεν υπάρχουν εκφυλισµένες 

λύσεις. (C.Van de Panne, 1975) 

Ας θεωρήσουµε µία επανάληψη της µεθόδου Simplex. Ο πίνακας Ι.1.4 

παριστάνει ένα πίνακα Simplex, έστω µετά τη m επανάληψη. 
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Έστω ότι κατά την επανάληψη m+1 επανάληψη της µεθόδου Simplex 

εισάγουµε την µεταβλητή xk θεωρώντας φυσικά ότι το οριακό καθαρό εισόδηµα της 

µεταβλητής που θα εισάγουµε είναι το µεγαλύτερο θετικό (δηλ. 

∆ ∆ ∆k j j= ∀ >max    j 0). Έστω ακόµα ότι αποµακρύνουµε από τη βάση την 

µεταβλητή xBr θεωρώντας φυσικά ότι ισχύει: 

x
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yBr

rk i
Bi

ik
ik= >







min ,  0      (Ι.4.α) 

Ο πίνακας Ι.4.2 είναι ο πίνακας Simplex µετά από την m+1 επανάληψη: 

 

 

Παρατηρούµε ότι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης αυξάνεται κατά 

∆k(xBr/yrk) και ότι η τιµή του οριακού καθαρού εισοδήµατος της µεταβλητής είναι 

αρνητική και ίση µε -∆k/yrk. Έστω τώρα ότι εισάγουµε στη βάση κατά τρόπο 

αντίστροφο την µεταβλητή xr. Από τη στιγµή που η ποσότητα -∆k/yrk είναι αρνητική η 

τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης θα µειωθεί. Ειδικότερα για την καινούργια τιµή 

z΄ θα έχουµε: 
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Για να εντοπίσουµε το διάνυσµα που θα εγκαταλείψει τη βάση εργαζόµαστε ως 

ακολούθως. 

Οι νέες τιµές  x΄B δίνονται από το γενικό τύπο: 

x x x y
y

y
y

y

x
yBi Bi Br

ik

rk

ik

rk

rk

Br

rk
′ = − − −



















1
    (Ι.4.γ) 

που πρέπει να είναι θετική ποσότητα προκειµένου η νέα λύση να είναι δυνατή. 

Οπότε να θέσουµε x y
x
y

xBi ik
Br

rk
Bi− = *  έχουµε από τη σχέση (Ι.4.γ): 
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Παρατηρούµε ότι η (Ι.4.δ) πληρείται αυτόµατα για κάθε yik >0. (Σηµ. Η 

ποσότητα yrk είναι θετική γιατί η µεταβλητή xk έχει εισέλθει προηγουµένως στη βάση.) 

Οπότε είµαστε σε θέση να αποµακρύνουµε τη µεταβλητή xk από τη βάση και να 

εισάγουµε τη µεταβλητή xr και λαµβάνουµε πάλι τον πίνακα Ι.4.1. 

Έτσι αποδείξαµε ότι για κάθε επανάληψη της µεθόδου Simplex υπάρχει µια 

επανάληψη αντιστροφής η οποία υλοποιείται µε την εισαγωγή µιας µη βασικής 

µεταβλητής µε αρνητικό καθαρό οριακό εισόδηµα στη βάση και βρίσκοντας τη 

µεταβλητή που φεύγει από τη βάση µε το γνωστό τρόπο που εξασφαλίζει τη 

θετικότητα των τιµών των βασικών µεταβλητών. (C.Van de Panne, 1975) 
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Η µέθοδος της Aντίστροφης Simplex θα περιγραφεί τώρα µε περισσότερες 

λεπτοµέρειες. Για τους σκοπούς µας θα θεωρήσουµε πάλι την προσθήκη του 

περιορισµού (Ι.2.α): 

z z− = −Y k*       

όπου Y η µεταβλητή απόκλισης.  

Οι τιµές που λαµβάνει η µεταβλητή Y κατά τις επαναλήψεις της µεθόδου της 

Aντίστροφης Simplex θα πρέπει να είναι θετικές ή µηδέν: Υ=z-(z*-k) ≥0     (Ι.4.στ) 

 Ορίζουµε την ποσότητα ks ως την τιµή της Y κατά την s επανάληψη. Οι ks 

θα µετράνε την παρέκκλιση που θα έχουµε σε κάθε επανάληψη από το ελάχιστο όριο 

z*-k. 

Σαν σηµείο εκκίνησης για τη µέθοδο της Αντίστροφης Simplex λαµβάνουµε το 

βέλτιστο πίνακα Simplex στον οποίο έχουµε προσθέσει τον περιορισµό (Ι.2.α). Όπως 

δείξαµε στην παράγραφο Ι.2 οι συντελεστές του νέου περιορισµού στον αρχικό 

βέλτιστο πίνακα Simplex είναι οι αντίθετες τιµές των καθαρών οριακών εισοδηµάτων, 

για τις οποίες ισχύει: ∆o
j = -∆j ≥ 0. 

Ο ακόλουθος πίνακας είναι ο αρχικός (s=0) για τη µέθοδο της Αντίστροφης 

Simplex. 

Βάση Μη Βασικές 
Μεταβλητές 

Βασικές Μεταβλητές Τιµές Βασικών
Μεταβλητών 

x1 ao
1i L ao

1j 1 L 0 L 0 0 xo
B1 

M M  M M  M  M M  

xi ao
ii L ao

ij 0 L 1 L 0 0 xo
Bi 

M M  M M  M  M M  

xm ao
mi L ao

mj 0 L 0 L 1 0 xo
Bm 

Y ∆o
i L ∆o

j 0 L 0 L 0 1 ko(=k) 

  

Σε κάθε επανάληψη s της µεθόδου ο πίνακας θα έχει τη γενική µορφή: 

Πίνακας  Ι.4.3 
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Βάση Μη Βασικές 
Μεταβλητές 

Βασικές Μεταβλητές Τιµές Βασικών
Μεταβλητών 

x1 as
1l L as

1j 1 L 0 L 0 0 xs
B1 

M M  M M  M  M M  

xi as
il L as

ij 0 L 1 L 0 0 xs
Bi 

M M  M M  M  M M  

xm as
ml L as

mj 0 L 0 L 1 0 xs
Bm 

Y ∆s
l L ∆s

j 0 L 0 L 0 1 ks 

  

Στον αρχικό πίνακα έχουµε xo
Bi >0 για κάθε i και ∆o

j >0 για κάθε j ⋅ αν δεν 

είχαµε θεωρήσει ότι η βέλτιστη λύση z* είναι µοναδική θα ίσχυε ∆o
j ≥0. Η εισαγωγή 

µιας µη βασικής µεταβλητής, έστω της xk , στη βάση θα οδηγούσε σε µείωση ∆o
kθ 

(σύµφωνα µε τις σχέσεις (16) και (20) του Παραρτήµατος) της τιµής της ko . 

Η µεταβλητή xr που θα εγκαταλείψει τη βάση καθορίζεται, όπως και κατά την 

εφαρµογή της Simplex, από την παρακάτω σχέση: 

θo
j= = >











x
a

x
a

aBr
o

rj
o i

Bi
o

ij
o ij

omin ,  0     (I.4.ε) 

Προκειµένου να βρούµε τη µεταβλητή xk που θα εισάγουµε στη βάση 

εργαζόµαστε ως ακολούθως. Υπολογίζουµε την ποσότητα k0j=k-∆o
j(xo

Br/ao
rj ) (Ι.4.στ) 

για κάθε j. Επειδή οι λύσεις ys που θα βρούµε πρέπει να είναι ταξινοµηµένες κατά 

φθίνουσα σειρά θα επιλέξουµε το µεγαλύτερο koj. Από τη στιγµή που η τιµή της Y δεν 

µπορεί να είναι αρνητική, η δεύτερη τιµή (k1) θα οριστεί από τη σχέση: 

( )k k k
j oj k1 00= =max ,        (Ι.4.ζ) 

και υποθέτουµε ότι το ελάχιστο είναι µοναδικό. 

Πίνακας  Ι.4.4 
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Αν το k1 ≠0, ο επόµενος πίνακας λαµβάνεται από την εισαγωγή της αντίστοιχης 

µη βασικής µεταβλητής xk στη βάση, ενώ η βασική µεταβλητή που φεύγει από τη βάση 

βρίσκεται από τη σχέση (Ι.4.ε). Η περίπτωση όπου k1=0 θα εξεταστεί παρακάτω. Αν 

στη σχέση (Ι.4.ε) για κάποια j ίσχυε ao
ij≤ 0 για όλα τα i, καµία αντίστοιχη κορυφή-

λύση δε θα µπορούσε να βρεθεί γιατί σε αυτή τη περίπτωση το xk θα αυξανόταν 

αόριστα και η απώλεια από τη βέλτιστη τιµή z* θα αυξανόταν και αυτή αόριστα. 

Όµως, η µέγιστη απώλεια k που θα µας δώσει ks=0 µας ορίζει ένα όριο για τη λύση, 

έτσι ώστε αυτή η περίπτωση να είναι όµοια µε την περίπτωση όπου k1=0, και να 

µπορεί να αντιµετωπιστεί µε τον ίδιο τρόπο. 

Έχουµε βρει, σύµφωνα µε τα παραπάνω, µία µεταβέλτιστη λύση µε Y=k1. 

Όλες οι άλλες λύσεις που θα βρούµε θα έχουν τιµές µικρότερες ή ίσες µε την τιµή k1. 

∆εν υπάρχει καµία άλλη δυνατή λύση µε ks ανάµεσα στο k και στο k1 γιατί αν υπήρχε 
µια τέτοια λύση, η βέλτιστη λύση z*, που είναι και η αρχική για τη µέθοδο της 

Αντίστροφης Simplex, θα µπορούσε να παραχθεί από αυτή τη λύση σε µία ή 

περισσότερες επαναλήψεις της µεθόδου Simplex. Αν µπορούσε να παραχθεί σε µία 

επανάληψη τότε, εκτελώντας την αντίστοιχη επανάληψη στη µέθοδο της Αντίστροφης 

Simplex, σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.4.ζ) η λύση αυτή θα είχε επιλεχθεί. 

Αν µπορούσε να παραχθεί σε περισσότερες από µία επαναλήψεις, η τελευταία 

λύση πριν τη βέλτιστη θα είχε µεγαλύτερη τιµή από k1. Τότε όµως από αυτή τη λύση η 

βέλτιστη λύση θα µπορούσε να παραχθεί σε µία επανάληψη και εκτελώντας την 

αντίστοιχη επανάληψη της µεθόδου της Αντίστροφης Simplex θα βρίσκαµε πρώτα 

αυτή τη λύση.  

Έχοντας βρει µία δεύτερη δυνατή λύση (µετά από την βέλτιστη που θεωρείται 

ως αρχική) θα ψάξουµε να βρούµε την επόµενη στη σειρά ks, αντιµετωπίζοντας δύο 

πιθανές περιπτώσεις. Πρώτον, υπάρχουν και άλλες λύσεις που µπορούν να παραχθούν 

από τον πρώτο πίνακα. ∆εύτερον, υπάρχουν λύσεις που µπορούν να παραχθούν από το  

δεύτερο πίνακα, που είναι αποτέλεσµα της εισαγωγής στη βάση της µεταβλητής xk.   

Οι τελευταίες αυτές λύσεις προκύπτουν από την εισαγωγή στη βάση των µη βασικών 

µεταβλητών xj µε ∆1j>0. Αν εισάγουµε στη βάση µη βασικές µεταβλητές µε ∆1j<0 θα 
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είχαµε ks>k1 και σε αυτή την περίπτωση θα παίρναµε ως αποτέλεσµα τη βέλτιστη 

λύση. Όπως αναφέραµε και παραπάνω δεν υπάρχει περίπτωση να υπάρχει λύση µε ks 

ανάµεσα σε ανάµεσα στο k και στο k1, γιατί εφόσον µία µεταβλητή xj µε ∆1j>0 

εισαχθεί στη βάση η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µειώνεται, έτσι ώστε η 

παρέκκλιση από την ελάχιστη τιµή z*- k θα είναι µικρότερη από k1.  

Έτσι, στο δεύτερο πίνακα (s=1) για κάθε xj µε ∆1j>0, έχουµε: 

 θ1j= = >










x
a

x
a

aBr

rj i

Bi

ij
ij

1

1

1

1
1 0min ,      (I.4.η) 

Οι τιµές των y1 που θα παραχθούν από την εισαγωγή της µεταβλητής xj στη 

βάση βρίσκεται από τη σχέση: 

k1j=k-∆1j(x1Br/a1rj )      (Ι.4.ι) 

Η επόµενη στην ταξινόµηση κατά φθίνουσα σειρά τιµή των ks βρίσκεται από 

τη σχέση: 

( )k k k k k k
j oj j j j2 1 0 1 10 0= < >max , , ,        (Ι.4.ια) 

υποθέτοντας πάλι ότι το ελάχιστο είναι µοναδικό. Αν η ελάχιστη τιµή αντιστοιχεί σε 

ένα από τα k0j η επόµενη λύση παράγεται από τον πίνακα s=0, ενώ αν αντιστοιχεί σε 

ένα από τα k1j η επόµενη λύση παράγεται από τον πίνακα s=1. Η περίπτωση όπου k2=0 

θα εξεταστεί παρακάτω.  

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τη µέθοδο της Αντίστροφης Simplex 

παραθέτοντας τα συγκεκριµένα βήµατα που πρέπει να ακολουθήσουµε και χωρίζοντας 

την όλη διαδικασία σε δύο φάσεις. Στην πρώτη φάση υπολογίζουµε τις λύσεις για τις 

οποίες 0<Y≤k, ενώ στη δεύτερη φάση υπολογίζουµε τις λύσεις τις πλέον 

αποµακρυσµένες από τη βέλτιστη µε Y=0. 

Φάση 1      
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Βήµα 0: Ξεκινάµε από το βέλτιστο πίνακα Simplex (s=0) αφού πρώτα 

προσθέσουµε µία γραµµή συµπληρωµατική που αποτελείται από τις αντίθετες τιµές 

των οριακών καθαρών εισοδηµάτων (∆j) του βέλτιστου πίνακα.  

Θέτουµε Y=k (ορίζουµε ko=k). 

Υποθέτουµε ότι δεν έχουµε πολλαπλές βέλτιστες λύσεις (∆j>0,  ∀j). 

Βήµα 1: Θεωρούµε ένα πίνακα Simplex s. ∆ηµιουργούµε ένα κλάδο για κάθε 

µεταβλητή xj που βρίσκεται εκτός βάσης και για τις οποίες ισχύει ∆s
j>0. Καθορίζουµε 

τα στοιχεία-οδηγούς as
rj (για κάθε j µε ∆s

j>0) από τη σχέση: 

 
x
a

x
a

aBr
s

rj
s i

Bi
s

ij
s ij

s= >








min ,  0     (I.4.ιβ) 

Βήµα 2: Υπολογίζουµε τις τιµές που θα πάρει η µεταβλητή απόκλισης Y για 

κάθε µεταβλητή xj που δύναται να εισέλθει στη βάση: 

ksj=ks-∆s
j(xs

Br/as
rj )      (Ι.4.ιγ) 

Βήµα 3: Καθορίζουµε τη µεταβλητή xj σύµφωνα µε τη σχέση: 

( )k k k k ks j oj j sj ij+ = >1 1 0 0max , ,...,        (Ι.4.ιδ) 

και αφαιρούµε αυτή την τιµή από το σύνολο των kij>0. Σε περίπτωση που έχουµε 

ks+1=0, πηγαίνουµε στη Φάση 2. 

Βήµα 4: Εισάγουµε τη µεταβλητή xj και αποµακρύνουµε τη µεταβλητή xr        

(xj↑ xr ↓ ) στον πίνακα Simplex που αντιστοιχεί η τιµή που θα βρούµε από τη σχέση 

(Ι.4.ιδ).  

Πηγαίνουµε στο Βήµα 1 θέτοντας :s=s+1. 

 Φάση 2 
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Στην περίπτωση που πλέον δεν υπάρχουν άλλες θετικές τιµές k1j,...,ksj όλες οι 

υπόλοιπες λύσεις, που µπορούν να παραχθούν από τους πίνακες Simplex, δίνουν  

z=z*-k.   

Αυτά τα ακραία σηµεία (λύσεις) µπορούν να βρεθούν εισάγοντας στη βάση µη 

βασικές µεταβλητές µε ∆s
j >0, που δεν έχουν ακόµα εισαχθεί στους πίνακες Simplex 

που έχουν παραχθεί µέχρι τώρα. Αυτές οι µεταβλητές παίρνουν τέτοιες τιµές ώστε οι 

λύσεις που θα παραχθούν, θα δίνουν τιµές στην αντικειµενική συνάρτηση ακριβώς 

ίσες µε z*-k.  

Θέλουµε δηλαδή η µείωση της τιµής της z να είναι ίση µε ks για κάθε πίνακα 

Simplex s. Οπότε πρέπει να ισχύει: 

k x
a

k x
as j

s Br
s

rj
s

s

j
s

Br
s

rj
s= ⇒ =∆

∆
      (Ι.4.ιε) 

Από τον πίνακα (Ι.4.2) παρατηρούµε ότι η τιµή της νεοεισερχόµενης 

µεταβλητής δίνεται από τη σχέση x x
aj

Br

rj
= , οπότε σύµφωνα και µε τη σχέση (Ι.4.ιε) 

έχουµε: 

x k
Bj

s

j
s=

∆
     (Ι.4.ιστ) 

Ακόµα θα ισχύει για τις αντίστοιχες τιµές των βασικών µεταβλητών που 

παραµένουν στη βάση: 

x x a x i jBi Bi
s

ij
s

Bj= − ∀ ≠,     (Ι.4.ιζ) 

Στον κάθε πίνακα Simplex s, αυτές οι λύσεις µπορούν να παραχθούν 

αποµακρύνοντας τη µεταβλητή Y από τη βάση (οπότε Y=0) και εισάγοντας κάθε 

µεταβλητή xj µε ∆s
j>0.  

Επειδή καµία περαιτέρω επανάληψη δε χρειάζεται να πραγµατοποιηθεί, δεν 

είναι απαραίτητο να παράγουµε όλα τα στοιχεία του πίνακα Simplex αυτών των 
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λύσεων. Χρειάζεται µόνο να παραχθούν οι τιµές των βασικών µεταβλητών και 

πιθανώς οι τιµές των ∆ j
s+1 . 

Όλες οι µεταβέλτιστες λύσεις, που δίνουν διαφορετική τιµή στην αντικειµενική 

συνάρτηση του γ.π. παράγονται ακολουθώντας αυτή τη µέθοδο και αυτό 

αποδεικνύεται ως ακολούθως. Από κάθε λύση που βρίσκουµε µπορούµε να φτάσουµε 

στη βέλτιστη λύση µε ένα πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων της µεθόδου Simplex. Η 

µέθοδος της Αντίστροφης Simplex ξεκινώντας από τη βέλτιστη λύση κατά την 

αντίθετη κατεύθυνση εξετάζει κάθε λύση κατά φθίνουσα σειρά. Αν υπάρχει µονοπάτι 

που πηγαίνει προς τα πάνω, σίγουρα θα υπάρχει µονοπάτι που πηγαίνει και προς τα 

κάτω. (J.Siskos, 1984; C.Van de Panne, 1975)       

I.4.2. Ένα Αριθµητικό Παράδειγµα 

Για να εφαρµόσουµε τη µέθοδο της Αντίστροφης Simplex θα 

χρησιµοποιήσουµε για παράδειγµα ένα γραµµικό πρόγραµµα µικρών διαστάσεων, το 

οποίο αφορά την παραγωγή 4 προϊόντων και περιλαµβάνει 2 περιορισµούς.(Το ίδιο 

παράδειγµα χρησιµοποιήσαµε και στο Κεφάλαιο Ι.2.) 

Το γραµµικό πρόγραµµα είναι το ακόλουθο: 

[ ]max
. .

, , , , , ,

z x x x x x x

x x x x x
x x x

x ii

= + + + + +

+ + + + =

+ + =

≥ =















3 4 5 6 0 0

18
2 3 6

0 1 2 3 4 1 2

1 2 3 4 1 2

1 2 3 4 1

3 4 2

                           
          
          

                

υ π
         (ΓΠ Ι.4.1) 

 

Προκειµένου να διευκολυνθούµε στην επίλυση θα θέσουµε 

x x x x1 5 2 6= =,   και Y x= 7 . 
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 Φάση 1    

Θέτουµε s=0. 

Ο αρχικός πίνακας της Simplex συµβολίζεται ως 00 στον Πίνακα (Ι.4.5). 

Θεωρούµε k=20, οπότε εισάγουµε το νέο περιορισµό: 3 4 5 6 561 2 3 4x x x x+ + + ≥ . 

Βήµα 0: Ο αλγόριθµος ξεκινάει από το βέλτιστο πίνακα όπου προσθέτουµε 

µία  γραµµή που εκφράζει το νέο περιορισµό και τα στοιχεία της είναι οι αντίθετες 

τιµές των οριακών καθαρών εισοδηµάτων (∆j) του βέλτιστου πίνακα. Ο πίνακας 

Simplex που προκύπτει είναι ο s=0. 

Βήµα 1: Οι µεταβλητές που µπορούν να εισαχθούν στη βάση είναι αυτές οι 

οποίες αντιστοιχούν ∆s
j θετικά (τελευταία γραµµή του πίνακα Simplex). Στην 

περίπτωσή µας: x1, x5, x3, x6. Τα στοιχεία - οδηγοί ao
rj βρίσκονται από τη σχέση 

(Ι.4.ιβ): 

Για j=1, min{16/1}=16/1,    αο21=1 

Για j=5, min{16/1}=16/1,    αο25=1 

Για j=3, min 16
1
3

2
2
3

,  
















= 2
2
3

,    αο43=2/3 

Για j=3, min  2
1
3

















= 2
1
3

,    αο46=1/3 

Βήµα 2: Υπολογίζουµε τις τιµές k0j από τη σχέση (Ι.4.ιγ): 

k01=20-1×16/1=4,   k05= -44,   k03=19,   k06=16. 

Βήµα 3: Σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.4.ιδ) έχουµε: 
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k1=max{k01, k03, k06,0}=k03=19. 

Οπότε η µεταβλητή x3 εισέρχεται στη νέα βάση και η σχεδόν βέλτιστη λύση 

δίνει τιµή στο z µειωµένη κατά µία µονάδα από τη βέλτιστη τιµή z* (z=76-1=75). Η 

τιµή k03 δε θα συµπεριληφθεί ξανά στο σύνολο της σχέσης (Ι.4.ιδ). 

Βήµα 4: Η είσοδος στη βάση της x3 και η έξοδος της x4 µας δίνει τον επόµενο 

πίνακα Simplex, no1.  

Θέτουµε s=1 και επιστρέφουµε στο Βήµα 1. 

Βήµα 1: Οι µεταβλητές που µπορούν να εισαχθούν στη νέα βάση είναι: x1, x5, 

x6. Τα στοιχεία - οδηγοί a1rj βρίσκονται από τη σχέση (Ι.4.ιβ): 

α121=1 α125=1          α136=1/2 

Βήµα 2: Υπολογίζουµε τις τιµές k1j από τη σχέση (Ι.4.ιγ): 

k11=4,   k15= -41,   k16=16. 

Βήµα 3: Σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.4.ιδ) έχουµε: 

k2=max{k01, k06, k11, k16, 0}=16 που αντιστοιχεί στις τιµές k06 και k16. Οπότε 

µπορούµε να εισάγουµε τη µεταβλητή x6 µέσα στη βάση είτε από τον πίνακα Simplex 

no0 είτε από το no1.  

Βήµα 4: Η είσοδος στη βάση του πίνακα no0 της x6 και η έξοδος της x4 µας 

δίνει τον επόµενο πίνακα Simplex, no2.  

Θέτουµε s=2 και επιστρέφουµε στο Βήµα 1. 

Βήµα 1: Οι µεταβλητές που µπορούν να εισαχθούν στη νέα βάση είναι: x1, x5. 

Τα στοιχεία - οδηγοί a2
rj βρίσκονται από τη σχέση (Ι.4.ιβ): 

α2
21=1 α2

25=1           
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Βήµα 2: Υπολογίζουµε τις τιµές k2j από τη σχέση (Ι.4.ιγ): 

k21= -2,   k25= -56. 

Βήµα 3: Σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.4.ιδ) έχουµε: 

k3=max{k01, k11, 0}=k01=k11=4  

Οπότε µπορούµε να εισάγουµε τη µεταβλητή x1 µέσα στη βάση είτε από τον 

πίνακα Simplex no0 είτε από το no1.  

Βήµα 4: Η είσοδος στη βάση του πίνακα no0 της x1 και η έξοδος της x2 µας 

δίνει τον επόµενο πίνακα Simplex, no3.  

Θέτουµε s=3 και επιστρέφουµε στο Βήµα 1. 

Βήµα 1: Οι µεταβλητές που µπορούν να εισαχθούν στη νέα βάση είναι: x3, x5, 

x6. Τα στοιχεία - οδηγοί a3
rj βρίσκονται από τη σχέση (Ι.4.ιβ): 

α3
15=1 α3

43=2/3 a3
46=1/3           

Βήµα 2: Υπολογίζουµε τις τιµές k3j από τη σχέση (Ι.4.ιγ): 

k35= -44,   k33=4,  k36= -2. 

Βήµα 3: Σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.4.ιδ) έχουµε: 

k4=max{k33, 0}=k33 =4  

Οπότε µπορούµε να εισάγουµε τη µεταβλητή x3 µέσα στη βάση από τον 

πίνακα Simplex no3.  

Βήµα 4: Η είσοδος στη βάση του πίνακα no3 της x3 και η έξοδος της x4 µας 

δίνει τον επόµενο πίνακα Simplex, no4.  

Θέτουµε s=4 και επιστρέφουµε στο Βήµα 1. 
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Βήµα 1: Οι µεταβλητές που µπορούν να εισαχθούν στη νέα βάση είναι: x5, x6. 

Τα στοιχεία - οδηγοί a4
rj βρίσκονται από τη σχέση (Ι.4.ιβ): 

α4
15=1 α4

36=1/2           

Βήµα 2: Υπολογίζουµε τις τιµές k4j από τη σχέση (Ι.4.ιγ): 

k45= -41,   k46= -2. 

Βήµα 3: Σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.4.ιδ) έχουµε: 

k5=max{0}=0 

Πηγαίνουµε στη Φάση 2.  
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Πίνακας 
Simplex (No) 

Βασικές Μεταβλητές Μη Βασικές Μεταβλητές 

  x1 x2 x3 x4 
00 x5  = 18 1 1 1 1 

 x6  = 6 0 0 2 3 

  x1 x5 x3 x6 
0 x2  =16 1 1 1/3 -1/3 

 x4  =2 0 0 2/3 1/3 

 x7 (Υ) =20 1 4 1/3 2/3 

 k0j 4 -44 19 16 

  x1 x5 x4 x6 
1 x2  =15 1 1 -1/2 -1/2 

 x3  =3 0 0 3/2 1/2 

 x7 =19 1 4 -1/2 1/2 

 k1j 4 -41 - 16 

  x1 x5 x3 x4 
2 x2  =18 1 1 1 1 

 x6  =6 0 0 2 3 

 x7 =16 1 4 -1 -2 

 k2j -2 -56 - - 

  x2 x5 x3 x6 
3 x1  =16 1 1 1/3 -1/3 

 x4  =2 0 0 2/3 1/3 

 x7 =4 -1 3 0 1 

 k3j - -44 4 -2 

  x2 x5 x4 x6 
4 x1  =15 1 1 -1/2 -1/2 

 x3  =3 0 0 3/2 1/2 

 x7 =4 -1 3 0 1 

 k4j - -41 - -2 

 
Πίνακας  (Ι.4.5) 
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Φάση 2    

Έχουµε κρατήσει τους πίνακες no 0, 1, 2, 3, 4 που κατασκευάσαµε στη Φάση1 

και εφαρµόζουµε τις σχέσεις (Ι.4.ιστ) και (Ι.4.ιζ) χωρίς να ξαναπαράξουµε τις ίδιες 

λύσεις µε αυτές της Φάσης 1. 

Οι νέες αυτές λύσεις αντιστοιχούν σε εισαγωγή στη βάση των xj στη θέση της 

µεταβλητής Y (x7), η οποία αφού εξέρχεται από τη βάση µηδενίζεται (Y=0), δίνοντάς 

µας σύµφωνα µε την (Ι.4.ιστ), z=z*-k=56. Οκτώ νέες λύσεις υπολογίζονται στη Φάση2 

(Πίνακας Ι.4.6, no 5-12). 

Η λύση no 5 για παράδειγµα υπολογίζεται σύµφωνα µε τις σχέσεις (Ι.4.ιστ) και 

(Ι.4.ιζ) από τον πίνακα Simplex no 0 (όπου k05<0): 

x5=20/4=5,       x2=16-1×5=11,      x4=2-0×5=2    

Παρόµοια υπολογίζεται και η λύση no 6 από τον πίνακα Simplex no 1 (όπου 

k15<0): 

x5=19/4,        x2=15-1×19/4=41/4,        x3=3-0×19/4=3     

Λύσεις No Τιµή της z x1 x2 x3 x4 x5 x6 
0 76 0 16 0 2 0 0 

1 75 0 15 3 0 0 0 

2 72 0 18 0 0 0 6 

3 60 16 0 0 2 0 0 

4 60 15 0 3 0 0 0 

5 56 0 11 0 2 5 0 

6 56 0 41/4 3 0 19/4 0 

7 56 16 2 0 0 0 6 

8 56 0 14 0 0 4 6 

9 56 44/3 0 0 2 4/3 0 

10 56 52/3 0 0 2/3 0 4 

11 56 41/3 0 3 0 4/3 0 

12 56 17 0 1 0 0 4 
Πίνακας (Ι.4.6) 
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I.4.3. Κριτική της Μεθόδου 

Η µέθοδος της Αντίστροφης Simplex χαρακτηρίζεται από το σχετικά γρήγορο 

έλεγχο των σχεδόν βέλτιστων λύσεων αφού κάθε επανάληψη του αλγορίθµου 

πραγµατοποιείται από µία φορά. Ένα άλλο πλεονέκτηµα της µεθόδου, ίσως το πιο 

σηµαντικό, είναι ότι η αναζήτηση των λύσεων γίνεται βαθµίδων καθώς η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης µειώνεται. Έτσι, µας δίνεται η δυνατότητα να 

µελετήσουµε την ευστάθεια της βέλτιστης λύσης ενός γραµµικού προγράµµατος για 

διαφορετικές τιµές της παραµέτρου k. Είναι λυπηρό το γεγονός ότι η µέθοδος της 

Αντίστροφης Simplex (σε αυτή ακριβώς τη µορφή της) δε µας εγγυάται την 

εξαντλητική αναζήτηση όλων των κορυφών του υπερπολυέδρου ΥΠ Ι.1.2. 

Με τη µέθοδο που περιγράψαµε, επιτρέπεται στους αναλυτές, κυρίως 

γραµµικών προγραµµάτων µεγάλων διαστάσεων, να αποκτήσουν αρχικά τις σχεδόν 

βέλτιστες λύσεις τις λιγότερο αποµακρυσµένες από τη βέλτιστη z*, έτσι ώστε να 

έχουν τη δυνατότητα να σταµατήσουν την αναζήτηση των υπολοίπων λύσεων-

κορυφών του ΥΠ Ι.1.2 σε µία δεδοµένη στιγµή.          

Το βασικό µειονέκτηµα της µεθόδου είναι ο µεγάλος χώρος µνήµης που 

καταλαµβάνουν στον υπολογιστή όλοι οι πίνακες Simplex που παρήχθησαν κατά την 

εκτέλεση της πρώτης φάσης. Στο παράδειγµα που παρουσιάσαµε χρειάζεται η 

αποθήκευση πέντε πινάκων Simplex παρόλο που το γραµµικό πρόγραµµα είναι πολύ 

µικρών διαστάσεων. Υπάρχουν κάποιες τεχνικές που µειώνουν τις απαιτήσεις σε 

µνήµη αλλά από την άλλη µεριά αυξάνουν τον όγκο των υπολογισµών.(J.Siskos, 1984)           
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I.5. Ο Αλγόριθµος των Manas-Nedoma 

I.5.1. Περιγραφή του Αλγόριθµου 

Όπως παρατηρήσαµε και στο Κεφάλαιο Ι.3, ένα κυρτό υπερπολύεδρο του 

τύπου ΥΠ Ι.1.2 µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα συνεκτικό γράφηµα(graph 

connected) (V,U) όπου V είναι το σύνολο των κόµβων και U το σύνολο των τόξων 

που συνδέουν ανά δύο τους κόµβους, και που µπορούµε να τα διαβούµε 

ακολουθώντας τα βήµατα της Simplex. Έτσι, δύο κόµβοι είναι γειτονικοί αν 

αντιστοιχούν σε δύο βάσεις της Simplex που διαφέρουν κατά µία και µόνη µεταβλητή. 

Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να διαβούµε το τόξο που συνδέει τους δύο 

γειτονικούς κόµβους κατά τις δύο, αντίθετες, κατευθύνσεις, αφού όπως έχουµε ήδη 

αποδείξει, κάθε βήµα της Simplex είναι αντιστρέψιµο. Το γράφηµα που αντιστοιχεί 

στο κυρτό υπερπολύεδρο ΥΠ Ι.1.2 του παραδείγµατος που παραθέσαµε στο 

προηγούµενο κεφάλαιο δίνεται στο σχήµα Σχ.Ι.5.1. (J.Siskos, 1984)         

 

Σχ.Ι.5.1 

9 

11 5 

 6 

 1 

8 

0 

10 3 

2

7 

12 4 
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Η αναζήτηση όλων των κορυφών του ΥΠ Ι.1.2 ισοδυναµεί µε την εξερεύνηση 

όλων των κόµβων του γραφήµατος (V,U). Προκειµένου να µοντελοποιήσουµε σε 

κάποιο βαθµό αυτές τις γενικές ιδέες πρέπει να ορίσουµε κάποια µεγέθη: 

− Το V (σύνολο των κόµβων του γραφήµατος) περιέχει διανύσµατα 

διάστασης m των οποίων τα στοιχεία είναι ακέραιοι αριθµοί (δείκτες των 

βάσεων της Simplex) u=(i1, i2, ..., im) µε 1≤ij≤m, j=1,2,...,m. 

− ∆ύο διαφορετικοί κόµβοι u1=(i1, i2, ..., im) και u2=(k1, k2, ..., km) απέχουν 

µεταξύ τους κατά µία απόσταση d≤m αν d ακριβώς στοιχεία του u2 είναι 

διαφορετικά από αυτά του u1. Οι u1 και u2 είναι γειτονικές εφόσον έχουν 

d=1.  

− Ένα τόξο (u1, u2) ∈ U αν και µόνο αν u1 και u2 είναι γειτονικοί. Αν M⊂V, 

θέτουµε ως Γ(Μ) το σύνολο που παίρνουµε από την πρόσθεση στο Μ 

όλων των κόµβων που έχουν ένα γειτονικό κόµβο στο σύνολο Μ. Με άλλα 

λόγια, οι γειτονικοί κόµβοι του ui απαρτίζουν το σύνολο Γ(ui). 

Το πρόβληµα της αναζήτησης όλων των κόµβων ενός γραφήµατος (V,U) 

τίθεται πλέον διαφορετικά. Αρκεί να βρούµε ένα �µονοπάτι� που περνάει από όλους 

τους κόµβους ενός γραφήµατος χωρίς να χρειάζεται να κρατάµε στον υπολογιστή, 

παρά ένα και µοναδικό πίνακα Simplex, προκειµένου να παράξουµε τους νέους 

κόµβους. (M.Manas and J.Nedoma, 1968)      

Οι Manas-Nedoma το 1968 µας έδωσαν ένα αλγόριθµο του οποίου σκοπός 

είναι η πραγµατοποίηση ενός �περιπάτου� µέσα στο γράφηµα (V,U) που θα έχει δύο 

χαρακτηριστικές ιδιότητες: 

1) να αποφεύγει την αναπαραγωγή (εφόσον αυτό είναι δυνατό) λύσεων που 

έχουν ήδη υπολογιστεί, 

2) να κρατάει στη µνήµη του υπολογιστή ένα και µοναδικό πίνακα Simplex. 

Ο αλγόριθµος, που µας δίνει τη δυνατότητα εύρεσης όλων των κόµβων του 

συνεκτικού γραφήµατος δουλεύει ως ακολούθως: 
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Ξεκινάµε από ένα αρχικό κόµβο - λύση (uo) που δεν είναι άλλη από τη 

βέλτιστη λύση του γραµµικού µας προγράµµατος και κατασκευάζουµε δύο 

πεπερασµένες ακολουθίες συνόλων που περιέχουν κόµβους του γραφήµατος. 

Η πρώτη ακολουθία συνόλων (R1, R2,  ..., Rs) περιλαµβάνει τους κόµβους που 

έχουν ήδη υπολογιστεί (µε τον όρο «υπολογισµό κόµβων» εννοούµε τον καθορισµό 

των συντεταγµένων των αντίστοιχων διανυσµάτων των βασικών δυνατών λύσεων του 

γραµµικού µας προγράµµατος). 

Η δεύτερη ακολουθία συνόλων (W1, W2, ..., Ws) περιλαµβάνει τους κόµβους 

που δεν έχουµε ακόµα υπολογίσει αλλά που µπορούν να υπολογιστούν ξεκινώντας 

από ένα ή περισσότερους κόµβους που ανήκουν στο σύνολο Rs πραγµατοποιώντας µία 

και µόνη επανάληψη της µεθόδου Simplex. 

Η κατασκευή των συνόλων R και W γίνεται µε τον παρακάτω τρόπο: 

Θέτουµε R1=uo και W1=Γ(uo)-uo όπου Γ(uo) το σύνολο των κόµβων που 

γειτονεύουν µε τον κόµβο - λύση uo. Στη συνέχεια επιλέγουµε αυθαίρετα ένα κόµβο u1 

από το σύνολο W1 και τον υπολογίζουµε. 

Αµέσως µετά θέτουµε R2=uo∪u1 και W2=W1∪Γ(u1)-R2. 

Υποθέτουµε τώρα ότι έχουµε κατασκευάσει τα σύνολα Rs και Ws και ότι Ws≠0 

για s=1,2,...,k. Στη συνέχεια κατασκευάζουµε τα σύνολα Rk+1 και Wk+1 ως ακολούθως: 

Αν uk-1 είναι ο κόµβος που συµπεριλήφθηκε τελευταία στο Rk, ελέγχουµε αν υπάρχει 

κόµβος στο Wk ο οποίος είναι γειτονικός του uk-1. Αν υπάρχει τέτοιος, έστω ο uk, τον 

επιλέγουµε, τον υπολογίζουµε και θέτουµε: 

         Rk+1=Rk∪uk   (Ι.5.α)               

και    Wk+1=Wk∪Γ(uk)-Rk+1   (Ι.5.β) 

Αν δεν υπάρχει τέτοιος κόµβος στο Wk, ελέγχουµε αν υπάρχει κόµβος στο Wk 

που απέχει από τον uk-1 απόσταση d=2, αν όχι, ελέγχουµε για κόµβο µε d=3 κ.ο.κ.. 

Συνεχίζοντας πρέπει να βρούµε ένα κόµβο µε απόσταση d≤m, όπου m η διάσταση της 
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βάσης της Simplex. Επιλέγουµε αυτό τον κόµβο και υπολογίζουµε τα Rk+1 και Wk+1 

σύµφωνα µε τις σχέσεις (Ι.5.α) και (Ι.5.β). 

Αναπόφευκτα µετά από την εκτέλεση ενός πεπερασµένου αριθµού βηµάτων θα 

φτάσουµε στο σηµείο, όπου για το σύνολο Ws θα ισχύει Ws=∅. Ισχύει η ακόλουθη 

πρόταση: Αν Ws=∅ τότε Rk=V (δηλαδή έχουµε υπολογίσει τις συντεταγµένες όλων 

των διανυσµάτων των πιθανών δυνατών βασικών λύσεων). 

Απόδειξη της πρότασης: Το γράφηµα Γ είναι συνεκτικό (δηλαδή µπορούµε 

πάντα να βρούµε �µονοπάτι� από τον κόµβο u1 στον u2, χρησιµοποιώντας τη 

µέθοδο Simplex σε ένα γραµµικό πρόγραµµα, που έχει ως βέλτιστη λύση ένα 

διάνυσµα που αντιστοιχεί στον κόµβο u2, ξεκινώντας από µία αρχική λύση, ένα 

διάνυσµα που αντιστοιχεί στον κόµβο u1). Αυτό ισοδυναµεί µε τη δήλωση ότι 

δεν υπάρχουν δύο µη κενά σύνολα M, N τέτοια ώστε M∪N=V και  

(Γ(Μ)∩N)∪(M∩Γ(N))=∅     (Ι.5.γ) 

Από τη διαδικασία κατασκευής των συνόλων Wk και Rk έχουµε: 

( ) ( )Wk = − = −
=

−

=

−

Γ Γu u R Rj
j o

k

j
j

k

k k

1

0

1

U U    (Ι.5.δ) όπου Γ(Rk) το σύνολο των 

κόµβων που γειτονεύουν µε τους κόµβους του συνόλου Rk και επειδή 

Rk⊂Γ(Rk), Wk=∅ σηµαίνει ότι Γ(Rk)=Rk. 

Έτσι έχουµε Γ(Rk)∩(V-Rk)=∅ και Γ(V-Rk)∩Rk=∅, και θέτουµε προς στιγµή 

M=Rk και N=V-Rk, οπότε ισχύει για τα δύο αυτά σύνολα M∪N=V και η σχέση 

(Ι.5.γ). 

Από τη στιγµή που Rk≠∅ και το Γ είναι συνεκτικό γράφηµα πρέπει να ισχύει: 

V-Rk=0⇒V=Rk.(M.Manas and J.Nedoma, 1968) 

 

 

Στο σχήµα Σχ.Ι.5.2 παρουσιάζεται το λογικό διάγραµµα του αλγορίθµου των 

Manas-Nedoma.(J.Siskos, 1984)  
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Αρχή

s=0

         Rs=
         Ws=

Επιλογή του uo
(βέλτιστος πίνακας Simplex)

Ανανέωση του us

∅
∅

               Ws+1= ∅ Τέλος

t=1

Υπάρχει us+1   Ws+1
τέτοιο ώστε d(us,us+1)=t; t=t+1

Επιλογή ενός
us+1     Ws+1

∈

∈

s=s+1

 

 

Ο συνολικός αριθµός των 

επαναλήψεων της Simplex που πρέπει να πραγµατοποιήσουµε προκειµένου να 

εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο των Manas-Nedoma είναι σαφώς µικρότερος, 

Σχ. Ι.5.2 

Rs+1=Rs∪us             
Ws+1=Ws∪Γ(us)-Rs+1    

ΟΧΙ 

ΝΑΙ ΟΧΙ 

ΝΑΙ 
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συγκρινόµενος µε το συνολικό αριθµό των επαναλήψεων που απαιτούνται κατά την 

εφαρµογή της µεθόδου του Tarry. Για ένα γραµµικό πρόγραµµα, έστω το ΓΠ Ι.1.1, µε 

r βασικές δυνατές λύσεις, m περιορισµούς και n κύριες µεταβλητές απόφασης (l=n+m 

οι συνολικές µεταβλητές απόφασης όπου έχουµε προσθέσει και m µεταβλητές 

απόκλισης, οπότε ο n εκφράζει παράλληλα και των αριθµό των µεταβλητών εκτός 

βάσης), η µέθοδος του Tarry χρειάζεται ακριβώς n×r επαναλήψεις της Simplex ώστε 

να ολοκληρωθεί. Αντίθετα στον αλγόριθµο που εξετάζουµε ο αριθµός των 

επαναλήψεων που πραγµατοποιούµε κυµαίνεται από r µέχρι m×r, στην περίπτωση που 

υποθέσουµε ότι δεν έχουµε εκφυλισµένες λύσεις. (J.Siskos, 1984) 

Ο τύπος των υπερπολυέδρων όπου ο αριθµός των επαναλήψεων είναι ακριβώς 

r (Hamiltonian µονοπάτι µέσα στο γράφηµα) δεν έχει ακόµα οριστεί από τους 

θεωρητικούς. Hamiltonian µονοπάτι σε ένα γράφηµα είναι το �µονοπάτι� εκείνο που 

µας επιτρέπει να επισκεφτούµε όλους τους κόµβους από µία και µοναδική φορά τον 

κάθε ένα. (T.H.Mattheis and S.D.Rubin, 1980).    

Από άποψη υπολογιστικού φόρτου ο αλγόριθµος των Manas-Nedoma 

χρειάζεται κάθε στιγµή να υπάρχει αποθηκευµένος ένας πίνακας Simplex και ένας 

πίνακας διαστάσεων r×m για τα σύνολα Rs και Ws. (M.Manas and J.Nedoma, 1968)  

Επίσης ο αλγόριθµος στηρίζεται στην αποτελεσµατική διαχείριση µιας λίστας 

αυξανόµενου µεγέθους. Ο αριθµός των στοιχείων της λίστας θα αυξάνεται µέχρι να 

γίνει ίσος µε το συνολικό αριθµό των κορυφών του υπερπολυέρδου. (T.H.Mattheis and 

S.D.Rubin, 1980)     

Συνολικά χρειάζεται να υπολογίσουµε r πίνακες Simplex, όπου r ο αριθµός των 

βασικών δυνατών λύσεων του Γ.Π. Ι.1.1 . (J.Siskos, 1984) 

I.5.2. Ένα Αριθµητικό Παράδειγµα   

Θα χρησιµοποιήσουµε πάλι το παράδειγµα Γ.Π.Ι.4.1 για να εφαρµόσουµε τον 

αλγόριθµο των Manas-Nedoma. Προκειµένου να εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο θα 

θεωρήσουµε k=20, θα εισάγουµε το νέο περιορισµό 3x1+4x2+5x3+6x4≥56⇒ 
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3x1+4x2+5x3+6x4-Y=56 και θα θέσουµε: x x x x1 5 2 6= =,   και Y x= 7 . Θέτουµε 

ακόµα, s=0, Rs=∅ και Ws=∅. 

Ας θεωρήσουµε ως αρχική λύση τη βέλτιστη λύση του γ.π., uo={(2,4,7)} µε 

z*=76. Ο πίνακας Ι.5.1 είναι ο πίνακας Simplex που αντιστοιχεί στη βέλτιστη λύση, 

όπου έχουµε προσθέσει µια γραµµή, που εκφράζει το νέο περιορισµό, µε στοιχεία τις 

αντίθετες τιµές των οριακών καθαρών εισοδηµάτων (∆j) του βέλτιστου πίνακα.  

Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 1 1 1/3 0 1 -1/3 0 16 

x4 0 0 2/3 1 0 1/3 0 2 

x7 1 0 1/3 0 4 2/3 1 20 

    Πίνακας Ι.5.1 

Θέτουµε R1={(2,4,7)} και βρίσκουµε από τον Πίνακα Ι.5.1 τις λύσεις που 

µπορούν να προκύψουν πραγµατοποιώντας µία και µόνη αλλαγή βάσης, βρίσκουµε 

δηλαδή τους γειτονικούς κόµβους. Οπότε έχουµε: 

Γ(uo)={(1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7)} 

και ακόµα 

W1=Wo∪Γ(uo)-uo={(1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7)}. 

Στο W1 υπάρχουν γειτονικές λύσεις στη uo (d=1) και µπορούµε να επιλέξουµε 

αυθαίρετα µία από αυτές για να συνεχίσουµε τον αλγόριθµο. Θα προτιµήσουµε όµως 

τις επόµενες λύσεις κάθε φορά σύµφωνα µε την ταξινόµηση που έχουν αυτές στον 

Πίνακα Ι.4.6. Οπότε επιλέγουµε ως επόµενη λύση τον κόµβο u1=(2,3,7) και την 

υπολογίζουµε. 

Θέτουµε s=1. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

  Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 1 1 0 -1/2 1 -1/2 0 15 
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x3 0 0 1 3/2 0 1/2 0 3 

x7 1 0 0 -1/2 4 1/2 1 19 

    Πίνακας Ι.5.2 

Και έχουµε: R2=R1∪{u1}={(2,4,7), (2,3,7)} 

         Γ(u1)={(1,3,7), (2,4,7), (2,3,5), (2,6,7)} 

         W2=W1∪Γ(u1)-R2={(1,3,7), (1,4,7), (2,3,5), (2,4,5), (2,6,7)} 

Επιλέγουµε u2={(2,6,7)}. 

 

Θέτουµε s=2. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 1 1 1 1 1 0 0 18 

x6 0 0 2 3 0 1 0 6 

x7 1 0 -1 -2 4 0 1 16 

    Πίνακας Ι.5.3 

Και έχουµε: R3=R2∪{u2}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7)} 

Γ(u2)={(2,6,1), (2,3,7), (2,4,7), (2,6,5)} 

W3=W2∪Γ(u2)-R3={(1,3,7), (1,4,7), (2,3,5), (2,4,5), (2,6,1), 

(2,6,5)} 

Επιλέγουµε u3={(2,6,1)}. 

Θέτουµε s=3. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 
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x2 0 1 2 3 -3 0 -1 2 

x6 0 0 2 3 0 1 0 6 

x1 1 0 -1 -2 4 0 1 16 

    Πίνακας Ι.5.4 

Και έχουµε: R4=R3∪{u3}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1)} 

Γ(u3)={(3,6,1), (4,6,1), (2,6,5), (2,6,7)} 

W4=W3∪Γ(u3)-R4={(1,3,7), (1,4,7), (2,3,5), (2,4,5), (2,6,5), 

(3,6,1), (4,6,1)} 

Επιλέγουµε u4={(2,6,5)}. 

Θέτουµε s=4. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 3/4 1 5/4 3/2 0 0 -1/4 14 

x6 0 0 2 3 0 1 0 6 

x5 1/4 0 -1/4 -1/2 1 0 1/4 4 

    Πίνακας Ι.5.5 

Και έχουµε: R5=R4∪{u4}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5)} 

Γ(u4)={(2,6,1), (2,3,5), (2,4,5), (2,6,7)} 

W5=W4∪Γ(u4)-R5={(1,3,7), (1,4,7), (2,3,5), (2,4,5), (3,6,1), 

(4,6,1)} 

Επιλέγουµε u5={(2,4,5)}. 

Θέτουµε s=5. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 



 Ι.5 Ο Αλγόριθµος των Manas-Nedoma 

 56

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 3/4 1 1/4 0 0 -1/2 -1/4 11 

x4 0 0 2/3 1 0 1/3 0 2 

x5 1/4 0 1/12 0 1 1/6 1/4 5 

    Πίνακας Ι.5.6 

Και έχουµε: R6=R5∪{u5}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5), (2,4,5)} 

Γ(u5)={(1,4,5), (2,3,5), (2,6,5), (2,4,7)} 

W6=W5∪Γ(u5)-R6={(1,3,7), (1,4,7), (2,3,5), (3,6,1), (4,6,1), 

(1,4,5)} 

Επιλέγουµε u6={(2,3,5)}. 

Θέτουµε s=6. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 3/4 1 0 -3/8 0 -5/8 -1/4 41/4 

x3 0 0 1 3/2 0 1/2 0 3 

x5 1/4 0 0 -1/8 1 1/8 1/4 19/4 

    Πίνακας Ι.5.7 

Και έχουµε: R7=R6∪{u6}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5), (2,4,5), 

(2,3,5)} 

Γ(u6)={(1,3,5), (2,4,5), (2,6,5), (2,3,7)} 

W7=W6∪Γ(u6)-R7={(1,3,7), (1,4,7), (3,6,1), (4,6,1), (1,4,5), 

(1,3,5)} 

Επιλέγουµε u7={(1,3,5)}. 
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Θέτουµε s=7. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 4/3 0 -1/2 0 -5/6 -1/3 41/3 

x3 0 0 1 3/2 0 1/2 0 3 

x5 0 -1/3 0 0 1 1/3 1/3 4/3 

    Πίνακας Ι.5.8 

Και έχουµε: R8=R7∪{u7}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5), (2,4,5), 

(2,3,5), (1,3,5)} 

Γ(u7)={(2,3,5), (1,4,5), (1,3,6), (1,3,7)} 

W8=W7∪Γ(u7)-R8={(1,3,7), (1,4,7), (3,6,1), (4,6,1), (1,4,5)} 

Επιλέγουµε u8={(1,3,7)}. 

Θέτουµε s=8. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 1 0 -1/2 1 -1/2 0 15 

x3 0 0 1 3/2 0 1/2 0 3 

x7 0 -1 0 0 3 1 1 4 

    Πίνακας Ι.5.9 

Και έχουµε: R9=R8∪{u8}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5), (2,4,5), 

(2,3,5), (1,3,5), (1,3,7)} 

Γ(u8)={(2,3,7), (1,4,7), (1,3,5), (1,3,6)} 

W9=W8∪Γ(u8)-R9={(1,4,7), (3,6,1), (4,6,1), (1,4,5)} 

Επιλέγουµε u9={(1,4,7)}. 
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Θέτουµε s=9. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 1 1/3 0 1 -1/3 0 16 

x4 0 0 2/3 1 0 1/3 0 2 

x7 0 -1 0 0 3 1 1 4 

    Πίνακας Ι.5.10 

Και έχουµε: R10=R9∪{u9}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5), (2,4,5), 

(2,3,5), (1,3,5), (1,3,7), (1,4,7)} 

Γ(u9)={(2,4,7), (1,3,7), (1,4,5), (1,4,6)} 

W10=W9∪Γ(u9)-R10={(3,6,1), (4,6,1), (1,4,5)} 

Επιλέγουµε u10={(1,4,5)}. 

Θέτουµε s=10. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 4/3 1/3 0 0 -2/3 -1/3 44/3 

x4 0 0 2/3 1 0 1/3 0 2 

x5 0 -1/3 0 0 1 1/3 1/3 4/3 

    Πίνακας Ι.5.11 

Και έχουµε: R11=R10∪{u10}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5), (2,4,5), 

(2,3,5), (1,3,5), (1,3,7), (1,4,7), (1,4,5)} 

Γ(u10)={(2,4,5), (1,3,5), (1,4,6), (1,4,7)} 

W11=W10∪Γ(u10)-R11={(3,6,1), (4,6,1)} 

Επιλέγουµε u11={(1,4,6)}. 

Θέτουµε s=11. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 
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 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 2/3 1/3 0 2 0 1/3 52/3 

x4 0 1/3 2/3 1 -1 0 -1/3 2/3 

x6 0 -1 0 0 3 1 1 4 

    Πίνακας Ι.5.12 

Και έχουµε: R12=R11∪{u11}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5), (2,4,5), 

(2,3,5), (1,3,5), (1,3,7), (1,4,7), (1,4,5), (1,4,6)} 

Γ(u11)={(1,2,6), (1,3,6), (1,4,5), (1,4,7)} 

W12=W11∪Γ(u11)-R12={(3,6,1)} 

Επιλέγουµε u12={(1,3,6)}. 

Θέτουµε s=12. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

 Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 1/2 0 -1/2 5/2 0 1/2 17 

x3 0 1/2 1 3/2 -3/2 0 -1/2 1 

x6 0 -1 0 0 3 1 1 4 

    Πίνακας Ι.5.13 

Και έχουµε: R13=R12∪{u12}={(2,4,7), (2,3,7), (2,6,7), (2,6,1), (2,6,5), (2,4,5), 

(2,3,5), (1,3,5), (1,3,7), (1,4,7), (1,4,5), (1,4,6), (1,3,6} 

Γ(u12)={(1,2,6), (1,4,6), (1,3,5), (1,3,7)} 

W13=W12∪Γ(u12)-R12={∅} 

Οπότε ο αλγόριθµος περατώνεται. 
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I.5.3. Κριτική του Αλγορίθµου    

Στο παράδειγµα που παραθέσαµε, το �µονοπάτι� που ακολουθήσαµε 

προκειµένου να επισκεφτούµε όλους τους κόµβους του γραφήµατος είναι ένα 

�Hamiltonian µονοπάτι� αφού δε χρειάστηκε να επισκεφτούµε για δεύτερη φορά ένα 

κόµβο που ήδη είχαµε υπολογίσει.  

Οπότε πραγµατοποιήσαµε s=12 επαναλήψεις του αλγορίθµου και χρειάστηκε 

να υπολογίσουµε 12 διαφορετικούς πίνακες Simplex. Παρατηρούµε ότι ο 

συγκεκριµένος αλγόριθµος ενώ κάνει οικονοµία µνήµης στον υπολογιστή αφού 

χρειάζεται η αποθήκευση ενός και µόνου πίνακα Simplex σε κάθε επανάληψη του, 

υπάρχει όµως µεγάλος υπολογιστικός φόρτος προκειµένου να υπολογιστούν s πίνακες 

Simplex όπου r ≤ s ≤ r×m.       
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I.6. Μία Ρεαλιστική Προσέγγιση 

I.6.1. Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Σύµφωνα µε όσα παρουσιάσαµε στα Κεφάλαια Ι.4 και Ι.5, σχετικά µε τη 

µέθοδο της Αντίστροφης Simplex και τον αλγόριθµο των Manas-Nedoma, θα 

προχωρήσουµε στο παρόν κεφάλαιο στην παρουσίαση µιας ρεαλιστικής προσέγγισης 

του προβλήµατος της µεταβελτιστοποίησης των γραµµικών προγραµµάτων. 

Ο όρος �ρεαλιστική προσέγγιση� ισοδυναµεί µε την εφαρµογή ενός 

αλγορίθµου εύρεσης των πολλαπλών ή των ηµιβέλτιστων λύσεων ενός γραµµικού 

προγράµµατος, που θα συνοδεύεται: i)από ορθή διαχείριση της µνήµης του 

υπολογιστή, ii)από τον περιορισµό του όγκου των απαιτούµενων υπολογισµών και 

iii)από την εύρεση, αν όχι όλων, τότε όσο το δυνατόν περισσότερων πολλαπλών ή 

ηµιβέλτιστων λύσεων. 

Όπως σχολιάσαµε και στο Κεφάλαιο Ι.4 το βασικό µειονέκτηµα της µεθόδου 

της Αντίστροφης Simplex είναι οι µεγάλες απαιτήσεις σε µνήµη ώστε να 

αποθηκεύονται στον υπολογιστή όλοι οι πίνακες Simplex που παράγονται κατά την 

εκτέλεση της πρώτης φάσης της µεθόδου. Από την άλλη µεριά η εφαρµογή του 

αλγορίθµου των Manas-Nedoma απαιτεί την πραγµατοποίηση µεγάλου αριθµού 

υπολογισµών.  

Βασική απαίτηση των αναλυτών, κυρίως γραµµικών προγραµµάτων µεγάλων 

διαστάσεων είναι η εξαντλητική αναζήτηση όλων των πολλαπλών ή σχεδόν βέλτιστων 

λύσεων στον ελάχιστο δυνατό χρόνο. Ο αλγόριθµος που θα παρουσιάσουµε στη 

συνέχεια έχει σα βάση του τη µέθοδο της Αντίστροφης Simplex ελαττώνοντας όµως 

τις απαιτήσεις σε µνήµη στο ελάχιστο, αφού χρειάζεται σε κάθε επανάληψη του η 

αποθήκευση ενός και µοναδικού πίνακα Simplex. Παράλληλα η εφαρµογή του 
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αλγορίθµου, όπως θα δείξουµε, απαιτεί σαφώς µικρότερο αριθµό υπολογισµών σε 

σύγκριση µε τον αλγόριθµο των Manas-Nedoma.     

Έτσι πετυχαίνουµε ταχύτερη αναζήτηση των µεταβέλτιστων λύσεων, ενώ 

παράλληλα ελαττώνεται η πιθανότητα µη εύρεσης όλων των λύσεων σε σύγκριση µε 

τη µέθοδο της Αντίστροφης Simplex, η αναζήτηση βασικών δυνατών λύσεων 

συνεχίζεται και µετά τη στιγµή που η µεταβλητή Y (βλ. Σχέση (Ι.2.α)) βγαίνει εκτός 

βάσης, δηλαδή όταν z=z*-k. 

Ο αλγόριθµος που προτείνουµε εκτελείται ως ακολούθως: 

Ξεκινάµε από τον βέλτιστο πίνακα Simplex που αντιστοιχεί στην λύση uo*. Η 

λύση αυτή αποτελεί το µοναδικό στοιχείο του συνόλου Rs=Ro. Το Ro είναι το πρώτο 

σύνολο από µία ακολουθία συνόλων (Ro, R1, R2,....) που περιλαµβάνει τις λύσεις που 

έχουν ήδη υπολογιστεί. Στο βέλτιστο πίνακα Simplex προσθέτουµε µία νέα γραµµή 

που αντιστοιχεί στον περιορισµό z-Y= z*-k όπου k µία θετική ποσότητα που εκφράζει 

την παραχώρηση στην οποία είναι διατεθειµένος να προχωρήσει ο αποφασίζων, 

σύµφωνα µε το Κεφάλαιο Ι.2. Έστω ότι έχουµε κατασκευάσει σύµφωνα µε τα 

παραπάνω τον πίνακα s=0.  

Στη συνέχεια βρίσκουµε τις γειτονικές βασικές δυνατές λύσεις από τον πίνακα 

s  και οι οποίες αποτελούν τα στοιχεία του συνόλου Ws που περιλαµβάνει τις λύσεις 

εκείνες που δεν έχουµε ακόµα υπολογίσει αλλά που µπορούν να υπολογιστούν 

ξεκινώντας από τον πίνακα s πραγµατοποιώντας µία και µόνη επανάληψη του 

αλγορίθµου Simplex. Με τον όρο �υπολογίζουµε� εννοούµε ότι καθορίζουµε τις 

συντεταγµένες των αντίστοιχων διανυσµάτων των βασικών δυνατών λύσεων του 

γραµµικού µας προγράµµατος. Κάθε λύση που υπολογίζουµε την αφαιρούµε από το 

σύνολο Ws και την προσθέτουµε στο σύνολο Rs. Μετά από ορισµένο αριθµό 

επαναλήψεων θα έχουµε υπολογίσει όλες τις λύσεις του συνόλου Ws, οπότε το σύνολο 

Ws θα είναι κενό (Ws=∅). 

Τότε επιλέγουµε από τις ήδη υπολογισµένες λύσεις εκείνη την οποία µας δίνει 

την µεγαλύτερη τιµή z  και για την οποία  δεν έχουµε υπολογίσει ακόµα τον πίνακα 

Simplex που της αντιστοιχεί. Αν αυτή η λύση είναι γειτονική του πίνακα s 

υπολογίζουµε τον πίνακα s+1 εισάγοντας στη βάση του πίνακα s το διάνυσµα που 
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αντιστοιχεί στη µεταβλητή εκείνη, που δεν περιέχεται στη λύση us, αλλά περιέχεται 

στη γειτονική της λύση που έχουµε ήδη επιλέξει.  

Σε περίπτωση που δεν είναι γειτονική η συγκεκριµένη λύση, πραγµατοποιούµε 

τις απαραίτητες αλλαγές βάσεων µέχρι να υπολογίσουµε τον πίνακα s+1 που θα 

αντιστοιχεί στη λύση που επιλέξαµε. 

Ο αλγόριθµος περατώνεται εφόσον µετά τον υπολογισµό κάποιου πίνακα s+1 

διαπιστώσουµε ότι δεν υπάρχουν κάποιες γειτονικές λύσεις που να µην έχουµε ήδη 

υπολογίσει, έχοντας όµως προηγουµένως ήδη υπολογίσει όλες τις λύσεις για τις οποίες 

z>z*-k, δηλαδή λύσεις στις οποίες περιέχεται η µεταβλητή απόκλισης Y. 

Προκειµένου να προχωρήσουµε στην εκτέλεση του αλγορίθµου θα πρέπει να 

ορίσουµε κάποια µεγέθη σε αντιστοιχία µε τα µεγέθη που ορίσαµε στο Κεφάλαιο Ι.5. 

1) us: Η λύση που αντιστοιχεί στον πίνακα Simplex µε δείκτη s. 

2) usj: Οι λύσεις που γειτονεύουν µε τη λύση us. Με τον όρο �γειτονεύουν� 

εννοούµε ότι µπορούν να υπολογιστούν ξεκινώντας από τον πίνακα Simplex 

s εκτελώντας ένα και µόνο βήµα του αλγορίθµου Simplex. Οι usj είναι 

διανύσµατα διάστασης m+1 των οποίων τα στοιχεία είναι ακέραιοι αριθµοί 

(δείκτες των διανυσµάτων των βάσεων της Simplex). usj=(i1, i2, ..., im, im+1) 

µε 1≤ij≤m+1, j=1,2,...,m,m+1. 

3) vusj: Το διάνυσµα των συντεταγµένων της usj. 

4) Rs: Το σύνολο των λύσεων usj που έχουµε ήδη υπολογίσει µέχρι και τη 

στιγµή παραγωγής του πίνακα Simplex µε δείκτη s. 

5) Ns: Το σύνολο των τιµών xs
Bm+n+1 για κάθε usj, εφόσον η xBm+n+1 είναι 

βασική µεταβλητή. (∆ηλ. για τις uusj όπου xBm+n+1 ∈ usj.) 

6) Ks: Το σύνολο των λύσεων usj στις οποίες η µεταβλητή xBm+n+1 δεν είναι 

βασική. Κάθε φορά που υπολογίζουµε ένα νέο πίνακα το Ks γίνεται κενό 

(Ks=∅) 

7) Γ(us): Το σύνολο των λύσεων που γειτονεύουν µε τη λύση us. 
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8) W(us): Το σύνολο των λύσεων που γειτονεύουν µε τη λύση us και δεν 

έχουµε ακόµα υπολογίσει. 

9) d: Η απόσταση όπως ακριβώς την ορίσαµε στο Κεφάλαιο Ι.5.  

10) Ysj: Η τιµή της µεταβλητής απόκλισης Y που αντιστοιχεί στη λύση usj.  

 

Στο σχήµα Σχ. Ι.6.1 παρουσιάζεται το λογικό διάγραµµα του αλγορίθµου 

Πιο συγκεκριµένα ο αλγόριθµος έχει ως εξής:   

            Έστω το παρακάτω γ.π. που οριοθετείται από το παρακάτω υπερπολύεδρο: 

 

όπου A, x, b και c είναι πίνακες διαστάσεων 

m×n, n×1, m×1 και n×1 αντίστοιχα. 

 

Όταν το k είναι θετικός αριθµός το ΥΠ Ι.1.2 οριοθετεί τις ηµιβέλτιστες λύσεις 

ενός γ.π. τύπου Γ.Π.Ι.1.1. Όταν k=0 το ΥΠ Ι.1.2 οριοθετεί τις πολλαπλές βέλτιστες 

λύσεις. Έστω ακόµα ο πίνακας Simplex της βέλτιστης λύσης του Γ.Π.Ι.1.1: 

Βάση Μη Βασικές 
Μεταβλητές 

Βασικές Μεταβλητές Τιµές 
Βασικών 

x1 a1l L a1j L 1 L 0 L 0 L 0 xB1 

M M  M  M  M  M  M M 
xi ail L aij L 0 L 1 L 0 L 0 xBi 

M M  M  M  M  M  M M 
xr arl L arj L 0 L 0 L 1 L 0 xBr 

M M  M  M  M  M  M M 
xm aml L amj L 0 L 0 L 0 L 1 xBm 

Οριακά Καθαρά 
Εισοδήµατα ∆l L ∆j L 0 L 0 L 0 L 0 z=z* 

  

Ax b

c x
x

t

≤

≥ −
≥

z* k
0

 






 ΥΠ I.1.2 

Πίνακας  Ι.6.1 
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ΑΡΧΗ

Βέλτιστος Πίνακας Simplex + νέος περιορισµός: z-Y=z*-k

Θέτουµε: s=0,  us=uo, Rs={uo}, Ns={0}, vuo=(            ).

Βρίσκουµε τις γειτονικές λύσεις usj που αποτελούν το σύνολο Γ(us )

Ks=
Ws=Γ(us)-Rs

Ws=      και Ns={0}

Επιλέγουµε τυχαία µία λύση usj

Υπολογίζουµε το vusj (διάνυσµα των συντεταγµένων της usj)

Rs=Rs+usj

Ks=Ks+usj

Ws=Ws-usj

Ws=

Επιλέγουµε Yqk=maxNs που αντιστοιχεί στη λύση  uqk  εφόσον Νs   {0}. Αλλιώς
επιλέγουµε usj    Ks

Ns=Ns-Yqk

d(us,uqk)=1

Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης,εισάγοντας τη µεταβλητή xk

s=s+1
us=uqk

Ns=Ns-1

Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης εισάγοντας στο πίνακα
Simplex s κάποια µεταβλητή xj    xk που δεν υπάρχει στη

βάση του s αλλά περιέχεται στη λύση usk

d(us,usk)=d(us,usk)-1

Κατασκευάζουµε τον πίνακα των λύσεων

ΤΕΛΟΣ  

x iBi
o  ∀

xBm+n+1 ∈usj 

      Ysj= x B m n
s

+ +
+

1
1  

        Ns=Ns+Ysj  

   ΟΧΙ 

   ΝΑΙ 

   ΟΧΙ 

 ΝΑΙ 

   ΟΧΙ 

 ΝΑΙ 

      ΝΑΙ 

   ΟΧΙ 

    Βήµα 0 

    Βήµα 1 

    Βήµα 4 

    Βήµα 5 

    Βήµα 6 

    Βήµα 7 

    Βήµα 2 

    Βήµα 3 

Σχ. Ι.6.1 

∅

∅

∅

∈
≠

    Βήµα 5 

≠

i 
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Βήµα 0: Ξεκινάµε από τον πίνακα Simplex της βέλτιστης λύσης και 

προσθέτουµε τον περιορισµό (Ι.2.α), z-Y=z*-k, όπου Y η µεταβλητή απόκλισης.  

Για εξυπηρέτησή µας θα θέσουµε: Y=xm+n+1 (I.6.α), xi =xn+1 µε i=1,...,m όπου 

xi  η µεταβλητή απόκλισης του i περιορισµού.  

Οι συντελεστές του νέου περιορισµού στον βέλτιστο πίνακα Simplex είναι οι 

αντίθετες τιµές των καθαρών οριακών εισοδηµάτων. (βλ. Κεφ. Ι.2). Οπότε θα ισχύει: 

ao
m+n+1 j=-∆j  ∀ j  (I.6.β) 

Για τα διανύσµατα εκτός βάσης θα ισχύει: ao
m+n+1≥0, ενώ για τα διανύσµατα 

της βάσης θα ισχύει: ao
m+n+1=0. 

Ακόµα σύµφωνα µε τους Πίνακες (Ι.2.η), (Ι.2.ζ) έχουµε: xo
Bm+n+1=k    (Ι.6.γ) 

 ao
ij=aij ∀ i,j    (Ι.6.δ) 

 xo
Bi=xBi ∀ i,j    (Ι.6.ε) 

Θέτουµε s=0. 

Ο αρχικός πίνακας, µε δείκτη s=0, του αλγορίθµου θα είναι ο ακόλουθος: 

Βάση Μη Βασικές Μεταβλητές Βασικές Μεταβλητές Τιµές Βασικών 
Μεταβλητών 

x1 as
1l L as

1j L 1 L 0 L 0 L 0 0 xs
B1 

M M  M  M  M  M  M M  

xi as
il L as

ij L 0 L 1 L 0 L 0 0 xs
Bi 

M M  M  M  M  M  M M  

xr as
rl L as

rj L 0 L 0 L 1 L 0 0 xs
Br 

M M  M  M  M  M  M M M 
xm as

ml L as
mj L 0 L 0 L 0 L 1 0 xs

Bm 

xm+n+1 as
m+n+1 l L as

m+n+1 j L 0 L 0 L 0 L 0 1 xs
Bm+n+1 

  

Θέτουµε us=uo=(x1, ..., xi, ..., xm+n+1), Rs={uo}, Ns={0}, vuo=( x iBi
o   ∀ ).  

Πίνακας  Ι.6.2 
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Βήµα 1: Βρίσκουµε τις λύσεις usj από την ακόλουθη σχέση: 

usj= min ,
i

Bi
s

ij
s ij

s Br
s

rj
s

x
a

a x
a

j>











= ∀0     (Ι.6.στ) 

όπου j οι δείκτες των διανυσµάτων βρίσκονται εκτός βάσης. 

Κατασκευάζουµε το σύνολο Γ(us): 

Γ(us)={usj, ∀j εκτός βάσης) 

Θέτουµε:  Ks= ∅ 

Ws=Γ(us)-Rs 

Αν Ws ≠∅ πηγαίνουµε στο Βήµα 2. 

Αν Ws =∅ και Ns={0} πηγαίνουµε στο Βήµα 7.  

Βήµα 2: Eπιλέγουµε τυχαία µία λύση usj από το σύνολο Ws. 

Υπολογίζουµε τη λύση usj. 

x x
aBj

s Br
s

rj
s

+ =1      (Ι.6.ζ) 

x x a x i jBi
s

Bi
s

ij
s

Bj
s+ += − ∀ ≠1 1         (Ι.6.η) 

vusj=( x iBi
s+ ∀1   )  

Rs=Rs+usj 

Ks=Ks+usj , για κάθε λύση usj όπου η µεταβλητή xBm+n+1 δεν είναι βασική, 

δηλαδή ∀usj µε m+n+1∉usj. 

Αν η µεταβλητή xBm+n+1 ∈usj τότε Ysj= xBm n
s

+ +
+

1
1     (Ι.6.θ) 
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Ns=Ns+Ysj  

∆ηλαδή αν η µεταβλητή xBm+n+1  είναι βασική στη συγκεκριµένη λύση τότε αυτή 

προστίθεται στο σύνολο Ns. 

Θέτουµε Ws=Ws-usj 

Αν Ws≠0, επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2.  

Αν Ws=0, πηγαίνουµε στο Βήµα 3 για να υπολογίσουµε το νέο πίνακα Simplex.  

Βήµα 3: Επιλέγουµε το µέγιστο Ysj από το σύνολο Ns.  

Yqk=max{Ysj  , 0, ∀s, ∀j}=maxNs     (Ι.6.ι) 

Yqk→uqk από το Rs 

Αν τα µέγιστα είναι περισσότερα από ένα επιλέγουµε αυτό το Yqk για το οποίο 

έχουµε τη µικρότερη απόσταση d(us, uqk). Αν υπάρχουν περισσότερα από ένα µε την 

ίδια ελάχιστη απόσταση τότε διαλέγουµε τυχαία.  

Ns=Ns-Yqk 

Αν maxNs=0 τότε επιλέγουµε ένα uqk από το σύνολο Ks για το οποίο έχουµε τη 

µικρότερη απόσταση d(us, uqk). Αν υπάρχουν περισσότερα από ένα µε την ίδια 

ελάχιστη απόσταση τότε διαλέγουµε τυχαία. 

Βήµα 4: Αν d(us,uqk)=1 τότε πηγαίνουµε στο Βήµα 5 αλλιώς, αν d(us,uqk)>1 

πηγαίνουµε στο Βήµα 6. 

Βήµα 5: Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης στον πίνακα Simplex s εισάγοντας 

τη µεταβλητή xk και αποµακρύνοντας την µεταβλητή xr ώστε να λάβουµε τον 

παρακάτω πίνακα Simplex. 

Θέτουµε s=s+1 

Βάση Μη Βασικές Μεταβλητές Βασικές Μεταβλητές Τιµές Βασικών 
Μεταβλητών 
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x1 as
1l L as

1j L 1 L 0 L 0 L 0 0 xs
B1 

M M  M  M  M  M  M M  

xi as
il L as

ij L 0 L 1 L 0 L 0 0 xs
Bi 

M M  M  M  M  M  M M  

xr as
rl L as

rj L 0 L 0 L 1 L 0 0 xs
Br 

M M  M  M  M  M  M M M 
xm as

ml L as
mj L 0 L 0 L 0 L 1 0 xs

Bm 

xm+n+1 as
m+n+1 l L as

m+n+1 j L 0 L 0 L 0 L 0 1 xs
Bm+n+1 

  

Όπου xr είναι πλέον το xk. Θέτουµε us=uqk,   Ns=Ns-1,   Rs=Rs-1  Πηγαίνουµε στο 

Βήµα 1. 

Βήµα 6: Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης εισάγοντας στον πίνακα Simplex s 

κάποια µεταβλητή xj ≠xk η οποία δεν υπάρχει στη βάση του s αλλά περιέχεται στη 

λύση usk.  

Βάση Μη Βασικές Μεταβλητές Βασικές Μεταβλητές Τιµές Βασικών 
Μεταβλητών 

x1 as
1l L as

1j L 1 L 0 L 0 L 0 0 xs
B1 

M M  M  M  M  M  M M  

xi as
il L as

ij L 0 L 1 L 0 L 0 0 xs
Bi 

M M  M  M  M  M  M M  

xr as
rl L as

rj L 0 L 0 L 1 L 0 0 xs
Br 

M M  M  M  M  M  M M M 
xm as

ml L as
mj L 0 L 0 L 0 L 1 0 xs

Bm 

xm+n+1 as
m+n+1 l L as

m+n+1 j L 0 L 0 L 0 L 0 1 xs
Bm+n+1 

  

d(us,usk)=d(us,usk)-1 

Πηγαίνουµε στο Βήµα 4. 

Πίνακας  Ι.6.3 

Πίνακας  Ι.6.2 
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Βήµα 7: Κατασκευάζουµε τον πίνακα των λύσεων. ΤΕΛΟΣ 

usj vusj zsj 

   

 

Όπως παρατηρούµε στο Βήµα 1 όταν το σύνολο Ws των λύσεων usj, που 

γειτονεύουν µε τη λύση us και δεν έχουµε ακόµα υπολογίσει, είναι κενό τότε 

περατώνεται η διαδικασία αναζήτησης νέων λύσεων και το σύνολο Rs περιλαµβάνει 

όλες τις λύσεις που έχουµε υπολογίσει.  

Σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.6.ι), όπως και στη µέθοδο της Αντίστροφης Simplex, 

κάθε φορά παράγω ένα νέο πίνακα Simplex, s+1, που η βάση του αντιστοιχεί σε µία 

λύση us+1 η οποία είναι κάθε φορά αυτή µε την αµέσως µικρότερη τιµή της 

µεταβλητής xm+n+1  από αυτή της us. 

Αυτή η συνθήκη µας εξασφαλίζει την εύρεση όλων των λύσεων µε Y>0 και 

αυτό αποδεικνύεται αµέσως παρακάτω: 

Ο αλγόριθµος έχει ως σηµείο εκκίνησης τη λύση uo µε xm+n+1 =k. Στη συνέχεια 

σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.6.ι) βρίσκω τη λύση u1 µε xm+n+1 =Y0k. Όλες οι άλλες λύσεις usj 

που θα υπολογίσουµε στη συνέχεια θα έχουν τιµές της µεταβλητής xm+n+1  µικρότερες ή 

το πολύ ίσες µε την τιµή Y0k. ∆εν υπάρχει καµία άλλη βασική δυνατή λύση µε Ysk 

ανάµεσα σε k και Y0k γιατί αν υπήρχε µια τέτοια λύση, η βέλτιστη λύση, που είναι και 

το σηµείο εκκίνησης για τον αλγόριθµο, θα µπορούσε να παραχθεί από αυτή τη λύση 

σε µία ή περισσότερες επαναλήψεις της µεθόδου της Simplex. Αν µπορούσε να 

παραχθεί σε µία επανάληψη τότε, εκτελώντας την επανάληψη του αλγορίθµου µας 

σύµφωνα µε τη σχέση (Ι.6.ι), ή λύση αυτή θα είχε επιλεγεί. Αν µπορούσε να παραχθεί 

σε περισσότερες από µία επαναλήψεις, η τελευταία λύση πριν τη βέλτιστη θα είχε τιµή 

µεγαλύτερη από Yok. Τότε όµως από αυτή τη λύση η βέλτιστη λύση θα µπορούσε να 

παραχθεί σε µία επανάληψη της Simplex και εκτελώντας την αντίστοιχη επανάληψη 

του αλγορίθµου µας θα βρίσκαµε πρώτα αυτή τη λύση. Μπορούµε χωρίς βλάβη της 
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γενικότητας να θέσουµε ως σηµείο εκκίνησης τη λύση µε Yok και συνεχίζοντας µε το 

ίδιο σκεπτικό να αποδείξουµε ότι τα παραπάνω ισχύουν για κάθε xm+n+1 =Ysj >0. 

Οπότε σύµφωνα µε τα παραπάνω όταν περατωθεί ο αλγόριθµος τότε θα έχουµε 

υπολογίσει όλες τις λύσεις usj µε xm+n+1 =Ysj >0. Παράλληλα έχουµε υπολογίσει και 

λύσεις usj µε xm+n+1 =0, δηλαδή λύσεις για τις οποίες η µεταβλητή xm+n+1  δεν ανήκει στη 

βάση και για τις οποίες ισχύει: z=z*-k. ∆εν µπορούµε να εγγυηθούµε ότι έχουµε βρει 

όλες αυτές τις λύσεις αλλά σύµφωνα µε το Βήµα 4 του αλγορίθµου η αναζήτηση 

συνεχίζεται και µετά την εύρεση όλων των usj µε xm+n+1 =Ysj >0 αφού παράγουµε νέους 

πίνακες Simplex που αντιστοιχούν σε λύσεις µε xm+n+1 =0. Έτσι ο αλγόριθµος που 

προτείνουµε µας παρέχει τη δυνατότητα εύρεσης περισσοτέρων λύσεων από ότι η 

µέθοδος της Αντίστροφης Simplex. 

I.6.2. Ένα Αριθµητικό Παράδειγµα 

Θα εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο στο ίδιο παράδειγµα που χρησιµοποιήσαµε 

και στα Κεφάλαια Ι.2, Ι.4 και Ι.5 ώστε να είµαστε σε θέση να συγκρίνουµε στη 

συνέχεια τα αποτελέσµατα.  

Το γραµµικό πρόγραµµα είναι το ακόλουθο: 

[ ]max
. .

, , , , , ,

z x x x x x x

x x x x x
x x x

x ii

= + + + + +

+ + + + =

+ + =

≥ =















3 4 5 6 0 0

18
2 3 6

0 1 2 3 4 1 2

1 2 3 4 1 2

1 2 3 4 1

3 4 2

                           
          
          

                

υ π
 

Η βέλτιστη λύση µας δίνει z*=76 και είµαστε διατεθειµένοι να κάνουµε µία 

παραχώρηση 20 µονάδων (k=20). Οπότε έχουµε το νέο περιορισµό z-Y=z*-k όπου Y η 
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µεταβλητή απόκλισης. Προκειµένου να διευκολυνθούµε στην εφαρµογή του 

αλγορίθµου θα θέσουµε x x x x1 5 2 6= =,   και Y x= 7 . 

Ο βέλτιστος πίνακας Simplex του γραµµικού προγράµµατος είναι ο 

ακόλουθος: 

 

 

   

 

 

 

όπου ∆j  τα οριακά καθαρά εισοδήµατα. 

Βήµα 0: Ξεκινάµε από τον πίνακα Simplex Ι.6.5 και προσθέτουµε τον 

περιορισµό:  

z-x7=z*-k⇒ x7=z-56 

Σύµφωνα µε τις σχέσεις (Ι.6.β), (Ι.6.γ), (Ι.6.δ), (Ι.6.ε) και µε τους πίνακες (Ι.2.η) 

και (Ι.2.ζ) κατασκευάζω τον ακόλουθο πίνακα Simplex. 

Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 1 1 1/3 0 1 -1/3 0 16 

x4 0 0 2/3 1 0 1/3 0 2 

x7 1 0 1/3 0 4 2/3 1 20 

    Πίνακας Ι.6.6 

  Θέτουµε uo=(2,4,7) 

cB  Βάση 
4 2 

6 4 

1 2 3 4 1  2  

1 1 1/3 0 1 -1/3

0 0 2/3 1 0 1/3 

xB

16 

2 

3 4 5 6 0 0 cj 

-1 0 -1/3 0 -4 -2/3            ∆j z*= 76

Πίνακας Ι.6.5 
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Ro={(2,4,7)} 

No={0} 

vuo=(16,2,20) 

Βήµα 1: Βρίσκουµε τις γειτονικές λύσεις uoj από τη σχέση (Ι.6.στ) και 

κατασκευάζουµε το σύνολο Γ(uo): 

Γ(uo)={(1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7)} 

Θέτουµε:  Ko=∅ 

Wo=Γ(uo)-Ro={(1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7)} 

Wo≠∅,  οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u01=(1,4,7). 

Υπολογίζουµε τη λύση u01. 

xB1=16/1=16 

xB4=2-0×16=2 

xB7=20-1×16=4 

vu01=(16,2,4) 

Ro=Ro+u01={(2,4,7), (1,4,7)} 

Ko=∅ 

x7 ∈ στη βάση της u01 οπότε Y01=4 και No={ Y01=4, 0} 

Wo={(2,3,7), (2,4,5), (2,6,7)} 

Wo≠∅, οπότε επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u03=(2,3,7). 
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Υπολογίζουµε τη λύση u03. 

xB2=16-1/3×3=15 

xB3= 2
2 3/

=3 

xB7=20-1/3×3=19 

vu03=(15,3,19) 

Ro=Ro+u03={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7)} 

Ko=∅ 

x7 ∈ στη βάση της u03 οπότε Y03=19 και No={ Y01=4, Y03=19,  0} 

Wo={(2,4,5), (2,6,7)} 

Wo≠∅, οπότε επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u05=(2,4,5). 

Υπολογίζουµε τη λύση u05. 

xB2=16-5=11 

xB4=2-0×5=2 

xB5=20/4=5 

vu05=(11,2,5) 

Ro=Ro+u05={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5)} 

Ko={(2,4,5)} 

x7 ∉ στη βάση της u05.  

Wo={(2,6,7)} 
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Wo≠∅, οπότε επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u06=(2,6,7). 

Υπολογίζουµε τη λύση u06. 

xB2=16+1/3×6=18 

xB6= 2
1 3/

=6 

xB7=20-2/3×6=16 

vu06=(18,6,16) 

Ro=Ro+u06={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7)} 

Ko={(2,4,5)} 

x7 ∈ στη βάση της u03 οπότε Y06=16 και No={ Y01=4, Y03=19, Y06=16, 0} 

Wo=∅, οπότε επαναλαµβάνουµε το Βήµα 3. 

Βήµα 3: Επιλέγουµε το µέγιστο Yqj από το σύνολο No.  

Y03=maxNo   Y03→u03=(2,3,7) 

No=No-Y03={Y01=4, Y06=16, 0} 

Βήµα  4: d(uo, u03)=1 οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 5. 

Βήµα 5: Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης στον πίνακα Simplex s=0 

εισάγοντας τη µεταβλητή x3  και αποµακρύνοντας τη µεταβλητή x4  και λαµβάνουµε 

τον παρακάτω πίνακα Simplex. 

Θέτουµε: s=0+1=1. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

  Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 
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x2 1 1 0 -1/2 1 -1/2 0 15 

x3 0 0 1 3/2 0 1/2 0 3 

x7 1 0 0 -1/2 4 1/2 1 19 

    Πίνακας Ι.6.7 

Θέτουµε: u1=u03 

R1=Ro={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7)} 

N1=No={Y01=4, Y06=16, 0} 

Πηγαίνουµε στο Βήµα 1. 

Βήµα 1: Βρίσκουµε τις γειτονικές λύσεις u1j από τη σχέση (Ι.6.στ) και 

κατασκευάζουµε το σύνολο Γ(u1): 

Γ(u1)={(1,3,7), (2,4,7), (2,3,5), (2,6,7)} 

Θέτουµε:  K1=∅ 

W1={(1,3,7), (2,3,5)} 

W1≠∅,  οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u11=(1,3,7). 

Υπολογίζουµε τη λύση u11. 

xB1=15/1=15 

xB3=3-0×15=3 

xB7=19-15=4 

vu11=(11,2,5) 

R1=R1+u11={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7)} 
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K1=∅ 

x7 ∈ στη βάση της u11 οπότε Y11=4 και N1={Y01=4, Y06=16, Y11=4, 0} 

W1={(2,3,5)} 

W1≠∅, οπότε επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u15=(2,3,5). 

Υπολογίζουµε τη λύση u15. 

xB2=15-1×19/4=41/9 

xB3=3-0×19/4=3 

xB5=19/4 

vu15=(41/9,3,19/4) 

R1=R1+u15={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5)} 

K1={(2,3,5)} 

x7 ∉ στη βάση της u11  

W1=∅, οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 3. 

Βήµα 3: Επιλέγουµε το µέγιστο Yqj από το σύνολο N1.  

Y06=maxN1   Y06→u06=(2,6,7) 

N1=N1-Y06={Y01=4, Y11=4, 0} 

Βήµα 4: d(u1, u06)=1 οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 5. 

Βήµα 5: Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης στον πίνακα Simplex s=1 

εισάγοντας τη µεταβλητή x6  και αποµακρύνοντας τη µεταβλητή x3  και λαµβάνουµε 

τον παρακάτω πίνακα Simplex. 
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Θέτουµε: s=1+1=2. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

  Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 1 1 1 1 1 0 0 18 

x6 0 0 2 3 0 1 0 6 

x7 1 0 -1 -2 4 0 1 16 

    Πίνακας Ι.6.8 

Θέτουµε: u2=u06 

R2=R1={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5)} 

N2=N1={Y01=4, Y11=4, 0} 

Πηγαίνουµε στο Βήµα 1. 

Βήµα 1: Βρίσκουµε τις γειτονικές λύσεις u2j από τη σχέση (Ι.6.στ) και 

κατασκευάζουµε το σύνολο Γ(u2): 

Γ(u2)={(2,6,1), (2,3,7), (2,4,7), (2,6,5)} 

Θέτουµε:  K2=∅ 

W2={(2,6,1), (2,6,5)} 

W2≠∅,  οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u21=(2,6,1). 

Υπολογίζουµε τη λύση u21. 

xB2=18-1×16=2 

xB6=6-0×16=6 

xB1=16/1=16 
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vu21=(2,6,16) 

R2=R2+u21={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5),    (2,6,1)} 

K2={(2,6,1)} 

x7 ∉ στη βάση της u21  

W2={(2,6,5)} 

W2≠∅, οπότε επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u25=(2,6,5). 

Υπολογίζουµε τη λύση u25. 

xB2=18-1×4=14 

xB6=6-0×4=6 

xB1=16/4=4 

vu25=(14,6,4) 

R2=R2+u25={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5),    (2,6,1), 

(2,6,5)} 

K2={(2,6,1), (2,6,5)} 

x7 ∉ στη βάση της u25  

W2=∅, οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 3. 

Βήµα 3: Επιλέγουµε το µέγιστο Yqj από το σύνολο N2. Στο σύνολο N2 έχουµε 

δύο µέγιστα το Y01 και το Y11  στα οποία αντιστοιχούν οι λύσεις u01=(1,4,7) και 

u11=(1,3,7). Παρατηρούµε ότι d(u2,u01)=2 και d(u2,u11)=2. Οπότε επιλέγουµε τυχαία το 

Y01 →u11=(1,4,7)   

N2=N2-Y01={Y11=4, 0} 
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Βήµα 4: d(u1, u01)=2 οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 6. 

Βήµα 6: Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης στον πίνακα Simplex s=2 

εισάγοντας τη µεταβλητή x4  και αποµακρύνοντας την µεταβλητή x6. 

Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

  Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x2 1 0 1/3 0 1 -1/3 0 16 

x4 0 0 2/3 1 0 1/3 0 2 

x7 1 0 1/3 0 4 2/3 1 20 

    Πίνακας Ι.6.9 

d(u2,u01)=d(u2,u01)-1=1 

Πηγαίνουµε στο Βήµα 4. 

Βήµα 4: d(u2, u01)=1 οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 5. 

Βήµα 5: Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης στον πίνακα Simplex s=2 

εισάγοντας τη µεταβλητή x1  και αποµακρύνοντας τη µεταβλητή x2  και λαµβάνουµε 

τον παρακάτω πίνακα Simplex. 

Θέτουµε: s=2+1=3.  

Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

  Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 1 1/3 0 1 -1/3 0 16 

x6 0 0 2/3 1 0 1/3 0 2 

x7 0 -1 0 0 3 1 1 4 
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    Πίνακας Ι.6.10 

Θέτουµε: u3=u01 

R3=R2={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5), 

(2,6,1), (2,6,5)} 

N3=N2={Y11=4, 0} 

Πηγαίνουµε στο Βήµα 1. 

Βήµα 1: Βρίσκουµε τις γειτονικές λύσεις u3j από τη σχέση (Ι.6.στ) και 

κατασκευάζουµε το σύνολο Γ(u3): 

Γ(u3)={(2,4,7), (1,3,7), (1,4,5), (1,4,6)} 

Θέτουµε:  K3=∅ 

W3={(1,4,5), (1,4,6)} 

W3≠∅,  οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u35=(1,4,5). 

Υπολογίζουµε τη λύση u35. 

xB1=16-1×4/3=44/3 

xB6=2-0×4/3=2 

xB1=4/3 

vu35=(44/3,2,4/3) 

R3=R3+u35={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5),    (2,6,1), 

(2,6,5), (1,4,5)} 

K3={(1,4,5)} 
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x7 ∉ στη βάση της u35  

W3={(1,4,6)} 

W3≠∅, οπότε επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u36=(1,4,6). 

Υπολογίζουµε τη λύση u36. 

xB1=16+1/3×4=52/3 

xB4=2-1/3×4=2/3 

xB6=4/1=4 

vu36=(52/3,2/3,4) 

R3=R3+u36={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5),    (2,6,1), 

(2,6,5), (1,4,5), (1,4,6)} 

K3={(1,4,5), (1,4,6)} 

x7 ∉ στη βάση της u36  

W3=∅, οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 3. 

Βήµα 3: Επιλέγουµε το µέγιστο Yqj από το σύνολο N3.  

Y11=maxN3   Y11→u11=(1,3,7) 

N3=N3-Y11={0} 

Βήµα 4: d(u3, u11)=1 οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 5. 

Βήµα 5: Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης στον πίνακα Simplex s=3 

εισάγοντας τη µεταβλητή x3 και αποµακρύνοντας τη µεταβλητή x4 και λαµβάνουµε τον 

παρακάτω πίνακα Simplex. 
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Θέτουµε: s=3+1=4. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

  Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 1 0 -1/2 1 -1/2 0 15 

x3 0 0 1 3/2 0 1/2 0 3 

x7 0 -1 0 0 3 1 1 4 

    Πίνακας Ι.6.11 

Θέτουµε: u4=u11 

R4=R3={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5),    

(2,6,1), (2,6,5), (1,4,5), (1,4,6)} 

N4=N3={0} 

Πηγαίνουµε στο Βήµα 1. 

Βήµα 1: Βρίσκουµε τις γειτονικές λύσεις u4j από τη σχέση (Ι.6.στ) και 

κατασκευάζουµε το σύνολο Γ(u4): 

Γ(u4)={(2,3,7), (1,4,7), (1,3,5), (1,3,6)} 

Θέτουµε:  K4=∅ 

W4={(2,6,1), (2,6,5)} 

W4≠∅,  οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u45=(1,3,5). 

Υπολογίζουµε τη λύση u45. 

xB1=15-1×4/3=41/3 

xB3=3-0×4/3=3 
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xB5=4/3 

vu45=(41/3,2,4/3) 

R4=R4+u45={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5),    (2,6,1), 

(2,6,5), (1,4,5), (1,4,6), (1,3,5)} 

K4={(1,3,5)} 

x7 ∉ στη βάση της u45  

W4={(1,3,6)} 

W4≠∅, οπότε επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2. 

Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία τη λύση u46=(1,3,6). 

Υπολογίζουµε τη λύση u46. 

xB1=15+1/2×4=17 

xB3=3-1/2×4=1 

xB6=4/1=4 

vu46=(17,1,4) 

R4=R4+u46={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5),    (2,6,1), 

(2,6,5), (1,4,5), (1,4,6), (1,3,5), (1,3,6)} 

K4={(1,3,5), (1,3,6)} 

x7 ∉ στη βάση της u46  

W4=∅, οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 3. 

Βήµα 3: Επιλέγουµε το µέγιστο Yqj από το σύνολο N4.  

maxN3=0, οπότε επιλέγουµε τυχαία από το σύνολο την u45=(1,3,5) 
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Βήµα 4: d(u4, u45)=1 οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 5. 

Βήµα 5: Πραγµατοποιούµε αλλαγή βάσης στον πίνακα Simplex s=4 

εισάγοντας τη µεταβλητή x5 και αποµακρύνοντας τη µεταβλητή x7 και λαµβάνουµε τον 

παρακάτω πίνακα Simplex. 

Θέτουµε: s=4+1=5. Ο νέος πίνακας Simplex είναι ο ακόλουθος: 

  Βάση x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB 

x1 1 4/3 0 -1/2 0 -5/6 -1/3 41/3 

x3 0 0 1 3/2 0 1/2 0 3 

x5 0 -1/3 0 0 1 1/3 1/3 4/3 

    Πίνακας Ι.6.12 

Θέτουµε: u5=u45 

R5=R4={(2,4,7), (1,4,7), (2,3,7), (2,4,5), (2,6,7), (1,3,7), (2,3,5),    

(2,6,1), (2,6,5), (1,4,5), (1,4,6), (1,3,5), (1,3,6)} 

N5=N4={0} 

Πηγαίνουµε στο Βήµα 1. 

Βήµα 1: Βρίσκουµε τις γειτονικές λύσεις u5j από τη σχέση (Ι.6.στ) και 

κατασκευάζουµε το σύνολο Γ(u5): 

Γ(u5)={(2,3,5), (1,4,5), (1,3,6), (1,3,7)} 

Θέτουµε:  K5=∅ 

W5=Γ(u5)-R5=∅ 

W5=∅ και Ns={0},  οπότε πηγαίνουµε στο Βήµα 7. 

Βήµα 7: Κατασκευάζουµε τον πίνακα των λύσεων. ΤΕΛΟΣ 
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usj vusj zsj 

uo=(2,4,7) vuo=(16,2,20) zo=76 

u01=(1,4,7) vu01=(16,2,4) z01=60 

u03=(2,3,7) vu03=(15,3,19) z03=75 

u05=(2,4,5) vu05=(11,2,5) z05=56 

u06=(2,6,7) vu06=(18,6,16) z06=72 

u11=(1,3,7) vu11=(15,3,4) z11=60 

u15=(2,3,5) vu15=(41/9,3,19/4) z15=56 

u21=(2,6,1) vu21=(2,6,16) z21=56 

u25=(2,6,5) vu25=(14,6,4) z25=56 

u35=(1,4,5) vu35=(44/3,2,4/3) z35=56 

u36=(1,4,6) vu36=(52/3,2/3,4) z36=56 

u45=(1,3,5) vu45=(41/3,2,4/3) z45=56 

u46=(1,3,6) vu46=(17,1,4) z46=56 

 

 

 

I.6.3. Κριτική του Αλγορίθµου 

Το σύνολο R5 περιλαµβάνει όλες τις σχεδόν βέλτιστες λύσεις usj για 

s=0,1,2,3,4 που αντιστοιχούν στα διανύσµατα vusj των συντεταγµένων της κάθε λύσης. 

Όπως παρατηρούµε από τη διαδικασία εφαρµογής του αλγορίθµου στο παραπάνω 

παράδειγµα χρειάστηκε να υπολογίσουµε 6 νέους πίνακες Simplex, εκτός του αρχικού, 

προκειµένου να βρούµε τις 12 νέες λύσεις. 



 I.6 Μία Ρεαλιστική Προσέγγιση 

 87

Στην περίπτωση των πολλαπλών βέλτιστων λύσεων (όπου θέτουµε k=0) 

υπάρχει κίνδυνος χρησιµοποιώντας τον παραπάνω αλγόριθµο να υπολογίσουµε µικρό 

αριθµό λύσεων. Ένας τρόπος αποφυγής αυτού του κινδύνου είναι ο µη µηδενισµός του 

συνόλου Ks κατά την πραγµατοποίηση του Βήµατος 1 σε κάθε επανάληψη.  

Παράλληλα σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου είναι απαραίτητη η διατήρηση 

στη µνήµη του υπολογιστή ενός και µοναδικού πίνακα Simplex. 

Αντίθετα, εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο των Manas-Nedoma στο ίδιο 

παράδειγµα χρειάστηκε να υπολογίσουµε 12 νέους πίνακες Simplex, εκτός του 

αρχικού, προκειµένου να υπολογίσουµε τις 12 νέες λύσεις ενώ σε κάθε επανάληψη 

χρειάστηκε, οµοίως, η διατήρηση στη µνήµη του υπολογιστή ενός και µοναδικού 

πίνακα Simplex. 

Κατά την εφαρµογή της µεθόδου της Αντίστροφης Simplex, στο ίδιο 

παράδειγµα στο Κεφάλαιο Ι.4, παρατηρήσαµε ότι χρειάστηκε να υπολογίσουµε 4 

νέους πίνακες Simplex, εκτός του αρχικού, προκειµένου να βρούµε τις 12 νέες λύσεις 

αλλά ήταν απαραίτητη και η αποθήκευση των 4 αυτών πινάκων, συν του αρχικού, 

ώστε να ολοκληρωθεί η µέθοδος. 

Ένα ακόµα πλεονέκτηµα του αλγόριθµου είναι το γεγονός ότι η αναζήτηση των 

λύσεων γίνεται βαθµηδόν καθώς κάθε πίνακας s, που υπολογίζεται, αντιστοιχεί σε 

λύση που µας δίνει κάθε φορά την αµέσως µικρότερη τιµή z της αντικειµενικής 

συνάρτησης. 

Έτσι, δίνεται η δυνατότητα στον αποφασίζοντα να µελετήσει την ευστάθεια 

της βέλτιστης λύσης ενός γραµµικού προγράµµατος για διαφορετικές τιµές της 

παραµέτρου k. Ωστόσο και µετά την επιλογή ενός συγκεκριµένου k, ο αποφασίζων θα 

µπορεί να έχει τη δυνατότητα, κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου, να σταµατήσει την 

αναζήτηση νέων λύσεων, αν πραγµατοποιώντας συγκεκριµένους ελέγχους µε τις ήδη 

υπολογισµένες λύσεις διαπιστώσει ότι είναι σε θέση να εξάγει τα ζητούµενα 

συµπεράσµατα ως προς την ευστάθεια της λύσης.       

Από τα παραπάνω προκύπτει το συµπέρασµα ότι ο αλγόριθµος που 

προτείνουµε ελαττώνει πράγµατι τον απαιτούµενο υπολογιστικό φόρτο κατά τη 
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διαδικασία εύρεσης των πολλαπλών ή ηµιβέλτιστων λύσεων ενός γραµµικού 

προγράµµατος και παράλληλα δίνει τη δυνατότητα στον αποφασίζοντα να σταµατήσει 

την αναζήτηση νέων λύσεων στο σηµείο που επιθυµεί.           
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Οι Jacquet-Lagreze και Σίσκος πρότειναν το 1982 τη µέθοδο UTA προκειµένου 

να επιλυθεί το πρόβληµα της ανάλυσης συµπεριφοράς καταναλωτή. Πρόκειται για µια 

µέθοδο µονότονης παλινδρόµησης για την ανάλυση των προτιµήσεων του 

αποφασίζοντος, που στηρίζεται στη θεωρία της πολυκριτήριας ανάλυσης 

αποφάσεων. Το µοντέλο αυτό έχει τη δυνατότητα αποτελεσµατικού χειρισµού τόσο 

της ποσοτικής όσο και της ποιοτικής πληροφόρησης µέσα από την επίλυση γραµµικών 

προγραµµάτων. Εφαρµόζεται δε όταν το µοντέλο σύνθεσης των κριτηρίων είναι µια 

προσθετική συνάρτηση χρησιµότητας. Το 1985 οι Σίσκος και Γιαννακόπουλος 

πρότειναν την UTA* µια βελτιωµένη έκδοση της UTA. (E.Jaquet-Lagreze & J.Siskos, 

1982; J.Siskos & D.Yannacopolulos, 1985) 

Στην πολυκριτήρια ανάλυση αποφάσεων, συνήθως θεωρούµε ένα σύνολο 

δραστηριοτήτων, έστω Α, στο οποίο αντιστοιχίζονται τιµές που προέρχονται από µια 

συνεπή οικογένεια κριτηρίων έστω g=(g1, g2, ..., gn). Μία κλασσική επιχειρησιακή 

τακτική του υπολογισµού ενός µοντέλου καθολικής προτίµησης του αποφασίζοντα 

µας επιβάλει τη συνάθροιση όλων των κριτηρίων σε ένα και µοναδικό κριτήριο που 

ονοµάζεται συνάρτηση χρησιµότητας.  

U(g)=U((g1, g2, ..., gn)     

Ας ονοµάσουµε P την αυστηρή προτιµησιακή σχέση και I την σχέση 

αδιαφορίας ανάµεσα σε δύο εναλλακτικές δραστηριότητες a και b.  

Αν g(a)=[g1(a), g2(a), ..., gn(a)] είναι η πολυκριτήρια αξιολόγηση της 

δραστηριότητας a, τότε οι ακόλουθες ιδιότητες χαρακτηρίζουν τη συνάρτηση 

χρησιµότητας U:  
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U[g(a)]>U[g(b)]⇔aPb   

U[g(a)]=U[g(b)]⇔aIb    

και η σχέση R=P∪I είναι µια ασθενής διάταξη. 

Επιλύοντας κατάλληλο γραµµικό πρόγραµµα υπολογίζουµε µία βέλτιστη 

συνάρτηση χρησιµότητας U g a*[ ( )] η οποία είναι µία �βέλτιστη� αριθµητική 

αναπαράσταση της προτιµησιακής σχέσης R. Όµως, αν η βέλτιστη F * είναι ίση µε 

µηδέν, αυτό σηµαίνει ότι το πολύεδρο των παραδεκτών λύσεων δεν είναι κενό και ότι 

πολλές συναρτήσεις χρησιµότητας µας δίνουν µία ακριβή αναπαράσταση της σχέσης 

R.  

Ακόµα όµως και στην περίπτωση που η βέλτιστη τιµή F * είναι αυστηρά θετική 

είναι δυνατόν τιµές για την F, χειρότερες από την F *, να µπορούν να βελτιώσουν άλλα 

κριτήρια όπως για παράδειγµα το συντελεστή συσχέτισης του Speerman ή το 

συντελεστή συσχέτισης του Kendal (�τ� του Kendal). 

Η εµπειρία που έχει αποκτηθεί από τη χρήση του µοντέλου της UTA* 

επιβεβαιώνει ότι µη βέλτιστες τιµές της συνάρτησης U[g(a)], για τις οποίες F> F* , µας 

δίνουν ασθενείς διατάξεις R΄, που πλησιάζουν περισσότερο στην R (σύµφωνα µε την 

απόσταση του Speerman ή του Kendal) από ότι η ασθενής διάταξη που συνάγεται από 

τις βέλτιστες τιµές U g a*[ ( )].  

Ακόµη, µερικά κλασσικά φαινόµενα στο µαθηµατικό προγραµµατισµό, όπως ο 

πρωτεύον και ο δυϊκός εκφυλισµός, καθώς και φαινόµενα κριτηρίων συσχέτισης στη 

στατιστική, δε λαµβάνονται υπόψη κατά την αναζήτηση της βέλτιστης λύσης. Οπότε 

σύµφωνα µε τα παραπάνω είναι απαραίτητο να εξετάσουµε τις ηµιβέλτιστες (ή 

πολλαπλές εφόσον υπάρχουν) λύσεις. 

Το υπολογιστικό πρόγραµµα της UTA*, στην παρούσα του µορφή, στη φάση 

της µεταβελτιστοποίησης προβλέπει την επίλυση 2×n γραµµικών προγραµµάτων, όπου 

n o αριθµός των κριτηρίων, ακολουθώντας τη µέθοδο που παρουσιάστηκε στο 

Κεφάλαιο Ι.2. Σύµφωνα µε αυτή τη διαδικασία, ως βέλτιστη τιµές U g a*[ ( )] µπορούµε 
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πλέον να θεωρήσουµε το µέσο όρο των τιµών που θα βρούµε για τα U[g(a)] ∀a∈A΄ 

από την επίλυση των 2×n γραµµικών προγραµµάτων.  

Εφαρµόζοντας τη µεθοδολογία του κεφαλαίου Ι.2 δε βρίσκουµε όλες τις 

πολλαπλές ή σχεδόν βέλτιστες λύσεις αλλά µόνο κάποιες ακραίες τιµές µε αποτέλεσµα 

να υπάρχει ο κίνδυνος εξαγωγής λάθος συµπερασµάτων αφού υπάρχει ελλιπής 

πληροφορία. Ο κίνδυνος αυτός είναι σηµαντικός αν παρατηρήσουµε ότι γενικά η µέση 

τιµή είναι ευαίσθητη στην ύπαρξη λίγων ασυνήθιστα µικρών ή µεγάλων µετρήσεων. 

(Τ.Παπαϊωάννου & Σ.Λουκά, 1990) 

Στόχος µας είναι η αύξηση της ποσότητας και της ποιότητας της διαθέσιµης 

πληροφορίας χωρίς σηµαντική αύξηση του υπολογιστικού φόρτου. Έτσι οδηγούµαστε 

στην εφαρµογή του αλγορίθµου που προτείναµε στο Κεφάλαιο Ι.6. Η εφαρµογή του 

αλγορίθµου αυτού κατά το στάδιο της µεταβελτιστοποίησης θα µας επιτρέψει να 

υπολογίσουµε, αν όχι όλες, τουλάχιστον ένα µεγάλο αριθµό πολλαπλών ή σχεδόν 

βέλτιστων λύσεων, ώστε η µέση τιµή που θα υπολογίσουµε να ανταποκρίνεται 

περισσότερο στην πραγµατικότητα. Με άλλα λόγια η ασθενής διάταξη R΄ που θα 

υπολογίσουµε θα είναι πιο κοντά στην αρχική διάταξη R.   

Εποµένως, η χρήση του αλγορίθµου αυτού στη UTA*, ο οποίος προσφέρει 

χαµηλό υπολογιστικό φόρτο αλλά και τη δυνατότητα στον αποφασίζοντα να 

σταµατήσει την αναζήτηση των λύσεων στο σηµείο που θα διαπιστώσει ότι έχουν 

βελτιωθεί σε ικανοποιητικό βαθµό κάποια συγκεκριµένα κριτήρια, θα αποτελέσει 

αντικείµενο έρευνας επόµενων εργασιών.          
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Παράρτηµα  

Η Μέθοδος Simplex 

Έστω ότι έχουµε την παρακάτω γραµµική συνάρτηση προς µεγιστοποίηση: 

[ ]max z= =
=
∑c xt

j j
j

l
c x
1

 

υπό τους γραµµικούς περιορισµούς: 

Ax b

x

≤ ⇒ ≤ ∀ =

≥ ⇒ ≥ ∀ =
=
∑a x b i m

x j l

i j i
j

n

j

, 

   

1 2

0 0 1 2
1

, ,...,

, , ,...,
 

όπου Α η µήτρα τεχνολογικών συντελεστών (ai) διαστάσεων  m×l, b  το διάνυσµα 

µήτρα των bi διαστάσεων m×l,  c t ο ανάστροφος πίνακας του c διαστάσεων l×1 και x 

ο πίνακας - διάνυσµα των xi διαστάσεων l×1. 

Η µέθοδος simplex απαιτεί, κατ� αρχή, τον µετασχηµατισµό όλων των 

ανισοτήτων του γραµµικού προβλήµατος σε ισότητες, και η µορφή που προκύπτει 

λέγεται πρότυπη µορφή:  

 [ ]max z  ( )1=c xt  

υπό τους περιορισµούς: 

Ax b
x

=
≥ ⇒

 ( )
  ( )

2

30
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Για να µετασχηµατιστεί ένα οποιοδήποτε γραµµικό πρόβληµα στην πρότυπη 

µορφή (1) - (3), εισάγεται για κάθε υπάρχουσα ανισότητα µια θετική µεταβλητή 

απόκλισης x j  j=1,2,...,m∀ . 

Για κάθε τρέχουσα βασική δυνατή λύση θα ισχύει η σχέση (2). 

Η µήτρα A θα περιέχει τη βάση B και ένα πίνακα A΄, το συµπλήρωµα της B 

µέσα στην A. Οπότε η σχέση (2) µπορεί να γραφεί και ως: 

[ ]B A
x
x

b′
′









 =

B  όπου xB  και x΄ είναι αντίστοιχα τα διανύσµατα των βασικών 

και µη βασικών µεταβλητών. Η εξίσωση γράφεται πιο αναλυτικά: 

Bx A x bB + ′ ′ = , και πολλαπλασιάζοντας µε B-1 έχουµε: 

Ix B A x B b1 1
B + ′ ′ =− −   (4) 

Εάν λοιπόν, σύµφωνα µε τον ορισµό της βασικής δυνατής, λύσης θέσουµε 

x΄=0 τότε η σχέση (4) γράφεται ως: 

x B b1B =
−   (5) 

Παρόµοια η σχέση (1) και σύµφωνα µε τους παραπάνω συλλογισµούς 

γράφεται: 

z= = + ′ ′c x c x c xt
B
t

B
t  και θέτοντας  x΄=0 τότε έχουµε: z B

t
B=c x  (6), όπου 

cB
t  οι συντελεστές στην αντικειµενική συνάρτηση των βασικών µεταβλητών και c′ t  

οι συντελεστές των µη βασικών µεταβλητών. 

Στη συνέχεια ακολουθεί η παρουσίαση του αλγορίθµου Simplex. Προκειµένου 

για την καλύτερη παρουσίασή του θα παραθέσουµε και την πινακοποιηµένη µορφή 

του. 
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Στάδιο 0: (αρχικό στάδιο) ∆ηµιουργία µιας πρώτης βάσης B.  

ΠΗΓΑΙΝΕ ΣΤΟ ΣΤΑ∆ΙΟ 1. 

 

Στάδιο 1: Επιλογή εισερχόµενης µεταβλητής. Υπολογίζονται τα οριακά 

καθαρά εισοδήµατα (Ο.Κ.Ε.) ∆j = c j  ως ακολούθως: 

Θέτω µια µήτρα  Y τέτοια ώστε : 

Y B A1= ′−  (7) όπου η Y αποτελείται από l+m διανύσµατα.- κολόνες yj για τα 

οποία ισχύει:  

y B a1j j= −  (8) όπου aj  διάνυσµα - κολόνα της µήτρας A. 

Ισχύει: [ ]y j j j ij mjy y y y= 1 2, ,..., ,...,  

Η ποσότητα ∆j = c j υπολογίζεται ως εξής: 

∆ j j j jc c z= = −  όπου  z j B
t

j B
t

j= = −c y c B a1   (9) 

Το οριακό εισόδηµα ∆j εκφράζει την ποσότητα (σε µονάδες της αντικειµενικής 

συνάρτησης) κατά την οποία αυξάνει η αντικειµενική συνάρτηση εάν εισέλθει στην 

βάση η αντίστοιχη µεταβλητή xj σε µοναδιαία στάθµη.   

cB  Βάση 
0 x

1
 

 M 

0 xi  

 M 

0 xm  

x
1

 x
j
 

L x
l
 x

1
 

L xi  L xm

a11 a1j L a1l 1 L 0 L 0 

M M  M M  M  M 

ai1 aij L ail 0 L 1 L 0 

M M  M M  M  M 

am1 amj L aml 0 L 0 L 1 

xB  

b1 

M 
bi 

M 
bm 
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Προφανώς για τις µεταβλητές που είναι ήδη στη βάση το Ο.Κ.Ε. είναι µηδέν. 

Ακολουθεί η πινακοποιηµένη έκφραση του Ο.Κ.Ε.:  

 

Στην παραπάνω µήτρα Υ υπάρχει ένας τετραγωνικός πίνακας διαστάσεων 

m×m που αποτελείται από τα διανύσµατα - κολόνες των µεταβλητών B1,...,Bi,...,Bm 

που αποτελούν τη βάση (B) της τρέχουσας λύσης. Εάν ∆j ≤ 0 ∀ j (στην περίπτωση του 

προβλήµατος µεγιστοποίηση), η τρέχουσα λύση είναι η βέλτιστη και ισχύει : 

z* = c xB
t

B  και ο αλγόριθµος περατώνεται.(ΤΕΛΟΣ). 

Αλλιώς επιλέγουµε κάποια µεταβλητή xj η οποία εισέρχεται στη βάση, στη 

θέση r. Οπότε η νέα τιµή z΄ της αντικειµενικής µας συνάρτησης γίνεται: 

      z= ′ ′ = ′ ′
=
∑c xB

t
B Bi Bi

i

m
c x
1

 (10) 

όπου x΄B  το διάνυσµα της νέας βασικής δυνατής λύσης. 

Ας δούµε πως υπολογίζεται το διάνυσµα  x΄B. Έστω ότι βάζουµε στη βάση το 

µη βασικό διάνυσµα  a΄k και αποµακρύνουµε το Br. Από την αρχική βάση έχουµε για 

κάθε µη βασικό διάνυσµα a΄j τη σχέση: 

cB  Βάση 

cB1 β1 
 M 

cBi βi 

 M 

cBm βm 

x
1

 x
j
 

L x
l
 x

1
 

L xi  L xm  

y11 y1j L y1l y1(l+1) L y1(l+ i ) L y1(l+m) 

M M  M M  M  M 

yi1 yij L yil 0 L yi(l+ i ) L y1(l+m) 

M M  M M  M  M 

ym1 ymj L yml 0 L ym(l+ i ) L y1(l+m) 

xB

xB1 

M 
xBi 

M 
xBm

c1 cj L cl c 1  L c i  L c m  cj 

            ∆j c1-z1 cj-zj L cl-zl c 1 - z 1 L c i - z i L c m - z m  z= c xB
t

B
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( )

a B a B B B

B a B

′ = ⇒ ′ = = + ⇒

⇒ = ′ − ∀ ≠

= =
≠

=
≠

∑ ∑

∑

j j j ij i
i

m

ij i
i
i r

m

rj r

r
rj

j
ij

rj
i

i
i r

m

rj

y y y y

y
y
y

y

1 1

1

1
0        

      (11) 

Με την αντικατάσταση του Br µε το a΄k έχουµε: 

Bx b B b B B bB Bi i
i

m

Bi i
i
i r

m

Br rx x x= ⇒ = ⇒ + =
= =

≠

∑ ∑
1 1

             (12) 

και αντικαθιστώντας το Br µε τη βοήθεια της σχέσης (11) έχουµε: 

x x y
y

x
yBi Br

ik

rk
i

i
i r

m
B

rk
k Bi i

i

m
r−









+ ′ = ⇒ ′ =
=
≠

=
∑ ∑B a b x B b

11
  όπου για τα 

διανύσµατα x′Bi
 της νέας βασικής λύσης ισχύει: 

x x
yBr

Br

rk
′ =        (13) 

x x x y
y

x x y xBi Bi Br
ik

rk
Bi Bi ik Br′ = − ⇒ ′ = − ′         (14) 

Τώρα επιστρέφουµε στη σχέση (10) από την οποία σύµφωνα µε τις σχέσεις 

(13) και (14) έχουµε: 

z΄ z΄= ′ + ′ ⇒ = −







+

=
≠

=
≠

∑ ∑c x c x c x x y
y

c x
yBi Bi

i
i r

m

Br Br Bi Bi Br
ik

rki
i r

m

Br
Br

rk1 1
   (15) 

Στην παραπάνω σχέση για λόγους ευκολίας προσθέτουµε τον µηδενικό όρο: 

c x x y
yBr Br Br

rk

rk
−








=0 

(13) 
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Οπότε από τη σχέση (15) έχουµε: 

z΄

z΄

= −







+

⇒ = + −








=

= =

∑

∑ ∑

c x x y
y

c x
y

c x x
y

c c y

Bi Bi Br
ik

rki

m

Br
Br

rk

Bi
i

m

Bi
Br

rk
Br Bi ik

i

m

1

1 1

 

Θέτω c cBr k=  και έχουµε λόγω της σχέσης (9): 

( )z΄ z z΄ z= + − ⇒ = +
x
y

c z x
y

Br

rk
k k

Br

rk
k∆    (16) 

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η µεταβλητή xk που θα εισέλθει στη 

βάση ( xk↑ ) επιλέγεται σύµφωνα µε τον τύπο: 

∆ ∆k j j= max   

ΠΗΓΑΙΝΕ ΣΤΟ ΣΤΑ∆ΙΟ 2. 

 

Στάδιο 2: Καθορισµός της εξερχόµενης µεταβλητής. 

Η νέα βασική λύση πρέπει να είναι δυνατή. Εποµένως σύµφωνα µε τις σχέσεις 

(13) και (14) πρέπει να ισχύει: 

x x x y
yBr Bi Br

ik

rk
′ = − ≥ ∀ ≠0   i r         (17) 

x x
yBr

Br

rk
′ =         (18) 

Από τη σχέση (18) συµπεραίνουµε ότι πρέπει να ισχύει yrk ≥0.Τότε η σχέση 

(17) ισχύει για κάθε yik ≤0 µε i r≠ . Έτσι αρκεί να µας απασχολήσουν εκείνα µόνο 

τα i r≠  για τα οποία yik >0 . Στην περίπτωση αυτή η (17) µπορεί να γραφεί: 
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x
y

x
y

Bi

ik

Br

rk
− ≥0        (19) 

Εποµένως είναι φανερό ότι για να ισχύει η (19) θα πρέπει η βασική µεταβλητή 

xBr που θα εξέλθει της βάσης ( xBr ↓ ) να βρίσκεται από τη σχέση:  

θ= = >








x
y

x
y

yBr

rk i
Bi

ik
ikmin ,  0 (20), όπου k ο δείκτης της εισερχόµενης 

µεταβλητής. Εάν ισχύει y iik ≤ ∀0   τότε το πρόβληµα δεν έχει πεπερασµένη λύση 

(απειρίζεται), αλλιώς  ΠΗΓΑΙΝΕ ΣΤΟ ΣΤΑ∆ΙΟ 3. 

 

Στάδιο 3: Αλλαγή βάσης. 

∆ηµιουργείται µια νέα βάση µε την είσοδο στη βάση της µεταβλητής xk σε 

αντικατάσταση της xBr ( xk↑ xBr ↓ ).  

ΠΗΓΑΙΝΕ ΣΤΟ ΣΤΑ∆ΙΟ 1. 
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