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Περίληψη

Οι ακραίες βροχοπτώσεις στην Ευρώπη ρυθμίζονται από ατμοσφαιρικές διαδικα-
σίες μεγάλης κλίμακας. Αυτές οι διαδικασίες λειτουργούν σε περιόδους πολλών δε-
καετιών και μεταφέρουν τεράστιες ποσότητες υγρασίας από τους ωκεανούς. Ακραία
φαινόμενα βροχόπτωσης μπορούν να προκαλέσουν πλημμύρες και να προκαλέσουν
ανθρωπιστική και οικονομική καταστροφή. Επιπλέον, διάφορα κλιματικά μοντέλα
δίνουν μεγάλες πιθανότητες για ερημοποίηση τμημάτων της Μεσογειακής λεκάνης.
Σε συνάρτηση με αυτές τις προβλέψεις, είναι σημαντικό να κατανοηθεί καλύτερα το
φαινόμενο της βροχόπτωσης και οι παράγοντες που το επηρεάζουν.

Έχουν πραγματοποιηθεί πολλές μελέτες σχετικά με την χρονική και χωρική μετα-
βλητότητα της βροχόπτωσης, ωστόσο πολλά ερωτήματα παραμένουν ακόμα αναπά-
ντητα. Ο δείκτης ΝΑΟ εκφράζει την διαφορά της ατμοσφαιρικής πίεσης στο επίπεδο
της θάλασσας μεταξύ της Ισλανδίας και των Αζορών, και έχει αναγνωρισθεί ως ο
κύριος παράγοντας μεταβλητότητας του Ευρωπαϊκού κλίματος. Το πρόβλημα που
εξετάζει αυτή η εργασία είναι η επίπτωση του ΝΑΟ στις μηνιαίες βροχοπτώσεις
στον ελλαδικό χώρο και ειδικότερα στα νησιά της Ρόδου και της Κρήτης. Χρησι-
μοποιήθηκαν μηνιαία δεδομένα για την χρονική περίοδο 1980-2020. Τα δεδομένα
βροχόπτωσης σε σημεία ελέγχου στα νησιά της Ρόδου και της Κρήτης προέρχονται
από τη βάση δεδομένων επανανάλυσης (reanalysis) MERRA-2, ενώ τα δεδομένα για
το δείκτη ΝΑΟ από τον NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration).

Αρχικά πραγματοποιήθηκε διερευνητική στατιστική ανάλυση των δεδομένων, για
να εκτιμηθούν βασικά στατιστικά χαρακτηριστικά του δείκτη ΝΑΟ και της μηνιαί-
ας βροχόπτωσης. Η ανάλυση της ετεροσυσχέτισης μεταξύ του δείκτη ΝΑΟ και της
βροχόπτωσης έδειξε στατιστικά σημαντική συσχέτιση μεταξύ των δύο μεταβλητών.
Ωστόσο, η συσχέτιση ανάμεσα στο δείκτη ΝΑΟ και την βροχόπτωση δεν εξασφαλί-
ζει ότι ο δείκτης ΝΑΟ συνδέεται με τη βροχόπτωση με αιτιατή σχέση. Προκειμένου
να διερευνηθεί η ύπαρξη αιτιατής σχέσης, εφαρμόσθηκε η ανάλυση αιτιότητας κα-
τά Granger. Αυτή είναι μία ευρέως χρησιμοποιούμενη μέθοδος για την διερεύνηση
σχέσεων αιτιότητας ανάμεσα σε χρονοσειρές. Επίσης, χρησιμοποιήθηκε μια σχετικά
νέα μέθοδος ανάλυσης αιτιότητας (αιτιότητα κατά Liang), η οποία βασίζεται στον
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υπολογισμό του ρυθμού ροής πληροφορίας μεταξύ χρονοσειρών.

Εφαρμόζοντας την μέθοδο αιτιότητας κατά Granger με αυτοπαλινδρούμενα μο-
ντέλα τάξης από 1 έως και 12, διαπιστώθηκε επίδραση του δείκτη ΝΑΟ στη βροχό-
πτωση σε όλα τα σημεία ελέγχου. Αυτό το αποτέλεσμα αντιστοιχεί σε επίδραση του
ΝΑΟ στην βροχόπτωση με υστέρηση 1-12 μηνών. Με την μέθοδο του ρυθμού ροής
πληροφορίας ανιχνεύτηκε πολύ μικρή αλλά στατιστικά σημαντική ροή πληροφορίας
μεταξύ ΝΑΟ και βροχόπτωσης μόνο σε κάποιες περιπτώσεις. Τα αποτελέσματα της
ανάλυσης αιτιότητας κατά Granger συμφωνούν όσον αφορά την ύπαρξη επίδρασης
του ΝΑΟ στις βροχοπτώσεις με ευρήματα άλλων ερευνών στα οποία εφαρμόσθηκε
η ίδια μέθοδος. Τα αποτελέσματα που προκύπτουν από τις δύο μεθόδους (αιτιό-
τητα κατά Granger και ρυθμός ροής πληροφορίας) διαφέρουν μεταξύ τους, καθώς
βασίζονται σε διαφορετικά μαθηματικά πλαίσια. Η διάσταση ανάμεσα στα αποτελέ-
σματα των δύο μεθοδολογιών μπορεί να οφείλεται σε διάφορους παράγοντες, όπως
η έλλειψη στασιμότητας και κανονικής κατανομής των χρονοσειρών της βροχόπτω-
σης, ή η ύπαρξη στατιστικής μεροληψίας στα δεδομένα επανανάλυσης. Επομένως,
προτείνεται περαιτέρω διερεύνηση για να διαπιστωθεί με μεγαλύτερη βεβαιότητα η
ύπαρξη ή η απουσία επίδρασης του δείκτη ΝΑΟ στην βροχόπτωση στον Ελλαδικό
χώρο.

Λέξεις κλειδιά
Χρονοσειρές, Ανάλυση χρονοσειρών, Πρόβλεψη χρονοσειρών, Βροχόπτωση, Αιτιότη-
τα, North Atlantic Oscillation (NAO), Granger causality, Information flow



ABSTRACT

Extreme precipitation in Europe is modulated by large scale atmospheric process-
es. These processes operate over many decades and carry huge amounts of water
from the oceans. Extreme rainfall phenomena can cause humanitarian and economic
disasters. Various climate model scenarios predict desertification of certain areas of the
Mediterranean basin. In light of such forecasts, it is important to better understand
the phenomenon of rainfall and the factors that control it.

Many studies have been conducted regarding the temporal and spatial variability
of rainfall; however, many questions still remain unanswered. The North Atlantic
Oscillation (NAO) index reflects the difference in atmospheric pressure at sea level
between Iceland and the Azores, and it has been identified as the main source of
variability in the European climate. This thesis aims to examine the impact of the
NAO index on the monthly rainfall on the Greek islands of Rhodes and Crete. Monthly
data for the period 1980-2020 were used to investigate the causal relationship between
NAO index and rainfall. Rainfall data at stations on the islands of Rhodes and Crete
come from the reanalysis database MERRA-2, while data for the NAO index were
obtained from NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration).

Initially, an exploratory statistical analysis of the data was performed in order to
assess basic statistical characteristics of the NAO index and monthly rainfall. The anal-
ysis of the cross correlation between the NAO index and rainfall showed a statistically
significant relation between the two variables. However, the correlation between the
NAO index and rainfall does not ensure that the NAO index is causally related to
precipitation. In order to investigate the existence of a causal relationship, Granger
causality (GC) analysis was conducted. GC is a widely used method for investigating
causal relationships between time series. In addition, a new method of causality anal-
ysis (developed by Liang) was used; this method is based on the calculation of the
information flow rate between time series.

It was established in this thesis through Granger causality analysis (using autore-
gressive models of orders between 1 and 12) that the NAO index has an impact on
rainfall at every station that was examined. This result corresponds to an effect of
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NAO on rainfall with a temporal lag between 1 and 12 months. The information flow
method, on the other hand, detected a small but statistically significant information
flow between NAO and rainfall, only for some cases (that is, stations and time lags).
The results of Granger causality are consistent with findings from other studies, in
which the same method was applied. The results obtained from the two methods
(Granger causality and information flow rate) are different, as they are based on dif-
ferent mathematical frameworks. The difference may be due to various factors, such
as the nonstationarity and the lack of normal distribution of the rainfall time series, or
the existence of statistical biases in the reanalysis precipitation data. Therefore, further
investigation is necessary in order to determine with greater certainty the existence or
absence of the effect of the NAO index on rainfall in Greece.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Πρόσφατα ακραία γεγονότα στην Ευρώπη, όπως οι καταστροφικές πλημμύρες
του 2021 προκάλεσαν σοβαρές ζημιές και θανάτους [2], [3]. Αυτό έχει προκαλέσει
ένα ενδιαφέρον για να χαρακτηρισθούν οι διαδικασίες οι οποίες οδηγούν σε ακραία
γεγονότα που θέτουν σε κίνδυνο την ανθρώπινη ζωή.

Η πρώτη βάση για την καλύτερη κατανόηση των υπεύθυνων μηχανισμών είναι
να εντοπιστεί με ακρίβεια η πηγή υγρασίας για ένα τόσο τεράστιο γεγονός, έχοντας
κατά νου ότι η βροχόπτωση σε οποιοδήποτε μέρος του κόσμου προέρχεται από το
νερό που εξατμίζεται από μεγάλα υδάτινα σώματα όπως οι ωκεανοί.

Πρόσφατα εντοπίστηκαν οι κύριες πηγές βροχοπτώσεων στην Ευρώπη. Διαφέ-
ρουν από εποχή σε εποχή, με τον Βόρειο Ατλαντικό να παρέχει το μεγαλύτερο μέρος
της υγρασίας για τις χειμερινές βροχοπτώσεις και τη Μεσόγειο Θάλασσα για τις
καλοκαιρινές βροχοπτώσεις [4]. Με αυτές τις γνωστές πηγές υγρασίας, τίθεται ένα
ερώτημα σχετικά με το πόσο μπορεί να εξηγηθεί το φαινόμενο της βροχόπτωσης από
τα μοτίβα ατμοσφαιρικής κυκλοφορίας που ορίζονται σε αυτές τις πηγές υγρασίας.

Ο δείκτης ταλάντωσης του Βορείου Ατλαντικού (North Atlantic Oscillation, NAO),
που εκφράζει τη μεταβλητότητα ισχύος της ανωμαλίας του μεσημβρινού δίπολου
στην πίεση στη στάθμη της θάλασσας πάνω από την πηγή υγρασίας του Βόρειου
Ατλαντικού, έχει αναγνωριστεί ως ο κύριος τρόπος μεταβλητότητας του ευρωπαϊκού
κλίματος κατά τη διάρκεια του χειμώνα [5] [6] [7] [8].

Ταυτόχρονα με την σχέση μεταξύ των ακραίων βροχοπτώσεων και των μοτίβων
ατμοσφαιρικής κυκλοφορίας, η μακρά μνήμη των ατμοσφαιρικών ανωμαλιών έχει ως
αποτέλεσμα επίσης μια καθυστερημένη επίδραση στη βροχόπτωση. Οι σχέσεις των
βροχοπτώσεων με τα μοτίβα κυκλοφορίας των προηγούμενων εποχών προσφέρουν
σημαντικά οφέλη για μια καλή εποχική προβλεψιμότητα των βροχοπτώσεων. Ωστό-
σο, υπάρχει σχετικά χαμηλή ικανότητα προβλεψιμότητας για το κλίμα σε τροπικές
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περιοχές συμπεριλαμβανομένης της Ευρώπης λόγω της υψηλής μεταβλητότητάς του
[9] [10] [11].

Το NAO, που ορίζεται ως η διαφορά της πίεσης στη στάθμη της θάλασσας με-
ταξύ Ισλανδίας και Αζορών, είναι η κύρια πηγή της ατμοσφαιρικής μεταβλητότητας
στην περιοχή του Βόρειου Ατλαντικού ειδικότερα τον χειμώνα. Η θερμοκρασία και
οι κατακρημνίσεις επηρεάζονται από το ΝΑΟ στην Ευρασία, Βόρεια Αμερική και
Γροιλανδία, με επιπτώσεις στα οικοσυστήματα και τις ανθρώπινες δραστηριότητες.
Ένα θετικό NAO υποδηλώνει μεγαλύτερη διαφορά πίεσης μεταξύ Ισλανδίας-Αζορών,
με αποτέλεσμα μια ισχυρότερη κλίση πίεσης μεταξύ του Ισλανδικού χαμηλού και
του υψηλού των Αζορών. Αυτό με τη σειρά του θα οδηγήσει σε ισχυρότερους δυτι-
κούς ανέμους. Αντίστροφα, ένα αρνητικό ΝΑΟ οδηγεί σε πιο ασθενή διαφορά πίεσης
μεταξύ Ισλανδίας και Αζορών δίνοντας ασθενέστερους δυτικούς ανέμους.

Σύμφωνα με τα μοτίβα των τελευταίων τουλάχιστον 500 χρόνων [12], ένας αρ-
νητικός δείκτης ΝΑΟ σχετίζεται με υγρό κλίμα και χαμηλής πίεσης ανωμαλίες και
συνήθως ψυχρότερες συνθήκες στη Μεσόγειο, ενώ ένας θετικός δείκτης ΝΑΟ συνδέ-
εται με πολύ θερμές και ξηρές συνθήκες σε υψηλά και μεσαία γεωγραφικά πλάτη
στη Μεσόγειο.

Οι μηχανισμοί που επιδρούν στην μηνιαία βροχόπτωση στη Μεσόγειο δεν έχουν
κατανοηθεί αρκετά. Το ερώτημα που θα εξεταστεί είναι εάν ο δείκτης ΝΑΟ επιδρά
στην βροχόπτωση στον ελλαδικό χώρο. Για την απάντηση του ερωτήματος, θα γίνει
διερεύνηση ύπαρξης σχέσεων αιτιότητας μεταξύ ΝΑΟ και βροχόπτωσης. Για τη με-
λέτη απαιτούνται δεδομένα βροχόπτωσης, τα οποία θα ληφθούν για τη Ρόδο και την
Κρήτη.

Συγκεκριμένα το ενδιαφέρον εστιάστηκε σε μία περιοχή στο νησί της Ρόδου και
σε πέντε περιοχές στο νησί της Κρήτης. Αρχικά, επιλέχθηκε η κοιλάδα της Μεσαράς,
επειδή είναι η μεγαλύτερη και πιο παραγωγική γεωργική περιοχή στη νότια Κρήτη,
ακολουθούμενη από την κοιλάδα της Ιεράπετρας στα νοτιοανατολικά. Επίσης χρη-
σιμοποιήθηκε η χρονοσειρά βροχόπτωσης του Ψηλορείτη, που είναι στο κέντρο της
Κρήτης, λόγω της πλούσιας πανίδας και χλωρίδας. Τα Λευκά Όρη που βρίσκονται
νοτιοδυτικά, επιλέχθηκαν εξαιτίας της πολύ μεγάλης ορεινής έκτασής τους. Τέλος,
εξετάστηκε η χρονοσειρά βροχόπτωσης της Φαλάσαρνας, γιατί είναι στην δυτική
Κρήτη.

Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάζονται οι χρονοσειρές των δεδομένων και η διερευ-
νητική στατιστική τους ανάλυση. Τα εργαλεία ανάλυσης που θα χρησιμοποιηθούν
είναι τα ιστογράμματα, οι κατανομές, τα περιοδογράμματα, οι συναρτήσεις αυτο-
συσχέτισης και τα διαγράμματα διασποράς. Στο Κεφάλαιο 2 αναφέρονται οι μέθο-
δοι ανάλυσης χρονοσειρών που θα εφαρμοσθούν για την εξέταση αιτιατών σχέσεων
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μεταξύ των δεδομένων (ΝΑΟ, βροχόπτωση). Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται η διε-
ρευνητική επεξεργασία των δεδομένων και τα αποτελέσματά της. Στο Κεφάλαιο 4
γίνεται η επεξεργασία δεδομένων με εργαλεία ανάλυσης χρονοσειρών για να διαπι-
στωθεί η ύπαρξη στατιστικής εξάρτησης ανάμεσα στα δεδομένα και παρουσιάζονται
τα συμπεράσματα. Κλείνοντας, στο Κεφάλαιο 5 πραγματοποιείται συζήτηση για τα
συμπεράσματα της έρευνας και τη μελλοντική έρευνα.
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Κεφάλαιο 2

Δεδομένα και διερευνητική
στατιστική ανάλυση

2.1 Περιγραφή των δεδομένων

Για την μελέτη αυτής της εργασίας χρησιμοποιήθηκαν δεδομένα βροχόπτωσης και
του δείκτη ΝΑΟ για την περίοδο από τον Ιανουάριο 1980 έως τον Ιανουάριο 2020. Οι
περιοχές ενδιαφέροντος για τη βροχόπτωση που έχουν προαναφερθεί, είναι η Ρόδος,
Ιεράπετρα, Μεσαρά, Ψηλορείτης, Φαλάσαρνα και Λευκά Όρη. Οι χρονοσειρές της
βροχόπτωσης και του δείκτη ΝΑΟ έχουν χρονικό βήμα τον έναν μήνα.

Τα δεδομένα βροχόπτωσης προέρχονται από τη βάση δεδομένων επανανάλυσης
(reanalysis) MERRA-2. Τα δεδομένα επανανάλυσης (reanalysis) είναι ένα μείγμα
παρατηρήσεων με προηγούμενες προβλέψεις καιρού μικρής εμβέλειας που επανα-
λαμβάνονται με σύγχρονα μοντέλα πρόγνωσης καιρού. Είναι συνολικά πλήρεις και
συνεπείς στο χρόνο. Μερικές φορές αναφέρονται ως χάρτες χωρίς κενά (maps with-
out gaps).

Τα δεδομένα της χρονοσειράς του δείκτη ΝΑΟ αφορούν την περίοδο από τον Ια-
νουάριο 1980 έως τον Ιανουάριο 2020 με μηνιαίο βήμα. Αυτά τα δεδομένα πάρθηκαν
από τον NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration).

Στο υπόλοιπο κεφάλαιο παρουσιάζεται μια διερευνητική στατιστική ανάλυση
των δεδομένων βροχόπτωσης για κάθε μια από τις περιοχές και για τη χρονο-
σειρά του δείκτη ΝΑΟ. Αυτή η διερεύνηση συνίσταται από την παρουσίαση των
διαγραμμάτων χρονοσειράς, ιστογραμμάτων, μοντέλων κατανομής πιθανότητας, πε-
ριοδογραμμάτων, συναρτήσεων αυτοσυσχέτισης και διαγραμμάτων διασποράς της
κάθε χρονοσειράς.
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2.2. Διερευνητική στατιστική ανάλυση του δείκτη ΝΑΟ

2.2 Διερευνητική στατιστική ανάλυση του δείκτη ΝΑΟ

2.2.1 Διάγραμμα χρονοσειράς και ιστόγραμμα συχνότητας

Το διάγραμμα της μηνιαίας χρονοσειράς του δείκτη ΝΑΟ για τη χρονική περίοδο
από τον Ιανουάριο του 1980 έως τον Ιανουάριο του 2020 εμφανίζεται στο Σχήμα 2.1.
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Σχήμα 2.1: Διάγραμμα χρονοσειράς δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).

Όπως φαίνεται από το ιστόγραμμα της χρονοσειράς του δείκτη ΝΑΟ που δίνεται
στο Σχήμα 2.2, ο δείκτης αυτός παίρνει τιμές από −6 έως 5 με τις περισσότερες
τιμές να κυμαίνονται από 0 έως 1. Η μορφή του ιστογράμματος παραπέμπει στην
κανονική κατανομή, γεγονός το οποίο φαίνεται περισσότερο από το Σχήμα 2.3.
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Σχήμα 2.2: Ιστόγραμμα χρονοσειράς δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).
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2.2. Διερευνητική στατιστική ανάλυση του δείκτη ΝΑΟ

2.2.2 Μοντέλο κατανομής πιθανότητας
Χρησιμοποιήθηκε η συνάρτηση fitmethis() στο matlab για την εύρεση της κατανο-

μής πιθανότητας που ταιριάζει καλύτερα στο συγκεκριμένο ιστόγραμμα του δείκτη
ΝΑΟ. Υπολογίστηκαν με αυτό τον τρόπο οι παράμετροι, το διάστημα εμπιστοσύνης,
η τιμή μέγιστης πιθανοφάνειας και η τιμή που έχει το κριτήριο Akaike. Η επιλογή
του μοντέλου κατανομής πιθανότητας έγινε με βάση την μικρότερη τιμή στο κριτήριο
Akaike.

Στο Σχήμα 2.3 η κανονική συνάρτηση κατανομής είναι η συνάρτηση κατανομής
που ταιριάζει περισσότερο με αυτή του δείκτη ΝΑΟ. Το ταίριασμα με την κανονική
κατανομή δεν είναι ικανοποιητικό στις “ουρές” (μεγάλες θετικές και μικρές αρνη-
τικές τιμές). Η μάζα πιθανότητας στις ουρές του ιστογράμματος του δείκτη ΝΑΟ
είναι μικρότερη σε σχέση με την κανονική.
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Σχήμα 2.3: Βέλτιστο πρότυπο συνάρτησης κατανομής χρονοσειράς δείκτη ΝΑΟ.

2.2.3 Περιοδόγραμμα
Το περιοδόγραμμα της χρονοσειράς του δείκτη ΝΑΟ στο Σχήμα 2.4 έχει συχνότη-

τα το 1/μήνα. Έχει υπολογιστεί το διάστημα εμπιστοσύνης σε 95%. Παρατηρούνται
πολλές τάσεις και είναι δύσκολο να βρεθεί η περιοδικότητά του.
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2.2. Διερευνητική στατιστική ανάλυση του δείκτη ΝΑΟ
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Σχήμα 2.4: Περιοδόγραμμα χρονοσειράς δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).

2.2.4 Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης

Από το γράφημα της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης που παρουσιάζεται στο Σχή-
μα 2.5, η αυτοσυσχέτιση είναι μικρής εμβέλειας διάρκειας ενός μήνα. Από αυτό
συμπεραίνεται ότι η χρονοσειρά του δείκτη ΝΑΟ είναι στάσιμη, καθώς πέφτει πολύ
γρήγορα στο 0.
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Σχήμα 2.5: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης

2.3 Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης

2.3.1 Διαγράμματα χρονοσειρών και ιστογράμματα συχνότητας

Νήσος Ρόδος: Το διάγραμμα της χρονοσειράς της μηνιαίας βροχόπτωσης στη Ρόδο
για τη χρονική περίοδο από τον Ιανουάριο του 1980 έως τον Ιανουάριο του 2020
εμφανίζεται στο Σχήμα 2.6.
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Σχήμα 2.6: Διάγραμμα χρονοσειράς μηνιαίας βροχόπτωσης Ρόδου (Ιανουάριος 1980 - Ια-
νουάριος 2020).

Το ιστόγραμμα της χρονοσειράς βροχόπτωσης στη Ρόδο που φαίνεται στο Σχή-
μα 2.7 παρουσιάζει τιμές από 0.4 έως 260 mm με τις περισσότερες τιμές να κυμαί-
νονται από 0.4 έως 20 mm.
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Σχήμα 2.7: Ιστόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Ρόδου (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος
2020).
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης

Νήσος Κρήτη: Το διάγραμμα της χρονοσειράς της μηνιαίας βροχόπτωσης στην Ι-
εράπετρα για τη χρονική περίοδο από τον Ιανουάριο του 1980 έως τον Ιανουάριο
του 2020 εμφανίζεται στο Σχήμα 2.8.
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Σχήμα 2.8: Διάγραμμα χρονοσειράς μηνιαίας βροχόπτωσης Ιεράπετρας (Ιανουάριος 1980 -
Ιανουάριος 2020).

Το ιστόγραμμα της χρονοσειράς της βροχόπτωσης στην Ιεράπετρα στο Σχήμα 2.9
παρουσιάζει τιμές από 0.5 έως 180 mm με τις περισσότερες τιμές να κυμαίνονται
από 0.5 έως 20 mm.
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Σχήμα 2.9: Ιστόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Ιεράπετρας (Ιανουάριος 1980 - Ιανουά-
ριος 2020).

Το διάγραμμα της χρονοσειράς της μηνιαίας βροχόπτωσης του Ψηλορείτη για τη
χρονική περίοδο από τον Ιανουάριο του 1980 έως τον Ιανουάριο του 2020 εμφανί-
ζεται στο Σχήμα 2.10.

10



2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης
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Σχήμα 2.10: Διάγραμμα χρονοσειράς μηνιαίας βροχόπτωσης Ψηλορείτη (Ιανουάριος 1980 -
Ιανουάριος 2020).

Το ιστόγραμμα της χρονοσειράς της βροχόπτωσης του Ψηλορείτη στο Σχήμα 2.11
παρουσιάζει τιμές από 0.5 έως 200 mm με τις περισσότερες τιμές να κυμαίνονται
από 0.5 έως 20 mm.
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Σχήμα 2.11: Ιστόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Ψηλορείτη (Ιανουάριος 1980 - Ιανουά-
ριος 2020).

Το διάγραμμα της χρονοσειράς της μηνιαίας βροχόπτωσης της Μεσαράς για τη
χρονική περίοδο από τον Ιανουάριο του 1980 έως τον Ιανουάριο του 2020 εμφανί-
ζεται στο Σχήμα 2.12.
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης
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Σχήμα 2.12: Διάγραμμα χρονοσειράς μηνιαίας βροχόπτωσης Μεσαράς (Ιανουάριος 1980 -
Ιανουάριος 2020).

Το ιστόγραμμα της χρονοσειράς βροχόπτωσης στη Μεσαρά στο Σχήμα 2.13 πα-
ρουσιάζει τιμές από 0.5 έως 230 mm με τις περισσότερες τιμές να κυμαίνονται από
0.5 έως 10 mm.
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Σχήμα 2.13: Ιστόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Μεσαράς (Ιανουάριος 1980 - Ιανουά-
ριος 2020).

Το διάγραμμα της χρονοσειράς της μηνιαίας βροχόπτωσης της Φαλάσαρνας για
τη χρονική περίοδο από τον Ιανουάριο του 1980 έως τον Ιανουάριο του 2020 εμφα-
νίζεται στο Σχήμα 2.14.
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης
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Σχήμα 2.14: Διάγραμμα χρονοσειράς μηνιαίας βροχόπτωσης Φαλάσαρνας (Ιανουάριος 1980
- Ιανουάριος 2020).

Το ιστόγραμμα της χρονοσειράς ΝΑΟ στο Σχήμα 2.15 παρουσιάζει τιμές από 0.5
έως 240 mm με τις περισσότερες τιμές να κυμαίνονται από 0.5 έως 20 mm.
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Σχήμα 2.15: Ιστόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Φαλάσαρνας (Ιανουάριος 1980 - Ια-
νουάριος 2020).

Το διάγραμμα της χρονοσειράς της μηνιαίας βροχόπτωσης των Λευκών Ορέων
για τη χρονική περίοδο από τον Ιανουάριο του 1980 έως τον Ιανουάριο του 2020
εμφανίζεται στο Σχήμα 2.16.
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης
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Σχήμα 2.16: Διάγραμμα χρονοσειράς μηνιαίας βροχόπτωσης Λευκών Ορέων (Ιανουάριος
1980 - Ιανουάριος 2020).

Το ιστόγραμμα της χρονοσειράς βροχόπτωσης των Λευκών Ορέων στο Σχήμα 2.17
παρουσιάζει τιμές από 0.5 έως 200 mm με τις περισσότερες τιμές να κυμαίνονται
από 0.5 έως 20 mm.
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Σχήμα 2.17: Ιστόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Λευκών Ορέων (Ιανουάριος 1980 - Ια-
νουάριος 2020).

2.3.2 Πρότυπο κατανομής πιθανότητας

Νήσος Ρόδος: Στο Σχήμα 2.18 φαίνεται η κατανομή Pareto που προέκυψε ως το
βέλτιστο πρότυπο κατανομής πιθανότητας στην περίπτωση βροχόπτωσης Ρόδου.
Πρέπει να σημειωθεί ότι στην περίπτωση αυτή αφαιρέθηκαν από τα δεδομένα οι
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης

μηδενικές τιμές που αντιστοιχούν περίπου στο 24.74% των δειγμάτων. Πρακτικά οι
3 καλοκαιρινοί μήνες από το σύνολο των 12 μηνών αφαιρέθηκαν για να επιτευχθεί
καλύτερη εφαρμογή της συνάρτησης κατανομής.
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Σχήμα 2.18: Βέλτιστο πρότυπο συνάρτησης κατανομής χρονοσειράς βροχόπτωσης Ρόδου.

Η Γενικευμένη κατανομή Pareto εισήχθη από τον Pickands [13] και μελετήθηκε
περαιτέρω από τον Davison [14] και άλλους. Το γράφημα Pareto χρησιμοποιείται
για να τονίσει τον πιο σημαντικό από ένα (συνήθως μεγάλο) σύνολο παραγόντων.
Στον ποιοτικό έλεγχο, τα γραφήματα Pareto είναι χρήσιμα για την εύρεση των ελατ-
τωμάτων που πρέπει να ιεραρχηθούν, προκειμένου να παρατηρηθεί η μεγαλύτερη
συνολική βελτίωση.

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την γενικευμένη κατανομή Pareto με
παράμετρο μορφής k ̸= 0, παράμετρο κλίμακας σ και όριο θ δίνεται από τον τύπο

y = f(x k, σ, θ) =

(
1

σ

)(
1 + k

x− θ

σ

)−1− 1
k

(2.1)

για θ < x ή για θ < x < θ − σ
k όταν k < 0.

Για k = 0 η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι

y = f(x k, σ, θ) =

(
1

σ

)
e−

x−θ
σ (2.2)

για θ < x.

Για k = 0 και θ = 0, η γενικευμένη κατανομή Pareto είναι ισοδύναμη με την
εκθετική κατανομή, ενώ για k > 0 και θ = σ

k η γενικευμένη κατανομή Pareto είναι
ισοδύναμη με την κατανομή Pareto. Για k = 1 η γενικευμένη κατανομή Pareto είναι
ισοδύναμη με την ομοιόμορφη κατανομή.
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης

Νήσος Κρήτη: Στο Σχήμα 2.19 φαίνεται ότι η κατανομή Pareto προέκυψε ως το
βέλτιστο πρότυπο κατανομής πιθανότητας στην περίπτωση βροχόπτωσης Ιεράπε-
τρας. Πρέπει να σημειωθεί ότι στην περίπτωση αυτή αφαιρέθηκαν από τα δεδομένα
οι μηδενικές τιμές που αντιστοιχούν περίπου στο 24.74% των δειγμάτων. Πρακτικά
οι 3 καλοκαιρινοί μήνες από το σύνολο των 12 μηνών αφαιρέθηκαν για να επιτευχθεί
καλύτερη εφαρμογή της συνάρτησης κατανομής.
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Σχήμα 2.19: Βέλτιστο πρότυπο συνάρτησης κατανομής χρονοσειράς βροχόπτωσης Ιεράπε-
τρας.

Στο Σχήμα 2.20 φαίνεται ότι η γάμμα κατανομή προέκυψε ως το βέλτιστο πρό-
τυπο κατανομής πιθανότητας στην περίπτωση βροχόπτωσης Ψηλορείτη. Πρέπει να
σημειωθεί ότι στην περίπτωση αυτή αφαιρέθηκαν από τα δεδομένα οι μηδενικές
τιμές που αντιστοιχούν περίπου στο 26.13% των δειγμάτων. Πρακτικά οι 3 καλο-
καιρινοί μήνες από το σύνολο των 12 μηνών αφαιρέθηκαν για να επιτευχθεί καλύτερη
εφαρμογή της συνάρτησης κατανομής.
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης
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Σχήμα 2.20: Βέλτιστο πρότυπο συνάρτησης κατανομής χρονοσειράς βροχόπτωσης Ψηλορεί-
τη.

Η κατανομή γάμμα χρησιμοποιείται στη μηχανική (επίπεδα φορτίου για τηλε-
πικοινωνίες), την μετεωρολογία (βροχόπτωση) και τις επιχειρήσεις (ασφαλιστικές
απαιτήσεις, αθέτηση δανείων) στα οποία οι μεταβλητές είναι πάντα θετικές και τα
αποτελέσματα δεν είναι σε ισορροπία.

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας μιας τυχαίας μεταβλητής που ακολουθεί
κατανομή γάμμα με παραμέτρους α, λ > 0 είναι

f(x) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x > 0 (2.3)

και η συνάρτηση κατανομής είναι

F (y) =

∫ y

0

λα

Γ(α)
xα−1e−λxdx, y > 0. (2.4)

Στο Σχήμα 2.21 φαίνεται ότι η γάμμα κατανομή προέκυψε ως το βέλτιστο πρό-
τυπο κατανομής πιθανότητας στην περίπτωση βροχόπτωσης Μεσαράς. Πρέπει να
σημειωθεί ότι στην περίπτωση αυτή αφαιρέθηκαν από τα δεδομένα οι μηδενικές
τιμές που αντιστοιχούν περίπου στο 25.89% των δειγμάτων. Πρακτικά οι 3 καλο-
καιρινοί μήνες από το σύνολο των 12 μηνών αφαιρέθηκαν για να επιτευχθεί καλύτερη
εφαρμογή της συνάρτησης κατανομής.
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης
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Σχήμα 2.21: Βέλτιστο πρότυπο συνάρτησης κατανομής χρονοσειράς βροχόπτωσης Μεσαράς.

Στο Σχήμα 2.22 φαίνεται ότι η κατανομή Pareto προέκυψε ως το βέλτιστο πρό-
τυπο κατανομής πιθανότητας στην περίπτωση βροχόπτωσης Φαλάσαρνας. Πρέπει
να σημειωθεί ότι στην περίπτωση αυτή αφαιρέθηκαν από τα δεδομένα οι μηδενικές
τιμές που αντιστοιχούν περίπου στο 18.7% των δειγμάτων. Πρακτικά οι 3 καλοκαι-
ρινοί μήνες από το σύνολο των 12 μηνών αφαιρέθηκαν για να επιτευχθεί καλύτερη
εφαρμογή της συνάρτησης κατανομής.
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Σχήμα 2.22: Βέλτιστο πρότυπο συνάρτησης κατανομής χρονοσειράς βροχόπτωσης Φαλά-
σαρνας.

Στο Σχήμα 2.23 φαίνεται ότι η κατανομή Pareto προέκυψε ως το βέλτιστο πρό-
τυπο κατανομής πιθανότητας στην περίπτωση βροχόπτωσης Λευκών Ορέων. Πρέπει
να σημειωθεί ότι στην περίπτωση αυτή αφαιρέθηκαν από τα δεδομένα οι μηδενικές
τιμές που αντιστοιχούν περίπου στο 19.35% των δειγμάτων. Πρακτικά οι 3 καλοκαι-
ρινοί μήνες από το σύνολο των 12 μηνών αφαιρέθηκαν για να επιτευχθεί καλύτερη
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης

εφαρμογή της συνάρτησης κατανομής.
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Σχήμα 2.23: Βέλτιστο πρότυπο συνάρτησης κατανομής χρονοσειράς βροχόπτωσης Λευκών
Ορέων.

2.3.3 Περιοδόγραμμα

Νήσος Ρόδος: Το Σχήμα 2.24 δείχνει το περιοδόγραμμα των δεδομένων βροχό-
πτωσης που ελήφθησαν από το μετεωρολογικό σταθμό της Ρόδου. Έχει υπολογιστεί
το διάστημα εμπιστοσύνης σε 95%. Εδώ, διακρίνεται μια υψηλή κορυφή, στη συ-
χνότητα 0.08 (1/μήνας), που αντιστοιχεί στην περίοδο των 12 μηνών. Η περίοδος
αυτή είναι πιο έντονη από τις άλλες. Προφανώς, η περίοδος των 12 μηνών σχετίζεται
με την εποχική διακύμανση των βροχοπτώσεων κατά τη διάρκεια του έτους που
παρατηρείται τυπικά στα κλιματολογικά δεδομένα.
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Σχήμα 2.24: Περιοδόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Ρόδου (Ιανουάριος 1980 - Ιανουά-
ριος 2020).
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης

Νήσος Κρήτη: Το Σχήμα 2.25 δείχνει το περιοδόγραμμα των δεδομένων βροχόπτω-
σης που λήφθηκε από το μετεωρολογικό σταθμό της Ιεράπετρας. Εδώ, διακρίνεται
μια υψηλή κορυφή, στη συχνότητα 0.09 (1/μήνας), που αντιστοιχεί στην περίοδο των
12 μηνών περίπου. Η περίοδος αυτή είναι πιο έντονη από τις άλλες. Προφανώς, η
περίοδος των 12 μηνών σχετίζεται με την εποχική διακύμανση των βροχοπτώσεων
κατά τη διάρκεια του έτους που παρατηρείται τυπικά στα κλιματολογικά δεδομένα.
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Σχήμα 2.25: Περιοδόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Ιεράπετρας (Ιανουάριος 1980 -
Ιανουάριος 2020).

Το Σχήμα 2.26 δείχνει το περιοδόγραμμα των δεδομένων βροχόπτωσης που λή-
φθηκε από το μετεωρολογικό σταθμό του Ψηλορείτη. Εδώ, διακρίνεται μια υψηλή
κορυφή, στη συχνότητα 0.08 (1/μήνας), που αντιστοιχεί στην περίοδο των 12 μηνών.
Η περίοδος αυτή είναι πιο έντονη από τις άλλες. Προφανώς, η περίοδος των 12 μη-
νών σχετίζεται με την εποχική διακύμανση των βροχοπτώσεων κατά τη διάρκεια του
έτους που παρατηρείται τυπικά στα κλιματολογικά δεδομένα.
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Σχήμα 2.26: Περιοδόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Ψηλορείτη (Ιανουάριος 1980 - Ια-
νουάριος 2020).
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2.3. Διερευνητική ανάλυση χρονοσειρών βροχόπτωσης

Το Σχήμα 2.27 δείχνει το περιοδόγραμμα των δεδομένων βροχόπτωσης που λή-
φθηκε από το μετεωρολογικό σταθμό της Μεσαράς. Εδώ, διακρίνεται μια υψηλή
κορυφή, στη συχνότητα 0.08 (1/μήνας), που αντιστοιχεί στην περίοδο των 12 μηνών.
Προφανώς, η περίοδος των 12 μηνών σχετίζεται με την εποχική διακύμανση των
βροχοπτώσεων κατά τη διάρκεια του έτους που παρατηρείται τυπικά στα κλιματο-
λογικά δεδομένα.
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Σχήμα 2.27: Περιοδόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Μεσαράς (Ιανουάριος 1980 - Ια-
νουάριος 2020).

Το Σχήμα 2.28 δείχνει το περιοδόγραμμα των δεδομένων βροχόπτωσης που λή-
φθηκε από το μετεωρολογικό σταθμό της Φαλάσαρνας. Εδώ, διακρίνεται μια υψηλή
κορυφή, στη συχνότητα 0.08 (1/μήνας), που αντιστοιχεί στην περίοδο των 12 μηνών.
Η περίοδος αυτή είναι πιο έντονη από τις άλλες. Προφανώς, η περίοδος των 12 μη-
νών σχετίζεται με την εποχική διακύμανση των βροχοπτώσεων κατά τη διάρκεια του
έτους που παρατηρείται τυπικά στα κλιματολογικά δεδομένα.
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Σχήμα 2.28: Περιοδόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Φαλάσαρνας (Ιανουάριος 1980 -
Ιανουάριος 2020).

Το Σχήμα 2.29 δείχνει το περιοδόγραμμα των δεδομένων βροχόπτωσης που λή-
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φθηκε από το μετεωρολογικό σταθμό των Λευκών Ορέων. Εδώ, διακρίνεται μια
υψηλή κορυφή, στη συχνότητα 0.08 (1/μήνας), που αντιστοιχεί στην περίοδο των
12 μηνών. Η περίοδος αυτή είναι πιο έντονη από τις άλλες. Προφανώς, η περίοδος
των 12 μηνών σχετίζεται με την εποχική διακύμανση των βροχοπτώσεων κατά τη
διάρκεια του έτους που παρατηρείται τυπικά στα κλιματολογικά δεδομένα.
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Σχήμα 2.29: Περιοδόγραμμα χρονοσειράς βροχόπτωσης Λευκών Ορέων (Ιανουάριος 1980 -
Ιανουάριος 2020).

2.3.4 Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης

Νήσος Ρόδος: Στο Σχήμα 2.30 φαίνεται πως υπάρχει αυτοσυσχέτιση στη χρονο-
σειρά της βροχόπτωσης της Ρόδου σε πολλές υστερήσεις. Όπως ήταν αναμενόμενο,
υπάρχει μια έντονη περιοδικότητα 12 μηνών.
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Σχήμα 2.30: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης βροχόπτωσης Ρόδου (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος
2020).
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Νήσος Κρήτη: Στο Σχήμα 2.31 φαίνεται πως υπάρχει αυτοσυσχέτιση στη χρονοσει-
ρά της βροχόπτωσης της Ιεράπετρας σε πολλές υστερήσεις. Όπως ήταν αναμενόμενο,
υπάρχει μια έντονη περιοδικότητα 12 μηνών.
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Σχήμα 2.31: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης βροχόπτωσης Ιεράπετρας (Ιανουάριος 1980 - Ια-
νουάριος 2020).

Στο Σχήμα 2.32 φαίνεται πως υπάρχει αυτοσυσχέτιση στη χρονοσειρά της βρο-
χόπτωσης του Ψηλορείτη σε πολλές υστερήσεις. Όπως ήταν αναμενόμενο, υπάρχει
μια έντονη περιοδικότητα 12 μηνών.
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Σχήμα 2.32: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης βροχόπτωσης Ψηλορείτη (Ιανουάριος 1980 - Ια-
νουάριος 2020).

Στο Σχήμα 2.33 φαίνεται πως υπάρχει αυτοσυσχέτιση στη χρονοσειρά της βρο-
χόπτωσης της Μεσαράς σε πολλές υστερήσεις. Όπως ήταν αναμενόμενο, υπάρχει μια
έντονη περιοδικότητα 12 μηνών.
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Σχήμα 2.33: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης βροχόπτωσης Μεσαράς (Ιανουάριος 1980 - Ιανουά-
ριος 2020).

Στο Σχήμα 2.34 φαίνεται πως υπάρχει αυτοσυσχέτιση στη χρονοσειρά της βρο-
χόπτωσης της Φαλάσαρνας σε πολλές υστερήσεις. Όπως ήταν αναμενόμενο, υπάρχει
μια έντονη περιοδικότητα 12 μηνών.
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Σχήμα 2.34: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης βροχόπτωσης Φαλάσαρνας (Ιανουάριος 1980 - Ια-
νουάριος 2020).

Στο Σχήμα 2.35 φαίνεται πως υπάρχει αυτοσυσχέτιση στη χρονοσειρά της βροχό-
πτωσης των Λευκών Ορέων σε πολλές υστερήσεις. Όπως ήταν αναμενόμενο, υπάρχει
μια έντονη περιοδικότητα 12 μηνών.
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Σχήμα 2.35: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης βροχόπτωσης Λευκών Ορέων (Ιανουάριος 1980 -
Ιανουάριος 2020).

2.3.5 Διάγραμμα διασποράς ΝΑΟ‐βροχόπτωσης
Νήσος Ρόδος: Το διάγραμμα διασποράς είναι ένα είδος απεικόνισης των δεδομέ-
νων που δείχνει τη σχέση μεταξύ δύο μεταβλητών. Κάθε μέλος του συνόλου δεδο-
μένων σχεδιάζεται ως ένα σημείο, του οποίου οι συντεταγμένες (x, y) απεικονίζουν
τις τιμές των δύο μεταβλητών. Μέσω των διαγραμμάτων διασποράς μπορεί να ε-
ντοπιστεί σχέση συσχέτισης μεταξύ δύο μεταβλητών.

Στο Σχήμα 2.36 το διάγραμμα διασποράς έχει την μορφή μιας πυραμίδας με
τη βάση της στον κατακόρυφο άξονα. Συγκεκριμένα οι μεγάλες απόλυτες τιμές του
δείκτη ΝΑΟ συγκεντρώνονται στις μικρές τιμές της βροχόπτωσης. Όσο περισσότερο
αυξάνεται η βροχόπτωση, η απόλυτη τιμή του δείκτη ΝΑΟ μειώνεται. Οι ακραίες
τιμές βροχόπτωσης βρίσκονται όταν ο δείκτης ΝΑΟ έχει τιμές από -2 έως 0.
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Σχήμα 2.36: Διάγραμμα διασποράς χρονοσειράς βροχόπτωσης Ρόδου ολισθημένης κατά 6
μήνες με τον δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).
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Ποιοτικά η ίδια συμπεριφορά παρατηρείται στα διαγράμματα διασποράς του
δείκτη ΝΑΟ με τις χρονοσειρές βροχόπτωσης της Κρήτης, όπως φαίνεται παρακάτω.
Οι ακραίες τιμές βροχόπτωσης αντιστοιχούν στο διάστημα -2 έως 2 των τιμών του
δείκτη ΝΑΟ, ανάλογα με την τοποθεσία.

Νήσος Κρήτη: Στο Σχήμα 2.37 οι ακραίες τιμές βροχόπτωσης βρίσκονται όταν ο
δείκτης ΝΑΟ έχει τιμές από -2 έως 2.
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Σχήμα 2.37: Διάγραμμα διασποράς χρονοσειράς βροχόπτωσης Ιεράπετρας ολισθημένης κατά
6 μήνες με τον δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).

Στο Σχήμα 2.38 οι ακραίες τιμές βροχόπτωσης βρίσκονται όταν ο δείκτης ΝΑΟ
έχει τιμές από -2 έως 0.
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Σχήμα 2.38: Διάγραμμα διασποράς χρονοσειράς βροχόπτωσης Ψηλορείτη ολισθημένης κατά
6 μήνες με τον δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).

Στο Σχήμα 2.39 οι ακραίες τιμές βροχόπτωσης βρίσκονται όταν ο δείκτης ΝΑΟ
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έχει τιμές από -2 έως 0.
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Σχήμα 2.39: Διάγραμμα διασποράς χρονοσειράς βροχόπτωσης Μεσαράς ολισθημένης κατά
6 μήνες με τον δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).

Στο Σχήμα 2.40 οι ακραίες τιμές βροχόπτωσης βρίσκονται όταν ο δείκτης ΝΑΟ
έχει τιμές από -2 έως 2.
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Σχήμα 2.40: Διάγραμμα διασποράς χρονοσειράς βροχόπτωσης Φαλάσαρνας ολισθημένης
κατά 6 μήνες με τον δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).

Στο Σχήμα 2.41 οι ακραίες τιμές βροχόπτωσης βρίσκονται όταν ο δείκτης ΝΑΟ
έχει τιμές από -2 έως 2.
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Σχήμα 2.41: Διάγραμμα διασποράς χρονοσειράς βροχόπτωσης Λευκών Ορέων ολισθημένης
κατά 6 μήνες με τον δείκτη ΝΑΟ (Ιανουάριος 1980 - Ιανουάριος 2020).
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Κεφάλαιο 3

Μέθοδοι ανάλυσης αιτιότητας

Στο προηγούμενο κεφάλαιο εξετάστηκαν οι χρονοσειρές βροχόπτωσης στα νησιά
της Κρήτης και της Ρόδου με απλά μαθηματικά εργαλεία διερευνητικής στατιστικής
ανάλυσης. Σε αυτό το κεφάλαιο θα οριστούν οι πιο πολύπλοκοι μέθοδοι ανάλυσης
αιτιότητας μεταξύ χρονοσειρών. Ο σκοπός είναι να εφαρμοστούν αργότερα αυτές
οι μέθοδοι ανάλυσης αιτιότητας στα δεδομένα ώστε να εντοπιστούν τυχόν σχέσεις
αιτιότητας μεταξύ του δείκτη ΝΑΟ και της βροχόπτωσης.

3.1 Αιτιότητα κατά Granger

3.1.1 H ανάλυση Granger για κλιματικά προβλήματα

Κατά την τελευταία δεκαετία, η έννοια της αιτιότητας κατά Granger έχει χρησι-
μοποιηθεί αρκετά συχνά για την αντιμετώπιση συγκεκριμένων προβλημάτων αιτιό-
τητας στο κλιματικό σύστημα. Για παράδειγμα, οι Diks και Mudelsee [15] ανέλυσαν
τα δεδομένα που προήλθαν από ένα πρόγραμμα ωκεάνιων γεωτρήσεων προκειμένου
να εκτιμήσουν τις σχέσεις αιτιότητας μεταξύ κλιματολογικών παραμέτρων και της
έκθεσης στην ηλιακή ακτινοβολία.

Oι Kaufmann et al. [16] εφήρμοσαν την ανάλυση αιτιότητας κατά Granger σε
δορυφορικά δεδομένα και επίγειες μετεωρολογικές μετρήσεις για να εξετάσουν την
επίδραση της χιονοκάλυψης και της βλάστησης στη θερμοκρασία σε Βόρειο Αμερική
και Ευρασία σε διαφορετικές εποχές.

Σε άλλη περίπτωση, εξετάστηκε η σχέση μεταξύ της ισχύος των τυφώνων και
της θερμοκρασίας στην επιφάνεια της θάλασσας (Sea Surface Temperature, SST)
στον Ατλαντικό ωκεανό (Elsner, [17], [18]). Με ανάλυση αιτιότητας κατά Granger σε
χρονοσειρές παγκόσμιας θερμοκρασίας (Global Temperature, GT) και χρονοσειρές
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SST βρέθηκε μια αιτιώδης σχέση από GT προς SST που συμφωνεί με την υπόθεση
της ενίσχυσης των τυφώνων από την υπερθέρμανση του πλανήτη.

Οι Mosedale et al. [19] ερεύνησαν τις επιδράσεις SST στην Ταλάντωση του βόρειου
Ατλαντικού (NAO) και βρήκε ότι ο δείκτης SST παρέχει πρόσθετες προγνωστικές
πληροφορίες για το NAO από αυτές που είναι διαθέσιμες χρησιμοποιώντας μόνο
προηγούμενες τιμές του NAO, δηλαδή το SST είναι αιτιατό κατά Granger για το
NAO.

Οι Mason et. al [20] επίσης μελέτησαν την επίδραση της αστικοποίησης στη βρο-
χόπτωση εφαρμόζοντας την αιτιότητα του Granger και διαπίστωσαν ότι, γενικά η
αστικοποίηση προκαλεί έλλειμμα βροχοπτώσεων.

Τέλος, οι Mohkov et. al [21] ανέλυσαν τη σχέση μεταξύ της ταλάντωσης El Niño
(ENSO) και της ισχύος των ινδικών μουσώνων. Βρήκαν μια αμφίδρομη επίδραση που
ποικίλλει με το χρόνο και αυτό το αποτέλεσμα θα είναι σίγουρα χρήσιμο για την
καλύτερη κατανόηση του δυναμικού μηχανισμού πίσω από αυτήν την αλληλεπίδρα-
ση.

Τα παραδείγματα εφαρμογής της ανάλυσης αιτιότητας Granger που αναφέρθη-
καν παραπάνω δείχνουν τη δυνατότητα αυτής της τεχνικής στην αντιμετώπιση προ-
βλημάτων αιτιότητας στο κλιματικό σύστημα, καθώς είναι μία από τις πιο ευρέως
χρησιμοποιούμενες μεθόδους ανάλυσης αιτιότητας.

3.1.2 Η ιδέα της αιτιότητας κατά Granger

Η αιτιότητα κατά Granger βασίζεται στην ιδέα ότι αν παραλειφθεί το παρελθόν
μιας χρονοσειράς X σε ένα μοντέλο χρονοσειρών, συμπεριλαμβανομένου του πα-
ρελθόντος του Y , αυξάνεται το σφάλμα πρόβλεψης του μέλλοντος του Y . Συνεπώς
έχοντας δύο μεταβλητές X και Y που αλληλοεξαρτώνται, το Y μεταφέρει πληρο-
φορία στο X , αν το Y βοηθά στην πρόβλεψη του μέλλοντος του X εκτός από τον
βαθμό που ο Y ήδη προβλέπει το δικό του μέλλον.

Έστω δύο χρονοσειρές x(t) και y(t), t = 1, . . . , n, στις οποίες προσαρμόζεται
ένα γραμμικό διμεταβλητό αυτοπαλινδρούμενο μοντέλο (linear vector autoregressive
VAR)

Xt =A1Xt−1 + . . .+Ak Xt−k +B1 Yt−1 + . . .+Bk Yt−l + ϵt , (3.1αʹ)

Xt =A′
1Xt−1 + . . .+A′

k Xt−k + ϵ′t , (3.1βʹ)
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Yt =A1 Yt−1 + . . .+Ak Yt−k +B1Xt−1 + . . .+Bk Xt−l + ϵt , (3.2αʹ)

Yt =A′
1 Yt−1 + . . .+A′

k Yt−k + ϵ′t , (3.2βʹ)

όπου Ai, Bj , A
′
i είναι οι συντελεστές του μοντέλου και οι πίνακες συνδιακύμανσης

Σ ≡ c(ϵt),Σ
′ ≡ c(ϵ′t), όπου ϵt, ϵ

′
t τα υπόλοιπα της προσαρμογής του μοντέλου. Τα

υποδείγματα VAR (Vector Autoregression) θα αναλυθούν περισσότερο στην επόμενη
ενότητα.

Η προσέγγιση του Granger προβάλλει τα 3.1αʹ, 3.1βʹ ως προγνωστικά μοντέλα
για τη μεταβλητή X σε σχέση με το κοινό παρελθόν του ίδιου και της μεταβλητής Y
(πλήρες μοντέλο), και μόνο το δικό του παρελθόν (μειωμένο μοντέλο).

Εάν η διασπορά των υπολοίπων του πλήρους μοντέλου είναι μικρότερη από
αυτήν του μειωμένου μοντέλου που δεν συμπεριλαμβάνει τη Y , τότε η μεταβλητή Y

μεταφέρει πληροφορία στη X. Το μέγεθος της επίδρασης της Y στη X δίνεται από
το δείκτη της αιτιότητας κατά Granger που ορίζεται ως

F
(k,l)
Y→X ≡ log |Σ

′|
|Σ|

. (3.3)

Αν ισχύει FY→X = 0 τότε δεν υπάρχει αιτιότητα της χρονοσειράς Y στη X. Αντί-
θετα, αν FY→X > 0 τότε υπάρχει αιτιότητα της χρονοσειράς Y στη X. Μάλιστα όσο
μεγαλύτερη είναι η τιμή του δείκτη FY→X τόσο περισσότερο επιδρά η χρονοσειρά
Y στη X.

Σε παρακάτω ενότητα θα αναφερθεί με περισσότερη λεπτομέρεια για το πως
δουλεύει η αιτιότητα κατά Granger, με σκοπό να βρεθεί η στατιστική σημαντικότητα
του δείκτη αιτιότητας κατά Granger.

3.1.3 Υποδείγματα VAR (Vector Autoregression)

Ένα υπόδειγμα VAR [22] είναι ένα αυτοπαλίνδρομο σύστημα εξισώσεων στο
οποίο υπάρχουν μόνο ενδογενείς μεταβλητές. Όλες οι μεταβλητές ερμηνεύονται από
χρονικές υστερήσεις των ίδιων και των υπόλοιπων ενδογενών μεταβλητών.

Τα υποδείγματα VAR είναι αρκετά αποτελεσματικά στη μελέτη πολυμεταβλη-
τών χρονολογικών σειρών [23]. Μάλιστα, έχει αποδειχθεί ότι είναι ιδιαίτερα χρήσι-
μα στην περιγραφή της συμπεριφοράς των περιβαλλοντικών, μακροοικονομικών και
χρηματοοικονομικών χρονοσειρών και για προβλέψεις χρονοσειρών. Επιπλέον, τα
υποδείγματα VAR μπορούν να παρέχουν προβλέψεις των μονομεταβλητών χρονολο-
γικών σειρών αλλά και των θεωρητικά επεξεργασμένων ταυτόχρονων υποδειγμάτων
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εξίσωσης. Τέλος, ένα υπόδειγμα VAR χρησιμοποιείται σε διαρθρωτικές αναλύσεις
(structural VARs) και για μελέτες των επιδράσεων περιβαλλοντικών μεταβλητών.

Η γενική μορφή ενός υποδείγματος VAR δύο μεταβλητών που συσχετίζονται με-
ταξύ τους είναι

Xt = A1Xt−1 + . . .+Ak Xt−k +B1 Yt−1 + . . .+Bk Yt−l + ϵt , (3.4)

Yt = C1 Yt−1 + . . .+ Ck Yt−k +D1Xt−1 + . . .+Dk Xt−l + ϵ′t , (3.5)

όπου ϵt είναι ένας λευκός θόρυβος, τέτοιος ώστε E(et) = 0, E(et e′t) = Σe και
E(et e′t) = 0 για t′ ̸= t, όπου Σe είναι ο πίνακας συνδιακύμανσης.

Το πρώτο υπόδειγμα αφορά τη μεταβλητή Y και είναι συνάρτηση των τιμών
της από το πρόσφατο παρελθόν καθώς επίσης και των προηγούμενων πληροφοριών
των τιμών της X. Αντιστοίχως, το δεύτερο υπόδειγμα αναφέρεται στη μεταβλητή X ,
η οποία είναι συνάρτηση των παρελθοντικών τιμών της Y και των προηγούμενων
(χρονικά) τιμών (υστερήσεις) της μεταβλητής X.

Στην παρούσα έρευνα, θεωρούμε ότι τα αυτοπαλίνδρομα υποδείγματα είναι στά-
σιμα ή περιγράφουν την δυναμική στάσιμων χρονοσειρών. Μία χρονοσειρά χαρακτη-
ρίζεται στάσιμη αν η μέση τιμή, η διακύμανση και η συνδιακύμανση της χρονοσειράς
δεν εξαρτώνται από τον χρόνο.

Επίσης, μια χρονοσειρά ονομάζεται αυστηρά στάσιμη όταν η από κοινού κα-
τανομή των μεταβλητών είναι χρονικά αναλλοίωτη. Αντιθέτως, η μη-στασιμότητα,
συνεπάγεται εκτιμήσεις με μη τυπικές κατανομές, ενώ η αύξηση των παραμέτρων
λόγω της εισαγωγής ολοένα και περισσότερων μεταβλητών οδηγεί σε αναποτελε-
σματικότητες (μείωση βαθμών ελευθερίας).

3.1.4 Έλεγχος αιτιότητας κατά Granger

Αφού έχουμε υπολογίσει το δείκτη αιτιότητας κατά Granger, είναι σημαντικό
να βρούμε την στατιστική σημαντικότητα του. Στην πράξη, για την περίπτωση ενός
VAR μοντέλου όπως για παράδειγμα η εξίσωση 3.5. Η χρονοσειρά Xt επιδρά στην
Yt, αν και μόνο αν, κάποιος από τους συντελεστές B1, . . . , BK είναι στατιστικά ση-
μαντικός δηλαδή, διαφέρει στατιστικά σημαντικά από το μηδέν. Ο έλεγχος αυτός
μπορεί να πραγματοποιηθεί με το γνωστό στατιστικό κριτήριο της κατανομής Fisher
για την σημαντικότητα των παραμέτρων των χρονικών υστερήσεων των αντίστοιχων
μεταβλητών.

Έτσι για παράδειγμα, για να ελέγξουμε κατά πόσο η χρονοσειρά Xt επιδρά στην
Yt, προβαίνουμε στον έλεγχο της από κοινού μηδενικής υπόθεσης H0 : B1 = B2 =
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. . . = Bk = 0 ως προς την εναλλακτική ότι H1 : B1 ̸= 0 ή B2 ̸= 0 ή BK ̸= 0. Η
απόρριψη της αρχικής υπόθεσης συνεπάγεται ότι υπάρχει αιτιότητα κατά Granger.

Η στάθμη πιθανότητας p (διαφέρει από την τάξη της αυτοπαλινδρόμησης) χρησι-
μοποιείται ώστε να ποσοτικοποιηθεί η στατιστική σημαντικότητα του αποτελέσμα-
τος ενός ελέγχου. Η στάθμη πιθανότητας p αντιστοιχεί στην πιθανότητα πραγμα-
τοποίησης (εμφάνισης) του δείγματος αν ισχύει η H0. Αυτή η τιμή αντιπροσωπεύει
την ακραία τιμή της ουράς της κατανομής F. Όσο μικρότερη είναι αυτή η τιμή τόσο
μικρότερη είναι η πιθανότητα να προκύψει αυτό το αποτέλεσμα αν η μηδενική υπό-
θεση είναι αληθής. Μικρότερες τιμές της στάθμης πιθανότητας p εκλαμβάνονται ως
ισχυρότερη ένδειξη ενάντια στην αρχική υπόθεση.

Παραμετρικός Έλεγχος: Θεωρούμε τα εξής υποδείγματα των εξισώσεων 3.4, 3.5
και υποθέτουμε ότι οι τιμές των μεταβλητών και Y , εξαρτώνται από τις προηγούμε-
νες τιμές και των δύο μεταβλητών. Υποθέτουμε επίσης ότι Cov(et, e

′
t) = 0, και ότι οι

σειρές είναι στάσιμες, επισημαίνοντας τη σημαντικότητα της τελευταίας υπόθεσης,
γιατί διαφορετικά υπάρχει το ενδεχόμενο της πλασματικής παλινδρόμησης οπότε
και τα αποτελέσματα των ελέγχων μπορεί να είναι παραπλανητικά. Οι σχέσεις αι-
τίου – αποτελέσματος μπορούν να διατυπωθούν ως ακολούθως:

• Αν οι συντελεστές Di, i = (1, 2, . . . k) των μεταβλητών Xt−i είναι στατιστικά
σημαντικοί, ενώ οι συντελεστές Bi, i = (1, 2, . . . k) των μεταβλητών Yt−i είναι
στατιστικά ίσοι με το μηδέν, υπάρχει αιτιότητα κατά Granger, από τη X προς
την Y . Αυτό σημαίνει ότι οι μεταβολές των τιμών της X προηγούνται των
ανάλογων μεταβολών των τιμών της Y . Οπότε σε ένα ανάλογο διμεταβλητό
υπόδειγμα η Y θα είναι η εξαρτημένη μεταβλητή και η X η ερμηνευτική μετα-
βλητή.

• Αν οι συντελεστές Di, i = (1, 2, . . . k) των μεταβλητών Xt−i είναι στατιστικά
σημαντικοί, ενώ οι συντελεστές Bi, i = (1, 2, . . . k) των μεταβλητών Yt−i δεν
είναι στατιστικά σημαντικοί, υπάρχει αιτιότητα κατά Granger, από τη Y προς
την X.

• Αν οι συντελεστές Di, i = (1, 2, . . . k) και Bi, i = (1, 2, . . . k) των μεταβλητών Xt−i

και Yt−i αντίστοιχα στις δύο εξισώσεις είναι στατιστικά σημαντικοί, υπάρχει
ένδειξη αιτιότητας κατά Granger και προς τις δύο κατευθύνσεις. Με άλλα
λόγια, υπάρχει αμφίδρομη σχέση μεταξύ των μεταβλητών X και Y .

• Τέλος, θεωρείται ότι δεν υπάρχει αιτιώδης σχέση μεταξύ των μεταβλητώνX και
Y αν οι συντελεστές Di, i = (1, 2, . . . k) και Bi, i = (1, 2, . . . k) των μεταβλητών
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Xt−i και Yt−i αντίστοιχα στις δύο εξισώσεις δεν είναι στατιστικά σημαντικοί.
Η περίπτωση αυτή αναφέρεται και ως κατάσταση ανεξαρτησίας.

3.2 Συνάρτηση ετεροσυνδιασποράς

Εφόσον μια τυχαία διαδικασία είναι μια αριθμημένη ακολουθία τυχαίων μετα-
βλητών, μπορούμε να υπολογίσουμε τη μέση τιμή καθεμιάς από αυτές τις τυχαίες
μεταβλητές. Με τον τρόπο αυτό παράγεται μια ντετερμινιστική ακολουθία:

mt = E[Xt] (3.6)

γνωστή ως η αναμενόμενη τιμή της διαδικασίας. Κατά αντιστοιχία, υπολογίζοντας
τη διασπορά κάθε τυχαίας μεταβλητής, δημιουργούμε την ακολουθία

σ2
t = E[ (Xt −mt)

2] (3.7)

που λέγεται διασπορά της διαδικασίας.

Δύο πολύ χρήσιμα μέτρα στατιστικής εξάρτησης είναι η συνάρτηση αυτοσυνδια-
σποράς (autocovariance):

ct,t′ = E [(Xt −mt) (Xt′ −mt′)] (3.8)

και η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (autocorrelation):

rt,t+τ =
ct,t+τ

σtσt+τ
. (3.9)

Αν η στοχαστική διαδικασία Xt είναι στάσιμη, τότε ισχύει ότι

rτ =
cτ
σ2
t

. (3.10)

3.3 Εντροπία μεταφοράς

Η εντροπία μεταφοράς έχει αναπτυχθεί ως μία μη γραμμική επέκταση της αιτιό-
τητας Granger. Ουσιαστικά, η εντροπία μεταφοράς βασίζεται στην έννοια της εντρο-
πίας κατά Shannon αλλά στοχεύει στην ανίχνευση δυναμικών δεσμών αιτιότητας
μεταξύ ενός ζεύγους μεταβλητών. Αντίθετα από την αιτιότητα Granger, η εντροπί-
α μεταφοράς δεν προβλέπει το μέλλον κάποιας μεταβλητής, αλλά συμβάλλει στην
επίλυση της αβεβαιότητας.
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Θεωρητικά, η εντροπία μεταφοράς είναι ένα μέτρο πληροφορίας ως γενίκευση
της αμοιβαίας πληροφορίας. Ενώ η αμοιβαία πληροφορία δεν περιέχει ούτε δυ-
ναμική ούτε κατευθυντική πληροφορία, η εντροπία μεταφοράς λαμβάνει υπόψη τη
δυναμική της μεταφοράς πληροφορίας μεταξύ δύο συστημάτων. Αυτό επιτρέπει την
ποσοτικοποίηση της ανταλλαγής πληροφορίας.

Τα θεμέλια της εντροπίας μεταφοράς βρίσκονται από την θεωρία πληροφορίας.
Η εντροπία Shannon δίνεται από τον τύπο

H1 = −
∑
i

p(i) log2 p(i) (3.11)

όπου το i είναι οι καταστάσεις τις οποίες η διαδικασία Ι μπορεί να υποθέσει και
p(i) η κατανομή πιθανότητας που ακολουθούν.

Η εντροπία μεταφοράς από την μεταβλητή Y στη X ορίζεται ως

TY→X(t) = I(Xt : Yt−1|Xt−1) = H(Xt|Xt−1)−H(Xt|Xt−1, Yt−1) (3.12)

Η αμοιβαία πληροφορία I(x1:n : y1:m) μεταξύ δύο διανυσματικών τυχαίων με-
ταβλητών ποσοτικοποιεί το βαθμό εξάρτησης μεταξύ αυτών των διανυσμάτων. Ει-
δικότερα, I(x1:n : y1:m) = DKL(p(x1:n, y1:m)||p(x1:n)p(y1:m)), όπου DKL(p||q) είναι η
σχετική εντροπία, ή απόκλιση Kullback-Leibler, μεταξύ δύο συναρτήσεων μάζας πι-
θανότητας. Η σχετική εντροπία είναι ίση με μηδέν αν και μόνο αν p = q, ενώ παίρνει
θετικές τιμές αν p ̸= q.

Συνεπώς η αμοιβαία πληροφορία μετρά την ανεξαρτησία δεδομένου ότι είναι 0
αν, και μόνο αν τα διανύσματα x1:n και y1:m είναι ανεξάρτητα. Η αμοιβαία πληρο-
φορία έχει επίσης μια ερμηνεία ως προς την πληροφορία. Η αμοιβαία πληροφορία
μπορεί να γραφτεί ως

I(x1:n : y1:m) = H(y1:m)−H(y1:m|x1:n) (3.13)

και μετρά την απώλεια αβεβαιότητας για μία μεταβλητή εξαιτίας της γνώσης για
την άλλη μεταβλητή.

3.4 Ρυθμός ροής πληροφορίας

Ο ρυθμός ροής πληροφορίας αναφέρεται στην μεταφορά πληροφορίας μεταξύ
δύο μεταβλητών σε ένα δυναμικό σύστημα, με την μία μεταβλητή να θεωρείται
ως πηγή ή πομπός και την άλλη ως δέκτης. Έχει εφαρμογές σε μια μεγάλη ποικιλία
επιστημονικών κλάδων όπως η νευροεπιστήμη [24], επιστήμη ατμόσφαιρας-ωκεανού
[25], [26], [27], ανάλυση σειρών μη γραμμικού χρόνου [28], [29], οικονομικά και
επιστήμης υλικών.
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Η μεταφορά πληροφορίας ή ροή πληροφορίας χρησιμοποιείται για να μετρηθεί η
αιτιότητα μεταξύ δυναμικών γεγονότων, καθώς το ποσό της ανταλλαγής πληροφο-
ρίας μεταξύ δύο γεγονότων εκφράζει και το μέγεθος και την κατεύθυνση της σχέσης
αίτιο-αποτέλεσμα.

Συνειδητοποιώντας ότι o ρυθμός ροής πληροφορίας είναι μια φυσική έννοια, οι
Liang και Kleeman [30] έθεσαν το πρόβλημα σε μια αυστηρή βάση και απέκτησαν
σε κλειστή μορφή τη ροή πληροφοριών μεταξύ των στοιχείων ενός δισδιάστατου δυ-
ναμικού συστήματος. Αυτός ο φορμαλισμός γενικεύτηκε σύντομα από τους Majda
και Harlim [31] με δύο υποχώρους. Πρόσφατα, επεκτάθηκε από τον Liang σε συ-
στήματα αυθαίρετων διαστάσεων. Ακολουθεί μια σύντομη ανασκόπηση της εργασίας
[32] που αφορά αυτή τη μελέτη.

Ο ρυθμός ροής πληροφορίας από μία χρονοσειρά π.χ X2 σε μία άλλη χρονοσειρά
π.χ X1 εκφράζεται ως T2→1. Αρχικά η κύρια ιδέα είναι ότι αν η πρόβλεψη ενός
γεγονότος, X1, είναι ανεξάρτητη από ένα άλλο, το X2, τότε η αιτιότητα από το X2

στο X1 είναι μηδέν και συνεπώς το X2 δεν μεταφέρει πληροφορία στο X1.

Αν ο ρυθμός ροής πληροφορίας δεν είναι μηδενικός τότε υπάρχει μεταφορά πλη-
ροφορίας. Υπό την παρουσία της αιτιότητας, διακρίνονται δυο περιπτώσεις. Η πρώτη
περίπτωση είναι ένα θετικό T2→1, το οποίο σημαίνει ότι το X2 τείνει να κάνει πιο
αβέβαιο το X1. Η δεύτερη περίπτωση είναι μια αρνητική τιμή του T2→1, όπου το X2

τείνει να σταθεροποιεί το X1.

Θεωρούμε ένα στοχαστικό σύστημα συνεχούς χρόνου n διαστάσεων x = (x1, . . . , xn)

dx(t)

dt
= F (x(t), t) +B(x(t), t)E(t), (3.14)

όπου F = (F1, . . . , Fn) είναι ένα διάνυσμα αυθαίρετων μη γραμμικών συναρτήσεων
των x και t, E είναι ένα διάνυσμα λευκού θορύβου και B = [bij ]

n
i,j=1 είναι ένας

πίνακας διάστασης n × n με τα πλάτη των διαταραχών, τα οποία μπορεί να είναι
επίσης αυθαίρετες συναρτήσεις του x και t. Υποθέτουμε ότι οι συνιστώσες των F

και B είναι παραγωγίσιμα ως προς το x και t.

Tj→i =− E
[
1

ρi

∫
Rn−2

∂(Fiρj)

∂xi
dxij

]
+

1

2
E
[
1

ρi

∫
Rn−2

∂2(giiρj)

∂2xi
dxij

]
=

= −
∫
Rn

ρj|i(xj |xi)
∂(Fiρj)

∂xi
dx+

1

2

∫
Rn

ρj|i(xj |xi)
∂2(giiρj)

∂2xi
dx, (3.15)

όπου dxij είναι dxi . . . dxi−1 . . . dxj−1dxj−1 . . . dxn, gii =
∑n

k=1 bikbik, ρi = ρi(xi) εί-
ναι η συνάρτηση οριακής πυκνότητας πιθανότητας του xi, ρj|i είναι η συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας του xi και ρj =

∫
R ρ(x)dxj .
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Αν Tj→i = 0, τότε το xj δεν μεταφέρει πληροφορία στο xi. Διαφορετικά, υπάρχει
μεταφορά πληροφορίας και η απόλυτη τιμή Tj→i μετρά το μέγεθος της αιτιότητας
από xj σε xi. Για αντιστοιχίσεις διακριτού χρόνου, η ροή πληροφοριών είναι σε πολύ
πιο περίπλοκη μορφή [32].

Ο ρυθμός ροής πληροφορίας (σε μονάδα nats/ unit time) από την χρονοσειρά X2

προς την χρονοσειρά X1 βάσει της θεωρίας του Liang δίνεται από την παρακάτω
εξίσωση:

T2→1 =
C11C12C2,d1 − C2

12C1,d1

C2
11C22 − C11C2

12

, (3.16)

όπου C12 είναι η δειγματική συνδιακύμανση των X1 και X2, δηλαδή

C12 = (X1 −X1)(X2 −X2),

όπου η οριζόντια γραμμή πάνω από το σύμβολο της χρονοσειράς συμβολίζει τον
δειγματικό μέσο όρο, και C1,d2j είναι η συνδιακύμανση των X1 και Ẋ2, δηλαδή

C1,d2 = (X1 −X1)(Ẋ2 − Ẋ2),

όπου Ẋi,n =
Xi,n+1−Xi,n

∆t είναι η διαφορά τάξης n ≥ 1 η οποία προσεγγίζει την πρώτη
παράγωγο [33].

Αυτή η εξίσωση έχει εφαρμοστεί με επιτυχία στην ανάλυση πολύπλοκων συστη-
μάτων για την διερεύνηση σχέσεων αιτιότητας, όπως ανάμεσα στον δείκτη El Niño
και το Δίπολο του Ινδικού Ωκεανού [33], για την πρόβλεψη τροπικών κυκλώνων
[34], για την παγκόσμια κλιματική αλλαγή [35], και για την ανάλυση χρηματοοικο-
νομικών χρονοσειρών [1]. Επίσης, η μελέτη των Stips και Liang [36], διαπιστώνει
αιτιατή σχέση μεταξύ της συγκέντρωσης CO₂ και της θερμοκρασίας στην επιφάνεια
του πλανήτη. Αυτή η αιτιατή σχέση είναι μονόδρομη, δηλαδή ενώ ο δείκτης CO₂ επι-
δρά στην παγκόσμια μέση θερμοκρασία της ατμόσφαιρας δεν συμβαίνει το αντίθετο.

3.4.1 Κανονικοποιημένος ρυθμός ροής πληροφορίας

Για να εκτιμηθεί η σημαντικότητα μιας προκύπτουσας αιτιότητας, χρειάζεται να
κανονικοποιηθεί ο ρυθμός ροής πληροφορίας. Η κανονικοποίηση επιτυγχάνεται με τη
διάκριση τριών τύπων θεμελιωδών μηχανισμών που διέπουν την οριακή μεταβολή της
εντροπίας της ροής του παραλήπτη. Μια κανονικοποιημένη ροή μετρά τη σημασία της
σε σχέση με άλλους μηχανισμούς. Η κανονικοποίηση δεν μπορεί να ακολουθήσει μια
συγκεκριμένη πορεία υπολογισμού ενός συντελεστή συσχέτισης, καθώς δεν υπάρχει
κάποιο θεώρημα όπως η ανισότητα Cauchy-Schwartz.

Οι τρεις τύποι μηχανισμών που συμβάλλουν στην εξέλιξη της οριακής εντροπίας
του X1, H1:

37



3.4. Ρυθμός ροής πληροφορίας

1. dH∗
1

dt : η συνεισφορά μόνο του X1,

2. T2→1: ο ρυθμός ροής πληροφορίας από το X2 στο X1,

3. dHnoise
1
dt : η συνεισφορά του θορύβου.

Έτσι, η εξίσωση του κανονικοποιημένου ρυθμού ροής πληροφορίας από το X2

στο X1 είναι η Εξίσωση (3.17) και από το X1 στο X2 είναι η Εξίσωση (3.18):

τ2→1 =
T2→1∣∣∣ dH∗

1
dt

∣∣∣+ ∣∣∣ dHnoise
1
dt

∣∣∣+ |T2→1 |
, (3.17)

τ1→2 =
T1→2∣∣∣ dH∗

2
dt

∣∣∣+ ∣∣∣ dHnoise
2
dt

∣∣∣+ |T1→2 |
. (3.18)

Σχήμα 3.1: Απεικόνιση των εξελίξεων της οριακής εντροπίας και του ρυθμού ροής πληρο-
φορίας στο σύστημα του (X1, X2) (Εικόνα από [1]).
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Κεφάλαιο 4

Επεξεργασία δεδομένων με
εργαλεία ανάλυσης χρονοσειρών

4.1 Ανάλυση ετεροσυσχέτισης δείκτη ΝΑΟ και βροχόπτωσης

Σε προηγούμενο κεφάλαιο εξετάστηκαν οι αυτοσυσχετίσεις των χρονοσειρών της
βροχόπτωσης και του ΝΑΟ, και διαπιστώθηκε η ύπαρξη συσχετίσεων σε χρονική α-
πόσταση τουλάχιστον ενός μήνα (ΝΑΟ) έως και αρκετών μηνών με έντονη ένδειξη
περιοδικότητας (βροχόπτωση). Σε αυτό το κεφάλαιο θα πραγματοποιηθεί διερεύνη-
ση για την ύπαρξη σχέσεων στατιστικής εξάρτησης ανάμεσα στις χρονοσειρές της
βροχόπτωσης και του ΝΑΟ. Ιδιαίτερα θα δοθεί έμφαση στην διερεύνηση σχέσεων
αιτιότητας ανάμεσα στις δύο χρονοσειρές. Αυτό θα μας επιτρέψει να εξετάσουμε το
ερώτημα κατά πόσον ο δείκτης ΝΑΟ επηρεάζει την βροχόπτωση σε δύο νησιά της
Ελλάδας (Ρόδο και Κρήτη).

Ωστόσο, ακόμα και αν διαπιστωθεί συσχέτιση ανάμεσα σε αυτές τις χρονοσειρές,
δεν εξασφαλίζεται ότι ο δείκτης ΝΑΟ συνδέεται με την βροχόπτωση με αιτιατή
σχέση. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι η συσχέτιση του υψόμετρου με τον
υψηλό δείκτη θνησιμότητας [6]. Αυτό δεν συνεπάγεται ότι το αυξημένο υψόμετρο
προκαλεί θνησιμότητα. Οι χαμηλές θερμοκρασίες είναι πιθανότερο να συνδέονται με
το υψόμετρο και να οδηγούν σε αυξημένη θνησιμότητα.

Θα ερευνηθεί αρχικά η ύπαρξη στατιστικών συσχετίσεων μέσω της συνάρτησης
ετεροσυσχέτισης της μηνιαίας χρονοσειράς του δείκτη ΝΑΟ με αυτήν της βροχόπτω-
σης για τη χρονική περίοδο 1980-2020. Τα παραγόμενα αποτελέσματα θα ελεγχθούν
με την μέθοδο των αναδιατάξεων (permutation testing).

Το Σχήμα 4.1 δείχνει την συνάρτηση ετεροσυσχέτισης του δείκτη ΝΑΟ με την βρο-
χόπτωση στη περιοχή της Ρόδου. Παρατηρείται μια σταθερή καθυστέρηση 6 μηνών
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4.1. Ανάλυση ετεροσυσχέτισης δείκτη ΝΑΟ και βροχόπτωσης

μεταξύ των κορυφών της. Η εκτίμηση της ετεροσυσχέτισης από δεδομένα υπόκειται
σε μεγάλες στατιστικές διακυμάνσεις, για αυτό το λόγο χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος
permutation testing (έλεγχος αναδιατάξεων).

Συγκεκριμένα, εφαρμόσθηκαν 500 τυχαίες αναδιατάξεις στη χρονοσειρά του δεί-
κτη ΝΑΟ. Για κάθε αναδιάταξη υπολογίσθηκε η ετεροσυσχέτιση της αναδιατεταγ-
μένης σειράς του δείκτη με αυτή της βροχόπτωσης. Στο τέλος υπολογίστηκαν οι
ελάχιστες και οι μέγιστες τιμές (από το σύνολο των 500 τιμών που προέκυψαν από
τις αναδιατάξεις) της ετεροσυσχέτισης για κάθε χρονική απόσταση.

Οι καμπύλες της αρχικής (χωρίς αναδιάταξη του ΝΑΟ) συνάρτησης ετεροσυσχέ-
τισης, καθώς και των ελαχίστων και των μεγίστων της ετεροσυσχέτισης (όπως προ-
κύπτουν από τις αναδιατάξεις) παρουσιάζονται στο Σχήμα 4.2. Ότι δεν περικλείεται
από τις δύο αναδιατεταγμένες καμπύλες είναι στατιστικά σημαντικό.

Με τη μέθοδο των αναδιατάξεων φαίνεται ότι οι περισσότερες κορυφές της αρ-
χικής (χωρίς αναδιάταξη ΝΑΟ) ετεροσυσχέτισης δεν περικλείονται από τις αναδια-
τεταγμένες καμπύλες. Για αυτό τον λόγο, υπάρχει ετεροσυσχέτιση του δείκτη ΝΑΟ
με τη βροχόπτωση σε κάποιες χρονικές αποστάσεις.
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Σχήμα 4.1: Συνάρτηση ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ, βροχόπτωσης στην Ρόδο από τον Ιανουάριο
του 1980 έως τον Ιανουάριο του 2020.
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4.2. Εφαρμογή μεθόδων ανάλυσης αιτιότητας
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Σχήμα 4.2: Η τιμή ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ και βροχόπτωσης Ρόδου, με τις μικρότερες και
μεγαλύτερες τιμές ανά χρονικό βήμα ετεροσυσχέτισης από 500 αναδιατάξεις.

Οι συναρτήσεις ετεροσυσχέτισης των άλλων περιοχών είναι παρόμοιες και τα
σχετικά γραφήματα παρατίθενται στο Παράρτημα Αʹ.

4.2 Εφαρμογή μεθόδων ανάλυσης αιτιότητας

Στην προηγούμενη ενότητα, εξετάστηκε η ανάλυση συσχετίσεων της χρονοσει-
ράς του δείκτη ΝΑΟ με τη βροχόπτωση, μέσω της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης του
ΝΑΟ με τη βροχόπτωση. Βρέθηκε η ύπαρξη ετεροσυσχέτισης σε ορισμένες χρονι-
κές αποστάσεις και επιβεβαιώθηκε από τον έλεγχο αναδιατάξεων. Στο κεφάλαιο
αυτό θα πραγματοποιηθεί επεξεργασία των δεδομένων με την μέθοδο ρυθμού ρο-
ής πληροφορίας, κανονικοποιημένου ρυθμού ροής πληροφορίας και αιτιότητας κατά
Granger.

Για τον εντοπισμό σχέσεων αιτιότητας ανάμεσα στο δείκτη ΝΑΟ και τη βρο-
χόπτωση θα εφαρμοσθεί μια νέα μέθοδος, αυτή του ρυθμού ροής πληροφορίας. Ο
ρυθμός ροής πληροφορίας μετριέται από το χρονικό ρυθμό ροής πληροφορίας μιας
χρονοσειράς σε μία άλλη. Αυτή η μέθοδος υλοποιείται μέσω δειγματικών συνδια-
κυμάνσεων και υπολογίζει τη ποσότητα της ανταλλαγής πληροφοριών μεταξύ δύο
χρονοσειρών και την κατεύθυνσή της.

Η παραπάνω μέθοδος μαζί με την μέθοδο κανονικοποιημένου ρυθμού ροής πλη-
ροφορίας θα εφαρμοσθούν σε ένα “απλό” σύστημα δύο γραμμικών στοχαστικών
εξισώσεων, στο οποίο η δεύτερη μεταφέρει πληροφορία στην πρώτη αλλά όχι αντι-
στρόφως. Το συνθετικό αυτό σύστημα λόγω της απλότητας του και του ότι γνω-
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4.3. Ροή πληροφορίας σε γραμμικό σύστημα

ρίζουμε εκ των προτέρων την κατεύθυνση της ροής πληροφορίας μας επιτρέπει να
ελέγξουμε την αποτελεσματικότητα των δύο αυτών μεθόδων στο να ανιχνεύουν την
υπάρχουσα αιτιότητα.

Οι ίδιες μέθοδοι (ρυθμός ροής πληροφορίας, κανονικοποιημένος ρυθμός ροής πλη-
ροφορίας) εφαρμόσθηκαν μετά για τον υπολογισμό του ρυθμού ροής πληροφορίας
και του κανονικοποιημένου ρυθμού ροής πληροφορίας από το ΝΑΟ στη βροχόπτω-
ση με υστέρηση 0-12 μηνών. Τα αποτελέσματα θα ελεγχθούν με την μέθοδο των
αναδιατάξεων (permutation testing).

Τέλος, πραγματοποιήθηκε η ανάλυση αιτιότητας κατά Granger. Είναι από τις πιο
ευρέως χρησιμοποιούμενες μεθόδους ανάλυσης αιτιότητας. Η ανάλυση αιτιότητας
κατά Granger κατασκευάζει ένα μοντέλο παλινδρόμησης τάξης p για δύο χρονο-
σειρές. Μέσω αυτής της ανάλυσης ελέγχεται κατά πόσο η πληροφορία της πρώτης
χρονοσειράς επηρεάζει τη δεύτερη ή το αντίστροφο, για τάξεις αυτοπαλινδρόμη-
σης από 1 έως 12, που αντιστοιχεί σε υστέρηση 1-12 μηνών. Τα αποτελέσματα θα
ελεγχθούν με την μη ύπαρξη αντίστροφης σχέσης (από βροχόπτωση σε δείκτη ΝΑΟ).

Ο στόχος είναι να εφαρμοσθεί μια μέθοδος που χρησιμοποιείται σε μεγάλο βαθ-
μό και εύρος εφαρμογών (ανάλυση αιτιότητας κατά Granger) και μια νέα μέθοδος
(ρυθμός ροής πληροφορίας), ώστε να συγκριθούν τα αποτελέσματα που θα προκύ-
ψουν. Καθώς αυτές οι δύο μέθοδοι βασίζονται σε διαφορετικά μαθηματικά πλαίσια,
θα βρεθούν οι διαφορές που μπορεί να υπάρξουν.

4.3 Ροή πληροφορίας σε γραμμικό σύστημα

Θεωρούμε ένα σύστημα δύο γραμμικών στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων
πρώτης τάξης:

dX1 =(−X1 + 0.5X2)dt+ 0.1dW1 , (4.1αʹ)

dX2 =−X2dt+ 0.1dW2 , (4.1βʹ)

όπου W1, W2 δύο διανύσματα της τυποποιημένης διαδικασίας Wiener (η “παράγω-
γος” της στοχαστικής διαδικασίας Wiener W είναι ο λεγόμενος λευκός θόρυβος). Οι
δύο αυτές σειρές είναι της μορφής dx = Ax+BdW όπου

A =

[
−1 0.5

0 −1

]
,

B =

[
0.1 0

0 0.1

]
,
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4.3. Ροή πληροφορίας σε γραμμικό σύστημα

με αρχικές συνθήκες X1,0 = 1 και X2,0 = 2.

Είναι φανερό ότι το X2 μεταφέρει πληροφορία στο X1, αλλά όχι το αντίστροφο.
Χρησιμοποιώντας χρονικό βήμα ∆t = 0.001, παράχθηκαν 100.000 βήματα, που αντι-
στοιχούν σε χρονικό διάστημα t = 0− 100. Στην αρχή οι χρονοσειρές διέρχονται από
μια μεταβατική κατάσταση και μετά από την χρονική στιγμή t = 4, εισέρχονται σε
κατάσταση ισορροπίας όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.3.
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Σχήμα 4.3: Οι χρονοσειρές X1 και X2 του γραμμικού στοχαστικού διαφορικού συστήματος
εξισώσεων 4.1.

Οι τιμές των T2→1 και T1→2 φαίνονται στα Σχήματα 4.5, 4.4 αντίστοιχα. Το
ιστόγραμμα T1→2 έχει τιμές από το −0.07 έως το 0.22 και το ιστόγραμμα T2→1 έχει
τιμές από το −0.05 έως το 0.5. Οι περισσότερες τιμές του T1→2 είναι μηδενικές, όπως
αναμενόταν, καθώς η πληροφορία που μεταφέρει το X1 στο X2 δεν εξαρτάται από
το X2. Δηλαδή το X1 δεν μεταφέρει πληροφορία στο X2 . Όμως, το X2 μεταφέρει
πληροφορία στοX1, δηλαδή T2→1 ̸= 0. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.5 οι περισσότερες
τιμές των T2→1 δεν είναι μηδενικές, κάτι που επιβεβαιώνει την μέθοδο του ρυθμού
ροής πληροφορίας.
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4.3. Ροή πληροφορίας σε γραμμικό σύστημα
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Σχήμα 4.4: Ιστόγραμμα των τιμών T1→2 για 100 υλοποιήσεις.
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Σχήμα 4.5: Ιστόγραμμα των τιμών T2→1 για 100 υλοποιήσεις.

4.3.1 Κανονικοποιημένος ρυθμός ροής πληροφορίας

Υποθέτοντας ξανά το προηγούμενο σύστημα δύο γραμμικών στοχαστικών δια-
φορικών εξισώσεων 4.1 με χρονικό βήμα ∆t = 0.001, παρήχθησαν 100.000 βήματα,
που αντιστοιχούν σε χρονικό διάστημα t = 0− 100. Οι τιμές των κανονικοποιημένων
ρυθμών ροής πληροφορίας τ2→1 και τ1→2 φαίνονται στα Σχήματα 4.6-4.7 αντίστοιχα.
Το ιστόγραμμα τ1→2 έχει τιμές από το −0.07 έως το 0.25 και το ιστόγραμμα τ2→1

έχει τιμές από το −0.05 έως το 0.5.

Με την κανονικοποίηση παρατηρούνται πιο καθαρά οι πολλές μηδενικές τιμές
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4.3. Ροή πληροφορίας σε γραμμικό σύστημα

του τ1→2, καθώς δεν συμβαίνει μεταφορά πληροφορίας από το X1 στο X2. Στο ιστό-
γραμμα τ2→1 οι μηδενικές τιμές είναι ελάχιστες και είναι περισσότερο απλωμένες
από το 0.05 μέχρι το 0.3, κάτι που δεν παρατηρείται στο ιστόγραμμα τ1→2 που
οι τιμές του απλώνονται στο −0.055 έως το 0.058. Δηλαδή, το X1 δεν μεταφέρει
πληροφορία στο X2. Όμως, το X2 μεταφέρει πληροφορία στο X1, δηλαδή τ2→1 ̸= 0.
Τα ιστογράμματα αυτά επιβεβαιώνουν την μέθοδο του κανονικοποιημένου ρυθμού
ροής πληροφορίας.
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Σχήμα 4.6: Ιστόγραμμα των τιμών κανονικοποιημένου ρυθμού ροής πληροφορίας τ1→2 για
100 υλοποιήσεις.
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Σχήμα 4.7: Ιστόγραμμα των τιμών κανονικοποιημένου ρυθμού ροής πληροφορίας τ2→1 για
100 υλοποιήσεις.
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4.4. Ροή πληροφορίας από τον δείκτη ΝΑΟ στη βροχόπτωση

4.4 Ροή πληροφορίας από τον δείκτη ΝΑΟ στη βροχόπτωση

Εφαρμόζοντας την μέθοδο του ρυθμού ροής πληροφορίας της χρονοσειράς ΝΑΟ
με την χρονοσειρά της βροχόπτωσης σε κάθε μία από τις πόλεις της Ρόδου, Ιε-
ράπετρας, Ψηλορείτη, Μεσαρά, Φαλάσαρνα και Λευκών Ορέων για την περίοδο
1980−2020 με χρονικό βήμα τον ένα μήνα, προέκυψαν τα αποτελέσματα στον Πί-
νακα 4.1.

Για να ελεγχθεί αν η τιμή του ρυθμού ροής πληροφορίας είναι στατιστικά σημα-
ντική ώστε να αποφανθεί η ύπαρξη αιτιότητας από το δείκτη ΝΑΟ στην βροχόπτωση
χρησιμοποιήθηκε ο έλεγχος αναδιατάξεων. Εφαρμόσθηκαν 1000 αναδιατάξεις στην
χρονοσειρά του ΝΑΟ, ξεκινώντας χωρίς καθυστέρηση έως την χρονική καθυστέρηση
των 12 μηνών. Εφόσον η τιμή του αποτελέσματος του ρυθμού ροής πληροφορίας
είναι εκτός του διαστήματος που ανήκει στον ρυθμό ροής πληροφορίας των 1000
αναδιατάξεων, τότε η τιμή είναι στατιστικά σημαντική.

Στον Πίνακα 4.1 οι τιμές με κόκκινο είναι αυτές που δεν ανήκουν στο παραπάνω
διάστημα. Ο Ψηλορείτης, η Μεσαρά και τα Λευκά Όρη έχουν στατιστικά σημαντικό
ρυθμό ροής πληροφορίας με υστέρηση 2 μηνών και η Ιεράπετρα με 8 μηνών. Η Ρόδος
επίσης με υστέρηση 4 και 9 μηνών.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ρόδος 0.003 0.001 0.004 0.005 0.01 0.001 -0.001 -0.001 0.004 0.01 -0.003 -0.0004 -0.006
Ιεράπετρα 0.001 0.001 0.004 0.009 0.0008 -0.001 -0.0009 0.004 0.01 -0.003 -0.0008 0.0005 -0.006
Ψηλορείτης 0.002 0.004 0.01 0.009 -0.005 -0.001 0.004 0.007 0.001 0.002 -0.002 0.001 -0.004
Μεσαρά 0.002 0.002 0.01 0.01 -0.004 -0.001 0.003 0.007 0.001 0.002 -0.003 0.001 -0.006
Φαλάσαρνα 0.001 0.001 0.01 0.005 -0.004 -0.001 0.005 0.007 -0.0001 0.001 -0.002 0.0006 -0.006
Λευκά Όρη 0.002 0.002 0.01 0.007 -0.004 -0.001 0.004 0.007 -0.0002 0.001 -0.002 0.0007 0.003

Πίνακας 4.1: Ρυθμός ροής πληροφορίας ΝΑΟ βροχόπτωσης κάθε περιοχής για 0 έως 12
μήνες καθυστέρηση.

4.4.1 Κανονικοποιημένος ρυθμός ροής πληροφορίας

Εφαρμόζοντας την ίδια μέθοδο αξιολόγησης της στατιστικής σημαντικότητας των
τιμών του κανονικοποιημένου ρυθμού ροής πληροφορίας με τις τιμές του ρυθμού ρο-
ής πληροφορίας παρατηρείτε (βλ. Σχήμα 4.2) ότι με υστέρηση 3 μηνών ο Ψηλορείτης,
η Φαλάσαρνα και τα Λευκά Όρη έχουν στατιστικά σημαντικούς ρυθμούς ροής πλη-
ροφορίας ενώ η Ιεράπετρα με υστέρηση 9 μηνών. Η Ρόδος με υστέρηση 8 μηνών έχει
στατιστικά σημαντικούς κανονικοποιημένους ρυθμούς ροής πληροφορίας.
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4.5. Ανάλυση αιτιότητας κατά Granger

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ρόδος 0.004 0.0009 0.004 0.01 0.001 −0.001 −0.001 0.003 0.01 −0.003 −0.0003 0.001 −0.006
Ιεράπετρα 0.003 0.001 0.001 0.004 0.009 0.0009 −0.001 −0.001 0.003 0.01 −0.003 −0.0008 0.0006
Ψηλορείτης 0.002 0.002 0.005 0.01 0.01 −0.006 −0.001 0.004 0.007 0.001 0.002 −0.002 0.001
Μεσαρά 0.001 0.002 0.002 0.01 0.01 −0.005 −0.001 0.003 0.008 0.001 0.002 −0.003 0.001
Φαλάσαρνα 0.004 0.001 0.001 0.01 0.005 −0.004 −0.002 0.006 0.007 −0.0001 0.001 −0.002 0.0006
Λευκά Όρη 0.003 0.01 0.002 0.01 0.007 −0.04 −0.001 0.004 0.007 −0.0002 0.001 −0.002 0.0007

Πίνακας 4.2: Κανονικοποιημένος ρυθμός ροής πληροφορίας ΝΑΟ βροχόπτωσης κάθε περιο-
χής για 0 έως 12 μήνες καθυστέρησης.

4.5 Ανάλυση αιτιότητας κατά Granger

Η μηδενική υπόθεση είναι πως η χρονοσειρά του δείκτη ΝΑΟ δεν επηρεάζει την
χρονοσειρά της βροχόπτωσης. Αν η τιμή πιθανότητας p είναι μικρότερη του 0.05,
τότε απορρίπτεται η μηδενική υπόθεση και υπάρχει επαρκής απόδειξη ότι ο δείκτης
ΝΑΟ επηρεάζει κατά Granger την βροχόπτωση.

Στον Πίνακα 4.3 οι τιμές με ροζ είναι οι τιμές πιθανότητας p μικρότερες του
0.05. Οι τιμές με φούξια είναι μικρότερες του 0.01 και οι μωβ τιμές είναι μικρότε-
ρες του 0.001. Οι περισσότερες στατιστικά σημαντικές τιμές των τιμών πιθανότητας
p βρίσκονται στην Ιεράπετρα, στον Ψηλορείτη, στη Μεσαρά, στη Φαλάσαρνα και
στα Λευκά Όρη με τάξη αυτοπαλινδρόμησης 5, 6, που αντιστοιχεί σε χρονική καθυ-
στέρηση 5, 6 μηνών. Η Ιεράπετρα έχει τις μικρότερες τιμές με χρονική καθυστέρηση
1, 2, 4, 5, 6, 7, 8 μηνών. Ο Ψηλορείτης παρουσιάζει τις μικρότερες τιμές του στις
τάξεις 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8 μηνών. Η Μεσαρά έχει τις στατιστικά σημαντικότερες τιμές
με χρονική καθυστέρηση 1, 5, 6, 7, 8 μηνών. Η Φαλάσαρνα με χρονική καθυστέρηση
5, 6 μηνών, τα Λευκά Όρη με χρονική καθυστέρηση 5, 6, 7 μηνών παρουσιάζουν τις
μικρότερες τιμές πιθανότητας p. Ενώ η Ρόδος με χρονική καθυστέρηση 1, 2 μηνών
έχει την μικρότερη τιμή.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ρόδος 0.003 0.004 0.04 0.04 0.02 0.04 0.09 0.11 0.08 0.11 0.19 0.52
Ιεράπετρα 0.0001 0.0003 0.005 0.0005 0.0001 0.00006 0.0001 0.0001 0.002 0.005 0.02 0.05
Ψηλορείτης 0.0005 0.0009 0.009 0.001 0.0002 0.0001 0.0002 0.0005 0.003 0.01 0.02 0.08
Μεσαρά 0.0004 0.001 0.01 0.002 0.0002 0.0001 0.0002 0.0004 0.003 0.009 0.03 0.09
Φαλάσαρνα 0.003 0.005 0.04 0.003 0.0005 0.0009 0.001 0.002 0.006 0.01 0.04 0.1
Λευκά Όρη 0.001 0.002 0.02 0.002 0.0002 0.0002 0.0005 0.001 0.004 0.01 0.03 0.1

Πίνακας 4.3: Τιμές πιθανότητας p που αφορούν στον έλεγχο της επίδρασης του ΝΑΟ στην
βροχόπτωση βάσει μοντέλων αυτοπαλινδρόμησης τάξης από 0 έως 12.

Με σκοπό να επιβεβαιωθεί η μέθοδος ανάλυσης αιτιότητας κατά Granger, εφαρ-
μόσθηκε η ίδια μέθοδος για την αντίστροφη σχέση. Δηλαδή, εξετάστηκε το εάν η
βροχόπτωση έχει επίπτωση στο δείκτη ΝΑΟ με αιτιότητα κατά Granger. Εάν, οι
τιμές πιθανότητας που θα προκύψουν δεν είναι σημαντικές, θα επιβεβαιωθεί ότι ο
δείκτης ΝΑΟ συνδέεται με τη βροχόπτωση με αιτιατή σχέση.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ρόδος 0.3 0.05 0.06 0.05 0.05 0.05 0.05 0.06 0.05 0.08 0.08 0.1
Ιεράπετρα 0.06 0.05 0.09 0.05 0.08 0.1 0.1 0.1 0.2 0.3 0.2 0.4
Ψηλορείτης 0.01 0.07 0.1 0.05 0.07 0.1 0.09 0.08 0.1 0.2 0.2 0.3
Μεσαρά 0.07 0.06 0.09 0.05 0.06 0.09 0.08 0.08 0.1 0.2 0.1 0.3
Φαλάσαρνα 0.1 0.07 0.06 0.08 0.09 0.05 0.05 0.05 0.08 0.06 0.07 0.01
Λευκά Όρη 0.1 0.06 0.06 0.05 0.07 0.06 0.06 0.07 0.1 0.09 0.1 0.2

Πίνακας 4.4: Τιμές πιθανότητας p που αφορούν στον έλεγχο της αντίστροφης σχέσης (επί-
δρασης της βροχόπτωσης στο ΝΑΟ) βάσει μοντέλων αυτοπαλινδρόμησης τάξης από 0 έως
12.

Στον παραπάνω Πίνακα 4.4 φαίνεται πως οι τιμές πιθανότητας p δεν είναι μι-
κρότερες του 0.05 σε καμία περιοχή στο νησί της Ρόδου και Κρήτης. Για αυτό τον
λόγο οι τιμές πιθανότητας p του Πίνακα 4.3 είναι στατιστικά σημαντικές. Με αυ-
τό τον τρόπο, αποδεικνύεται ότι με την μέθοδο ανάλυσης αιτιότητας κατά Granger
υπάρχει σχέση αιτιότητας από το δείκτη ΝΑΟ στη βροχόπτωση.

Η αιτιότητα κατά Granger παρέχει ένα ισχυρό στατιστικό εργαλείο για τον χα-
ρακτηρισμό κατευθυνόμενων λειτουργικών αλληλεπιδράσεων από δεδομένα χρονο-
σειρών. Εάν χρησιμοποιηθεί προσεκτικά μπορεί να διακριθούν τα λειτουργικά κυ-
κλώματα που υποκρύπτουν την αντίληψη [37]. Τα αποτελέσματα αιτιότητας κατά
Granger δεν αποκαλύπτουν αιτιατές σχέσεις, αν και μπορούν να παρέχουν στοι-
χεία για την υποστήριξη μιας υπόθεσης σχετικά με τις αιτιατές αλληλεπιδράσεις.
Για αυτόν τον λόγο, ορισμένοι επιστήμονες προτιμούν όρους όπως “πρόβλεψη κατά
Granger” και αποφεύγουν την αναφορά της “αιτιότητας” [38].

Σχήμα 4.8: Η χρονοσειρά Z μεταφέρει πληροφορία στις χρονοσειρές X και Y .

Επίσης, ένα μειονέκτημα είναι ότι η αιτιότητα Granger μπορεί να δηλώσει ότι
το X μεταφέρει πληροφορία στο Y , παρόλο που το Z μεταφέρει πληροφορία στην
πραγματικότητα τόσο το X όσο και το Y (Z → X,Z → Y ), όπως φαίνεται στην
Εικόνα 4.8.
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Σχήμα 4.9: Η χρονοσειρά X μεταφέρει πληροφορία στη χρονοσειρά Z και αυτή στη Y .

Ομοίως, η αιτιότητα Granger δεν λαμβάνει υπόψη τις έμμεσες επιδράσεις. Μια
διεργασία X μπορεί έμμεσα να οδηγεί το Y μέσω μιας τρίτης διεργασίας Z (X →
Z → Y ), όπως φαίνεται στην Εικόνα 4.9. Και πάλι, η αιτιότητα Granger μπορεί να
δηλώσει ότι το X οδηγεί το Y χωρίς να περιλαμβάνει τον απαραίτητο σύνδεσμο
Z [39].

Επίσης, η ανάλυση αιτιότητας κατά Granger έχει κάποιους περιορισμούς, οι ο-
ποίοι είναι ότι το σύστημα των ελεγχόμενων χρονοσειρών πρέπει να είναι γραμμικό
και στάσιμο, με πεπερασμένο βήμα δειγματοληψίας και με Γκαουσιανό στοχαστι-
κό παράγοντα [40], [41]. Οι χρονοσειρές της μηνιαίας βροχόπτωσης και του δείκτη
ΝΑΟ έχουν αναφερθεί ως μη γραμμικές [42], [43], [44]. Ως προς τη στασιμότητα,
η χρονοσειρά της βροχόπτωσης δεν είναι στάσιμη λόγω εμφάνισης περιοδικής συνι-
στώσας [45]. Ο δείκτης ΝΑΟ φαίνεται ότι έχει στασιμότητα, γιατί ανεξαρτήτως του
πρώτου μήνα, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισής του είναι εντός της ζώνης εμπιστοσύνης.
Ο δείκτης ΝΑΟ έχει Γκαουσιανό παράγοντα καθώς ακολουθεί κανονική κατανομή
όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.3. Αντίθετα, οι χρονοσειρές μηνιαίας βροχόπτωσης δεν
ακολουθούν κανονική κατανομή.
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Κεφάλαιο 5

Συμπεράσματα

Σύμφωνα με την υπάρχουσα βιβλιογραφία, ο δείκτης NΑΟ έχει σημαντική επιρ-
ροή στις τιμές χειμερινής βροχόπτωσης στη βόρεια και στην δυτική Ευρώπη. Αυτή η
παρατήρηση βασίζεται σε ανάλυση του συντελεστή ετεροσυσχέτισης του ΝΑΟ με την
βροχόπτωση, η οποία καταδεικνύει την ύπαρξη “σημαντικής” συσχέτισης με χρονι-
κή καθυστέρηση της τάξης των 9-12 μηνών. Ειδικότερα, βρέθηκε ότι ο συντελεστής
ετεροσυσχέτισης του δείκτη ΝΑΟ με τη χειμερινή βροχόπτωση είναι μεγαλύτερος
του 0.57 στις περιοχές της βόρειας και δυτικής Ευρώπης. Η ανάλυση βασίζεται σε
μηνιαία δεδομένα της χρονικής περιόδου 1950-2015 [46].

Μέσω αιτιότητας κατά Granger, προκύπτει ότι ο δείκτης ΝΑΟ επηρεάζει τη βρο-
χόπτωση στην Ευρώπη και στη βόρεια Αφρική. Επίσης, διαπιστώθηκε ότι η μετα-
βλητότητα του κλίματος (βροχόπτωση και θερμοκρασία) στην νότια Ευρώπη επηρε-
άζεται από τον δείκτη ΝΑΟ. Σε χρονική καθυστέρηση των 3 μηνών βρέθηκε η τιμή
πιθανότητας p ίση με 0.01. Τα δεδομένα της μηνιαίας βροχόπτωσης και του δείκτη
ΝΑΟ που χρησιμοποιήθηκαν αναφέρονται στην χρονική περίοδο 1902-2013 [47].

Μια άλλη έρευνα βασισμένη στην μέθοδο συνάφειας κυματιδίων έχει διαπιστώ-
σει ότι ο μέσος χρόνος καθυστέρησης μεταξύ μεταβολών του ΝΑΟ και επιπτώσεών
του στην βροχόπτωση είναι μικρότερος του ενός έτους. Τα δεδομένα που χρησιμο-
ποιήθηκαν αφορούν τη βροχόπτωση τους χειμερινούς μήνες (Δεκέμβρη-Μάρτιο) για
το 1951-2004 και το δείκτη ΝΑΟ της ίδιας χρονικής περιόδου [48].

Στο νοτιοδυτικό Ιράν βρέθηκε ότι υπάρχει υψηλή συσχέτιση ΝΑΟ και βροχόπτω-
σης με καθυστέρηση 6 μηνών, από δεδομένα χρονικής περιόδου 1969-2003, [49].
Εφαρμόσθηκε η μέθοδος ανάλυσης του συντελεστή ετεροσυσχέτισης Pearson. Συ-
γκεκριμένα βρέθηκε αρνητική ετεροσυσχέτιση μεταξύ του δείκτη ΝΑΟ και της βρο-
χόπτωση με συντελεστή ετεροσυσχέτισης μικρότερο του −0.5. Το ίδιο αποδείχθηκε
και σε διάφορες περιοχές της Μέσης Ανατολής με την ίδια μέθοδο χρησιμοποιώντας
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δεδομένα μηνιαίας βροχόπτωσης από 94 συνολικά σταθμούς στην Τουρκία, Ιράν,
Ισραήλ, Ομάν και Κουβέιτ για την χρονική περίοδο 1951-1993 [50].

Η παρούσα μελέτη εξετάζει την επίδραση του δείκτη ΝΑΟ στη βροχόπτωση στα
νησιά της Ρόδου και της Κρήτης. Με εφαρμογή της αιτιότητας κατά Granger και
του ρυθμού ροής πληροφορίας διερευνήθηκε η ύπαρξη αιτιατών σχέσεων μεταξύ
του δείκτη ΝΑΟ και της βροχόπτωσης. Τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την
κάθε μέθοδο ήταν διαφορετικά, καθώς οι δυο μέθοδοι βασίζονται σε διαφορετικά
μαθηματικά πλαίσια.

Συγκεκριμένα, με την μέθοδο ρυθμού ροής πληροφορίας ανιχνεύτηκε πολύ μι-
κρή αλλά στατιστικά σημαντική ροή πληροφορίας μεταξύ ΝΑΟ και βροχόπτωσης σε
λίγες περιπτώσεις. Ειδικότερα, με χρονική υστέρηση 2 μηνών σε κάποιες περιοχές
της Κρήτης (Ψηλορείτης, Μεσαρά, Λευκά Όρη) και 8 μηνών στην Ιεράπετρα. Με
χρονική υστέρηση 4 και 9 μηνών στη Ρόδο, υπάρχει επίδραση του δείκτη ΝΑΟ στη
βροχόπτωση.

Η μέθοδος κανονικοποιημένης ροής πληροφορίας έδειξε μικρή αλλά στατιστικά
σημαντική ροή πληροφορίας του δείκτη ΝΑΟ στη βροχόπτωση με χρονική υστέρηση
3 μηνών σε κάποιες περιοχές της Κρήτης (Ψηλορείτη, Φαλάσαρνα και Λευκά Όρη)
και 9 μηνών στην Ιεράπετρα. Για την Ρόδο βρέθηκε η στατιστικά σημαντική ροή
πληροφορίας με χρονική υστέρηση 8 μηνών.

Σε άλλες μελέτες που αφορούν κλιματικές μεταβλητές έχουν διαπιστωθεί αιτια-
τές σχέσεις με την μέθοδο ρυθμού ροής πληροφορίας. Παρ’ όλα αυτά, στη παρούσα
μελέτη δεν προκύπτουν τέτοιες σχέσεις παρά λίγες περιπτώσεις για την συγκεκρι-
μένη ανάλυση.

Με την μέθοδο αιτιότητας κατά Granger διαπιστώθηκε επίδραση του δείκτη ΝΑΟ
με την βροχόπτωση. Χρησιμοποιήθηκαν αυτοπαλινδρούμενα μοντέλα τάξης από 1 έ-
ως και 12, τα οποία αντιστοιχούν σε χρονική υστέρηση από 1 έως 12 μήνες. Στις
περισσότερες περιοχές της Κρήτης και Ρόδου παρουσιάσθηκε η μεγαλύτερη επίδρα-
ση του δείκτη ΝΑΟ στη βροχόπτωση με χρονική υστέρηση 5 και 6 μηνών.

Ωστόσο, η μέθοδος ανάλυσης αιτιότητας κατά Granger βασίζεται στη γραμμι-
κότητα, στην στασιμότητα και στον Γκαουσιανό στοχαστικό παράγοντα των χρο-
νοσειρών. Οι χρονοσειρές της βροχόπτωσης δεν είναι γραμμικές, στάσιμες και δεν
ακολουθούν κανονική κατανομή. Ο δείκτης ΝΑΟ είναι στάσιμος και ακολουθεί κα-
νονική κατανομή αλλά δεν είναι γραμμικός.

Εκτός των παραπάνω μεθόδων, εξετάστηκε η ανάλυση συσχετίσεων της χρονοσει-
ράς του δείκτη ΝΑΟ με αυτή της βροχόπτωσης. Διαπιστώθηκε η ύπαρξη αυτοσυσχέ-
τισης σε χρονική απόσταση τουλάχιστον ενός μήνα για το δείκτη ΝΑΟ. Αντίστοιχα,
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για την βροχόπτωση παρατηρήθηκε αυτοσυσχέτιση με διάρκεια έως και αρκετών
μηνών και έντονη ένδειξη περιοδικότητας. Επιπλέον διαπιστώθηκε η ύπαρξη ετερο-
συσχέτισης του δείκτη ΝΑΟ με τη βροχόπτωση με διάρκεια μερικών μηνών.

Σε πολλά άρθρα επιδιώκεται η συσχέτιση ζευγών χρονοσειρών μέσω της αξιολό-
γησης της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης. Αυτή η διαδικασία μπορεί να οδηγήσει σε
εσφαλμένα συμπεράσματα για δύο λόγους: (1) η εκτίμηση της ετεροσυσχέτισης βά-
σει δειγμάτων έχει σημαντική αβεβαιότητα, σε περίπτωση που οι χρονοσειρές είναι
αυτο-συσχετισμένες και (2) επειδή η ανίχνευση ετεροσυσχετίσεων δεν προδικάζει
την ύπαρξη αιτιότητας [51].

Ανακεφαλαιώνοντας, η μέθοδος Granger δίνει αποτελέσματα τα οποία υποδη-
λώνουν ότι υπάρχει αιτιατή σχέση ανάμεσα στο δείκτη ΝΑΟ και τη βροχόπτωση.
Ωστόσο, δεδομένου ότι δεν ικανοποιούνται οι συνήθεις συνθήκες τις οποίες χρειά-
ζεται η μέθοδος Granger, η ισχύς αυτών των αιτιατών σχέσεων χρήζει περισσότερης
διερεύνησης. Με το ρυθμό ροής πληροφορίας στις περισσότερες περιπτώσεις δεν
παρατηρήθηκε ανάλογη αιτιατή σχέση.

Τα αποτελέσματα αυτής της μελέτης αποτελούν μια βάση για μελλοντική έρευ-
να για την επίδραση του δείκτη ΝΑΟ στην μεταβλητότητα των βροχοπτώσεων στη
Ρόδο και την Κρήτη. Μια ποσοτική αξιολόγηση της σχέσης μεταξύ του δείκτη ΝΑΟ
και της βροχόπτωσης θα μπορούσε να ενσωματωθεί σε ένα μοντέλο για την πρόβλε-
ψη της μηνιαίας ποσότητας βροχόπτωσης στα νησιά αυτά, και κατ’ επέκταση στην
Ελλάδα γενικότερα. Επίσης εάν διαπιστωθεί (σε μελλοντική έρευνα) σχέση μεταξύ
του δείκτη ΝΑΟ με ακραίες τιμές της βροχόπτωσης, θα μπορούσε να χρησιμοποι-
ηθεί στο πλαίσιο της ανάλυσης και πρόβλεψης καταστροφικών βροχοπτώσεων και
πλημμυρών στην Ελλάδα.
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Παράρτημα Αʹ

Αποτελέσματα ανάλυσης
ετεροσυσχέτισης δείκτη ΝΑΟ ‐
βροχόπτωσης
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Σχήμα Αʹ.1: Συνάρτηση ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Ιεράπετρας (Ιανουάριος 1980
- Ιανουάριος 2020).
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Σχήμα Αʹ.2: Η τιμή ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Ιεράπετρας, με τις μικρότερες
και μεγαλύτερες τιμές ανά χρονικό βήμα ετεροσυσχέτισης από 500 αναδιατάξεις.
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Σχήμα Αʹ.3: Συνάρτηση ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Ψηλορείτη (Ιανουάριος 1980
- Ιανουάριος 2020).
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Σχήμα Αʹ.4: Η τιμή ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Ψηλορείτη, με τις μικρότερες και
μεγαλύτερες τιμές ανά χρονικό βήμα ετεροσυσχέτισης από 500 αναδιατάξεις.
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Σχήμα Αʹ.5: Συνάρτηση ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Μεσαράς (Ιανουάριος 1980
- Ιανουάριος 2020).
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Σχήμα Αʹ.6: Η τιμή ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Μεσαράς, με τις μικρότερες και
μεγαλύτερες τιμές ανά χρονικό βήμα ετεροσυσχέτισης από 500 αναδιατάξεις.
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Σχήμα Αʹ.7: Συνάρτηση ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Φαλάσαρνας (Ιανουάριος
1980 - Ιανουάριος 2020).
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Σχήμα Αʹ.8: Η τιμή ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Φαλάσαρνας, με τις μικρότερες
και μεγαλύτερες τιμές ανά χρονικό βήμα ετεροσυσχέτισης από 500 αναδιατάξεις.

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Lag (Months)

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

N
A

O
,R

A
IN

Σχήμα Αʹ.9: Συνάρτηση ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Λευκών Ορέων (Ιανουάριος
1980 - Ιανουάριος 2020).
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Σχήμα Αʹ.10: Η τιμή ετεροσυσχέτισης ΝΑΟ με βροχόπτωση Λευκών Ορέων, με τις μικρότερες
και μεγαλύτερες τιμές ανά χρονικό βήμα ετεροσυσχέτισης από 500 αναδιατάξεις.
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Παράρτημα Βʹ

Κώδικας υπολογισμού ρυθμού
ροής πληροφορίας σε σύστημα δύο
εξισώσεων

1 dt = 1;
2 [nm, one] = size(xx1);
3 dx1(:,1) = (xx1(1+np:nm, 1) - xx1(1:nm-np, 1)) / (np*dt);
4 x1(:,1) = xx1(1:nm-np, 1);
5 dx2(:,1) = (xx2(1+np:nm, 1) - xx2(1:nm-np, 1)) / (np*dt);
6 x2(:,1) = xx2(1:nm-np, 1);
7 clear xx1 xx2;
8 N = nm-np;
9 C = cov(x1, x2);
10 C_infty = C;
11 dC(1,1) = sum((x1 - mean(x1)) .* (dx1 - mean(dx1)));
12 dC(1,2) = sum((x1 - mean(x1)) .* (dx2 - mean(dx2)));
13 dC(2,1) = sum((x2 - mean(x2)) .* (dx1 - mean(dx1)));
14 dC(2,2) = sum((x2 - mean(x2)) .* (dx2 - mean(dx2)));
15 dC = dC / (N-1);
16 detc = det(C);
17 a11 = C(2,2) * dC(1,1) - C(1,2) * dC(2,1);
18 a12 = -C(1,2) * dC(1,1) + C(1,1) * dC(2,1);
19 a11 = a11 / detc;
20 a12 = a12 / detc;
21 f1 = mean(dx1) - a11 * mean(x1) - a12 * mean(x2);
22 R1 = dx1 - (f1 + a11*x1 + a12*x2);
23 Q1 = sum(R1 .* R1);
24 b1 = sqrt(Q1 * dt / N);
25 T21 = C_infty(1,2)/C_infty(1,1) * (-C(2,1)*dC(1,1) + C(1,1)*dC(2,1)) / detc;
26 NI(1,1) = N * dt / b1/b1;
27 NI(2,2) = dt/b1/b1 * sum(x1 .* x1);
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28 NI(3,3) = dt/b1/b1 * sum(x2 .* x2);
29 NI(4,4) = 3*dt/b1^4 * sum(R1 .* R1) - N/b1/b1;
30 NI(1,2) = dt/b1/b1 * sum(x1);
31 NI(1,3) = dt/b1/b1 * sum(x2);
32 NI(1,4) = 2*dt/b1^3 * sum(R1);
33 NI(2,3) = dt/b1/b1 * sum(x1 .* x2);
34 NI(2,4) = 2*dt/b1^3 * sum(R1 .* x1);
35 NI(3,4) = 2*dt/b1^3 * sum(R1 .* x2);
36 NI(2,1) = NI(1,2);
37 NI(3,1) = NI(1,3); NI(3,2) = NI(2,3);
38 NI(4,1) = NI(1,4); NI(4,2) = NI(2,4); NI(4,3) = NI(3,4);
39 invNI = inv(NI);
40 var_a12 = invNI(3,3);
41 var_T21 = (C_infty(1,2)/C_infty(1,1))^2 * var_a12;
42 z99 = 2.56;
43 z95 = 1.96;
44 z90 = 1.65;
45 err90 = sqrt(var_T21) * z90;
46 err95 = sqrt(var_T21) * z95;
47 err99 = sqrt(var_T21) * z99;

Listing Βʹ.1: Κώδικας Liang για υπολογισμό ρυθμού ροής πληροφορίας από ένα σύστημα
δύο στοχαστικών κανονικών διαφορικών εξισώσεων.
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