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1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στην εποχή µας η ποιότητα αποτελεί καθοριστικό παράγοντα επιτυχίας ή αποτυχίας των 

προϊόντων και υπηρεσιών στην αγορά. Η ανάπτυξη και η ανταγωνιστικότητα όλων των 

επιχειρήσεων ανεξαρτήτως µεγέθους και τοµέα δραστηριότητας προσδιορίζονται σε 

µεγάλη κλίµακα από την ποιότητα των παραγοµένων προϊόντων ή των παρεχοµένων 

υπηρεσιών. Η ποιότητα αποτελεί πολύ σηµαντική συνιστώσα του κόστους παραγωγής, 

καθώς το κόστος από την πώληση ενός ελαττωµατικού προϊόντος είναι κατά πολύ 

µεγαλύτερο από το κόστος της πρόληψης και του ελέγχου κατά το στάδιο της 

παραγωγής. 

Λαµβάνοντας λοιπόν υπόψη τους παραπάνω παράγοντες οι σύγχρονες και µεγάλες 

βιοµηχανικές µονάδες έχουν εισάγει στην καθηµερινή λειτουργία τους τον έλεγχο 

ποιότητας και έχουν αναγάγει σε βασική προτεραιότητά τους την διασφάλιση της 

παραγωγής άρτιων και αξιόπιστων προϊόντων. 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία παρουσιάζεται αναλυτικά ο τρόπος λειτουργίας ενός 

συστήµατος γραµµής παραγωγής µε ένα κέντρο ελέγχου ποιότητας στο τέλος της. Για το 

σύστηµα αυτό υπολογίζονται οι µέσοι ρυθµοί κατεργασιών και επανακατεργασιών  των 

προϊόντων σε κάθε µηχανή. Ακολούθως, χρησιµοποιείται η θεωρία ουρών αναµονής για 

την εκτίµηση µέσου ρυθµού παραγωγής, µέσου αποθέµατος, ρυθµού ελαττωµατικών και 

ρυθµού καλών προϊόντων, ρυθµού απόρριψης, κόστους λειτουργίας και συνολικού 

κέρδους του συστήµατος. Έπειτα επιχειρείται επέκταση της προαναφε-ρθείσας ανάλυσης 

σε γραµµή παραγωγής µε περισσότερους από έναν σταθµούς ελέγχου που 

παρεµβάλλονται σε διάφορα σηµεία της. 
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2 ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

2.1 ΓΕΝΙΚΑ ΓΙΑ ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Ένα προϊόν παράγεται από µια γραµµή παραγωγής µε Κ µηχανές Μ1, Μ2, Μ3, ...,ΜΚ. 

Κάθε µηχανή Μi εκτελεί την κατεργασία που της αντιστοιχεί. Σε σηµεία της γραµµής 

παραγωγής δίνεται η δυνατότητα τοποθέτησης σταθµών επισκευής – επιθεώρησης. Το 

πρόβληµα της ανάλυσης τέτοιων συστηµάτων συνίσταται στον υπολογισµό του µέσου 

ρυθµού απορρίψεων, του µέσου ρυθµού παραγωγής αποδεκτών προϊόντων και του µέσου 

αποθέµατος. 

Για την επίλυση του προβλήµατος γίνονται οι ακόλουθες παραδοχές  

• Οι χρόνοι κατεργασίας είναι εκθετικοί µε µέση τιµή 1/µk, όπου µk ο ρυθµός 

εξυπηρέτησης στη µηχανή k. 

• Κάθε µηχανή έχει µπροστά της αποθήκη άπειρης χωρητικότητας. 

• Όταν φθάνει ένας νέος πελάτης παραγγέλνει ένα κοµµάτι και  τότε µια νέα πρώτη 

ύλη εισέρχεται  στο σύστηµα. Η ζήτηση είναι διαδικασία Poisson  µε µέσο ρυθµό 

γ. 

• Μια κατεργασία προκύπτει να είναι καλή, επιδιορθώσιµη (επαναληπτέα) ή κακή.  

• Αν ένα κοµµάτι σταλεί στη Μk για επανακατεργασία τότε χρειάζεται επίσης 

εκθετικό χρόνο µε µέση τιµή 1/µk όπου µk ο ρυθµός κατεργασίας της µηχανής 

Μk. 

• Στόχος του κάθε σταθµού ελέγχου είναι να αποφανθεί για την ποιότητα 

κατεργασίας των µηχανών που µεσολαβούν µεταξύ του προηγούµενου και του 

αναφερόµενου σταθµού.  
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• Μια κατεργασία µπορεί να είναι καλή, κακή ή επιδιορθώσιµη. Το αν είναι καλή ή 

κακή ελέγχεται µόνο στο αµέσως επόµενο κέντρο ελέγχου–επιδιόρθωσης της 

γραµµής παραγωγής. Αν το κέντρο αυτό βρίσκεται µακριά, τότε ένα κοµµάτι 

µπορεί να δεχθεί πολλές κακές, καλές, επιδιορθώσιµες κατεργασίες πριν 

ανιχνευθούν τα προβλήµατα του στο κέντρο επιθεώρησης. 

• Εκτός από την ανίχνευση σοβαρών ατελειών που καθιστούν το κοµµάτι 

απορριπτέο ή επιδιορθώσιµο, το κέντρο ελέγχου Ε έχει την δυνατότητα να 

εκτελεί τοπικές επιδιορθώσεις (µικρής κλίµακας) εφόσον κάποιες κατεργασίες 

που έχουν προηγηθεί έχουν µικρές ατέλειες. 

• Τέλος, αν διαπιστωθεί ότι µια τουλάχιστον κατεργασία είναι καταστροφική τότε 

όλο το κοµµάτι απορρίπτεται και µια νέα πρώτη ύλη εισάγεται στη πρώτη  

µηχανή Μ1. 

2.2 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ 

Οι σταθµοί ελέγχου αποτελούν αναπόσπαστο κοµµάτι των συστηµάτων παραγωγής. 

Βοηθούν στην επίτευξη του στόχου της προσδοκώµενης ποιότητας και στη διαδικασία 

συνεχούς βελτίωσης της παραγωγής. ∆υο σηµαντικά θέµατα που σχετίζονται µε τους 

σταθµούς επιθεώρησης και αποτελούν αντικείµενα έρευνας είναι: 

• Πόσοι σταθµοί ελέγχου πρέπει να εγκατασταθούν 

• Πού θα τοποθετηθούν οι σταθµοί ελέγχου 

Η βιβλιογραφία που προσπαθεί να δώσει απάντηση σε αυτά τα ερωτήµατα είναι αρκετή. 

Η βέλτιστη κατανοµή των σταθµών ελέγχου άρχισε ήδη να µελετάται από το 1965, από 

τους Lindsay και Bishop [1] οι οποίοι και πρότειναν ένα µοντέλο δυναµικού 

προγραµµατισµού. Το 1969 ο White [2] είναι από τους πρώτους που εξετάζουν 

συστήµατα όπου το αποτέλεσµα της επιθεώρησης µπορεί να είναι και επιδιόρθωση και 
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όχι µόνο αποδοχή ή απόρριψη. Παρόλα αυτά υποθέτει ότι η επισκευή γίνεται στον 

σταθµό ελέγχου τοπικά και έτσι δεν επιτρέπει το ενδεχόµενο επανακατεργασίας. Η 

βελτιστοποίηση της χωροθέτησης σταθµών ελέγχου υλοποιείται µε ένα µοντέλο 

δυναµικού προγραµµατισµού. 

Το 1978 οι Yum και McDowell [3] εισαγάγουν την έννοια του ατελούς ελέγχου 

(imperfect inspection) σύµφωνα µε την οποία, κάθε σταθµός ελέγχου περιγράφεται από 

τα σφάλµατα τύπου α και β όπου, α είναι η πιθανότητα ένα «καλό» κοµµάτι να 

απορριφθεί και β η πιθανότητα ένα ελαττωµατικό κοµµάτι να περάσει τον έλεγχο ως 

αποδεκτό. Μια από τις παραδοχές τους είναι ότι για ένα κοµµάτι υπάρχει η δυνατότητα 

µιας και µόνο επανακατεργασίας σε κάθε µηχανή του συστήµατος. Η εργασία τους 

παρουσιάζει ένα µοντέλο δυναµικού προγραµµατισµού για τον βέλτιστο καθορισµό των 

θέσεων των σταθµών ελέγχου.  

Οι Narahari και Khan [4] παρουσιάζουν ένα αναλυτικό µοντέλο που χρησιµοποιεί την  

τη θεωρία δικτύων αναµονής προκειµένου να επιτύχουν βελτιστοποίηση του 

συστήµατος. Μια από τις παραδοχές τους είναι ότι ένα κοµµάτι κατά το τέλος της 

επιθεώρησης µπορεί να επιστρέφεται σε κάποια προηγούµενη µηχανή για 

επανακατεργασία αλλά χωρίς µνήµη για τους συνδυασµούς των κατεργασιών που πρέπει 

να επαναληφθούν και έτσι επαναλαµβάνονται όλες οι κατεργασίες από την µηχανή που 

επαναλαµβάνει πρώτη την κατεργασία µέχρι την τελευταία µηχανή πριν το σταθµό 

επιθεώρησης. Για παράδειγµα, κάθε κοµµάτι που επιστρέφει από την µηχανή 4 στην 

µηχανή 1 για επανακατεργασία αλλά δεν ξέρουµε αν πρέπει να επαναλάβει και τις 

κατεργασίες 2 και 3. Μια επιπλέον παραδοχή είναι ότι η επιθεώρηση γίνεται ακαριαία. 

Αυτές οι υποθέσεις δεν είναι πάντα ρεαλιστικές. 

Ακαριαία επιθεώρηση υποθέτουν και οι Lee, Frein και  Duri στην εργασία [5] οι οποίοι 

αναλύουν ένα σύστηµα παραγωγής µε τρεις το πολύ µηχανές χρησιµοποιώντας αλυσίδες 

Markov. Το γεγονός ότι το πλήθος των δυνατών καταστάσεων της αλυσίδας αυξάνεται 

εκθετικά από το πλήθος των σταθµών ελέγχου καθιστά τη µέθοδο ανέφικτη σε µεγάλης 

κλίµακας συστήµατα. Συνεπώς περιορίζεται σε συστήµατα µικρού µεγέθους. 
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Οι Cochran και Erol [6] παρουσίασαν ένα αναλυτικό µοντέλο για απλή γραµµή 

παραγωγής µε σταθµούς ελέγχων και επιδιόρθωσης. Σε αυτό υπολογίζεται ο ρυθµός 

ελαττωµατικών και αξιόπιστων προϊόντων, που παράγονται στο σύστηµα, µε βάση τις 

θέσεις των σηµείων ελέγχου. Το µοντέλο εξετάζει την ποιότητα µόνο και δεν µπορεί να 

περιγράψει αποθέµατα, ανικανοποίητη ζήτηση, το ύψος των πωλήσεων και συνεπώς δεν 

µπορεί να υπολογίσει µέσο ρυθµό κερδοφορίας. 

Το 2005 παρουσιάστηκε από τους Volsem et al. [7], ένας γενετικός αλγόριθµος, που 

χρησιµοποιεί προσοµοίωση διακριτών γεγονότων για την εκτίµηση του κέρδους 

λειτουργίας µιας γραµµής παραγωγής χωρίς συναρµολογήσεις. Σύµφωνα µε αυτή την 

εργασία σε κάθε µηχανή µπορεί να γίνεται επιθεώρηση όµως δεν επιτρέπονται 

επιδιορθώσεις και όταν εντοπίζεται ελαττωµατικό κοµµάτι τότε απορρίπτεται.  

2.3 ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

2.3.1 Άγνωστες Παράµετροι 

Μια πρώτη ύλη εισέρχεται στην πρώτη µηχανή Μ1 και υφίσταται διαδοχικές 

κατεργασίες, επιθεωρήσεις και επανακατεργασίες, και τελικά καταλήγει εµπορεύσιµο 

προϊόν ή απορρίπτεται. Κοµµάτι που απορρίπτεται αντικαθίσταται από µια νέα πρώτη 

ύλη. Σηµαντικό στοιχείο του προβλήµατος είναι ο µέσος αριθµός αφίξεων σε κάθε 

µηχανή ο οποίος για την µηχανή Μk είναι λk=γ*(µέσο πλήθος επισκέψεων στη µηχανή 

Μk µέχρις ότου παράχθει ένα αποδεκτό προϊόν). 

Το πλήθος των φορών που ένα κοµµάτι θα περάσει από µια µηχανή, έστω την Μk, 

εξαρτάται από το αποτέλεσµα της κατεργασίας την οποία το κοµµάτι υπέστη κατά την 

επίσκεψη του στη µηχανή Mk αλλά και σε άλλες µηχανές. Συγκεκριµένα, ένα κοµµάτι 

περνά από τη µηχανή Μκ µια φορά αν το αποτέλεσµα είναι καλό ή 2 φορές αν χρειαστεί 

επανακατεργασία και δεν έχει υποστεί κακή κατεργασία σε κάποια από τις άλλες 

µηχανές ή 3 φορές αν ύστερα από την πρώτη επανακατεργασία στη Μk χρειαστεί και 
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δεύτερη και δεν απορριφθεί λόγω άλλων κατεργασιών ή … ή απορρίπτεται οπότε ένα 

νέο κοµµάτι ξεκινά εισέρχεται στην πρώτη µηχανή του συστήµατος παραγωγής. Για 

παράδειγµα, ας θεωρήσουµε µια γραµµή Μ1-Μ2-επιθεώρηση. Αν το αποτέλεσµα της 

επιθεώρησης είναι επανακατεργασία στη µηχανή Μ1 και επανακατεργασία στη µηχανή 

Μ2 τότε η πρώτη ύλη θα επανακατεργαστεί στη µηχανή Μ1. Αν όµως, το αποτέλεσµα 

είναι επανακατεργασία στη µηχανή Μ1 και απόρριψη λόγω κακής κατεργασίας στη 

µηχανή Μ2 τότε ή πρώτη ύλη απορρίπτεται και έτσι η επανακτεργασία στη µηχανή Μ1 

δεν πραγµατοποιείται. Πρέπει, λοιπόν να υπολογιστεί πόσες φορές ένα κοµµάτι θα 

χρειαστεί να περάσει από κάθε µηχανή κατά µέσον ορό. Αυτό το πλήθος παραµέτρων 

συµβολίζεται µε kn  για k=1,2,…,K.  

Όσον αφορά στα κέντρα ελέγχου – επιθεώρησης οι άγνωστες παράµετροι που 

υπολογίζονται είναι οι µέσοι ρυθµοί αφίξεων λΕ και το µέσο πλήθος επισκέψεων n  σε 

κάθε κέντρο. 

2.3.2 Παράµετροι Ποιότητας 

Οι πιθανότητες κατεργασιών σε κάθε µηχανή Μk θεωρούνται δεδοµένες. Αποτελούν 

σηµαντική παράµετρο του προβλήµατος και εκφράζουν την αξιοπιστία της κάθε 

µηχανής. Οι πιθανότητες αυτές είναι: 

• ck: η πιθανότητα µια κατεργασία να είναι καλή ή να έχει µικρές ατέλειες οι οποίες 

µπορούν να διορθωθούν στο σταθµό επιθεώρησης (conforming or locally 

repairable). Ισχύει 1c0 k ≤≤ . 

• rk: η πιθανότητα µια κατεργασία να έχει σηµαντικές ατέλειες και απαιτείται 

επανάληψη της κατεργασίας στη µηχανή Μk (reworkable). Ισχύει 1r0 k ≤≤ . 

• sk:  η πιθανότητα µια κατεργασία να είναι καταστροφική και το κοµµάτι να 

πρέπει να απορριφθεί (scrap). Ισχύει 1s0 k ≤≤ . 
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Από την θεωρία πιθανοτήτων η σχέση που τις συνδέει είναι  kkk rc1s −−= . 
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3 ΓΡΑΜΜΗ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΜΕ ΣΤΑΘΜΟ ΕΠΙΘΕΩΡΗΣΗΣ 

ΣΤΟ ΤΕΛΟΣ 

Εξετάζουµε µια γραµµή παραγωγής µε Κ µηχανές και ένα σταθµό ελέγχου ποιότητας–

επιδιόρθωσης Ε στο τέλος. 

 

Σχήµα 3.1: Γραµµή παραγωγής µε ένα σταθµό ελέγχου – επιθεώρησης στο τέλος. Το πρώτο πέρασµα του 

κοµµατιού στο σύστηµα εκφράζεται µε την γραµµή (1) ενώ το (2) εκφράζει τη διαδικασία 

επανακατεργασίας. Τα απορριπτόµενα κοµµάτια αντικαθίστανται από πρώτες ύλες (3). 

Μετά από το πρώτο πέρασµα, ένα κοµµάτι φθάνει στο κέντρο ελέγχου–επιθεώρησης Ε. 

∆ιακρίνουµε τρία ενδεχόµενα: (α) Ελέγχεται αν έχει υποστεί κάποια καταστροφική 

κατεργασία και εφόσον κάτι τέτοιο εντοπιστεί απορρίπτεται. Οπότε µια νέα πρώτη ύλη 

ξεκινά από τη µηχανή M1. Αν οι κατεργασίες δεν είναι καταστροφικές τότε (β) 

επισκευάζονται τοπικά τυχόν µικρές ατέλειες και αν όλες οι κατεργασίες είναι καλές τότε 

το προϊόν δηλώνεται ως ελεγµένο και αποδεκτό και αποθηκεύεται στην αποθήκη 

έτοιµων προϊόντων. (γ) Σε περίπτωση που κάποιο υποσύνολο από τις κατεργασίες 

{1,2,…,k,…K} χρειάζεται να επαναληφθούν, τότε το κοµµάτι θα υποστεί ξανά τις 

κατεργασίες του υποσυνόλου. Για παράδειγµα, µπορεί να απαιτείται επανακατεργασία 
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µόνο από τις µηχανές Μ1, M2 και Μk. Όταν επαναληφθούν οι κατεργασίες, το κοµµάτι 

επιθεωρείται πάλι στο κέντρο Ε και επαναλαµβάνεται η διαδικασία έως καταλήξουµε σε 

απόφαση (α) ή (β). Τα ενδεχόµενα (α), (β) και (γ) περιγράφονται από τις πιθανότητες sk, 

ck, rk αντίστοιχα λαµβάνοντας υπ’ όψει όλες τις µηχανές Μ1, M2, ..., ΜΚ. 

3.1 Η ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ ΑΠΟΡΡΙΨΗΣ ΜΙΑΣ ΠΡΩΤΗΣ ΥΛΗΣ  

Μια πρώτη ύλη που ξεκινά από τη µηχανή  Μ1 θα καταλήξει να είναι αποδεκτή ή 

απορριπτέα, κάτι το οποίο εξαρτάται από τις κατεργασίες που θα υποστεί στις µηχανές 

που αποτελούν τη γραµµή παραγωγής. Η πιθανότητα ώστε, µια πρώτη ύλη να καταλήξει 

αποδεκτή µετά από 1 ή περισσότερες επαναλήψεις είναι ίση µε την πιθανότητα σε µια ή 

σε όσες επαναλήψεις χρειαστούν η πρώτη ύλη να µην απορριφθεί λόγω κακής 

κατεργασίας σε οποιαδήποτε από τις µηχανές.  

Επιπλέον, η πιθανότητα να είναι αποδεκτή µετά από 1 ή περισσότερες επαναλήψεις ως 

προς την κατεργασία στη µηχανή Μk, για k=1,2,…,K είναι ίση µε την πιθανότητα να 

είναι αποδεκτή στην πρώτη επανάληψη ή να περάσει επανακατεργάσιµη στη πρώτη και 

αποδεκτή στη δεύτερη κλπ. 

Έχοντας δεδοµένες τις πιθανότητες αποδοχής, απόρριψης και επανακατεργασίας ανά 

µηχανή, η πιθανότητα C ώστε µία πρώτη ύλη να καταλήξει αποδεκτή εκφράζεται ως 

εξής : 

=C (πιθανότητα αποδεκτή από Μ1)×...×(πιθανότητα αποδεκτή από ΜK) 

)...)rrr1(c(   

...)crcrcrc(   

K

1k

3
k

2
kkk

K

1k
k

3
kk

2
kkkk

∏

∏

=

=

++++=

++++=
       (3.1) 

Παρατηρείστε ότι η σειρά που βρίσκεται εντός των παρενθέσεων είναι άθροισµα 

γεωµετρικής προόδου µε πρώτο όρο το 1 και λόγω τον  rk. Έτσι από την (3.1) προκύπτει 



 

 
14

ότι η πιθανότητα µια πρώτη ύλη να καταλήξει καλή µετά από 1 ή περισσότερες 

κατεργασίες είναι: 

∏
= −

=
K

1k k

k

r1
cC           (3.2) 

Ενώ η πιθανότητα απόρριψης µιας πρώτης ύλης είναι 1 - C . 

3.2 ΠΛΗΘΟΣ ΠΡΩΤΩΝ ΥΛΩΝ ΠΟΥ ΑΠΑΙΤΟΥΝΤΑΙ ΓΙΑ ΤΗΝ 

ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΕΝΟΣ ΚΑΛΟΥ ΠΡΟΪΟΝΤΟΣ 

Συνεπώς, ένα κοµµάτι περνάει από τη γραµµή παραγωγής και µετά από µια ή 

περισσότερες επανακατεργασίες προκύπτει καλό  µε πιθανότητα C, αλλιώς  απορρίπτεται 

και ένα ακόµη κοµµάτι απαιτείται και µε πιθανότητα (1-C)C  καταλήγει καλό ή ένα 

επιπλέον κοµµάτι εισχωρεί στο σύστηµα και προκύπτει καλό µε πιθανότητα (1-C)2C, 

κλπ. 

Οπότε, για την παραγωγή ενός καλού κοµµατιού απαιτείται: 

• 1 πρώτη ύλη µε πιθανότητα P1=C 

• ή 2 πρώτες ύλες µε πιθανότητα P2=C(1-C) 

• ή 3 πρώτες ύλες µε πιθανότητα P3=C(1-C)2 

• ………………………………………… 

• ή n πρώτες ύλες µε πιθανότητα Pn=C(1-C)n-1, κ.ο.κ. 

Κατά µέσον όρο απαιτούνται ∑
∞

=
=

1n
nnPN . Παρατηρήστε ότι το n ακολουθεί την 

γεωµετρική κατανοµή, Συνεπώς, το Ν αποτελεί την µαθηµατική ελπίδα γεωµετρικής 

κατανοµής [8] που δίνεται από τον τύπο: 
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∑
∞

=
==

1n
n C

1nPN          (3.3) 

3.3 ΜΕΣΟ ΠΛΗΘΟΣ ΕΠΙΣΚΕΨΕΩΝ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΥΛΗΣ ΣΕ 

ΚΑΘΕ ΜΗΧΑΝΗ ΕΩΣ ΟΤΟΥ ΚΑΤΑΛΗΞΕΙ ΑΠΟ∆ΕΚΤΗ Ή 

ΑΠΟΡΡΙΠΤΕΑ 

Το επόµενο βήµα είναι να εκτιµήσουµε πόσες φορές µια κατεργασία θα χρειαστεί να 

επαναληφθεί από µια µηχανή µέχρις ότου παραχθεί ένα αποδεκτό προϊόν. 

3.3.1 Βοηθητικά αποτελέσµατα από τη θεωρία πιθανοτήτων 

Έστω µια διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ που παίρνει τιµές n= 0, 1, 2, … µε πιθανότητες 

Pn. Αποδεικνύεται ότι η µέση τιµή της µεταβλητής Χ,∑
∞

=1n
nnP , ισούται µε [8] 

...)2X(P)1X(P +≥+≥ , όπου ...PP)nX(P 1nn ++=≥ +     (3.4) 

Απόδειξη:  

...P                              )nX(P
.......................................................

...P...P                )3X(P

...P...PP        )2X(P

...P...PPP)1X(P

n

n3

n32

n321

+=≥

+++=≥
++++=≥
+++++=≥

 

Προσθέτοντας κατά µέλη προκύπτει: 

∑
∞

=
=+≥+≥+≥+≥

+++++=+≥+≥+≥+≥

1n
n

n321

nP...)nX(P...)3X(P)2X(P)1X(P

...,nP...P3P2P1...)nX(P...)3X(P)2X(P)1X(P
 

Η πιθανότητα ώστε σε n επαναλήψεις η κατεργασία στη µηχανή j να µην έχει δώσει 

απορριπτέο κοµµάτι συµβολίζεται CRj(n) (Conforming or Reworkable after n) και είναι 
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ίση µε την πιθανότητα την πρώτη φορά να είναι  αποδεκτή ή  την πρώτη να είναι 

επανακατεργάσιµο και την δεύτερη φορά να είναι αποδεκτή ή την πρώτη και την δεύτερη 

φορά να είναι επανακατεργάσιµο και την τρίτη να είναι αποδεκτή ή… ή τις n-1 φορές να 

είναι επανακτεργάσιµο και την n να είναι αποδεκτή ή τέλος και τις n φορές να είναι 

επανακατεργάσιµο. Η πρόταση αυτή, σύµφωνα µε τη θεωρία πιθανοτήτων µεταφράζεται 

ως εξής: 

CRj(n)= n
jj

1n
jj

2
jjjj rcr...crcrc +++++ −       (3.5) 

3.3.2 Υπολογισµός του µέσου πλήθους επισκέψεων σε κάθε µηχανή 

Η πιθανότητα µια πρώτη ύλη να επαναλάβει την k-οστή κατεργασία τουλάχιστον n 

φορές (στο n περιλαµβάνεται και η πρώτη φορά) ισούται µε την πιθανότητα να πρέπει να 

υποστεί την κατεργασία k τουλάχιστον n φορές, επί την πιθανότητα στους 

προηγουµένους n - 1 κύκλους να µην έχει απορριφθεί λόγω κάποιας άλλης κακής 

κατεργασίας j για κάθε j≠ k (µπορεί κάποιες j κατεργασίες να έχουν ολοκληρωθεί µε 

επιτυχία, αρκεί  να µην έχει ολοκληρωθεί η k, ούτε να έχει απορριφθεί η πρώτη ύλη). 

Έστω ότι Pk( )n≥  η ζητούµενη πιθανότητα. Τότε: 

)1n(CRr)n(P
kj

j
1n

kk −=≥ ∏
≠

−         (3.6) 

Για τον υπολογισµό του µέσου πλήθους, kn , εφαρµόζονται οι σχέσεις (3.4), (3.5) και 

(3.6). Έτσι, προκύπτει: 

...)rcr...crcrc(r...)rc(r1    

...)1n(CRr...)1(CRr)0(CRr    
...)n(P...)2(P)1(Pn

kj

1n
jj

2n
jj

2
jjjj

1n
kj

kj
jk

kj
j

1n
k

kj
jk

kj
j

0
k

kkkk

++++++++++=

+−+++=

+≥++≥+≥=

∏∏

∏∏∏

≠

−−−

≠

≠

−

≠≠
 

(3.7) 
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Το άθροισµα (3.7) αποτελείται από άπειρους όρους. Στόχος είναι να προσεγγιστεί το 

αποτέλεσµα του αθροίσµατος χρησιµοποιώντας τους n πρώτους όρους. Με άλλα λόγια, 

σκοπός είναι να βρεθεί κάποιο n τέτοιο ώστε όταν παραλειφθούν οι όροι 

)1n(Pk +≥ , )2n(Pk +≥ ,…, το σφάλµα θα προκύπτει πολύ µικρό π.χ. ε=10-6 . 

Ζητείται κάποιο n τέτοιο ώστε  

ε<++
−
−

++
−
−

=

⇔ε<++++++++++=

⇔ε<+++=

⇔ε<++≥++≥=

∏∏

∏∏

∏∏

≠

+
+

+

≠

≠

++

≠

−
≠

+

≠

...)r
r1

r1
c(r)r

r1
r1

c(rS

...)rcr...crc(r)rcr...crc(r S

...)1n(CRr)n(CRr S
...)2n(P)1n(PS

kj

1n
j

j

1n
j

j
1n

k
kj

n
j

j

n
j

j
n

k

kj

1n
jj

n
jjjj

1n
k

kj

n
jj

1n
jjjj

n
k

kj
j

1n
k

kj
j

n
k

kk

 

Παρατηρούµε ότι κάθε όρος του γινοµένου είναι m
j

j

m
j

j r
r1

r1
c +

−
−

 µε m=n, n+1, … 

Αναφερόµενοι στον δεύτερο όρο του αθροίσµατος, για κάθε m=n, n+1, … ισχύει ότι όσο 

αυξάνεται το m το rj
m µειώνεται καθώς 1r0 j ≤≤ . Συνεπώς, για κάθε m=n, n+1, … 

ισχύει ότι: 

 1r m
j <            (3.8) 

Επιπλέον, το γεγονός ότι όσο αυξάνεται το m το rj
m µειώνεται συνεπάγεται ότι όσο 

αυξάνεται το m το 1-rj
m αυξάνεται. Άρα, επειδή  

j

j

j

m
j

j

jj

m
j

m
j

m
j

m

m
j

r1
c

r1
r1

c            

r1
1

r1
r1

            

1r1            

)r1(limr1m

−
<

−
−

⇒

−
<

−
−

⇒

<−⇒

⇒−<−⇒∞<
∞→

 

(3.9) 
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Προσθέτοντας τις ανισότητες (3.8) και (3.9) προκύπτει: 

1
r1

c
r

r1
r1

c
j

jm
j

j

m
j

j +
−

<+
−
−

        (3.10) 

Συνεπώς το άθροισµα S είναι µικρότερο από το άθροισµα Σ το οποίο αναπτύσσεται 

παρακάτω. Αν υπολογιστεί, λοιπόν, κάποιο n τέτοιο ώστε Σ<ε, τότε το ίδιο n θα 

ικανοποιεί και την ανισότητα S<ε.  

k

n
k

kj j

j

2
kk

kj j

jn
k

kj j

j1n
k

kj j

jn
k

r1
r])1

r1
c

([   

...)rr1()1
r1

c
(r   

...)1
r1

c
(r)1

r1
c

(r

−
+

−
=

++++
−

=

++
−

++
−

=Σ

∏

∏

∏∏

≠

≠

≠

+

≠

 

Ζητείται λοιπόν n για το οποίο Σ<ε, δηλαδή n τέτοιο ώστε: 

∏

∏

∏

≠

≠

≠

+
−

−ε
=ΑΑ<⇔

+
−

−ε
<⇔

ε<
−

+
−

kj j

j

k
kk

n
k

kj j

j

kn
k

k

n
k

kj j

j

)1
r1

c
(

)r1(       ,r

)1
r1

c
(

)r1(r

r1
r])1

r1
c

([

  

 

Από τις σχέσεις 0≤ε≤1, 0≤1-rk
n≤1 και 1

r1
c

j

j +
−

>1 προκύπτει ότι 0<Αk<1 για κάθε n. Έτσι 

η ανισότητα (3.12) ισοδυναµεί µε την ανισότητα: 

(3.11) 

(3.12) 
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1)
rln
Alnint(n

rln
Alnn

Alnrlnn
Alnrln

k

k

k

k

kk

k
n

k

+=⇔

>⇔

<⇔
<

(αλλάζει το πρόσηµο αφού lnAk<0) 

 Οπότε, το kn υπολογίζεται βάσει του αθροίσµατος της σχέσης (3.7) έως και τον n-οστό 

όρο, ο οποίος υπολογίζεται από τη σχέση (3.13). Στη συνέχεια παρουσιάζεται ο 

αλγόριθµος που χρησιµοποιεί τις σχέσεις (3.7) και (3.13) για τον υπολογισµό του kn . 

Αλγόριθµος υπολογισµού του kn  
 
1.Υπολογισµος του Αk: 
 
∆ώσε το ε 
Π=1 
Για j=1 έως Κ 
 Αν j≠ k τότε 
  Π=Π [(cj/(1-rj))+1] 
 Τέλος αν 
Επόµενο j 
Αk=ε(1-rk)/Π 
 
2.Υπολογισµος του n: 
 

 
1)

rln
Alnint(n

k

k +=
 

kn =1 
Για m=2,…,n 
 Π=1 
 Για j=1 έως Κ 
  Αν j≠ k τότε 

   Π=Π )r
r1

r1
c( 1m

j
j

1m
j

j
−

−

+
−

−
 

  Τέλος αν 
 Επόµενο j 
 
 1m

kkk rnn −Π+=  
Επόµενο m 

(3.13) 
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3.4 ΜΕΣΟ ΠΛΗΘΟΣ ΕΠΙΣΚΕΨΕΩΝ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΥΛΗΣ ΣΤΟ 

ΣΤΑΘΜΟ ΕΛΕΓΧΟΥ 

3.4.1 Η πιθανότητα n τουλάχιστον επιθεωρήσεων 

Η πιθανότητα να πραγµατοποιηθούν n τουλάχιστον επιθεωρήσεις για µια πρώτη ύλη 

συµβολίζεται ως P(≥n). Ισχύει  

• P(≥1)=1 καθώς πάντα πραγµατοποιείται µια επιθεώρηση, µετά το πρώτο 

πέρασµα. Επιπλέον, 

• P(≥2)= πιθανότητα κατά την πρώτη επιθεώρηση κάθε κατεργασία να είναι είτε 

καλή είτε επαναλήψιµη αλλά να µην είναι όλες καλές. Άρα,  

∏∏
==

−+=≥
K

1k
k

K

1k
kk c)rc()2(P  

• Με όµοια επιχειρήµατα βρίσκουµε ότι η πιθανότητα P(≥n) να πραγµατοποιηθούν 

τουλάχιστον n επιθεωρήσεις ισούται µε την πιθανότητα ως την n-οστή 

επανάληψη να µην έχει απορριφθεί ούτε να έχει γίνει αποδεκτή η πρώτη ύλη. 

Έχουµε λοιπόν το γινόµενο ∏
=

−
K

1j
j )1n(CR , όπου το )1n(CR j − είναι η πιθανότητα 

σε n – 1 επιθεωρήσεις να µην έχουµε απορριπτέο, αλλά από αυτό πρέπει να 

αφαιρέσουµε την πιθανότητα ώστε να είναι όλες καλές  είτε στην πρώτη, είτε 

στην δεύτερη,…, είτε στην n-1 επανάληψη. ∆ηλαδή, 

=≥ )n(P (Πιθανότητα αποδεκτό ή επανακατεργάσιµο από κάθε µηχανή) – (Πιθανότητα     

    αποδεκτό από κάθε µηχανή) 

 =∏
=

−
K

1j
j )1n(CR - πιθανότητα αποδεκτό από κάθε µηχανή 
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Ο πρώτος όρος υπολογίζεται από την εξίσωση (3.5) ενώ ο δεύτερος ισούται µε 

)cr...crc( k
2n

kkk
K

1k
k

−

=
+++∏ . Συνεπώς, 

)
r1

r1c()r
r1

r1c()n(P

)cr...crc()rcr...crc()n(P

K

1k k

1n
k

k
K

1k

1n
k

k

1n
k

k

k
2n

kkk
K

1k
k

K

1k

1n
kk

2n
kkkk

∏∏

∏∏

=

−

=

−
−

−

==

−−

−
−−+

−
−=≥⇔

+++−++++=≥
  (3.14) 

3.4.2 Υπολογισµός του µέσου πλήθους επισκέψεων στο σταθµό ελέγχου 

Όπως και στην παράγραφο 3.3.2, χρησιµοποιώντας το βοηθητικό αποτέλεσµα των 

πιθανοτήτων (3.4) και τη σχέση (3.14) το µέσο πλήθος επισκέψεων στο σταθµό ελέγχου 

υπολογίζεται ως  

...)]
r1

r1c()r
r1

r1c([...]c)rc([1  

...)n(P...)2(P)1(Pn
K

1k k

1n
k

k
K

1k

1n
k

k

1n
k

k
K

1k
k

K

1k
kk +

−
−−+

−
−++−++=

+≥++≥+≥=

∏∏∏∏
=

−

=

−
−

==

 

Όπως προηγουµένως, το άθροισµα (3.15) αποτελείται από άπειρους όρους. Στόχος και 

πάλι είναι να προσεγγιστεί το αποτέλεσµα του αθροίσµατος, χρησιµοποιώντας τους n 

πρώτους όρους. Με άλλα λόγια, επιδιώκεται η εύρεση κάποιου n τέτοιου ώστε όταν 

παραλειφθούν οι όροι )1n(Pk +≥ , )2n(Pk +≥ ,…, το σφάλµα θα προκύπτει πολύ µικρό 

π.χ. ε=10-6 . 

Άρα, ζητείται κάποιο n τέτοιο ώστε  

ε<++≥++≥= ...)2n(P)1n(PS kk . 

Κάθε όρος P(≥m) για m=n+1, n=2, … γράφεται: 

∏∏
==
Α−Β+Α

K

1k
k

K

1k
kk )( ,όπου: 

(3.15) 
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nn

j
j

m
kk

j

j

jk

m
k

kk

m
kk

k

m
k

kk

rrmaxr  ,A
r1

c
max

r1
r1c

:όµως, r,
r1

r1c

=<=Β=
−

<
−
−=Α

=Β
−
−=Α

 

Επιπλέον, αποδεικνύεται παρακάτω ότι η συνάρτηση ∏∏
==
Α−Β+Α=

K

1k
k

K

1k
kk )(f  είναι 

αύξουσα και ως προς Αk και ως προς Bk.  

Απόδειξη µονοτονίας της συνάρτησης f: 

Οι όροι Ak και Bk είναι θετικοί. Άρα, 

∏ ∏
∏ ∏

∏
∏ ∏

≠ ≠

≠ =

≠

≠ =

−+=
∂

−++∂
=

∂
∂

>+=
∂

−++∂
=

∂
∂

kj kj
jjj

k

kj

K

1k
kkkjj

k

kj
jj

k

kj

K

1k
kkkjj

k

A)BA(
A

]A)BA))(BA([(

A
f

0)BA(
B

]A)BA))(BA([(

B
f

 

Όµως το ∏
≠kj

jA αποτελεί ένα µόνο µέρος του ∏
≠

+
kj

jj )BA( και έτσι καταλήγουµε ότι η 

συνάρτηση f έχει θετικές µερικές παραγώγους και άρα είναι αύξουσα. 

Το άθροισµα S αυξάνεται αν όλους τους όρους Αk µε ένα άνω όριο Α και όλους τους   

όρους Βk τους αντικαταστήσουµε µε ένα άνω όριο rn. Συνεπώς, το άθροισµα S είναι 

µικρότερο του αθροίσµατος Σ το οποίο προκυπτει αν σε κάθε όρο του S θεωρήσουµε το 

άνω όριό του.  

Το άθροισµα Σ, σύµφωνα µε τη σχέση (3.16), δίνεται από τον τύπο: 

...A)rA(A)rA( KK1nKKn +−++−+=Σ +      (3.17) 

Ισχύει το ανάπτυγµα: ( ) ( ) ( ) ( ) K0K
0

1K1K
1K

11KK
1

0KK
0

K baba...baba)ba( ++++=+ −
−

− . 

Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα στις σχέση (3.17) προκύπτει: 

(3.16) 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ...})r(A)r(A...)r(A{

})r(A)r(A...)r(A
...}A)r(A)r(A...)r(A)r(A{

}A)r(A)r(A...)r(A)r(A{
...}A)rA{(}A)rA{(

K1n0K
0

1K1n1K
1K

11n1KK
1

Kn0K
0

1Kn1K
1K

1n1KK
1

KK1n0K
0

1K1n1K
1K

11n1KK
1

01nKK
0

KKn0K
0

1Kn1K
1K

1n1KK
1

0nKK
0

KK1nKKn

+++++
+++=

=+−+++++
−++++=

=+−++−+=Σ

+−+
−

+−

−
−

−

+−+
−

+−+

−
−

−

+

 

Προσθέτουµε καθέτως, άρα: 

( )
( )

( ) ...})r()r()r{(A
...

...})r()r()r{(A
...}rrr{A

K2nK1nKn0K
K

22n21n2n2KK
2

2n1nn1KK
1

++++
+

++++
+++=Σ

++

++−

++−

 

Επειδή το r<1 κάθε άθροισµα εντός των αγκυλών είναι µικρότερο από το πρώτο 

άθροισµα  εντός των αγκυλών. Άρα,  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1n0K

K
2KK

2
1KK

1

2n0K
K

2KK
2

1KK
1

2n1nn0K
K

2KK
2

1KK
1

r1
1r*}A...{}AA{

...},rr1{r*}A...{}AA{
...},rrr{*}A...{}AA{

Σ=
−

++<Σ

+++++<Σ
+++++<Σ

−−

−−

++−−

 

Επειδή όµως το S<ε και ισχύει ότι S<Σ<Σ1 αρκεί να βρούµε το n εκείνο για το οποίο 

Σ1<ε.  Έτσι, από την ανισότητα (3.18) καταλήγουµε στο εξής : 

( ) ( ) ( )

ε<
−

−+

⇔ε<
−

++−−

r1
1r*}A)1A{(

r1
1r*}A...{}AA{

nKK

n0K
K

2KK
2

1KK
1

 

Λύνοντας την ανισότητα  (3.19) ως προς n προκύπτει ότι για να ισχύει η ανισότητα S<ε 

πρέπει: 

1)
rln

A)1A(
)r1(ln

int(n
rln

A)1A(
)r1(ln

n
KKKK

+
−+

−ε

=⇔
−+

−ε

>     (3.20) 

(3.18) 

(3.19) 
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Οπότε, το n υπολογίζεται βάσει του αθροίσµατος της σχέσης (3.15) έως και τον n-οστό 

όρο, ο οποίος υπολογίζεται από τη σχέση (3.20). Στη συνέχεια παρουσιάζεται ο 

αλγόριθµος που χρησιµοποιεί τις σχέσεις (3.15) και (3.20) για τον υπολογισµό του n . 

Αλγόριθµος υπολογισµού του n : 
 
1. Υπολογισµός των Α και r: 
 
Α=0 
 r=0 
Για j=1 έως Κ 
 L=cj/(1-rj) 
 m=rj 
 
 Αν L>A τότε 
  Α=L 
 Τέλος αν 
 
 Αν m>r τότε 
  m=r 
 Τέλος αν 
 
Επόµενο j 
2. Υπολογισµός του n: 
∆ώσε το ε 

1)
rln

A)1A(
)r1(ln

int(n
KK

+−+
−ε

=  

 
n =1 
Για m=2 έως n 
 Π1=1 
 Π2=1 
 Για j=1 έως Κ 

  Π1=Π1 )r
r1

r1
c( 1m

j
j

1m
j

j
−

−

+
−

−
 

  Π2=Π2 )
r1

r1
c(

j

1m
j

j
−

− −

 

 Επόµενο j 
 
 21nn Π−Π+=  
Επόµενο m 
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3.5 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΩΝ ΤΟΥ 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

Για να ολοκληρωθεί η ανάλυση της λειτουργίας ενός συστήµατος γραµµής παραγωγής 

στην οποία το κέντρο ελέγχου ποιότητας εντοπίζεται στο τέλος της απαιτείται ο 

υπολογισµός των ρυθµών αφίξεων σε κάθε µηχανή και στο σταθµό ελέγχου, του µέσου 

αποθέµατος, του µέσου χρόνου καθυστέρησης µιας παραγγελίας καθώς και του ρυθµού 

απόρριψης. 

3.5.1 Ρυθµοί αφίξεων λk στη µηχανή Μk 

Το λk είναι ίσο µε το γινόµενο του ρυθµού παραγωγής αποδεκτών προϊόντων (γ) επί το 

µέσο πλήθος επισκέψεων στη µηχανή Μk που απαιτούνται µέχρις ότου παραχθεί ένα 

αποδεκτό προϊόν. Συνεπώς, για να υπολογίσουµε τα λk για k=1,2,…,K πρέπει να 

γνωρίζουµε πόσες φορές ένα κοµµάτι θα χρειαστεί να περάσει από τη µηχανή Μk, κατά 

µέσον όρο ( kn ) πριν παραχθεί ή απορριφθεί και πόσες πρώτες ύλες απαιτούνται για την 

παραγωγή ενός καλού κοµµατιού (Ν). Τα δυο αυτά στοιχεία υπολογιστήκαν σε 

προηγούµενα κεφάλαια. Άρα,   

{1,2,...K}k           n  kk ∈∀Νγ=λ        (3.21) 

Όσον αφορά στο σταθµό ελέγχου, η διαφορά είναι στο πόσες φορές ένα κοµµάτι θα 

χρειαστεί να επιθεωρηθεί, κατά µέσον όρο ( n ). Συνεπώς, συµβολίζοντας µε Ε τον 

σταθµό ελέγχου – επιθεώρησης, το λΕ θα δίνεται από τον τύπο: 

n  E Νγ=λ           (3.22) 
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3.5.2 Συνολικό µέσο απόθεµα Νtot 

Εφόσον υπολογίσουµε το λk τότε , το µέσο πλήθος κοµµατιών στην µηχανή Μk δίνεται 

από τον τύπο [11]: 

 
k

k
k

1
N

ρ−
ρ

=  

όπου
k

k
k 

µ
λ=ρ . Οπότε, το  συνολικό µέσο απόθεµα υπολογίζεται από το άθροισµα  των 

Νk συν το µέσο απόθεµα  στο σταθµό ελέγχου – επιθεώρησης  ΝΕ. Άρα, 

E
K

1k
ktot NNN += ∑

=
         (3.23) 

3.5.3 Μέσος χρόνος καθυστέρησης µιας παραγγελίας Τ 

Βρίσκοντας το Νtot  ο µέσος χρόνος καθυστέρησης µιας παραγγελίας είναι, από το νόµο 

του Little [11]:  

γ
= totNT           (3.24) 

3.5.4 Μέσος ρυθµός απορρίψεων R 

Ο µέσος ρυθµός απορρίψεων είναι ίσος µε το µέσο πλήθος κοµµατιών που 

απορρίπτονται επί το ρυθµό παραγωγής γ. Το µέσο πλήθος κοµµατιών που 

απορρίπτονται είναι Ν-1 καθώς, το Ν συµβολίζει το µέσο πλήθος κοµµατιών που θα 

υποστούν κατεργασία µέχρις ότου παραχθεί ένα καλό. ∆ηλαδή, από τα Ν κοµµάτια που 

θα κατεργαστούν µόνο ένα θα καταλήξει αποδεκτό ενώ τα υπόλοιπα απορριπτέα. 

Συνεπώς,  
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)1N(R −γ=           (3.25) 
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4 ΓΡΑΜΜΗ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΜΕ ΠΛΗΘΟΣ ΣΤΑΘΜΩΝ 

ΕΛΕΓΧΟΥ–ΕΠΙΘΕΩΡΗΣΗΣ 

Μια γραµµή παραγωγής µε πολλούς σταθµούς ελέγχου – επιθεώρησης αποτελείται από 

ένα σύνολο υποσυστηµάτων παραγωγής που έχουν ένα σταθµό ελέγχου στο τέλος, 

συνδεδεµένων µεταξύ τους σειριακά, όπως δείχνει το Σχήµα 4.1. Συνεπώς, για την 

ανάλυση της γραµµής αρκεί να αναλυθεί κάθε υποσύστηµα παραγωγής µε σταθµό 

ελέγχου στο τέλος λαµβάνοντας βεβαία υπ' όψει ότι κατά την απόρριψη µιας πρώτης 

ύλης, µια νέα πρώτη ύλη εισέρχεται στη µηχανή Μ1,1 του υποσυστήµατος 1, ανεξάρτητα 

από τον σταθµό που απορρίφθηκε η πρώτη ύλη. 
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Σχήµα 4.1: Γραµµή παραγωγής µε 2 σταθµούς  ελέγχου – επιθεώρησης . Το πρώτο πέρασµα του 

κοµµατιού στο σύστηµα εκφράζεται µε την γραµµή (1) ενώ το (2) εκφράζει τη διαδικασία 

επανακατεργασίας. Αν µια πρώτη ύλη απορριφθεί στο 1 ή στο 2 σταθµό ελέγχου τότε µια νέα πρώτη ύλη 

εισέρχεται στη µηχανή Μ1,1 της γραµµής παραγωγής (3). 

4.1 ΜΕΣΟ ΠΛΗΘΟΣ ΕΠΙΣΚΕΨΕΩΝ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΥΛΗΣ ΣΕ 

ΚΑΘΕ ΜΗΧΑΝΗ ΕΩΣ ΟΤΟΥ ΚΑΤΑΛΗΞΕΙ ΑΠΟ∆ΕΚΤΗ Ή 

ΑΠΟΡΡΙΠΤΕΑ 

Μια πρώτη ύλη θα υφίσταται επεξεργασίες στις µηχανές Μi,1, Mi,2,... και Μi,K που 

προηγούνται του σταθµού ελέγχου i  µέχρις ότου αποφασιστεί η αποδοχή ή η απόρριψη 

της. Η πιθανότητα απόρριψης της πρώτης ύλης είναι ίδια µε την περίπτωση συστηµάτων 

παραγωγής µε ένα σταθµό ελέγχου στο τέλος. Συνεπώς, όσα αναφερθήκαν στην 

παράγραφο 3.3 ισχύουν και για τον υπολογισµό των µέσων πληθών επισκέψεων στις 

µηχανές ανά σταθµό επιθεώρησης. Άρα η ίδια διαδικασία υπολογισµού θα εκτελείται για 

κάθε σταθµό ελέγχου. Συµβολίζοντας µε,  

• Ε: πλήθος των σταθµών ελέγχου – επιθεώρησης, i =1, …, E. 

• MBi: πλήθος των µηχανών που επιθεωρούνται από τον σταθµό ελέγχου i. 

• k,in : µέσο πλήθος επισκέψεων της πρώτης ύλης στη µηχανή  Μi,k του σταθµού i. 

• k,ir : πιθανότητα ώστε µια κατεργασία να έχει σηµαντικές ατέλειες και απαιτείται 

επανάληψη της κατεργασίας στη µηχανή Μi,k 

• k,ic : πιθανότητα ώστε η κατεργασία στη µηχανή Μi,k να είναι καλή ή να έχει 

µικρές ατέλειες οι οποίες µπορούν να διορθωθούν στο σταθµό επιθεώρησης 

Ο αλγόριθµος υπολογισµού του µέσου πλήθους επισκέψεων σε κάθε  µηχανή είναι 

παρόµοιος µε εκείνον της παραγράφου 3.3.2: 
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Αλγόριθµος υπολογισµού του mn  
Για i=1 έως Ε 
 Για m=1 έως MBi 

 
  1.Υπολογισµος του Αm: 
 
  ∆ώσε το ε 
  Π=1 
  Για j=1 έως MBi 
   Αν j≠ m τότε 
    Π=Π [(ci,j/(1-ri,j))+1] 
   Τέλος αν 
  Επόµενο j 
  Αm=ε(1-ri,m)/Π 
 
  2.Υπολογισµος του n: 
 

   1)
rln
Alnint(n

m,i

m +=  

  1n m,i =  
  Για L=2,…,n 
   Π=1 
   Για j=1 έως MBi 

    Αν j≠ m τότε 

     Π=Π )r
r1

r1
c( 1L

j,i
j,i

1L
j,i

j,i
−

−

+
−

−
 

    Τέλος αν 
   Επόµενο j 
 
   1L

m,im,im,i rnn −Π+=  
  Επόµενο L 
 
 Επόµενο m 
Επόµενο i 
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4.2 ΜΕΣΟ ΠΛΗΘΟΣ ΕΠΙΣΚΕΨΕΩΝ ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΥΛΗΣ ΣΕ 

ΚΑΘΕ ΣΤΑΘΜΟ ΕΛΕΓΧΟΥ 

Με επιχειρήµατα όµοια µε εκείνα της παραγράφου 3.4.2 αποδεικνύεται ότι ο 

υπολογισµός του µέσου πλήθους επισκέψεων σε κάθε σταθµό ελέγχου δεν διαφέρει από 

την περίπτωση συστηµάτων παραγωγής µε έναν σταθµό ελέγχου στο τέλος. Συνεπώς, ο 

αλγόριθµος που αναπτύχθηκε σε εκείνη την παράγραφο για τον υπολογισµό του µέσου 

πλήθους επισκέψεων σε σταθµό ελέγχου εφαρµόζεται για κάθε επιµέρους υποσύστηµα 

παραγωγής µε σταθµό ελέγχου στο τέλος που αποτελεί µέρος της ολικής γραµµής 

παραγωγής. 

Αλγόριθµος υπολογισµού του n : 
 
Για i=1 έως Ε  
1. Υπολογισµός των Α και r: 
 
 Α=0 
  r=0 
 Για j=1 έως MBi 
  L=cj/(1-rj) 
  m=rj 
 
  Αν L>A τότε 
   Α=L 
  Τέλος αν 
 
  Αν m>r τότε 
   m=r 
  Τέλος αν 
 Επόµενο j 
 
 2. Υπολογισµός του n: 
 
 ∆ώσε το ε 

 1)
rln

A)1A(
)r1(ln

int(n
ii MBMB
+

−+
−ε

=  

 
 in =1 
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 Για m=2 έως n 
  Π1=1 
  Π2=1 
  Για j=1 έως MBi 

   Π1=Π1 )r
r1

r1
c( 1m

j,i
j,i

1m
j,i

j,i
−

−

+
−

−
 

   Π2=Π2 )
r1

r1
c(

j,i

1m
j,i

j,i
−

− −

 

  Επόµενο j 
 
  21ii nn Π−Π+=  
 Επόµενο m 
Επόµενο i 

4.3 ΠΛΗΘΟΣ ΠΡΩΤΩΝ ΥΛΩΝ ΠΟΥ ΕΠΙΣΚΕΠΤΕΤΑΙ ΚΑΘΕ 

ΜΗΧΑΝΗ ΜΕΧΡΙΣ ΟΤΟΥ ΠΑΡΑΧΘΕΙ ΕΝΑ ΚΑΛΟ ΠΡΟΪΟΝ 

Προκειµένου να υπολογίσουµε το πλήθος των πρώτων υλών που επισκέπτεται κάθε 

µηχανή µέχρις ότου παραχθεί ένα καλό προϊόν, αρχικά διαχωρίζουµε το σύστηµα 

παραγωγής µε πολλούς σταθµούς ελέγχου σε επιµέρους υποσυστήµατα µε έναν σταθµό 

ελέγχου στο τέλος. Ο υπολογισµός της πιθανότητας ώστε ένα προϊόν να καταλήγει 

αποδεκτό µετά από µια ή περισσότερες επαναλήψεις, για κάθε ένα από τα 

υποσυστήµατα, γίνεται σύµφωνα µε την εξίσωση (3.1) της παραγράφου 3.1. 

Επιπλέον, για την παραγωγή ενός καλού κοµµατιού οι πρώτες ύλες που θα επισκεφθούν: 

(α) Τις µηχανές που προηγούνται του σταθµού ελέγχου 1 είναι: 

• 1 πρώτη ύλη µε πιθανότητα P1= πιθανότητα ώστε, ένα προϊόν να καταλήγει 

αποδεκτό µετά από µια ή περισσότερες επαναλήψεις στο σταθµό ελέγχου 1 και 

να καταλήγει αποδεκτό µετά από µια ή περισσότερες επαναλήψεις στο σταθµό 

ελέγχου 2 και... να καταλήγει αποδεκτό µετά από µια ή περισσότερες 

επαναλήψεις στο σταθµό ελέγχου Ε. Άρα, µια πρώτη ύλη µε πιθανότητα 
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 ∏
=

=
E

1i
i1 CP          (4.1) 

• 2 πρώτες ύλες µε πιθανότητα )C1)(C(P
E

1i
i

E

1i
i2 ∏∏

==
−=  

• 3 πρώτες ύλες µε πιθανότητα 2
E

1i
i

E

1i
i3 )C1)(C(P ∏∏

==
−=  

• ................................................................................... 

• n πρώτες ύλες µε πιθανότητα 1n
E

1i
i

E

1i
in )C1)(C(P −

==
∏∏ −= , κ.ο.κ. 

Κατά µέσον όρο απαιτούνται ∑
∞

=
=

1n
n1 nPN . Παρατηρείστε ότι το n ακολουθεί την 

γεωµετρική κατανοµή, Συνεπώς, το Ν αποτελεί την µαθηµατική ελπίδα γεωµετρικής 

κατανοµής που δίνεται από τον τύπο: 

∑
∏

∞

=

=

==
1n

E

1i
i

n1

C

1nPN          (4.1) 

(β) Όσες πρώτες ύλες απορρίφθηκαν κατά τον έλεγχο τους στο σταθµό ελέγχου 1 δεν θα 

επισκεφθούν τις µηχανές που προηγούνται του σταθµού ελέγχου 2. Συνεπώς, τις µηχανές 

που προηγούνται του σταθµού ελέγχου 2 επισκέπτονται: 

• 1 πρώτη ύλη µε πιθανότητα P1= πιθανότητα ώστε, ένα προϊόν να καταλήγει 

αποδεκτό µετά από µια ή περισσότερες επαναλήψεις στο σταθµό ελέγχου 2 και 

να καταλήγει αποδεκτό µετά από µια ή περισσότερες επαναλήψεις στο σταθµό 

ελέγχου 3 και... να καταλήγει αποδεκτό µετά από µια ή περισσότερες 

επαναλήψεις στο σταθµό ελέγχου Ε. Άρα, µια πρώτη ύλη µε πιθανότητα 
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 ∏
=

=
E

2i
i1 CP           

• 2 πρώτες ύλες µε πιθανότητα )C1)(C(P
E

2i
i

E

2i
i2 ∏∏

==
−=  

• 3 πρώτες ύλες µε πιθανότητα 2
E

2i
i

E

2i
i3 )C1)(C(P ∏∏

==
−=  

• ................................................................................... 

• n πρώτες ύλες µε πιθανότητα 1n
E

2i
i

E

2i
in )C1)(C(P −

==
∏∏ −= , κ.ο.κ. 

Κατά µέσον όρο απαιτούνται ∑
∞

=
=

1n
n2 nPN κοµµάτια στην είσοδο του υποσυστήµατος 2 

προκειµένου να παραχθεί ένα αποδεκτό τελικό προϊόν. Άρα: 

∑
∏

∞

=

=

==
1n

E

2i
i

n2

C

1nPN          (4.2)  

(γ) Με όµοια επιχειρήµατα καταλήγουµε στο ότι για τις µηχανές που ανήκουν στο 

τελευταίο υποσύστηµα µε σταθµό ελέγχου Ε, το µέσο πλήθος κοµµατιών που πρέπει να 

κατεργασθούν ώστε να παραχθεί ένα αποδεκτό τελικό προϊόν δίνεται από τον τύπο: 

∑
∏

∞

=

=

===
1n E

E

Ei
i

nE C
1

C

1nPN         (4.3) 

Στη γενική περίπτωση για το υποσύστηµα s, το µέσο πλήθος των πρώτων υλών που 

πρέπει να εισέλθουν ώστε να παραχθεί ένα αποδεκτό τελικό προϊόν από το τελευταίο 

υποσύστηµα Ε δίνεται από τον τύπο: 
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∏
=

= E

Si
i

S

C

1N           (4.4) 

4.4 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΩΝ ΤΟΥ 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

4.4.1 Ρυθµοί αφίξεων λi,k στη µηχανή Μi,k του σταθµού i 

Όπως αναφέρθηκε και στην παράγραφο 3.5.1. ο µέσος ρυθµός εισροής στην Μi,k είναι 

ίσος µε το γινόµενο του ρυθµού παραγωγής αποδεκτών προϊόντων (γ) επί το µέσο 

πλήθος επισκέψεων στη µηχανή Μi,k που απαιτούνται µέχρις ότου παραχθεί ένα 

αποδεκτό προϊόν. Συνεπώς, για να επιτευχθεί ρυθµός παραγωγής γ αποδεκτών προϊόντων 

ανά µονάδα χρόνου, ο µέσος ρυθµός εισροής στην  Μi,k θα πρέπει να είναι : 

{1,2,...E}i, }{1,2,...MBk           n  ik,iik,i ∈∀∈∀Νγ=λ     (4.4) 

Για τους σταθµούς ελέγχου ισχύει ανάλογη εξίσωση: 

{1,2,...E}i        n  iii ∈∀Νγ=λ        (4.5)  

4.4.2 Συνολικό µέσο απόθεµα Νtot 

Όπως και στην παράγραφο 3.5.2 εφόσον υπολογίσουµε το λi,k τότε, το µέσο πλήθος 

κοµµατιών στην µηχανή Μi,k είναι 
k,i

k,i
k,i

1
N

ρ−
ρ

= , όπου
k,i

k,i
k,i 

µ
λ

=ρ . Οπότε, το  

συνολικό µέσο απόθεµα υπολογίζεται από το άθροισµα  των Νi,k συν το άθροισµα των 

µέσων αποθεµάτων  στους σταθµούς ελέγχου – επιδιόρθωσης  Νi. Άρα, 

∑∑ ∑
== =

+=
E

1i
i

E

1i

MB

1k
k,itot NNN

i
        (3.23) 
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5 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ  

Από την ανάλυση συστηµάτων παραγωγής τόσο µε έναν σταθµό ελέγχου-επιδιόρθωσης 

στο τέλος όσο και συστηµάτων παραγωγής µε πολλούς σταθµούς ελέγχου προέκυψαν οι 

ανάλογοι τύποι υπολογισµού των χαρακτηριστικών που περιγράφουν τα συστήµατα. 

Πρόκειται για τύπους µε αθροίσµατα καθώς και γινόµενα πολλών όρων καθιστώντας  

τον υπολογισµό των χαρακτηριστικών του συστήµατος επίπονο και χρονοβόρο. 

Αναπτύχθηκε λοιπόν, αλγόριθµος ο οποίος υλοποιεί τους τύπους αυτούς για καθένα από 

τα προαναφερθέντα συστήµατα (βλέπετε παράρτηµα 7.1 και παράρτηµα 7.2). 

Στη συνέχεια, ο αλγόριθµος αυτός εφαρµόζεται για τρία διαφορετικά συστήµατα 

παραγωγής µε έναν σταθµό στο τέλος. Προκειµένου να αποδειχθεί η ορθότητα των 

αναλυτικών τύπων τα αποτελέσµατα για κάθε σύστηµα παραγωγής συγκρίνονται µε τα   

αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν από αλγόριθµο προσοµοίωσης. 

Εφόσον αποδειχθεί η ορθότητα των αναλυτικών τύπων ακολουθεί η σύγκριση 

αποτελεσµάτων για πέντε συστήµατα παραγωγής τα οποία διαφέρουν µεταξύ τους ως 

προς το πλήθος των σταθµών επιθεώρησης αλλά και τα σηµεία στα οποία είναι αυτοί 

τοποθετηµένοι. 

5.1 ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ 

ΚΑΙ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ 

5.1.1 ∆εδοµένα των συστηµάτων 

Στη παράγραφο αυτή µελετώνται τα αποτελέσµατα που προκύπτουν για τα µέσα πλήθη 

επισκέψεων σε κάθε µηχανή ( kn ) και στο σταθµό ελέγχου ( n ), τόσο της αναλυτικής 

εξίσωσης όσο και της προσοµοίωσης για τρία διαφορετικά συστήµατα παραγωγής. Το 

σύστηµα 1 αποτελείται από τέσσερις µηχανές και έναν σταθµό ελέγχου στο τέλος. Το 
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σύστηµα 2 αποτελείται από 5 µηχανές και έναν σταθµό ελέγχου στο τέλος ενώ, σύστηµα 

3 από 6 µηχανές και έναν σταθµό ελέγχου στο τέλος της γραµµής παραγωγής. Σε πίνακα 

που ακολουθεί δίνονται οι πιθανότητες αποδοχής c, και επανακατεργασίας r, καθώς και ο 

ρυθµός επεξεργασίας µ κάθε µηχανής. 

ΣΥΣΤΗΜΑ 1 ΣΥΣΤΗΜΑ 2 ΣΥΣΤΗΜΑ 3 ΜΗΧΑΝΕΣ 
c r µ c r µ c r µ 

Μ1 0,95 0,04 2,1 0,95 0,04 2,1 0,94 0,05 2,1 

Μ2 0,9 0,08 2,5 0,9 0,08 2,5 0,92 0,06 2,5 

Μ3 0,95 0,03 2,2 0,95 0,03 2,2 0,96 0,02 2,2 

Μ4 0,9 0,07 2,1 0,9 0,07 2,1 0,95 0,03 2,1 

Μ5 - - - 0,93 0,05 2,2 0,93 0,05 2,2 

Μ6 - - - - - - 0,97 0,02 2,3 
Ε - - 1,9 - - 1,9 - - 1,9 

 

5.1.2 Αποτελέσµατα αναλυτικής εξίσωσης και προσοµοίωσης 

Στο σηµείο αυτό ενδεικτικά, θα διερευνηθούν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν κατά 

την εφαρµογή του αλγορίθµου που υλοποιεί την αναλυτική εξίσωση καθώς και κατά την 

προσοµοίωση για τα συστήµατα παραγωγής που περιγράφονται παραπάνω.  

Πίνακας 5.1: µέσο πλήθος επισκέψεων σε κάθε µηχανή και στο σταθµό ελέγχου κατά την προσοµοίωση 

και κατά την αναλυτική εξίσωση για 3 διαφορετικά συστήµατα µε σταθµό ελέγχου επιδιόρθωσης στο 

τέλος. 

ΜΕΣΟ ΠΛΗΘΟΣ ΕΠΙΣΚΕΨΕΩΝ ΣΕ ΚΑΘΕ ΜΗΧΑΝΗ ΚΑΙ ΣΤΟΝ ΣΤΑΘΜΟ ΕΛΕΓΧΟΥ 
ΣΥΣΤΗΜΑ 1 ΣΥΣΤΗΜΑ 2 ΣΥΣΤΗΜΑ 3 

ΜΗΧΑΝΕΣ αναλυτική 
εξίσωση 

προσοµοί-
ωση 

αναλυτική 
εξίσωση 

προσοµοί-
ωση 

αναλυτική 
εξίσωση 

προσοµοί-
ωση 

Μ1 1,038809 1,038823 1,038031 1,038002 1,048052 1,048119 
Μ2 1,081813 1,081929 1,080171 1,0804 1,058871 1,059067 
Μ3 1,029102 1,029157 1,028519 1,028655 1,018824 1,018746 
Μ4 1,071552 1,071769 1,070116 1,070304 1,028527 1,028619 
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ΜΕΣΟ ΠΛΗΘΟΣ ΕΠΙΣΚΕΨΕΩΝ ΣΕ ΚΑΘΕ ΜΗΧΑΝΗ ΚΑΙ ΣΤΟΝ ΣΤΑΘΜΟ ΕΛΕΓΧΟΥ 
ΣΥΣΤΗΜΑ 1 ΣΥΣΤΗΜΑ 2 ΣΥΣΤΗΜΑ 3 

ΜΗΧΑΝΕΣ αναλυτική 
εξίσωση 

προσοµοί-
ωση 

αναλυτική 
εξίσωση 

προσοµοί-
ωση 

αναλυτική 
εξίσωση 

προσοµοί-
ωση 

Μ5 - - 1,048529 1,048732 1,048543 1,048714 
Μ6 - - - - 1,018634 1,018612 
Ε 1,205126 1,205456 1,2399943 1,240593 1,202429 1,202757 

Όπως διαφαίνεται στον πίνακα αποτελεσµάτων, η αναλυτική εξίσωση καθώς και η 

προσοµοίωση συµφωνούν ως προς το πλήθος επισκέψεων σε κάθε µηχανή και στον 

σταθµό ελέγχου για κάθε σύστηµα καθώς, η διαφορά  των αποτελεσµάτων είναι πολύ 

µικρή και µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα. Επιβεβαιώνεται έτσι η ορθότητα των 

αναλυτικών εξισώσεων υπολογισµού του µέσου πλήθους επισκέψεων. 

Επιπλέον, µικρή αλλά όχι αµελητέα είναι η διαφορά των αποτελεσµάτων του 

συστήµατος 2 από το σύστηµα 1. Η διαφορά αυτή ερµηνεύεται ως εξής: Το πλήθος των 

επισκέψεων σε µια µηχανή δεν εξαρτάται µόνο από το αποτέλεσµα της κατεργασίας 

στην ίδια τη µηχανή αλλά και από το αποτέλεσµα των κατεργασιών στις υπόλοιπες 

µηχανές. Για παράδειγµα, έστω ένα σύστηµα Μ1-Μ2-E . Αν το αποτέλεσµα του πρώτου 

περάσµατος είναι επανακατεργασία στη µηχανή 1 και επανακατεργασία ή αποδοχή στη 

µηχανή 2 τότε το κοµµάτι θα επισκεφθεί τη µηχανή 1 µια ακόµα φορά για 

επανακατεργασία. Αν όµως το αποτέλεσµα ήταν επανακατεργασία στη µηχανή 1 και 

απόρριψη στη µηχανή 2 τότε ή επίσκεψη στη µηχανή 2 δεν θα πραγµατοποιούταν καθώς 

το κοµµάτι θα είχε απορριφθεί λόγω κακής κατεργασίας στη µηχανή Μ2. Προσθέτοντας 

µια επιπλέον µηχανή Μ3 πριν το σταθµό ελέγχου τότε το πλήθος των επισκέψεων σε 

κάθε µια από τις προηγούµενες µηχανές εξαρτάται και από το αποτέλεσµα της 

κατεργασίας στη µηχανή Μ3. Για την ακρίβεια το πλήθος των επισκέψεων σε κάθε µια 

από τις προηγούµενες µηχανές µειώνεται καθώς θα αυξάνεται η πιθανότητα απόρριψης 

σε µια από τις υπόλοιπες µηχανές κατά την πιθανότητα απόρριψης της µηχανής Μ3.  

Όσον αφορά στα αποτελέσµατα του συστήµατος 3 παρατηρούµε την σπουδαιότητα των 

πιθανοτήτων c και r στη διαµόρφωση του αποτελέσµατος. 
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5.2 ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΕΛΕΓΧΟΥ 

ΜΕ ΕΝΑ ΣΤΑΘΜΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΣΤΟ ΤΕΛΟΣ ΚΑΙ 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕ ΠΛΗΘΟΣ ΣΤΑΘΜΩΝ ΕΛΕΓΧΟΥ 

5.2.1 ∆εδοµένα των συστηµάτων 

Σκοπός της παραγράφου αυτής είναι να παρουσιαστούν και να αναλυθούν τα 

αποτελέσµατα τα οποία προκύπτουν για 5 διαφορετικά συστήµατα τα δεδοµένα των 

οποίων παρουσιάζονται στη συνέχεια. Τα συστήµατα αυτά επιλέχθηκαν τέτοια ώστε να 

διαφαίνεται η επίδραση επιπλέον σταθµών ελέγχου σε ένα σύστηµα ελέγχου µε έναν 

σταθµό ελέγχου στο τέλος καθώς και το πως επιδρά η επιλογή των σηµείων τοποθέτησης 

των σταθµών ελέγχου στη διαµόρφωση του αποτελέσµατος.  

Οι µηχανές επεξεργασίας των κοµµατιών είναι ίσες στο πλήθος και  έχουν κοινά 

χαρακτηριστικά (πιθανότητες c, r  και ρυθµό µ) και για τα 5 συστήµατα. Για τις µηχανές 

επεξεργασίας των κοµµατιών τα δεδοµένα συµπίπτουν µε αυτά του συστήµατος 1 της 

παραγράφου 5.1.1. 

Σύστηµα 1: Αποτελείται από 4 µηχανές επεξεργασίας και ένα σταθµό ελέγχου στο 

τέλος. Ο σταθµός αυτός έχει ρυθµό πραγµατοποίησης ελέγχου µ1=1,9 και ευθύνεται για 

τον έλεγχο του αποτελέσµατος των κατεργασιών και στις 4 µηχανές.. 

 

Σχήµα 5.1: γραµµή παραγωγής µε 4 µηχανές επεξεργασίας κοµµατιού και έναν σταθµό ελέγχου στο τέλος. 
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Σύστηµα 2a: Αποτελείται από 4 µηχανές επεξεργασίας κοµµατιών και 2 σταθµούς 

ελέγχου εκ των οποίων ο πρώτος βρίσκεται µετά την πρώτη µηχανή και επιθεωρεί το 

αποτέλεσµα της κατεργασίας στη µηχανή Μ1,1 και ο δεύτερος στο τέλος επιθεωρώντας 

τα αποτελέσµατα των κατεργασιών στις µηχανές Μ2,1, Μ2,2 και Μ2,3. Οι ρυθµοί 

πραγµατοποίησης ελέγχου στους σταθµούς είναι µ1=µ2= 3,8 

 

Σχήµα 5.2: γραµµή παραγωγής µε 4 µηχανές επεξεργασίας κοµµατιού και 2 σταθµούς ελέγχου. Πρόκειται 

για τη σχηµατική αναπαράσταση του συστήµατος 2a 

Σύστηµα 2b: Αλλάζοντας τα σηµεία ελέγχου στο σύστηµα 2a προκύπτει το σύστηµα 2b. 

Για την ακρίβεια τοποθετούµε τον πρώτο σταθµό ελέγχου Ε1 έπειτα από την δεύτερη 

µηχανή και τον δεύτερο σταθµό Ε2 στο τέλος. Συνεπώς, ο σταθµός ελέγχου Ε1 επιθεωρεί 

τα αποτελέσµατα των κατεργασιών στις µηχανές Μ1,1 και Μ1,2 και ο σταθµός ελέγχου Ε2 

τα αποτελέσµατα των κατεργασιών στις µηχανές Μ2,1 και Μ2,2. Οι ρυθµοί 

πραγµατοποίησης ελέγχου στους σταθµούς είναι µ1=µ2= 3,8. 

 

Σχήµα 5.3: γραµµή παραγωγής µε 4 µηχανές επεξεργασίας κοµµατιού και 2 σταθµούς ελέγχου. Πρόκειται 

για τη σχηµατική αναπαράσταση του συστήµατος  2b 
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Σύστηµα 2c: Και αυτό το σύστηµα συγκαταλέγεται στα συστήµατα µε 4 µηχανές 

επεξεργασίας και 2 σταθµούς ελέγχου. Ο πρώτος σταθµός ελέγχου Ε1 είναι υπεύθυνος 

για τον έλεγχο των αποτελεσµάτων των τριών πρώτων µηχανών Μ1,1, Μ1,2 και Μ1,3 ενώ 

το αποτέλεσµα της κατεργασίας στη τέταρτη µηχανή Μ2,1 ελέγχεται από τον σταθµό 

ελέγχου Ε2. 

 
Σχήµα 5.4: γραµµή παραγωγής µε 4 µηχανές επεξεργασίας κοµµατιού και 2 σταθµούς ελέγχου. Πρόκειται 

για τη σχηµατική αναπαράσταση του συστήµατος 2c. 

Σύστηµα 3: πρόκειται για ένα σύστηµα παραγωγής όπου το πλήθος των σταθµών 

ελέγχου είναι ίσο µε το πλήθος το µηχανών. Συνεπώς, το σύστηµα αποτελείται από µια 

εναλλαγή µηχανή επεξεργασίας – σταθµός ελέγχου. Στο σύστηµα που µελετάµε έχουµε 4 

µηχανές επεξεργασίας κοµµατιού άρα και 4 σταθµούς ελέγχου µε µέσους ρυθµούς 

µ1=µ2=µ3=µ4=7,3. 

 
Σχήµα 5.5: γραµµή παραγωγής µε 4 µηχανές επεξεργασίας κοµµατιού και 4 σταθµούς ελέγχου. Πρόκειται 

για τη σχηµατική αναπαράσταση του συστήµατος 2a 
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Πίνακας 5.2: αποτελέσµατα των αναλυτικών εξισώσεων για τα συστήµατα παραγωγής 1, 2a, 2b, 2c και 3. 

ΜΕΣΟ ΠΛΗΘΟΣ ΕΠΙΣΚΕΨΕΩΝ ΣΕ ΚΑΘΕ ΜΗΧΑΝΗ 
ΚΑΙ ΣΤΟΝ ΣΤΑΘΜΟ ΕΛΕΓΧΟΥ 

ΡΥΘΜΟΙ ΑΦΙΞΕΩΝ ΣΕ ΚΑΘΕ ΜΗΧΑΝΗ ΚΑΙ ΣΤΟ 
ΣΤΑΘΜΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΜΗΧΑΝΕΣ 

1  2a  2b  2c 3 1  2a  2b  2c 3 

Μ1,1 1,038809 1,041667 1,04083 1,040013 1,04166 1,13219 1,135299 1,134388 1,133497 1,135296 

Μ1,2 1,081813 - 1,08608 1,084358 - 1,17905 - 1,183709 1,181828 - 

Μ1,3 1,029102 - - 1,030004 - 1,12161 - - 1,122588 - 

Μ1,4 1,071552 - - - - 1,16787 - - - - 

Μ2,1 - 1,082642 1,03 1,075267 1,08695 - 1,167666 1,086737 1,111109 1,172316 

Μ2,2 - 1,029397 1,07376 - - - 1,110239 1,132911 - - 

Μ2,3 - 1,072277 - - - - 1,156487 - -   

Μ3,1 - - - - 1,03093 - - - - 1,087718 

Μ4,1 - - - - 1,07527 - - - - 1,111109 

Ε1 1,205126 1,041664 1,1237 1,147763 1,0416 1,31345 1,135296 1,224707 1,111109 1,135296 

Ε2 - 1,174564 1,10117 1,075243 1,08691 - 1,266807 1,16234 1,111084 1,172272 

Ε3 - - - - 1,0309 - - - - 1,08769 

Ε4 - - - - 1,07524 - - - - 1,111084 

ΣΥΝΟΛΙΚΟ ΜΕΣΟ ΑΠΟΘΕΜΑ ΣΥΝΟΛΙΚΟΣ ΜΕΣΟΣ ΡΥΘΜΟΣ ΑΠΟΡΡΙΨΕΩΝ 

  5,130812 5,345127 5,257125 5,823561 4,891421 0,08989 0,089887 0,089887 0,089887 0,089887 
 

Ως προς το πλήθος των σταθµών ελέγχου που ο αναλυτής πρέπει να επιλέξει, 

παρατηρούµε ότι η βέλτιστη λύση προκύπτει για το σύστηµα 3 καθώς για το σύστηµα 

αυτό προκύπτει το µικρότερο συνολικό µέσο απόθεµα και κατά συνέπεια ο µικρότερος 

χρόνος αναµονής του κοµµατιού στο σύστηµα. Παρ’ όλ’ αυτά, το σύστηµα 3 αναµένεται 

να έχει µεγαλύτερο κόστος λειτουργίας των κέντρων ελέγχου. 

Συγκρίνοντας τα συστήµατα 2a, 2b και 2c διαφαίνεται η σηµαντικότητα της επιλογής 

των σηµείων τοποθέτησης των σταθµών ελέγχου σε µια γραµµή παραγωγής. 

Τοποθετώντας το δεύτερο σταθµό ελέγχου στο τέλος και µεταβαλλοντας τη θέση του 

πρώτου σταθµό ελέγχου το συνολικό µέσο απόθεµα στο σύστηµα και κατά συνέπεια ο 

συνολικός µέσος χρόνος καθυστέρησης του πελάτη φαίνεται να µεταβάλλεται 

σηµαντικά. Συνεπώς, στόχος του αναλυτή δεν είναι µόνο να επιλέξει το πλήθος των 

σταθµών ελέγχου αλλά και τα σηµεία στα οποία οι σταθµοί ελέγχου θα τοποθετηθούν. 

Για το σύστηµα παραγωγής 4 µηχανών επεξεργασίας και 2 σταθµών ελέγχου, το δίκτυο 
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2b προκύπτει να είναι το ποιο κερδοφόρο καθώς δίνει µικρότερο συνολικό µέσο απόθεµα 

και µικρότερο χρόνο καθυστέρησης του πελάτη. 

Τέλος, ο συνολικός µέσος ρυθµός απορρίψεων δεν φαίνεται να αποτελεί µέτρο 

σύγκρισης των παραπάνω αποτελεσµάτων καθώς προκύπτει ίδιος και για τα 5 

συστήµατα. Το αποτέλεσµα αυτό ήταν αναµενόµενο καθώς οι πιθανότητες 

επανακατεργασίας και αποδοχής είναι ίδιες  για τις µηχανές σε κάθε σύστηµα.  

Τι θα συµβεί όµως αν αποµακρύνουµε από το σύστηµα τους σταθµούς ελέγχου; Σε µια 

τέτοια περίπτωση ή επανακατεργασία του κοµµατιού δεν θα είναι εφικτή. ∆ηλαδή, ένα 

κοµµάτι θα καταλήγει αποδεκτό ή απορριπτέο σε ένα και µόνο πέρασµα.  Συνεπώς, η 

πιθανότητα ένα κοµµάτι να προκύπτει αποδεκτό θα είναι: 

∏
=

=
4

1k
kcC  

Υπολογίζοντας για την περίπτωση των 4 µηχανών που µελετήσαµε θα είναι: 

731.09.095.09.095.0C =×××=  

Συνεπώς, από την εξίσωση 3.3 το µέσο πλήθος κοµµατιών που χρειάζονται για την 

παραγωγή ενός καλού θα είναι  Ν=1/C=1.368. 

Και έτσι ο συνολικός µέσος ρυθµός απόρριψης θα είναι Rej=(N-1)γ=0.368 

Συµπεραίνουµε λοιπόν πως, στοχεύοντας στην αύξηση του κέρδους και κατά συνέπεια 

στη µείωση του µέσου ρυθµού απόρριψης, η χρήση σταθµών ελέγχου είναι απαραίτητη. 

Επιπλέον, για περαιτέρω βελτιστοποίηση της συνάρτησης κέρδους ο αναλυτής καλείται 

να εντοπίσει το πλήθος των σταθµών ελέγχου καθώς και τα σηµεία στα οποία αυτοί θα 

τοποθετηθούν ώστε να προκύψει ο µικρότερος δυνατός µέσος χρόνος καθυστέρησης του 

κοµµατιού στο σύστηµα. 
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6 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ-ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία περιγράφηκε αναλυτικά ο τρόπος λειτουργίας ενός 

ανοικτού συστήµατος γραµµής παραγωγής µε ένα κέντρο ελέγχου ποιότητας στο τέλος 

της. Έπειτα η ανάλυση επεκτάθηκε σε γραµµή παραγωγής µε περισσότερους από έναν 

σταθµούς ελέγχου που παρεµβάλλονται σε διάφορα σηµεία της. Σηµαντική παραδοχή 

των συστηµάτων που αναλύθηκαν είναι ότι τα ενδεχόµενα κατεργασίας κάθε µηχανής 

είναι τρία: αποδοχή, απόρριψη ή επανάληψη της κατεργασίας. 

Στη συνέχεια αναπτύχθηκε αλγόριθµος ο οποίος υπολογίζει αναλυτικά διάφορα µέτρα 

απόδοσης του συστήµατος όπως: συνολικό µέσο απόθεµα, µέσο πλήθος επιθεωρήσεων, 

µέσος ρυθµός ελαττωµατικών. Η εφαρµογή του περιορίζεται σε ανοικτού τύπου 

συστήµατα παραγωγής. Στοχεύοντας στην απόδειξη της ορθότητας τόσο των αναλυτικών 

εξισώσεων όσο και του αλγορίθµου υλοποίησης τους, ο αλγόριθµος αυτός εφαρµόστηκε 

για διάφορα ανοικτά συστήµατα παραγωγής. Τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν µε τα 

αντίστοιχα αποτελέσµατα αλγορίθµου προσοµοίωσης κάθε συστήµατος και 

διαπιστώθηκε ότι είναι ακριβή, ενώ οι υπολογιστικές απαιτήσεις είναι πολύ µικρότερες 

από εκείνες της προσοµοίωσης.  

Ένα από τα σηµεία που θα µπορούσαν να µελετηθούν περαιτέρω είναι η τροποποίηση 

του αλγορίθµου αναλυτικών εξισώσεων ώστε να υπολογίζει τη βέλτιστη χώροθετηση 

των σταθµών ελέγχου. Η αναζήτηση των βέλτιστων σηµείων τοποθέτησης των σταθµών 

πιθανόν να µπορεί να υπολογιστεί  µε τη εφαρµογή δυναµικού προγραµµατισµού ή 

κάποιου αλγορίθµου απληστίας ή τέλος, κάποιου γενετικού αλγορίθµου. 

Επιπλέον θα µπορούσε να διερευνηθεί πώς οι αναλυτικές εξισώσεις τροποποιούνται για 

κλειστά συστήµατα παραγωγής. 
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7 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

7.1 ΚΩ∆ΙΚΑΣ C ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΜΕ ΕΝΑ ΣΤΑΘΜΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΣΤΟ ΤΕΛΟΣ 

 
#include<stdio.h> 
#include<stdlib.h> 
#include<math.h> 
#define K 4 
#define Dem 5.0 
 
main() 
{ 
/*1.DHLWSH TWN METAVLHTWN POY THA XRHSIMOPOIHTHOYN*/ 
 FILE *fp,*fp2; 
 int m,j,k,l,n1,n2; 
 double array1[K+1][4],c[K+1],r[K+1],mesos[K+1],Ca,Cr,N,e,P1,A,n[K]; 
 double rr,kk,p,nmeso,P2,xx,axa3,axa4; 
 double lamda[K+1],P[K+1],Rej,T,Na,ala,aya,aya2,mar; 
 
/*2.H ANAGNWSH TWM DEDOMENWN OSON AFORA STIS PITHANOTHTES KAI 
STOYS RYTHMOUS KATERGASIAS SE KATHE MHXANH GINETAI APO TO ARXEIO 
data.txt */ 
  
/*2.a.ELEGXOS GIA THN YPARKSH KAI THN DYNATOTHTA ANAGNWSHS TWM 
DEDOMENWN*/ 
 if ((fp=fopen("data.txt","r"))!=NULL) 
  printf("\n Successful openning of data\n"); 
 else 
 {  
  printf("\n Error openning data\n"); 
  exit(0); 
 } 
 
 if ((fp2=fopen("results.txt","w"))!=NULL) 
  printf("\n Successful openning of data\n"); 
 else 
 {  
  printf("\n Error openning data\n"); 
  exit(0); 
 } 
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/*2.b.APOTHHKEYSH TWM DEDOMENWN STON PINAKA array1 KAI YSTERA SE 
DIANYSMATA WSTE NA EINAI DYNATH H EPEKSERGASIA TOYS*/ 
 for(k=0;k<=K;k++) 
 { 
  for(j=0;j<4;j++) 
  { 
   fscanf(fp,"%lf",&array1[k][j]); 
  } 
  c[k]=array1[k][1]; 
  r[k]=array1[k][2]; 
  mesos[k]=array1[k][3]; 
 } 
 
for(k=0;k<=K;k++) 
 { 
  for(j=0;j<4;j++) 
  { 
   printf("array1[%d][%d]==%f\n",k,j,array1[k][j]); 
  } 
} 
 
/*3.YPOLOGISMOS THS PITHANOTHTAS MIA PRWTH YLH NA KATALHGEI OK...Ca*/ 
 Ca=1; 
 for(k=0;k<K;k++) 
  Ca=Ca*c[k]/(1-r[k]); 
 
 Cr=1-Ca; /*H PITHANOTHTA MIA PRWTH YLH NA KATALHGEI APOR-
RIPTEA..Cr*/ 
 printf("\n\n%f",Ca); 
 
 
/*4.POSES PRWTES YLES XREIAZONTAI KATA MESO ORO WSTE NA PARAXTHEI 1 
KALO KOMMATI?...N*/ 
 N=1/Ca; 
 printf("\n\n%f",N); 
 
/*5.KSEKINONTAS APO THN M1,POSES FORES KATA MESO ORO THA PREPEI MIA 
PRWTH YLH NA EPANALAVEI THN KATERGASIA k PRIN EKEINH KATALHKSEI SE 
OK H' APORRIPTEA?...n[k]*/ 
 printf("\nWhich is the risk you are willing to tolerate?\n"); 
 scanf("%lf",&e); 
 for(k=0;k<K;k++) 
 { 
  P1=1.0; 
  for(l=0;l<K;l++) 
  { 
   if(l!=k) 
          P1=P1*((c[l]/(1.0-r[l]))+1.0); 
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    printf("\n\nP1=%f",P1); 
  } 
  printf("\n\nP1=%f",P1); 
  A=e*(1.0-r[k])/P1; 
  printf("\n\nA=%f",A); 
 
  n1=(log(A)/log(r[k]))+1; 
  printf("\n\nn1=%d",n1); 
 
  n[k]=1.0; 
  for(m=2;m<=n1;m++) 
  { 
   P2=1.0; 
   for(j=0;j<K;j++) 
   { 
    if(j!=k) 
    { 
     axa3=pow(r[j],(m-1)); 
     P2=P2*(c[j]*(1-axa3)/(1-r[j])+(axa3)); 
    } 
   } 
   printf("\n\nP2=%f",P2); 
   axa4=pow(r[k],(m-1)); 
   n[k]=n[k]+P2*(axa4); 
   } 
  printf("\n\nn[%d]=%f",k,n[k]); 
 
 } 
 
/*6.POSES FORES KATA MESO ORO EPITHEWREITAI KATHE PRWTH YLH?...nmeso*/ 
 A=0; 
 rr=0; 
 for(j=0;j<K;j++) 
 { 
  kk=c[j]/(1-r[j]); 
  p=r[j]; 
  if(kk>A) 
   A=kk; 
  if(p>rr) 
   rr=p; 
 } 
 printf("\n\nA=%f kai rr=%f",A,rr); 
 
 printf("\nWhich is the risk you are willing to tolerate?\n"); 
 scanf("%lf",&e); 
 mar=A+1; 
 aya=pow((mar),(K-1)); 
     aya2=pow(A,(K-1)); 
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 printf("\n\naya2=%f kai aya=%f",aya2,aya); 
 
 xx=(e*(1-rr)/(aya-aya2)); 
 printf("\nxx=%f",xx); 
 n2=(log(xx))/(log(rr)); 
 printf("\n\nn2=%d",n2); 
 
 nmeso=1; 
 for(l=2;l<=n2;l++) 
 { 
  P1=1.0; 
  P2=1.0; 
  for(j=0;j<K;j++) 
  { 
   ala=pow(r[j],l-1); 
   P1=P1*(c[j]*(1-ala)/(1-r[j])+ala); 
   P2=P2*(c[j]*(1-ala)/(1-r[j])); 
  } 
  nmeso=nmeso+P1-P2; 
 } 
 printf("\n\nnmeso=%f",nmeso); 
 
/*7.YPOLOGISMOS TWN a.MESWMRYTHMWN AFIKSEWN SE KATHE  MHXA-
NH...lamda, b.MESOY APTHEMATOS...Na,  c.MESOS XRONOS KATHYSTERHSHS MIAS 
PARAGELIAS...T, d.MESOS RYTHMOS APORRIPSEWN...Rej*/ 
 
/*7.a.YPOLOGISMOS TWN MESWMRYTHMWN AFIKSEWN SE KATHE MHXANH 
...lamda*/ 
 for(j=0;j<K;j++) 
 { 
  lamda[j]=n[j]*N*Dem; 
  P[j]=lamda[j]/mesos[j]; 
  printf("P[%d]=%f\n",j,P[j]); 
 } 
 
 lamda[K]=nmeso*N*Dem; 
 P[K]=lamda[K]/mesos[K]; 
 
/*7.b.YPOLOGISMOS MESOY APTHEMATOS...Na*/ 
 Na=0.0; 
 for(j=0;j<=K;j++) 
  Na=Na+(P[j]/(1-P[j])); 
 printf("\n\nNa=%f",Na); 
 
/*7.c.MESOS XRONOS KATHYSTERHSHS MIAS PARAGELIAS...T*/ 
 T=Na/Dem; 
 printf("\n\nT=%f",T); 
 /*d.MESOS RYTHMOS APORRIPSEWN...Rej*/ 
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 Rej=(N-1)*Dem; 
 printf("\n\nRej=%f",Rej); 
 
/*8.EKTYPWSH TWN APOTELESMATWN*/ 
 fprintf(fp2,"TA APOTELESMATA THS ANALYSHS EINAI:\n\n\n"); 
 fprintf(fp2,"1.TO PLITHOS EPISKEPSEWN SE KATHE MHXANH:\n"); 
 for(k=0;k<K;k++) 
  fprintf(fp2,"n[%d]=%f\n",k,n[k]); 
 fprintf(fp2,"\n2.TO PLITHOS EPISKEPSEWN STO STA8MO ELEGXOY:\n"); 
 fprintf(fp2,"nmeso=%f\n",nmeso); 
 fprintf(fp2,"\n3.OI RY8MOI AFIKSEWN STIS MHXANES:\n"); 
 for(k=0;k<K;k++) 
  fprintf(fp2,"ë[%d]=%f\n",k,lamda[k]); 
 fprintf(fp2,"\n4.MESO APO8EMA:\n"); 
 fprintf(fp2,"Na=%f\n\n",Na); 
 fprintf(fp2,"5.MESOS XRONOS KA8YSTERHSHS MIAS PARAGGELIAS:\n"); 
 fprintf(fp2,"T=%f\n\n",T); 
 fprintf(fp2,"5.MESOS RY8MOS APORRIPSEWN:\n"); 
 fprintf(fp2,"Rej=%f\n",Rej); 
} 

7.2 ΚΩ∆ΙΚΑΣ C ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΜΕ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΟΥΣ ΑΠΟ ΕΝΑΝ 

ΣΤΑΘΜΟΥΣ ΕΛΕΓΧΟΥ  

/*1.DHLWSH TWN METAVLHTWN POY THA XRHSIMOPOIHTHOYN*/ 
#include<stdio.h> 
#include<stdlib.h> 
#include<math.h> 
#define D 4 
#define E 3 
 
main() 
{ 
 
 FILE *fp,*fp2; 
 int m,j,N[E],k,l,n1,n2,i; 
 double c[E][D],r[E][D],mesos[E][D],Ca[E],Cr[E],Np[E],e,P1,A,n[E][D]; 
 double rr,kk,p,e2,A2,nmeso[E],P3,P2,P4,xx,axa3,axa4,Dem; 
 double ala,aya,aya2,mar,T,lamda[E][D],P[E][D],Na; 
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/*2.H ANAGNWSH TWM DEDOMENWN OSON AFORA STIS PITHANOTHTES KAI 
STOYS RYTHMOUS KATERGASIAS SE KATHE MHXANH GINETAI APO TO ARXEIO 
data2.txt ENW TA APOTELESMATA APOTHIKEYONTAI STO ARXEIO results2.txt*/ 
  
/*2.a.ELEGXOS GIA THN YPARKSH KAI THN DYNATOTHTA ANAGNWSHS TWM 
DEDOMENWN KA8WS KAI GIA TH DYNATOTHTA APO8HKEYSHS TOYS*/ 
 if ((fp=fopen("data2.txt","r"))!=NULL) 
  printf("\n Successful openning of data2\n"); 
 else 
 {  
  printf("\n Error openning data2\n"); 
  exit(0); 
 } 
 if ((fp2=fopen("results2.txt","w"))!=NULL) 
  printf("\n Successful openning of results2\n"); 
 else 
 {  
  printf("\n Error openning results2\n"); 
  exit(0); 
 } 
 
/*2.b.SKANARISMA TVN DEDOMENWN APO TO ARXEIO data2.txt KAI KATAGRAFH 
TOYS STO ARXEIO results.txt*/ 
 fscanf(fp,"%lf",&Dem); 
 fprintf(fp2,"the demanding rate is:%f\n",Dem); 
 
 fprintf(fp2,"the number of checK stations is:%d\n",E); 
 
 
 for(l=0;l<E;l++) 
 { 
  fscanf(fp,"%d",&N[l]); 
  fprintf(fp2,"the number of machines before check station %d: N[%d]=%d  
   \n",l,l,N[l]); 
 } 
  
for(l=0;l<E;l++) 
 { 
  for(m=0;m<=N[l];m++) 
  { 
   fscanf(fp,"%d %d",&l,&m); 
   fscanf(fp,"%lf",&c[l][m]); 
   fscanf(fp,"%lf",&r[l][m]); 
   fscanf(fp,"%lf",&mesos[l][m]);    
      fprintf(fp2,"c[%d][%d]=%f r[%d][%d]=% fmesos[%d][%d]=%f\n" ,l, m, 
    c[l][m] ,l, m, r[l][m],l,m,mesos[l][m]); 
  } 
 } 
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/*3.YPOLOGISMOS THS PITHANOTHTAS MIA PRWTH YLH NA KATALHGEI OK SE 
KA8E STA8MO ELEGXOY...Ca[l]*/ 
  
 for(l=0;l<E;l++) 
 { 
  Ca[l]=1; 
  for(m=0;m<N[l];m++) 
   Ca[l]=Ca[l]*c[l][m]/(1-r[l][m]); 
  Cr[l]=1-Ca[l]; /* H PITHANOTHTA MIA PRWTH YLH NA KATALHGEI 
APORRIPTEA..Cr[l]*/ 
 // printf("\n\n%f",Ca[l]); 
 } 
 
/*4.POSES PRWTES YLES XREIAZONTAI KATA MESO ORO WSTE NA PARAXTHEI 1 
KALO KOMMATI SE KATHE STA8MO?...N[l]*/ 
 for(l=0;l<E;l++) 
 { 
  Np[l]=1; 
  for(m=l;m<E;m++) 
   Np[l]=Np[l]*1/Ca[m]; 
 
 // printf("\n\n%f",Np[l]); 
 } 
 
/*5.KSEKINONTAS APO THN M1,POSES FORES KATA MESO ORO THA PREPEI MIA 
PRWTH YLH NA EPANALAVEI THN KATERGASIA [l,m] PRIN EKEINH KATALHKSEI 
SE OK H' APORRIPTEA?...n[l][m]*/ 
  
 printf("\nWhich is the risk you are willing to tolerate?\n"); 
 scanf("%lf",&e); 
 for(i=0;i<E;i++) 
 { 
  for(m=0;m<N[i];m++) 
  { 
   P1=1.0; 
   for(l=0;l<N[i];l++) 
   { 
    if(l!=m) 
     P1=P1*((c[i][l]/(1.0-r[i][l]))+1.0); 
   } 
  //printf("\n\nP1=%f",P1); 
   A=e*(1.0-r[i][m])/P1; 
  //printf("\n\nA=%f",A); 
 
   n1=(log(A)/log(r[i][m]))+1; 
  // printf("\n\nn1=%d",n1); 
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   n[i][m]=1.0; 
   for(k=2;k<=n1;k++) 
   { 
    P2=1.0; 
    for(j=0;j<N[i];j++) 
    { 
     if(j!=m) 
     { 
     axa3=pow(r[i][j],(k-1)); 
     P2=P2*(c[i][j]*(1-axa3)/(1-r[i][j])+(axa3)); 
     } 
    } 
   //printf("\n\nP2=%f",P2); 
    axa4=pow(r[i][m],(k-1)); 
    n[i][m]=n[i][m]+P2*(axa4); 
   } 
  //printf("\n\nn[%d]=%f",m,n[m]); 
 
  } 
 } 
 
 
/*6.POSES FORES KATA MESO ORO EPITHEWREITAI KATHE PRWTH YLH SE KA8E 
STA8MO ELEGXOY?...nmeso[l]*/ 
 
 for(i=0;i<E;i++) 
 { 
  A2=0; 
  rr=0; 
  for(j=0;j<N[i];j++) 
  { 
   kk=c[i][j]/(1-r[i][j]); 
   p=r[i][j]; 
   if(kk>A2) 
    A2=kk; 
   if(p>rr) 
    rr=p; 
  } 
// printf("\n\nA2=%f kai rr=%f",A2,rr); 
  
 
 printf("\nWhich is the risk you are willing to tolerate?\n"); 
 scanf("%lf",&e2); 
 mar=A2+1; 
 aya=pow((mar),(N[i]-1)); 
     aya2=pow(A2,(N[i]-1)); 
 printf("\n\naya2=%f kai aya=%f",aya2,aya); 
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 xx=(e2*(1-rr)/(aya-aya2)); 
 printf("\nxx=%f",xx); 
 n2=(log(xx))/(log(rr)); 
 printf("\n\nn2=%d",n2); 
 
 nmeso[i]=1; 
 for(l=2;l<=n2;l++) 
 { 
  P3=1.0; 
  P4=1.0; 
  for(j=0;j<N[i];j++) 
  { 
   ala=pow(r[i][j],l-1); 
   P3=P3*(c[i][j]*(1-ala)/(1-r[i][j])+ala); 
   P4=P4*(c[i][j]*(1-ala)/(1-r[i][j])); 
  } 
  nmeso[i]=nmeso[i]+P3-P4; 
 } 
 printf("\n\nnmeso[%d]=%f",i,nmeso[i]); 
 } 
 
/*7.YPOLOGISMOS TWN a.MESWN RYTHMWN AFIKSEWN SE KATHE MHXA-
NH...lamda[l][m], b.MESOY APTHEMATOS...Na,  c.MESOS XRONOS KATHYSTERHSHS 
MIAS PARAGELIAS...T, d.MESOS RYTHMOS APORRIPSEWN...Rej*/ 
 
/*7.a.YPOLOGISMOS TWN MESWMRYTHMWN AFIKSEWN SEKATHE MHXANH 
...lamda*/ 
 for(i=0;i<E;i++) 
 { 
  for(j=0;j<=N[i];j++) 
  { 
   lamda[i][j]=n[i][j]*Np[i]*Dem; 
   P[i][j]=lamda[i][j]/mesos[i][j]; 
  } 
 } 
 
/*7.b.YPOLOGISMOS MESOY APTHEMATOS...Na*/ 
 Na=0; 
 for(i=0;i<E;i++) 
  { 
  for(j=0;j<=N[i];j++) 
   Na=Na+P[i][j]/(1-P[i][j]); 
  } 
 
/*7.c.MESOS XRONOS KATHYSTERHSHS MIAS PARAGELIAS...T*/ 
 T=Na/Dem; 
 printf("\n\nT=%f",T); 
 /*d.MESOS RYTHMOS APORRIPSEWN...Rej*/ 
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// Rej=Rej+(Np[i]-1)*Dem; 
// printf("\n\nRej=%f",Rej); 
 
 
/*8.EKTYPWSH TWN APOTELESMATWN*/ 
 fprintf(fp2,"TA APOTELESMATA THS ANALYSHS EINAI:\n\n\n"); 
 fprintf(fp2,"1.TO PLITHOS EPISKEPSEWN SE KATHE MHXANH:\n"); 
 for(i=0;i<E;i++) 
 { 
  for(m=0;m<N[i];m++) 
  { 
   fprintf("\nn[%d][%d]=%f",i,m,n[i][m]); 
  } 
 } 
 fprintf(fp2,"\n2.TO PLITHOS EPISKEPSEWN STOYS STA8MOYS ELEGXOY:\n"); 
 for(i=0;i<E;i++) 
 { 
  fprintf(fp2,"nmeso[%d]=%f\n",i,nmeso[i]); 
 } 
 fprintf(fp2,"\n3.OI RY8MOI AFIKSEWN STIS MHXANES:\n"); 
 for(i=0;i<E;i++) 
 { 
  for(m=0;m<N[i];m++) 
  { 
   fprintf(fp2,"lamda[%d][%d]=%f\n",i,m,lamda[i][m]); 
  } 
 } 
 fprintf(fp2,"\n4.MESO APO8EMA:\n"); 
 fprintf(fp2,"Na=%f\n\n",Na); 
 fprintf(fp2,"5.MESOS XRONOS KA8YSTERHSHS MIAS PARAGGELIAS:\n"); 
 fprintf(fp2,"T=%f\n\n",T); 
 fprintf(fp2,"5.MESOS RY8MOS APORRIPSEWN:\n"); 
 fprintf(fp2,"Rej=%f\n",Rej); 
  
 } 
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