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Περίιευε 
΢θνπόο ηεο παξνύζαο Δηπισκαηηθήο Εξγαζίαο είλαη ε θαηάζηξσζε θαη αξηζκεηηθή 

επίιπζε ηνπ επίπεδνπ εληαηηθνύ πξνβιήκαηνο επαθήο ιεπηόηνηρεο ππνζηήξημεο κε 

θπθιηθή ζήξαγγα ζε ειαζηηθό, νκνηνγελέο θαη ηζόηξνπν κέζν (πέηξσκα ή έδαθνο). 

Σν ππόςηλ πξόβιεκα έρεη πξαθηηθέο εθαξκνγέο ζην ζρεδηαζκό θαη θαηαζθεπή 

θπθιηθώλ ζεξάγγσλ είηε κε ηε κέζνδν NATM είηε κε TBM πνπ επελδύνληαη κε 

πξνθαηαζθεπαζκέλνπο δαθηπιίνπο νπιηζκέλνπ ζθπξνδέκαηνο. ΢ηελ παξνύζα 

εξγαζία ε επέλδπζε ζεσξείηαη όηη ζπκπεξηθέξεηαη σο «κεκβξάλε» πνπ κπνξεί λα 

κεηαθέξεη αμνληθέο ηάζεηο αιιά όρη θακπηηθέο ξνπέο. Επίζεο δερόκεζα όηη ε επαθή 

ζθπξνδέκαηνο θαη ζπλόξνπ ηεο ζήξαγγαο είλαη ηέιεηα δειαδή δηέπεηαη από «άπεηξν» 

ζπληειεζηή δηεπηθαλεηαθήο ηξηβήο ησλ δύν επηθαλεηώλ. Καηαξράο ην πξόβιεκα απηό 

επαθήο θαηαζηξώλεηαη αλαιπηηθά κε ηε κέζνδν ησλ δπλακηθώλ κηγαδηθώλ ησλ 

Kolosov-Muslkhelishvili θαη ησλ ηδηόκνξθσλ νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ. Ελ 

ζπλερεία νη πξνθύπηνπζεο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ιακβάλνπλ ηε κνξθή 

ζπζηήκαηνο γξακκηθώλ αξηζκεηηθώλ εμηζώζεσλ κε ηε βνήζεηα θαηάιιειεο κεζόδνπ 

αξηζκεηηθήο επίιπζεο ησλ νινθιεξσκάησλ (collocation method). Tέινο 

παξνπζηάδνληαη νη ιύζεηο ησλ ηάζεσλ γηα ζπγθεθξηκέλα πξνβιήκαηα-παξαδείγκαηα.   
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Κεθάιαηο 1
ο
 Υποζηύιφζε Υπόγεηφλ ¨Έργφλ 

 

1.1 Ειςαγωγή – Το πρόβλημα επαφήσ 
 

 Όηαλ κηα ζήξαγγα δηαλνίγεηαη ζε έδαθνο ή πέηξσκα κεγάιεο 

παξακνξθσζηκόηεηαο ή κε αζπλέρεηεο ή πνπ παξνπζηάδεη θαηλόκελα εξππζκνύ ηόηε 

είλαη απαξαίηεηε ε ππνζηύισζε ηεο κε θαηάιιεια ζηνηρεία ππνζηύισζεο. Μία 

πεξίπησζε είλαη ε επέλδπζε ηεο ζήξαγγαο κε πξνθαηαζθεπαζκέλα ηκήκαηα 

δαθηπιίσλ από νπιηζκέλν ζθπξόδεκα. Σα ζηνηρεία απηά ηνπνζεηνύληαη κεηά από 

πξνρώξεζε ηνπ κεηώπνπ ηεο ζήξαγγαο ηεο ηάμεο ηνπ 1 m θαη θαηά ηέηνην ηξόπν 

ώζηε λα πεξηβάιινπλ όιε ηε δηαηνκή ηεο ζήξαγγαο ζε ζπλζήθεο θαιήο επαθήο όπσο 

θαίλεηαη ζηα ΢ρ. 1.1α θαη β. Η ηερλνινγία δηάλνημεο πνπ ρξεζηκνπνηεί απηά ηα 

ζηνηρεία ππνζηύισζεο είλαη κε κεραλέο νινκέησπεο θνπήο (Tunnel Boring 

Machines, TBM‟s) πνπ είλαη εμνπιηζκέλεο κε αζπίδα (shield) ή κε αλάινγα κε ηελ 

επζηάζεηα ηνπ κεηώπνπ. 

  

 
 

 (α)  
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(β)  

΢ρ. 1.1. (α) Επελδπκέλε θπθιηθή ζήξαγγα κε πξνθαηαζθεπαζκέλα ηκήκαηα 

δαθηπιίσλ νπιηζκέλνπ ζθπξνδέκαηνο (http://www.building.co.uk/civil-stars-

ice%E2%80%99s-london-award-winners/ 3159191.article), (β) πξνθαηαζθεπαζκέλα 

ηκήκαηα δαθηπιίσλ από νπιηζκέλν ζθπξόδεκα. 

 

  

 Μηα άιιε κέζνδνο πξνζσξηλήο απηή ηε θνξά ππνζηύισζεο ζεξάγγσλ 

νπνηαζδήπνηε γεσκεηξίαο δηαηνκήο, είλαη κε ηελ εθαξκνγή ηνπ εθηνμεπόκελνπ 

ζθπξνδέκαηνο (sprayed concrete ή shotcrete) ζε κία ή πεξηζζόηεξεο ζηξώζεηο. 

Υαιύβδηλα ηνμσηά πιαίζηα (Steel arches) κπνξνύλ επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα 

ηελ ζηαζεξνπνίεζε toy νγθνηεκαρηζκέλνπ ή παξακνξθώζηκνπ πεηξώκαηνο ή 

εδάθνπο θαζώο επίζεο θαη θνριίεο επί ή γύξσ από ην κέησπν. Αλ ην κέγεζνο ησλ 

θνξηίσλ πνπ κεηαδίδνληαη από ην πεξηβάιινλ πέηξσκα ή έδαθνο ζηελ ππνζηύισζε 

είλαη αξθεηά κεγάιν έηζη ώζηε λα κε κπνξεί λα εθαξκνζζεί κόλν εθηνμεπόκελν 

ζθπξόδεκα ή όηαλ ην πεξηβάιινλ έδαθνο είλαη ζημνηξνπηθό ή απνθνιιάηαη εύθνια 

από ηηο παξεηέο ηεο ζήξαγγαο πνπ πξνδηαγξάθεη ηελ πιήξε θάιπςε ησλ παξεηώλ ηεο 

ζήξαγγαο, ηόηε εθαξκόδεηαη ζπλδπαζκόο ηνπ εθηνμεπόκελνπ ζθπξνδέκαηνο κε 

ηνμσηά ραιύβδηλα πιαίζηα όπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ. 1.2.  

http://www.building.co.uk/civil-stars-ice%E2%80%99s-london-award-winners/
http://www.building.co.uk/civil-stars-ice%E2%80%99s-london-award-winners/
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΢ρ. 1.2. Ηκη-θπθιηθή ζήξαγγα επελδεδπκέλε κε εθηνμεπόκελν ζθπξόδεκα (sprayed 

concrete) θαη ραιύβδηλα πιαίζηα (steel sets). 

 

 Όπσο γίλεηαη αληηιεπηό εθ ησλ παξαπάλσ, ζηηο πεξηπηώζεηο εθαξκνγήο ησλ 

αλσηέξσ κεζόδσλ ππνζηύισζεο ην πξώην πξόβιεκα είλαη λα βξεζνύλ νη 

«δηαηαξαγκέλεο» ηάζεηο ζην πεξηβάιινλ πέηξσκα ή έδαθνο θαηά ηελ δηάλνημε ηεο 

ζήξαγγαο, θαζώο απίζεο θαη νη ηάζεηο πνπ κεηαθέξνληαη ζηελ ππνζηύισζε. Όπσο 

θαίλεηαη ζην ΢ρ. 1.3 ην πέηξσκα είλαη πξνθνξηηζκέλν από ηηο καθξηλέο νξηδόληηεο θαη 

θαηαθόξπθεο θύξηεο ηάζεηο (ζεκεηώλεηαη όηη νη άμνλεο ησλ θπξίσλ ηάζεσλ κπνξεί λα 

είλαη θαη ζηξακκέλνη). Η δηάλνημε κηαο θπθιηθήο ζήξαγγαο πξνθαιεί ηνλ κεδεληζκό 

ησλ νξζήο θαη δηαηκεηηθήο ηάζεο πάλσ ζην ζύλνξν ηεο καθξηά από ην κέησπν ηεο 

αλππνζηήξηθηεο ζήξαγγαο, ελώ πξνθαιεί ηελ ζεκαληηθή κείσζε ησλ ηάζεσλ θνληά 

ζην κέησπν θαη όζν απνκαθξπλόκαζηε από απηό. Αξα νη ηειηθέο δηαηαξαγκέλεο 

ηάζεηο βξίζθνληαη από ηελ ππέξζεζε απηώλ ησλ δύν πξνβιεκάησλ. 
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΢ρ. 1.3. Εθαξκνγή ηεο αξρήο ηεο ππέξζεζεο ησλ ηάζεσλ γηα ην ειαζηηθό κέζν εληόο 

ηνπ νπνίνπ δηαλνίρζεθε θπθιηθό άλνηγκα. 

 

 Oη θιεηζηέο-αλαιπηηθέο θαη εκη-αλαιπηηθέο ιύζεηο πξνβιεκάησλ εθζθαθήο 

ζεξάγγσλ είλαη ζεκαληηθέο γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο κεραληθήο ησλ παξαγνκέλσλ 

ηάζεσλ θαη παξακνξθώζεσλ εμαηηίαο ηεο δηάλνημεο ηεο ζήξαγγαο ζε εδάθε θαη 

πεηξώκαηα. Εθηόο άιισλ, νη αλαιπηηθέο ιύζεηο επηηξέπνπλ ηελ εμέηαζε ησλ 

ζεκειηαθώλ ζρέζεσλ κεηαμύ ησλ δηαθόξσλ ππεηζεξρόκελσλ κεηαβιεηώλ θαη 

παξακέηξσλ, π.ρ. ζρέζεσλ κεηαμύ ησλ ηάζεσλ θαη ησλ παξακνξθώζεσλ ζην έδαθνο, 

ηελ θόξηηζε ηεο ππνζηύισζεο θαη ησλ κεραληθώλ παξακέηξσλ ηνπ εδάθνπο θαη ηεο 

ππνζηύισζεο. Πξνθεηκέλνπ γηα θπθιηθά αλνίγκαηα ζε ηζόηξνπα θαη ειαζηηθά κέζα 

κπνξνύλ λα αλαθεξζνύλ νη ηζηνξηθέο αλαιπηηθέο ιύζεηο ηνπ Lame (1852) γηα ηελ 

εηδηθή πεξίπησζε ηεο αλππνζηήξηθηεο θπθιηθήο ζήξαγγαο πνπ ππνβάιιεηαη ζε 

νκνηόκνξθν πεδίν ηάζεσλ θαη ηνπ Kirsch (1898) γηα ηελ γεληθόηεξε πεξίπησζε ησλ 

αλνκνηόκνξθσλ εμσηεξηθώλ ηάζεσλ. 

 Επίζεο πξέπεη λα βξεζνύλ θαη νη ηάζεηο πνπ κεηαδίδνληαη από ην πεξηβάιινλ 

έδαθνο ή πέηξσκα ζηελ ππνζηύισζε. Απηό είλαη έλα θιαζζηθό πξόβιεκα επαθήο 

δύν ή πεξηζζνηέξσλ ζσκάησλ θαη σο ηέηνην εμεηάδεηαη ζηελ παξνύζα εξγαζία. 
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1.2 Ανάλυςη αλληλεπίδραςησ βραχομάζασ και υποςτύλωςησ 
Ο βέιηηζηνο ζρεδηαζκόο ελόο ζπζηήκαηνο πξνζσξηλήο ή κόληκεο ππνζηύισζεο 

εμαξηάηαη όρη κόλν από ηα πξνηεηλόκελα κέηξα ππνζηύισζεο αιιά θαη από ην ρξόλν 

ηνπνζέηεζεο ηνπο. Ελαο ζεκαληηθόο παξάγνληαο  ζηνλ ζρεδηαζκό ηεο ππνζηήξημεο 

είλαη ε κεηαβνιή ηνπ θνξηίνπ ηεο ζήξαγγαο (ραιάξσζε) πνπ ιακβάλεη ρώξα πξηλ ηελ 

ππνζηήξημε θαηα ηελ πξνρώξεζε απηήο ε νπνία ζπλνδεύεηαη από αλάινγεο 

παξακνξθώζεηο ηεο βξαρνκάδαο θαη ε νπνία εμαξηάηαη από ηελ απόζηαζε πίζσ από 

ην κέησπν ζηελ νπνία ηνπνζεηείηαη ε ππνζηήξημε (΢ρ. 1.4).  

 

 
 

 

Σρ. 1.4. Βαζκηαία εθηόλσζε ησλ γεσζηαηηθώλ ηάζεσλ σο ζπλάξηεζε ηεο απόζηαζεο 

από ην κέησπν. 

 

 Επηηξέπνληαο έηζη θάπνην ειεγρόκελν πνζνζηό παξακνξθώζεσλ ηεο 

ζήξαγγαο, ην ζύζηεκα ππνζηύισζεο ζα παξαιάβεη πηέζεηο ζεκαληηθά ρακειόηεξεο 

εθείλσλ πνπ αλαπηύζζνληαη ακέζσο κεηά ηελ εθζθαθή. Από ηελ άιιε πιεπξά ε 

αλνρή κεγάισλ παξακνξθώζεσλ επηθέξεη κείσζε ησλ κεραληθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ 

ηεο βξαρνκάδαο θαη είλαη πηζαλόλ λα δεκηνπξγήζεη καθξνρξόληα δπζκελείο ζπλζήθεο 

θνξηίζεσλ.  

 Επνκέλσο, ν θύξηνο ζηόρνο ηνπ ζπζηήκαηνο ππνζηύισζεο ζα πξέπεη λα είλαη 

ε ελεξγνπνίεζε θαη δηαηήξεζε ηεο εγγελνύο κεραληθήο αληνρήο ηεο πεξηβάιινπζαο 

βξαρνκάδαο, ώζηε λα αμηνπνηεζεί θαηά ην κέγηζην δπλαηόλ ην δπλακηθό 

απηνϋπνζηεξίμεσο ηεο. Απηό επηηπγράλεηαη κε ρξνληθά θαηάιιειε ηνπνζέηεζε ελόο 

ζπζηήκαηνο ππνζηύισζεο θαηάιιειεο δπζθακςίαο θαη επαξθνύο θέξνπζαο 

ηθαλόηεηαο πνπ όπσο πξναλαθέξζεθε κπνξεί λα είλαη ην εθηνμεπόκελν ζθπξόδεκα 

σο αξρηθή ππνζηήξημε ή νη πξνθαηαζθεπαζκέλνη δαθηύιηνη ζθπξνδέκαηνο. 

  Η αιιειεπίδξαζε βξαρνκάδαο – ππνζηύισζεο κπνξεί λα κειεηεζεί εύθνια 

όηαλ ε γεσκεηξία ηεο ζήξαγγαο είλαη θπθιηθή θαη ππνβάιιεηαη ζε ηζόηξνπε θόξηηζε 

καθξηλνύ πεδίνπ 0p , δειαδή έρνπκε αμνλνζπκκεηξηθέο ζπλζήθεο κε ζπλέπεηα ην 

πξόβιεκα λα θαζίζηαηαη πξαθηηθά κνλνδηάζηαην (πξόβιεκα ηνπ Lame). 
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Η εθηόλσζε ησλ γεσζηαηηθώλ θνξηίσλ κπνξεί λα εθθξαζηεί κε ηελ βαζκηαία 

κείσζε ηνπ αξρηθνύ εληαηηθνύ πεδίνπ θαηά κήθνο ηεο πεξηκέηξνπ ηεο ζήξαγγαο 

(επηθαλεηαθέο ηάζεηο)  (΢ρ. 1.4) 

 

  0i p1p                                              (1.1) 

 

όπνπ 0p  είλαη ην αξρηθό εληαηηθό πεδίν ζε ζεκείν ηεο πεξηθέξεηαο ηεο ζήξαγγαο θαη 

  ν «ζπληειεζηήο εθηόλσζεο ησλ ηάζεσλ» πνπ θπκαίλεηαη από ηελ ηηκή 0 (θακκία 

εθηόλσζε ησλ ηάζεσλ) έσο ηελ ηηκή 1 (νη ηάζεηο πνπ δξνύλ επί ηνπ ζπλόξνπ έρνπλ 

κεδεληζζεί). Οη Chern et al. (1998) πξόηεηλαλ ηελ αθόινπζε εκπεηξηθή ζρέζε βάζεη 

ηξηζδηάζηαησλ αξηζκεηηθώλ αλαιύζεσλ θαη κεηξήζεσλ ησλ ζπγθιίζεσλ ζε 

παξάιιειε ζήξαγγα κε ην κέησπν θαηά ηελ πξνρώξεζε απηνύ (΢ρ. 1.5) από ηελ 

νπνία κπνξεί λα βξεζεί ν ζπληειεζηήο ι 

 

 

   7.11.1)R/x(M
r

r

e1

1

u

u



                                                    (1.2) 

 

όπνπ x είλαη ε απόζηαζε από ην κέησπν θαη R είλαη ε αθηίλα θακππιόηεηαο ηεο 

ζήξαγγνο ζηε ζέζε κέηξεζεο. Μπνξεί λα παξαηεξεζεί από ην παξαθάησ ζρήκα όηη 

γηα x=0 – δειαδή αθξηβώο επί ηνπ κεηώπνπ ηεο ζήξαγγαο - έρνπκε ι=0.28. 

 

 
Σρ. 1.5. Σύγθιηζε ηεο ζήξαγγαο σο ζπλάξηεζε ηεο απόζηαζεο από ην κέησπν, κε 

βάζε ηξηζδηάζηαηε πξνζνκνίσζε ηεο εθζθαθήο ηεο ζήξαγγαο θαη επί ηόπνπ 

κεηξήζεηο (Chern et al, 1998). 
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 Αλ δελ έρεη ηνπνζεηεζεί ππνζηήξημε ηόηε ε αθηηληθή κεηαηόπηζε πνιύ καθξηά 

από ηε κέησπν δίλεηαη από ηε ζρέζε 

 

G2

Rp
)(u 0

R                                                                                                            (1.3) 

όπνπ G είλαη ην κέηξν δηάηκεζεο ηνπ γεσϋιηθνύ.  

΢ε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ε αθηηληθή ηάζε r , ε εθαπηνκεληθή ηάζε   θαη 

ε αθηηληθή κεηαηόπηζε ru  ζπλαξηήζεη ηεο αθηηληθήο ζέζεο r από ην θέληξν ηεο 

ζήξαγγαο ζε ζπλζήθεο επηπέδνπ παξακόξθσζεο δίδνληαη από ηηο ζρέζεηο ηνπ Lame 

 

r

R

G2

p
u

,p
r

R
1

,p
r

R
1

2
0

r

02

2

02

2

r

































                                                                                                (1.4) 

 

Επί ηνπ ζπλόξνπ ηεο ζήξαγγνο Rr   νη παξαπάλσ ζρέζεηο δίλνπλ 

   

   

 
G2

Rp
Ru

,p1R

,p1R

0
r

0

0r







                                                                                                   (1.5) 

 

΢ην ΢ρ. 1.6 παξνπζηάδνληαη νη γξαθηθέο απεηθνλίζεηο ησλ νξζώλ ηάζεσλ γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή εθηόλσζεο ι. 
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Σρ. 1.6. Γηαλνκή ησλ αθηηληθώλ θαη εθαπηνκεληθώλ ηάζεσλ θαηά ηελ νξηδόληηα γηα δύν 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή εθηόλσζεο ησλ ηάζεσλ.  

 

Οη δηαδξνκέο ησλ ηάζεσλ θαη ησλ ηξνπώλ ζην ηνίρσκα ηεο ζήξαγγνο γηα ηελ 

αμνλνζπκκεηξηθή ζήξαγγα ζε γξακκηθό ειαζηηθό κέζν παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρ. 1.7. 

 
Σρ.1.7. Οη ηαζηθέο θαη ηξνπηθέο δηαδξνκέο ζην ηνίρσκα ηεο ζήξαγγαο γηα 

αμνλνζπκκεηξηθή θαη ειαζηηθή θαηάζηαζε. 

 

Η ζρέζε ηεο ζύγθιηζεο ηεο ζήξαγγαο κε ηηο επηθαλεηαθέο ηάζεηο πνπ δξνύλ 

ζηελ πεξηθέξεηα ηεο θαιείηαη “Κακπύιεο Αληίδξαζεο Πεηξώκαηνο (Ground Reaction 

Curve)” ή θακπύιεο ζύγθιηζεο-εθηόλσζεο ηεο εδαθνβξαρόκαδαο. Όπσο θαίλεηαη 

ζην ΢ρ. 1.8 απηή ε θακπύιε ιακβάλεηαη αλ ζρεδηάζνπκε ηελ αθηηληθή ηάζε ζην 

ζύλνξν ηεο εθζθαθήο R  ζπλαξηήζεη ηεο Ru  γηα θάζε ηηκή ηνπ ζπληειεζηνύ ι. Απ΄ 
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ηελ άιιε πιεπξά ε ραξαθηεξηζηηθή θακπύιε ηεο ππνζηήξημεο πνπ θαίλεηαη ζην ίδην 

ζρήκα κπνξεί λα θαηαζθεπαζζεί από ηελ ειαζηηθή ζρέζε κεηαμύ ηεο εθαξκνδόκελεο 

πίεζεο sp  θαη ηεο κεηαηόπηζεο ηεο ππνζηήξημεο sRu  

 

R

u
Kp sR

ss                                                                                                             (1.6) 

 

όπνπ sK  είλαη ην κέηξν αθακςίαο ηεο ππνζηύισζεο θαη sRu δίδεηαη από ηελ 

εμίζσζε 

 

)d(u)x(uu RRsR                                                                                              (1.7) 

 

Η θπζηθή ζεκαζία ηεο εμίζσζεο (1.7) είλαη όηη ε ππνζηύισζε ηνπνζεηείηαη ζε 

απόζηαζε x=d από ην κέησπν (d είλαη ην αλππνζηύισην κήθνο ηεο ζήξαγγαο). 

 

 

 
Σρ. 1.8. Κακπύιε αληίδξαζεο πεηξώκαηνο (ιεπηή γξακκή) θαη ραξαθηεξηζηηθή θακπύιε 

ηεο ππνζηύισζεο (ρνληξή γξακκή).  

 

Aλαθεθαιαηώλνληαο, ε αιιειεπίδξαζε κεηαμύ εδαθν-βξαρόκαδαο θαη κέηξσλ 

ππνζηύισζεο, ε νπνία θαη πεξηγξάθεηαη από ηηο αληίζηνηρεο “Υαξαθηεξηζηηθέο 

Κακπύιεο Τπνζηύισζεο”, εμαξηάηαη από ηηο παξαθάησ παξακέηξνπο: 

 ηελ αθακςία ησλ κέηξσλ ππνζηύισζεο, ε νπνία θαζνξίδεη θαη ην κέγεζνο ησλ 

παξακνξθώζεσλ πνπ επηηξέπεηαη λα αλαπηπρζνύλ, 

 ηελ παξακνξθσζηκόηεηα (ή ελδνηηθόηεηα) ηεο εδαθνβξαδόκαδαο, 

 ην αξρηθό επί ηόπνπ πεδίν ηάζεσλ, 

 ην κέγηζην θνξηίν πνπ κπνξεί λα παξαιεθζεί από ηα κέηξα ππνζηύισζεο, θαη 

ηέινο 

 ηε κεηαηόπηζε ε νπνία έρεη ιάβεη ρώξα πξίλ ηελ εθαξκνγή ησλ κέηξσλ 

ππνζηύισζεο (ρξόλνο ηνπνζέηεζεο ηεο ππνζηύισζεο). 
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Κεθάιαηο 2
ο
 Επίπεδε επαθή ελός θσθιηθού 

θσιηλδρηθού αλοίγκαηος ποσ σποζηερίδεηαη από έλα 
ιεπηόηοητο θέισθος 
 

2.1 Ειςαγωγή 
 Σν πξόβιεκα ηεο επίπεδεο επαθήο ζεσξείηαη, αλ ζεσξήζνπκε έλα θπθιηθό 

θπιηλδξηθό άλνηγκα πνπ ππνζηεξίδεηαη από έλαλ θπθιηθό θπιηλδξηθό ειαζηηθό 

δαθηύιην θαη ππνβάιιεηαη ζε κηα δηαμνληθή θαηάζηαζε ησλ ηάζεσλ ζην άπεηξν όπσο 

θαίλεηαη ζην ΢ρ. 2.1. Γηα ηελ δηακόξθσζε ησλ ζπλζεθώλ επαθήο, ζεσξνύκε όηη ν 

ειαζηηθόο δαθηύιηνο ζπκπεξηθέξεηαη σο έλα ιεπηό θέιπθνο θαη βξίζθεηαη ζε ηέιεηα 

επαθή κε ην ζύλνξν ηεο ζήξαγγαο.   

 Η επίιπζε απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο ζε ζπλζήθεο επίπεδεο παξακόξθσζεο 

κπνξεί λα βξεζεί κε ηελ εθαξκνγή ησλ κηγαδηθώλ δπλακηθώλ Φ(z) θαη Φ(z) ησλ 

Kolosov-Muskhelishvili (Muskhelishvili, 1963) θαη ηεο ζεσξίαο ησλ νινθιεξσηηθώλ 

εμηζώζεσλ. 

 Πξνβιήκαηα ελίζρπζεο ησλ ζσκάησλ από ιεπηόηνηρα ζηνηρεία, όπσο 

επζύγξακκνη δνθνί ή ζηύινη,  θακππιόγξακκνη δαθηύιηνη θαη θπιηλδξηθά θειύθε, 

αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία πξνβιεκάησλ επαθήο ησλ παξακνξθώζηκσλ ζσκάησλ. 

Επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ ηάζεσλ-παξακνξθώζεσλ ζηελ επαθή ελόο ζώκαηνο κε 

έλα άιιν, καο εμεγεί ηε θύζε ηεο επαθήο θαη ηεο εζσηεξηθήο νκνηνγέλεηαο θαη ελ 

ηέιεη ηελ απνηειεζκαηηθόηεηα λα θέξνπλ ηα θνξηία. Πξνβιήκαηα ηέηνηνπ ηύπνπ, 

απνηεινύλ από ηηο πην ελδηαθέξνπζεο εθαξκνγέο ζηελ Μεραληθή ησλ Πεηξσκάησλ, 

ηελ Ειαζηηθόηεηα θαη ηελ Σξηβνινγία. Η γλώζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ηεο βξαρόκαδαο 

γύξσ από έλα ππόγεην άλνηγκα (ζήξαγγα, γεώηξεζε), θαη ηεο ππνζηύισζεο (ηάζεηο – 

παξακνξθώζεηο) είλαη ζεκαληηθή γηα ην βέιηηζην ζρεδηαζκό θαη ηε ιεηηνπξγία ηνπ 

αλνίγκαηνο . 
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Σρήκα 2.1 Δπίδξαζε ηάζεσλ ζε επελδεδπκέλε ζήξαγγα κε ιεπηόηνηρν θπθιηθό δαθηύιην πνπ ππνβάιιεηαη ζε επί ηόπνπ καθξπλέο θύξηεο ηάζεηο ζ1 

θαη ζ2. 
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2.2 Θεωρητική λύςη και αποτελέςματα 
 

Θεσξείηαη όηη ε ζπκπεξηθνξά ιεπηώλ θειπθώλ  δηέπεηαη από ηηο ππνζέζεηο ησλ 

Kirchhoff–Love γηα ιεπηά θειύθε, πνπ είλαη νη θάησζη: 

1. Οη θάζεηεο επζείεο γξακκέο πάλσ ζηελ απαξακόξθσηε ελδηάκεζε επηθάλεηα 

ηνπ θειύθνπο ζε αθόξηηζηε θαηάζηαζε, παξακέλνπλ επζείεο θαη θάζεηεο ζηελ 

παξακνξθνύκελε ελδηάκεζε επηθάλεηα (πνπ πεξηέρεη ηνλ νπδέηεξν άμνλα) θαη 

δελ επηκεθύλνληαη. Απηό ζεκαίλεη όηη όιεο νη παξακνξθώζεηο (νξζέο θαη 

δηαηκεηηθέο) θαηά ηελ έλλνηα ηελ θάζεηε ζηελ ελδηάκεζε επηθάλεηα 

κεδελίδνληαη.  

2. Η εγθάξζηα νξζή ηάζε (δει. απηή πνπ είλαη θάζεηε ζηελ αμνληθή) είλαη πνιή 

κηθξή ζε ζρέζε κε ηηο άιιεο ηάζεηο θαη επνκέλσο αγλνείηαη.  

΢εκεηώλεηαη εδώ όηη ππάξρνπλ δύν θαηεγνξίεο γηα θειύθε: (α) ηα «ιεπηόηνηρα 

θειύθε», θαη (β) ηα «ρνλδξόηνηρα θειύθε». Ελα θέιπθνο θαιείηαη «ιεπηόηνηρν» αλ ν 

ιόγνο Rh /  (βι. ΢ρ. 2.1) είλαη πνιύ κηθξόηεξνο ηεο κνλάδαο. ΢ύκθσλα κε ηνλ 

Novozhilov (1964) γηα ηηο ζπλήζεηο ηερληθέο εθαξκνγέο είλαη επηηξεπηό ην ζθάικα 

ηνπ 5% πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πεξηνξηζκό 20/1/ Rh . 

 Με βάζε ηα αλσηέξσ νη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο  κεηαμύ δπλάκεσλ, ξνπώλ 

θαη παξακνξθώζεσλ θεξόλησλ ζηνηρείσλ πνπ ζπκπεξηθέξνληαη σο θειύθε δίλνληαη 

παξαθάησ (Novozhilov, 1964): 
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  
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                                                                                    (2.1) 

Επίζεο ηζρύνπλ νη παξαθάησ εμηζώζεηο ζπκβηβαζηνύ ησλ παξακνξθώζεσλ,  
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                                                                                                                                  (2.2) 

 

όπνπ, 

 α1, α2 είλαη θακππιόγξακκεο ζπληεηαγκέλεο θαηά κήθνο ηεο κέζεο επηθάλεηαο 

ηνπ θειύθνπο πνπ ζπκπίπηνπλ κε ηηο θύξηεο αθηίλεο θακππιόηεηαο . 

 R1, R2 είλαη  θύξηεο αθηίλεο θακππιόηεηαο , 

 θ1, θ2, η είλαη νη παξάκεηξνη θακππιόηεηαο θαη ζπζηξνθήο ηεο κέζεο 

επηθάλεηαο  

 Σ, Ν  είλαη νη δπλάκεηο πνπ δξνπλ αλά κνλάδα κήθνπο . Η αμνληθή δύλακε Σ 

δξα ζην θάζεην επίπεδν επί ηεο κέζεο επηθάλεηαο ηνπ θειύθνπο , θαη ε 

εγθάξζηα δύλακε Ν δξα ζην επίπεδν ηεο κέζεο επηθάλεηαο ηνπ θειύθνπο . 

 Μ , είλαη ε ξνπή αλά κνλάδα κήθνπο, 

 Σα u1, u2 ,σ καο θαζνξίδνπλ ηηο απνζηάζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηα α1, α2 α3 

 Ε1, λ1 είλαη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο  ηνπ Young, θαη ν ιόγνο ηνπ Poisson ηνπ 

θειύθνπο . 

 h είλαη ην πάρνο ηνπ θειύθνπο,   θαη 

 , ,r p q  
 καο θαζνξίδνπλ ηα εμσηεξηθά  θνξηία πνπ δξνύλ επί ηεο 

εζσηεξηθήο (+) θαη ηεο εμσηεξηθήο (-) επηθάλεηαο ηνπ θειύθνπο ζύκθσλα κε 

ηηο ιεπηνκέξεηεο ηνπ ΢ρ. 2.1.  

 Γηα ηελ πεξίπησζε θπιηλδξηθνύ ιεπηνύ θειύθνπο θπθιηθήο δηαηνκήο ηζρύνπλ 

νη εμήο απινπνηεηηθέο ζρέζεηο γηα ηηο γεσκεηξηθέο παξακέηξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο 

 

,  

                                                                                      (2.3) 

 

 
 

 

Επνκέλσο έρνπκε: 

 

                                                                                   (2.4) 

 

όπνπ έρνπκε ζέζεη ηνπο εμήο νξηζκνύο γηα ηελ ειαζηηθή δπζηξνπία (elastic stiffness) 

θαη ηελ αθακςία (flexural rigidity), αληίζηνηρα  

 

 ,  

 
Οη απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ησλ ηάζεσλ απνδίδνληαη σο εμήο: 
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                                                                    (2.5) 

 
 

Οη όξνη  θαη   είλαη κεδέλ. Θεσξώληαο όηη ε αθακςία ηνπ θειύθνπο 

είλαη ακειεηέα ( 0)sD  , νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο απνδίδνληαη κε ηηο θάησζη 

απινύζηεξεο εμηζώζεηο 

 

                                                                                (2.6) 

,  
 

Η πεξηνρή (-) αλαθέξεηαη ζηελ εμσηεξηθή επηθάλεηα ηνπ θειύθνπο, ζηελ πεξηνρή 

δειαδή όπνπ εθάπηεηαη κε ην πέηξσκα ελώ νη ζπκβάζεηο πξνζήκνπ γηα ηηο δπλάκεηο 

θαη ηηο ξνπέο θαίλνληαη ζην ΢ρ. 2.2. 

 

 
Σρ. 2.2. Σύκβαζε πξνζήκνπ γηα ηηο αμνληθέο (Ν) θαη ηέκλνπζεο (Q) δπλάκεηο θαη ηηο 

θακπηηθέο ξνπέο (M). 

 

 

 Λακβάλνληαο ππόςηλ ηηο εμηζώζεηο (2.6), νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο γηα ην 

ππόςηλ πξόβιεκα ζε πεξίπησζε επίπεδεο παξακόξθσζεο εθθξάδεηαη από ηα 

παξαθάησ, 
 

1. Η εζσηεξηθή επηθάλεηα ηνπ δαρηπιηδηνύ είλαη ειεύζεξε από εμσηεξηθέο 

δπλάκεηο  
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                                                                                                           (2.7) 

 

 όπνπ ην 1i   ζπκβνιίδεη ηε θαληαζηηθή κνλάδα . ΢ηελ δηεπηθάλεηα κεηαμύ ησλ 

ζσκάησλ θαη ηνπ θειύθνπο δίλεηαη ην αθόινπζν ζύζηεκα νξηαθώλ ζπλζεθώλ : 

2.  ΢ύκθσλα κε ηελ παξαπάλσ ζεσξία ιεπηνύ θειύθνπο θαη γηα ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε θπιηλδξηθνύ ιεπηνύ θειύθνπο, νη ζπληζηώζεο ηεο νξζήο θαη δηαηκεηηθήο 

ηάζεο θαηά κήθνο ηεο δώλεο επαθήο γ ησλ δύν ζσκάησλ πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ ηηο 

ζρέζεηο : 

 

                            (2.8) 

όπνπ Σ(ζ) είλαη αμνληθή δύλακε αλά κνλάδα κήθνπο, πνπ δξα θαηά κήθνο ηεο 

γξακκήο πνπ βξίζθεηαη ζηε κέζε επηθάλεηα ηνπ θπιηλδξηθνύ θειύθνπο θαη δίδεηαη 

από ηελ θάησζη θαηαζηαηηθή ζρέζε : 

 

                                                                               (2.9) 

όπνπ  str

   είλαη  ε εθαπηνκεληθή ζπληζηώζα παξακόξθσζεο ζηελ πεξίκεηξν θαηά 

κήθνο ηεο γξακκήο ζηε κέζε επηθάλεηα ηνπ θειύθνπο, ε νπνία κπνξεί λα ιεθζεί 

εθαξκόδνληαο ην λόκν ηνπ Hooke γηα ηελ πεξίπησζε επίπεδεο παξακόξθσζεο . 

 

                                                                 (2.10) 

 
3. Σειηθά θαηά κήθνο ηεο δώλεο επαθήο πεηξώκαηνο-θειύθνπο(γ), γηα «ηέιεηα 

επαθή» θειύθνπο θαη πεξηβάιινληνο πεηξώκαηνο νη εθαπηνκεληθέο 

παξακνξθώζεηο ησλ δύν ζσκάησλ ηζνύηαη κε str

  . 

 

 

 

Λακβάλνληαο ππόςηλ ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο (2) θαη (3) καδί  κε ηηο ζρέζεηο (2.9) θαη 

(2.10), νδεγνύκαζηε ζηελ παξαθάησ ζρέζε όπνπ πξέπεη λα πιεξείηαη θαηά κήθνο 

ηεο δώλεο επαθήο θειύθνπο-πεηξώκαηνο γ: 

 

   (2.11) 

 

όπνπ  έρνπκε ζέζεη ηε κηγαδηθή κεηαβιεηή . Από ηελ ζρέζε (2.8) 

έρνπκε όηη:   . ¨Άξα   θαη . 
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 ΢ύκθσλα κε ηε ζεσξία ησλ ιεπηώλ θειπθώλ ε εθαπηνκεληθή ηάζε 

κεηαβάιιεηαη γξακκηθά θαηά κήθνο ηνπ πάρνπο ηνπ θειύθνπο. Η ηάζε απηή κε βάζε 

απηή ηελ παξαδνρή κπνξεί λα βξεζεί πξνζεγγηζηηθά σο εμήο 

 

z
h
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h
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z ˆ
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                                                                                             (2.11α) 

 

Η ηάζε ζηελ επαθή βξίζθεηαη αλ ζέζνπκε 2/ˆ hz  ζηελ παξαπάλσ πξνζεγγηζηηθή 

έθθξαζε 
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                                                                                             (2.11β)   

 

Eπίζεο ε εθαπηνκεληθή ηάζε ζηελ νπδέηεξε (κέζε) επηθάλεηα ηνπ θειύθνπο 

βξίζθεηαη αλ ζέζνπκε 0ˆ z ,  

 

h

T
 )0(                                                                                                            (2.11γ) 

 

Σέινο, ε εθαπηνκεληθή ηάζε πνπ δξά ζην θέιπθνο κπνξεί λα εθθξαζζεί ζπλαξηήζεη 

ησλ ηάζεσλ πνπ δξνύλ ζηελ επαθή σο εμήο 
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                                             (2.11δ) 

 

 Οη ηάζεηο ηνπ πεδίνπ θαζνξίδνληαη από ηηο ηαζηθέο κηγαδηθέο ζπλαξηήζεηο ή 

δπλακηθά Φ(z) θαη Ψ(z) ησλ Kolosov-Muskhelishvili (Muskhelishvili, 1963): 

 

                                                                                                  (2.12) 

 
 
όπνπ ζύκθσλα κε ηνλ Muskhelishvili (1963) 

 

 

 

 
 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ ( )z , έρνπκε: 

 

                              (2.13) 

 

Αλ ε ππθλόηεηα ( )   είλαη ε ζπλνξηαθή ηηκή κηαο αλαιπηηθήο ζπλάξηεζεο ζηελ 

εμσηεξηθή επηθάλεηα ηνπ θειύθνπο ( s ), ηόηε ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηνπ Cauchy 

γηα άπεηξν κέζν , 
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                                                                                      (2.14) 

 
Επίζεο από ηηο αθόινπζεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζην γ έρνπκε : 

 

 t)(Ψt)(Φ(t)κ-t)()(
d

2 0

'

00   t
dt

d
iu

dt
                                         (2.15) 

 

                                               (2.16) 

 

όπνπ  ε κπάξα θαζνξίδεη ην ζπδπγή , 3 4    ε ζηαζεξά ηνπ 

Muskhelishvili, θαη κ είλαη ην κέηξν δηάηκεζεο ηνπ πεηξώκαηνο.  

 

Γηα u, π ζε Καξηεζηαλέο  ζπληεηαγκέλεο: 
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                                                                     (2.18)                                                                                                                                 

Επίζεο από ηηο ζρέζεηο                                                                                                                                                                                                                                                                

'

0 0 0

'

0 0 0

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d t
u i t t t t t
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d t
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           

                                         (2.19) 

 

Λόγσ ηεο εμίζσζεο (2.18) νη εμ. (2.17) παίξλνπλ ηελ κνξθή: 
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                          (2.20) 

 

Πξνζζέηνληαο ηηο ζρέζεηο (2.16) θαη (2.20) έπεηαη: 
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0( 1) ( ) ( ) 2 ( )n t

d
t i u i

dt
                                                                 (2.21) 

 
Από ηε ζρέζε γηα κεηαζρεκαηηζκό ζπληεηαγκέλσλ έρνπκε : 
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Από Timoshenko and Goodier (1951) 

 

   

   

2

2

1 1
, , ,

2

1
1 1 ,

1
1 1 ,

2

r r r
r r

r

r r

r
r

u u u

r r r r r r

G

 
 

 






  
  

   

     

     




 
     

 

    
 

    
 



 

 

Γηα r R  ηζρύνπλ νη ζρέζεηο: 
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                                      (2.22) 

 

 

 



22 
 

Από ηελ εμίζσζε (2.21) 
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Ή αιιηώο , 

 

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )t f t f t if t if t                                                                             (2.23β) 

 

όπνπ έρνπκε ζέζεη: 
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                                                                                      (2.24) 

 

 

Δειαδή ζ‟απηό ην ζεκείν θαηαθέξακε λα εθθξάζνπκε ην κηγαδηθό δπλακηθό Φ 

ζπλαξηήζεη ησλ ηάζεσλ θαη ηεο παξακόξθσζεο. Αληηθαζηζηώληαο ηελ εμίζσζε 

(2.21) από ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο θαη ιύλνληαο σο πξνο ( )z   έρνπκε , 

 

                             (2.25) 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ νξηαθή ηηκή ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο ζηελ  εμίζσζε    (2.16), 

εμάγνπκε ηελ παξαθάησ νινθιεξν-δηαθνξηθή εμίζσζε πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηείηαη 

επί ηνπ ζπλόξνπ: 
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                                                                                                                                (2.26) 

 

όπνπ ην( Re) καο θαζνξίδεη ην πξαγκαηηθό κέξνο από όηη πεξηθιείεη. Η κόλε άγλσζηε 

ζπλάξηεζε καο δίλεηαη κε όξνπο ηάζεσλ θαη παξακνξθώζεσλ θαη είλαη ε (2.23). 

 Αληηθαζηζηώληαο ζηηο εμ  (2.11) θαη (2.26) ηηο ηηκέο ησλ ηάζεσλ θαη ησλ 

παξαγώγσλ ηεο πεξηθεξεηαθήο ζπληζηώζαο ηεο κεηαηόπηζεο πνπ δίλνληαη από ηελ εμ 

(2.24), θαηαιήγνπκε ζε έλα ζύζηεκα από εμηζώζεηο πνπ πξέπεη λα πιεξνύληαη ζηε 

δώλε επαθήο θέιπθνο-πέηξσκα, θαη έηλαη: 

 

                                                                                                                                (2.27) 

 

 

2.3 Αριθμητική Επίλυςη  
 

΢ηελ παξνύζα παξάγξαθν κεηαζρεκαηίδνληαη νη εμηζώζεηο (2.26) θαη (2.27) ζε 

ζύζηεκα γξακκηθώλ αιγεβξηθώλ εμηζώζεσλ. Υξεζηκνπνηώληαο ηνλ αθόινπζν ηύπν 

παξεκβνιήο γηα ηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο (Θvanov, 1976) 

 

                                          ( 2.28) 

 

ην ζύζηεκα ησλ εμ. (2.26) θαη (2.27) εύθνια κεηαηξέπεηαη ζε έλα ζύζηεκα κε 

4(2n+1) εμηζώζεσλ κε 4(2n+1) αγλώζηνπο  θαηά κήθνο ηνπ νξίνπ ηεο 

δηεπαθήο.  Η επίιπζε απηνύ ηνπ ζπζηήκαηνο καο δίλεη ζύκθσλα κε ηελ εμ(2.24) ηηο 

ηάζεηο θαηά κήθνο ηνπ νξίνπ επαθήο, θαη ζύκθσλα κε ηηο εμ(2.27),(2.25) (2.14) ηηο 

ηάζεηο ζε νιόθιεξν ην ειαζηηθό κέζν. 

 Λακβάλνληαο ππόςηλ ηηο αθόινπζεο θαηά πξνζέγγηζε εθθξάζεηο ηεο 

ιεηηνπξγίαο ησλ ζπλαξηήζεσλ (2.25), (2.26), εμάγνπκε ηελ εμ(2.28), 
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Αληηθαζηζηώληαο ηηο ζρέζεηο (2.23β) ζηελ εμ. (2.26) βξίζθνπκε όηη πάλσ ζην ζύλνξν 

ηζρύεη ε θάησζη νινθιεξσ-δηαθνξηθή εμίζσζε  

 

 
                                                                                                                                (2.30) 

 

 Ξερσξίδνληαο ην πξαγκαηηθό κέξνο θαη ην θαληαζηηθό 

,θαη ιακβάλνληαο ππόςηλ ηελ ζρέζε (2.29), θαηαιήγνπκε ζην αθόινπζν 

ζύζηεκα γξακκηθώλ αιγεβξηθώλ εμηζώζεσλ  

 

 
                                                                                                                                (2.31) 

θαη,  
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                                                                                                                                (2.32) 

 

Ελ ζπλερεία γηα ην πξαγκαηηθό κέξνο ηεο εμ (2.30), εμάγεηαη ε παξαθάησ εμ (2.33): 
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                                                                                                                            (2.33) 

 

 

Από ην  θαληαζηηθό κέξνο ηεο εμ (2.30), εμάγεηαη ε παξαθάησ εμ (2.34): 
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                                                                                                                                (2.34) 

 

όπνπ, 

 

  

 

 θαη 

 

είλαη ηα ζπληνπηθά (collocation) ζεκεία . 

 

 

 Από ηελ επίιπζε ηνπ παξαπάλσ ζπζηήκαηνο αιγεβξηθώλ εμηζώζεσλ γηα 

, βξίζθνπκε ηελ θαηαλνκή ησλ ηάζεσλ θαη ησλ κεηαηνπίζεσλ θαηά 

κήθνο ηνπ ζπλόξνπ επαθήο γ. Αλ ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ νινθιήξσζεο απμεζεί, ε 

δηαθύκαλζε ησλ ηάζεσλ θαη ησλ κεηαηνπίζεσλ ζα πεξηγξάθεηαη κε κεγαιύηεξε 

αθξίβεηα. 

 Οη εμηζώζεηο (2.31) έσο θαη ηελ (2.34) πξνγξακκαηίζζεθαλ ζην Mathworks 

Matlab
®

 έηζη ώζηε λα ππνινγίδνληαη νη ηάζεηο ζην πέηξσκα θαη ζην θέιπθνο. 
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Σρ. 2.3. Απνςε ηνπ θώδηθα Matlab® ring4membrane.m. 
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Κεθάιαηο 3
ο
 Αρηζκεηηθά αποηειέζκαηα θαη ζσδήηεζε 

ηφλ αποηειεζκάηφλ 
 

Από ηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ηνπ θειύθνπο θαη ηνπ πεηξώκαηνο κπνξνύκε λα δνύκε 

όηη νη ηάζεηο ζηε δηεπηθάλεηα κεηαμύ θειύθνπο θαη πεηξώκαηνο θαζώο επίζεο θαη ε 

αμνληθή ηάζε πνπ δξά ζηελ ελδηάκεζε επηθάλεηα ηνπ θειύθνπο είλαη κία ζπλάξηεζε 

ηεο κνξθήο 
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Ο πξώηνο όξνο εθθξάδεη ηελ επίδξαζε ηνπ πάρνπο ηεο ππνζηύισζεο, ν δεύηεξνο ηνλ 

ιόγν αθακςηώλ ηνπ θειύθνπο πξνο ην πέηξσκα θαη ν ηξίηνο ην ιόγν ησλ επί ηόπνπ 

θπξίσλ ηάζεσλ πνπ δξνύλ καθξπά από ηε ζήξαγγα. Κξαηώληαο ζηαζεξό ην ιόγν  

1 1



 , ζηαζεξέο ηηο ηηκέο  h=0.03 (<1/20 πνπ απαηηεί ε ζεσξία),  θαη Ν=30 ηα ζεκεία 

νινθιήξσζεο θαη ζπληνπηζκνύ, θαζώο θαη ηνλ ιόγν ησλ νξηδόληησλ πξνο ηηο 

θαηαθόξπθεο γεσζηαηηθέο ηάζεηο ζ1/ζ2= 1/2, θαη κεηαβάιινληαο  ην , ζα βξνύκε 

πσο κεηαβάιινληαη νη ηάζεηο  ηνπ ηαλπζηή ηάζεο πάλσ ζηα ζπληνπηθά 

ζεκεία θαηά κήθνο ηεο επαθήο ηνπ θπθιηθνύ αλνίγκαηνο κε ην θέιπθνο. ΢ε όιεο ηηο 

πεξηπηώζεηο νη ηάζεηο αδηαζηαηνπνηνύληαη κε ηελ δηάηξεζε ηνπο κε ηελ θαηαθόξπθε 

ηάζε πνπ ιακβάλεηαη ίζε κε 1 MPa ελώ ε ζύκβαζε πξνζήκνπ είλαη όηη νη ζιηπηηθέο 

ηάζεηο είλαη ζεηηθέο πνζόηεηεο. 

 Καηαξράο θαησηέξσ ζην ΢ρ. 3.1 ζπγθξίλεηαη ε αξηζκεηηθή ιύζε ησλ ηάζεσλ 

κε ηε ιύζε ηνπ Kirsch γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 1 / 0E E   (ην ίδην ζα κπνξνύζε λα 

βξεζεί θαη γηα 0/ Rh  θαη πεπεξαζκέλν ιόγν πάρνπο ηεο επέλδπζεο ζε ζρέζε κε 

ηε δηάκεηξν ηεο ζήξαγγαο. 
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Σρ. 3.1. Σύγθξηζε ηεο αξηζκεηηθήο κε ηελ αλαιπηηθή ιύζε γηα Ν=30 ζπληνπηθά ζεκεία. 
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΢ηε ζπλέρεηα ην ΢ρ. 3.2 δείρλεη ηελ θαηαλνκή ησλ ηάζεσλ πνπ δξνύλ ζην πέηξσκα 

γύξσ από ηε ζήξαγγα ελώ ην ΢ρ. 3.3 ηελ δηαλνκή ησλ εθαπηνκεληθώλ ηάζεσλ πνπ 

δξνπλ ζηελ νπδέηεξε (ελδηάκεζε) θαη ηελ εμσηεξηθή επηθάλεηα ηνπ θειύθνπο γηα  

1 1
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Σρ 3.2 Γηαλνκή ησλ ηάζεσλ πνπ δξνύλ ζην πέηξσκα ζην ζύλνξν ηεο θπθιηθήο 

ζήξαγγαο κε  
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Σρ 3.3 Γηαλνκή ηεο εθαπηνκεληθήο ηάζεο πνπ δξά ζην θέιπθνο αθελόο ζην ζύλνξν ηνπ 

θαη αθεηέξνπ ζηελ γξακκή ζπκκεηξίαο ηνπ (νπδέηεξν άμνλα) κε  
2

11 


   θαη 
1

03.0


R

h . 
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 Γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ 
2

11 


  (πιηθό ππνζηύισζεο έρεη ην ίδν κέηξν 

ειαζηηθόηεηαο κε ην πεξηβάιινλ πέηξσκα) , ιακβάλνπκε ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα 

ησλ ΢ρ. 3.4 θαη 3.5. 
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     Σρ 3.4 Γηαλνκή ησλ ηάζεσλ πνπ δξνύλ ζην πέηξσκα ζην ζύλνξν ηεο θπθιηθήο    
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Σρ 3.5 Γηαλνκή εθαπηνκεληθήο  ηάζεο πνπ δξά αθελόο ζην ζπλνξό ηνπ θαη αθεηέξνπ 

ζηε γξακκή ζπκκεηξείαο ηνπ κε  11 
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Γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ 1 10





 δειαδή ηεο επέλδπζεο ζρεηηθά κεγάιεο δπζηξνπίαο 

νη θαηαλνκέο ησλ ηάζεσλ γύξσ από ηελ ζήξαγγα θαίλνληαη ζηα ΢ρ. 3.6 θαη 3.7 γηα ην 

πέηξσκα θαη ην θέιπθνο, αληίζηνηρα. 
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Σρ 3.6 Γηαλνκή ησλ ηάζεσλ πνπ δξνύλ ζην πέηξσκα ζην ζύλνξν ηεο θπθιηθήο 
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Σρ 3.7 Γηαλνκή εθαπηνκεληθήο  ηάζεο πνπ δξά αθελόο ζην ζπλνξό ηνπ θαη αθεηέξνπ 

ζηε γξακκή ζπκκεηξείαο ηνπ κε  101 


   θαη 
1

03.0


R

h . 

 

 Σα πξαξαπάλσ γξαθήκαηα εμήρζεζαλ θξαηώληαο ζηαζεξά ηα ζεκεία 

νινθιήξσζεο Ν=30. Αλ απμήζνπκε ηα ζεκεία νινιήξσζεο από Ν=6, 16, θαη 26 ζε 
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Ν=30 κε, 1 5





 ιακβάλνπκε ην ΢ρ. 3.8 πνπ αθνξά ηελ θαηαλνκή ησλ ηάζεσλ ζην 

πέηξσκα αθξηβώο πάλσ ζην ζύλνξν ηεο ζήξαγγαο. 
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Σρ. 3.8. Καηαλνκή ησλ ηάζεσλ πνπ δξνύλ ζην πέηξσκα ζην ζύλνξν ηεο ζήξαγγαο γηα 

Ν=6, 16 θαη 26. 
 

 

Από ηα αλσηέξσ δηαγξάκκαηα κπνξνύλ λα πξνθύςνπλ ηα αθόινπζα ζπκπεξάζκαηα : 

1) Γηα πνιύ κηθξή δπζηξνπία ηνπ θειύθνπο ε αξηζκεηηθή ιύζε ηείλεη ζηελ 

θιεηζηή ιύζε ηνπ Kirsch (΢ρ. 3.1). 

2) Γηα κηθξό κέηξν ειαζηηθόηεηαο (δπζηξνπίαο) ηεο επέλδπζεο νη ηάζεηο γύξσ 

από ηε ζήξαγγα κεηαβάιινληαη ιίγν (΢ρ. 3.2) θαη ζην θέιπθνο δξά ηάζε 

ζπγθξίζηκε κε ηελ θαηαθόξπθε καθξπλή ηάζε (΢ρ. 3.3). 

3) Όζν απμάλεη ε δπζηξνπία ηεο επέλδπζεο ηόζν κεηώλεηαη ε εθαπηνκεληθή 

ηάζε πνπ δξά ζην πέηξσκα θαη αληίζηνηρα απμάλεη ε εθαπηνκεληθή ηάζε πνπ 

παξαιακβάλεη ε επέλδπζε. 

4) Η εθαπηνκεληθή ηάζε πνπ δξά ζηελ νπδέηεξε (κέζε) επηθάλεηα ηνπ θειύθνπο 

είλαη ίζε κε ηελ ηάζε πνπ δξα ζην ζύλνξν ηεο επαθήο εθόζνλ αγλνήζακε ηελ 

ζπκκεηνρή ησλ θακπηηθώλ ξνπώλ (ι.ρ. βι. ΢ρ. 3.3, 3.5 θαη 3.7). 

5) Η αξηζκεηηθή ιύζε ζπγθιίλεη γξήγνξα ζηελ αλαιπηηθή ιύζε όπσο θαίλεηαη 

ζην ΢ρ. 3.8. 

 Σέινο, ζηνλ θώδηθα Matlab® ring4membrane.m έρεη πξνζηεζεί εληνιή όπσο 

θαίλεηαη ζην ΢ρ. 3.9 εμαγσγήο ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ θώδηθα ζε κνξθή αξρείνπ .txt 

γηα πεξαηηέξσ επεμεξγαζία ζην πξόγξακκα Excel®. 
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Σρ. 3.9. Aπνςε ησλ ηειεπηαίσλ γξακκώλ ηνπ θώδηθα πνπ θαίλνληαη νη εληνιέο 

απνζήθεπζεο ησλ απνηειεζκάησλ ζε αξρείν .txt. 

 

 

Λόγνπ ράξηλ ζην παξαθάησ ΢ρ. 3.10 θαίλεηαη ε ζύγθιηζε ηεο αξηζκεηηθήο ιύζεο ησλ 

ηάζεσλ πνπ δξνπλ ζην πέηξσκα ζηελ επαθή κε ην θέιπθνο γηα αξηζκό ζεκείσλ 

νινθιήξσζεο Ν= 7, 14 θαη 40. Σν δηάγξακκα απηό έγηλε ζην Excel® κε βάζε ηελ 

εμαγσγή ησλ αξηζκεηηθώλ απνηειεζκάησλ ζε κνξθή .txt όπσο πεξηγξάθεθε 

παξαπάλσ. 

 

 

 

 
(α) 
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(β) 

Σρ. 3.10. Καηαλνκή ησλ ηάζεσλ πνπ δξνύλ ζην πέηξσκα ζην ζύλνξν ηεο ζήξαγγαο γηα 

Ν=7, 14 θαη 40, κε h/R=0.01666667 θαη 51  E  (α) δηάγξακκα θαη (β) πίλαθαο 

Excel®. 

. 

 

 Oιεο νη παξαπάλσ ιύζεηο εκπεξηέρνπλ ηελ παξαδνρή όηη ε νιόζσκε 

ππνζηύισζε ηνπνζεηείηαη ηαπηόρξνλα κε ηελ δηάλνημε ηνπ κεηώπνπ, δειαδή δελ 

κεζνιαβεί θάπνην ρξνληθό δηάζηεκα από ηελ δηάλνημε ηνπ κεηώπνπ έσο ηελ 

ηνπνζέηεζε ηεο ππνζηύισζεο πνπ ζεκαίλεη όηη ν ζπληειεζηήο ραιάξσζεο είλαη ι=0. 

Από όηη όκσο είδακε ζην Κεθ. 1 ν ζπληειεζηήο απηόο έρεη ήδε ηελ ηηκή ι=0.28 επί 

ηνπ κεηώπνπ. ΢ύκθσλα κε ηελ «Αξρή ηεο Τπέξζεζεο» γηα γξακκηθά ειαζηηθά 

πξνβιήκαηα κπνξεί λα δεηρζεί όηη γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 0  ηόηε νη ηάζεηο πνπ 

βξήθακε γηα ην πέηξσκα θαη ην θέιπθνο πξέπεη λα πνιιαπιαζηαζζνύλ κε ηνλ όξν 

1 . 
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Κεθαιαηο 4
ο
 : Σσκπεράζκαηα-Προηάζεης  

 

Οη αλαιπηηθέο ιύζεηο είλαη πνιύ ρξήζηµεο ζηελ επίιπζε πξνβιεµάησλ ηεο 

Γεσµεραληθήο. Παξόιε ηελ δπζθνιία πνπ παξνπζηάδεη ε θαηαζθεπή ηνπο, ιόγσ 

θπξίσο ηνπ όγθνπ θαη ηεο θύζεο ησλ εμηζώζεσλ, είλαη θαηόπηλ πνιύ γξήγνξεο ζηελ 

εθαξµνγή ηνπο θαη παξέρνπλ µεγάιε αθξίβεηα.  Εηδηθόηεξα ζήµεξα µε ηελ 

εμέιημε ησλ ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ είλαη θαηά πνιύ επθνιόηεξν λα επηιπζνύλ 

θαη λα πξνγξαµµαηηζηνύλ νη αλαιπηηθέο εμηζώζεηο. ∆πζηπρώο, όµσο, νη αλαιπηηθέο 

ιύζεηο  πνπ έρνπλ θαηαζθεπζηεί µέρξη ζήµεξα βαζίδνληαη ζε πνιιέο παξαδνρέο θαη 

εμηδαληθέπνπλ ην πξόβιεµα µε απνηέιεζµα ην ηειεπηαίν λα απέρεη αξθεηά από ηελ 

πξαγµαηηθόηεηα. Παξόιαπηά, ην γεγνλόο απηό δελ µεηώλεη ηελ αμία ησλ ιύζεσλ 

απηώλ, θαζώο είλαη έλα πνιύ θαιό εξγαιείν γηα ηελ γξήγνξε θαη εύθνιε εύξεζε ηεο 

ηάμεο µεγέζνπο ησλ ηάζεσλ θαη µεηαηνπίζεσλ, πνπ αλαπηύζζνληαη γύξσ από µηα 

ππόγεηα εθζθαθή αιιά θαη γηα ηελ εθηίκεζε ηεο ζρεηηθήο ζεκαζίαο ησλ δηαθόξσλ 

παξακέηξσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Επηπιένλ νη αλαιπηηθέο ιύζεηο είλαη πνιύ ρξήζηµεο 

γηα ηελ βαζµνλόµεζε θαη έιεγρν ησλ ήδε ππαξρόλησλ αιιά θαη ησλ ππό θαηαζθεπή 

αξηζµεηηθώλ αιγνξίζµσλ πεπεξαζµέλσλ ζηνηρείσλ, πεπεξαζµέλσλ δηαθνξώλ θαη 

ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ. 

 Επεηδή νη κέζνδνη ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρέησλ αιιά θαη ησλ ζπλνξηαθώλ 

ζηνηρείσλ πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί παξνπζηάδνπλ ιίγν έσο πνιύ θάπνηα ζθάιµαηα, 

εηδηθά ζε «ηδηόκνξθεο» πεξηνρέο όπσο π.ρ. γσλίεο, ηελ ιύζε ησλ πξνβιεµάησλ  

απηώλ ζα µπνξνύζαλ λα δώζνπλ νη αλαιπηηθέο  ιύζεηο.  Επίζεο µπνξνύλ λα 

βνεζήζνπλ ηνλ θνηηεηή, εξεπλεηή ή ηνλ µειεηεηή λα θαηαλνήζεη θαιύηεξα ηα 

απνηειέζµαηα πνπ παίξλεη από ηα δηάθνξα εµπνξηθά ππνινγηζηηθά πξνγξάµµαηα. 

 ΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είδακε όηη ε κέζνδνο ζπγθιηλεη, ζεσξήζακε  όηη 

ηα δύν ζώκαηα (βξαρόκαδα θαη ιεπηό θέιπθνο) είλαη εληειώο „θνιιεκέλα‟ ζαλ έλα 

ζώκα (δειαδή έρνπκε άπεηξε ηξηβή). Επόκελν ζηάδην, είλαη ε κειέηε όηαλ ε ηξηβή 

είλαη κεδέλ, θαη κπνξεί ην θέιπθνο λα νιηζζήζεηο ζε ζρέζε κε ην πέηξσκα, νπόηε 

ππάξρεη δηαθνξνπνηήζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ηεο ζπκπεξηθνξάο ηεο βξαρόκαδαο θαη 

ηνπ ιεπηνύ θειύθνπο. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



37 
 

Βηβιηογραθία 
 

Bardzokas, D. and Exadaktylos, G. (1995). Plane contact of a cylindrical opening 

stiffened by a thin shell. Engineering Transactions, 43 (1-2), pp. 27-44. 

Chern JC, Shiao FY, Yu CW. An empirical safety criterion for tunnel construction. 

In: Proc. Regional Symposium on Sedimentary Rock Engineering. Nov 20±22 

1998, Taipei, Taiwan. Balkema, 1998. p. 222-227. 

Ivanov, V.V. 1976. The Theory of Approximate Methods and their Application to the 

Numerical Solution of Singular Integral Equations, Noordhoff International 

Publishing, Leyden (The Netherlands). 

Kirsch G. Die Theorie der Elastizitat und die Beduerfnisse der Festigkeitslehre. Z Ver 

Dtsch Ing 1898; 42:797–807. 

Lame G. Lecons sur la theorie de l‟ elasticite . Paris: Gauthier-Villars;1852. 

Muskhelishvili N.I. 1963. Some Basic Problems of the Mathematical Theory of 

Elasticity, P. Noordhoff Ltd, Groningen (The Netherlands). 

Novozhilov, V. V. 1964. Thin Shell Theory, P. Noordhoff Ltd, Groningen (The 

Netherlands), 2
nd

 augmented and revised edition. 

Timoshenko S. and Goodier G.N., Theory of Elasticity, McGraw-Hill Book Company 

Inc., 1951, p.66. 

Εμαδάθηπινο Γ. θαη ΢ηαπξνπνύινπ Μ. «΢ρεδηαζκόο θαη Μεραληθή ησλ ΢εξάγγσλ», 

Δηδαθηηθέο ΢εκεηώζεηο, Π.Κ. (2006). 

 


