
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ 
 

«Μελέτη εντατικοπαραµορφωσιακής κατάστασης ρηγµατωµένων 

στερεών σωµάτων µε τη µέθοδο των ασυνεχών µετατοπίσεων» 
 
 
 
 

ΤΣΟΥΤΣΟΥΒΑ ΜΑΡΙΑ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΗ ΕΠΙΤΡΟΠΗ 
Γ. Εξαδάκτυλος, Καθηγητής (επιβλέπων) 

Ζ. Αγιουτάντης, Καθηγητής 

Κ. Προβιδάκης, Αν. Καθηγητής 

 

 

ΧΑΝΙΑ 2004 

   
 

ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ ΚΡΗΤΗΣ 
ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΟΡΥΚΤΩΝ ΠΟΡΩΝ 



 II

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αφιερωµένη  
 

στους γονείς µου 



                                                                                                                                 ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Τσούτσουβα Μαρία 
Μελέτη Εντατικοπαραµορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  

III

Περίληψη 

 
Η εργασία αυτή έχει ως αντικείµενο την ποσοτική µελέτη της εντατικοπαραµορφωσιακής 

κατάστασης ρηγµατωµένων στερεών σωµάτων µε τη µέθοδο των ασυνεχών 

µετατοπίσεων.  

 

Πολλές εφαρµογές της Βραχοµηχανικής αφορούν την ύπαρξη ρηγµατωµένων 

πετρωµάτων (λ.χ. διάνοιξη υπόγειων έργων σε ασυνεχή πετρώµατα) ή σύνθετων 

υλικών που χρησιµοποιούνται για την υποστήριξη των έργων αυτών (λ.χ. σκυρόδεµα 

κ.λπ.).. Σε αυτές τις περιπτώσεις είναι απαραίτητο να καθοριστούν στη φάση του 

σχεδιασµού τα επιτρεπόµενα επίπεδα τάσεων λειτουργίας, ώστε να αποφευχθούν 

αστοχίες.  

 

Η ανάλυση του προβλήµατος έγινε µε τη χρήση της αριθµητικής µεθόδου των 

συνοριακών στοιχείων, και συγκεκριµένα µε τη µέθοδο των ασυνεχών µετατοπίσεων, για 

ελαστικό και ισότροπο µέσο σε δύο διαστάσεις. Με βάση τον ήδη υπάρχοντα στην 

ανοικτή βιβλιογραφία «αλγόρυθµο» ΤWODD (Crouch and Starfield, 1990), 

κατασκευάστηκε: 

 

 κώδικας στο υπολογιστικό πακέτο MATLAB,  

 προ-επεξεργαστής για γρήγορη εισαγωγή της γεωµετρίας του προβλήµατος µε 

τη βοήθεια του σχεδιαστικού προγράµµατος AUTOCAD  

 µετα-επεξεργαστής για την παρουσίαση των αριθµητικών αποτελεσµάτων µε τη 

µορφή διαγραµµάτων και ισοχρωµατικών επιφανειών.  

 ειδικός κώδικας συνοριακών στοιχείων για την περίπτωση αντι-επίπεδης 

παραµόρφωσης (anti-plane strain) πετρωµάτων που διασχίζονται από ασυνέχειες.  

 Τέλος ο κύριος κώδικας εµπλουτίσθηκε µε τη δυνατότητα υπολογισµού του 

συντελεστή εντάσεως των τάσεων. 

 

Η δέσµη προγραµµάτων που δηµιουργήθηκε µπορεί να αποτελέσει χρήσιµο εργαλείο για 

το σχεδιασµό υπογείων έργων σε γραµµικά ελαστικά πετρώµατα και για την ανάδροµη 

ανάλυση επί τόπου µετρήσεων παραµορφώσεων ή τάσεων σε ρηγµατωµένες βραχόµαζες 

ή δοκίµια στο εργαστήριο για την εκτίµηση του µέτρου ελαστικότητας της βραχόµαζας. 
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Πρόλογος 

 
Στην παρούσα εργασία µελετάται η εντατικοπαραµορφωσιακή κατάσταση 

ρηγµατωµένων στερεών σωµάτων µε τη µέθοδο των ασυνεχών µετατοπίσεων. 

 

Για την πραγµατοποίηση της εργασίας αυτής  θα ήθελα πρωταρχικά να εκφράσω τις 

θερµές ευχαριστίες µου για την πολύτιµη  συµβολή τους στην περάτωση της: 

 
 

• Στον κ. Γεώργιο Εξαδάκτυλο, Καθηγητή και επιβλέποντα της εργασίας αυτής, 

για την βοήθεια την οποία µου προσέφερε, τις πολύτιµες συµβουλές του καθώς 

και για την άριστη συνεργασία που είχαµε κατά τη διάρκεια της εκπόνησης της 

διπλωµατικής µου εργασίας. 

 
• Στον κ. Ζαχαρία Αγιουτάντη, Καθηγητή για τις εύστοχες παρατηρήσεις, 

διορθώσεις και συµβουλές τις οποίες µου προσέφερε, βοηθώντας µε σηµαντικά 

τόσο κατά την εκπόνηση, όσο και στην τελειοποίηση της εργασίας µου. 

 
• Στον κ. Κωνσταντίνο Προβιδάκη, Αναπληρωτή Καθηγητή, ο οποίος δέχτηκε να 

µε τιµήσει µε την παρουσία του στην επιτροπή αξιολόγησης της διπλωµατικής 

µου εργασίας. 

 
 
Ακόµη θα ήθελα να ευχαριστήσω τους µεταπτυχιακούς φοιτητές του εργαστηρίου 

«Μελέτης και Σχεδιασµού Γεωεκµεταλλεύσεων», Βασίλη Ασηµίδη, Παντελή Λιόλιο 

και Πρεπή Μπαραδάκη για τη βοήθειά τους πάνω στις εντολές του προγράµµατος 

MATLAB, καθώς και για τις πολύτιµες συµβουλές τους, που ήταν καθοριστικές για την 

υλοποίηση της εργασίας αυτής. Επίσης, καθοριστικές ήταν οι παρατηρήσεις του 

Γιώργου Σαράτση για την µορφοποίηση της εργασίας. Τέλος θα ήθελα να ευχαριστήσω 

τον Γιώργο Ξηρουδάκη για την άψογη συνεργασία που είχαµε κατά τη δηµιουργία του 

κώδικα TWODD στο MATLAB, αλλά και για την ηθική και ψυχολογική υποστήριξη 

κατά την αντιµετώπιση των όποιων δυσκολιών.    

 
 
 

Χανιά, Οκτώβρης 2004 
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1.1 Αντικείµενο Μελέτης  

 
Αντικείµενο της εργασίας αυτής είναι η ανάπτυξη υπολογιστικού εργαλείου για την 

εκτίµηση του εντατικού και παραµορφωσιακού πεδίου σε πετρώµατα που περιέχουν µια 

ή περισσότερες ρωγµές σε ποικίλες διατάξεις µε τη µέθοδο των ασυνεχών µετατοπίσεων. 

 

Η εφαρµογή της µεθόδου των ασυνεχών µετατοπίσεων, που αποτελεί ουσιαστικά µέθοδο 

συνοριακών στοιχείων, στο σύνορο της ρωγµής ή της οικογένειας ρωγµών εντός του 

πετρώµατος, είναι αποτελεσµατική για την ανάλυση του εντατικο-παραµορφωσιακού 

πεδίου σε γραµµικά ελαστικά και ισότροπα υλικά. Αυτό συµβαίνει αφενός λόγω της 

υποβάθµισης των διαστάσεων του προβλήµατος κατά µια διάσταση (λόγου χάρη για το 

επίπεδο ελαστικό πρόβληµα χρησιµοποιούνται µονοδιάστατα στοιχεία) και αφετέρου 

διότι δεν είναι απαραίτητη η διακριτοποίηση όλου του µέσου παρά µόνο των συνόρων 

του. Αυτός είναι και που θεωρείται η ιδανική µέθοδος για την µελέτη προβληµάτων 

ρωγµών. Κύρια χαρακτηριστικά της αναπτυχθείσης σε αυτή την εργασία µεθόδου είναι ο 

µικρός χρόνος προετοιµασίας και εισαγωγής των δεδοµένων καθώς και ο µικρός χώρος 

αποθήκευσης στην µνήµη Η/Υ. 

 

Στα πλαίσια της ανάπτυξης της συγκεκριµένης µεθόδου κατασκευάστηκε το πρόγραµµα 

DDBETD (σε γλώσσα προγραµµατισµού MATLAB) το οποίο ουσιαστικά αποτελεί 

εργαλείο για τον προσδιορισµό της κατανοµής των τάσεων και των µετατοπίσεων 

ρηγµατωµένων πετρωµάτων. 

 

1.2 Αριθµητικές Μέθοδοι 

 
Χωρίς τις αριθµητικές µεθόδους (Σχήµα 1.1) δεν θα ήταν εφικτό να επιλυθούν 

προβλήµατα της µηχανικής µε πολύπλοκες συνοριακές συνθήκες. Οι περισσότερες από 

τις αριθµητικές τεχνικές της µηχανικής του συνεχούς µέσου βασίζονται στην επίλυση 

µερικών διαφορικών εξισώσεων (µ.δ.ε.) ή ολοκληρωτικών εξισώσεων που περιγράφουν 

την καταστατική συµπεριφορά του υπόψιν µέσου. Με την διαίρεση του µέσου σε έναν 

µεγάλο αριθµό πεπερασµένων επιµέρους τµηµάτων και µε την χρησιµοποίηση των 

αντίστοιχων µ.δ.ε. ή ολοκληρωτικών σχέσεων, υπολογίζονται οι τιµές των µεταβλητών 

(όπως είναι οι τάσεις και οι µετατοπίσεις) στο µέσο. Όσο µικρότερο είναι το µέγεθος των 
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τµηµάτων αυτών τόσο ακριβέστερη γίνεται η λύση, ενώ αντιστρόφως ο απαιτούµενος 

υπολογιστικός χρόνος αυξάνει. 

 

Οι αριθµητικές µέθοδοι του συνεχούς µέσου διαιρούνται σε τρεις κατηγορίες : 

 

1. Μέθοδος πεπερασµένων διαφορών 

2. Μέθοδος πεπερασµένων στοιχείων  

3. Μέθοδος συνοριακών στοιχείων  
 

 

 

 

 

Αριθµητικές 
Μέθοδοι 

Υβριδικές 
Μέθοδοι 

Ασυνεχές 
Μέσο 

Συνεχές  
Μέσο 

Συνοριακών 
Στοιχείων 

Πεπερασµένων 
∆ιαφορών  

Πεπερασµένων 
Στοιχείων 

∆ιακριτά 
στοιχεία  

Σχήµα 1.1 : Αριθµητικές Μέθοδοι στη Μηχανική των Πετρωµάτων (Sinha,. 1989) 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1                                                                                                                                                                           ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Τσούτσουβα Μαρία 
Μελέτη Εντατικοπαραµορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  

4

1.2.1 Μέθοδος Πεπερασµένων ∆ιαφορών 

 
Στην µέθοδο αυτή οι ολοκληρώσεις των µ.δ.ε. αποτελούν όρους διαφορικών εξισώσεων. 

Στην περίπτωση ενός δι-διάστατου χώρου δηµιουργείται κάνναβος ο οποίος καλύπτει 

όλο το µέσο και η διαφορική προσέγγιση εφαρµόζεται σε κάθε εσωτερικό του σηµείο. 

Τα αποτελέσµατα αυτά δηµιουργούν ένα γραµµικό σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων και 

σε συνδυασµό µε τις συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος δίδουν µοναδική λύση. Η 

µέθοδος πεπερασµένων διαφορών είναι η απλούστερη σε σχέση µε τις άλλες δυο και 

προγραµµατίζεται ευκολότερα. ∆εν είναι σε θέση όµως να αντιµετωπίσει αρκετά από τα 

προβλήµατα που συχνά παρουσιάζονται στην µηχανική, όπως ανώµαλης γεωµετρίας. 

Στη µέθοδο αυτή είναι δύσκολο να µεταβληθεί το µέγεθος των διαφορικών κελιών σε 

συγκεκριµένες περιοχές, για αυτό και είναι ακατάλληλη στην επίλυση προβληµάτων 

όπου οι υπό µελέτη µεταβλητές µεταβάλλονται µε γρήγορο ρυθµό. (όπως είναι 

προβλήµατα συγκέντρωσης τάσης). Σήµερα η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών 

χρησιµοποιείται κυρίως για προβλήµατα µεταφοράς θερµότητας και ροής ρευστών και 

όχι για προβλήµατα τασικής ανάλυσης (Becker, 1992). 

 

1.2.2 Μέθοδος Πεπερασµένων Στοιχείων 

 
Στην µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων απαιτείται η διαίρεση ολόκληρου του υπό 

µελέτη χώρου σε µικρά πεπερασµένα τµήµατα, τα οποία καλούνται "πεπερασµένα 

στοιχεία". Η συµπεριφορά του κάθε τµήµατος περιγράφεται από διαφορικές εξισώσεις. 

Όλα τα πεπερασµένα στοιχεία ικανοποιούν την απαίτηση να υπάρχει ισορροπία και 

συνέχεια µεταξύ τους, δηµιουργώντας έτσι ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων. 

Εξασφαλίζοντας την ικανοποίηση των συνοριακών συνθηκών του προβλήµατος 

λαµβάνεται µοναδική λύση για το σύστηµα αυτό. Η µέθοδος των πεπερασµένων 

στοιχείων χρησιµοποιείται για την επίλυση πρακτικών µηχανικών προβληµάτων 

πολύπλοκης γεωµετρίας. Σε περιοχές όπου οι υπό µελέτη µεταβλητές µεταβάλλονται µε 

γρήγορο ρυθµό και απαιτείται µεγαλύτερη ακρίβεια, χρησιµοποιείται µεγαλύτερος 

αριθµός πεπερασµένων στοιχείων (Becker, 1992). 
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1.2.3 Μέθοδος Συνοριακών Στοιχείων  

 
Στην µέθοδο αυτή οι µερικές διαφορικές εξισώσεις µετατρέπονται σε ολοκληρωτικές 

ταυτότητες οι οποίες είναι εφαρµόσιµες πάνω στην επιφάνεια του σύνορο. Το σύνορο 

διαιρείται σε µικρά συνοριακά τµήµατα (συνοριακά στοιχεία) πάνω στα οποία 

ολοκληρώνονται αριθµητικά αυτές οι εξισώσεις. Με την προϋπόθεση ότι 

εξασφαλίζεται η ικανοποίηση των συνοριακών συνθηκών και των συνθηκών 

ισορροπίας δηµιουργείται ένα γραµµικό σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων µε µοναδική 

λύση. 

 

Η µέθοδος αυτή επιλύει προβλήµατα πολύπλοκης γεωµετρίας και λειτουργεί µε 

µεγαλύτερη ακρίβεια από την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, στην περίπτωση 

που µελετούνται περιοχές µε γρήγορο ρυθµό µεταβολής των µεταβλητών (Becker, 

1992). 

 

1.2.4 Σύγκριση της Μεθόδου των Πεπερασµένων Στοιχείων µε την 

Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων  

 
Πλεονεκτήµατα της µεθόδου των Συνοριακών Στοιχείων είναι:  

1. Μικρότερος χρόνος προεπεξεργασίας (preprossesing time). Το γεγονός ότι στη 

µέθοδο αυτή διακριτοποιείται µόνο το σύνορο της υπό µελέτη επιφάνειας, 

µειώνει το δυο διαστάσεων πρόβληµα σε µονοδιάστατο. Συνεπώς ο χρόνος που 

απαιτείται για την προετοιµασία και για τον έλεγχο των συνοριακών στοιχείων 

του προβλήµατος είναι αρκετά µικρός. Ακόµη πραγµατοποιούνται εύκολα 

µετέπειτα αλλαγές στη διάταξη του πλέγµατος. Το πλεονέκτηµα αυτό είναι 

ιδιαίτερα σηµαντικό σε προβλήµατα όπου απαιτείται αναδιάρθρωση (remeshing) 

του πλέγµατος, όπως  προβλήµατα διάδοσης ρωγµών, τριβής λόγω επαφής, 

προκαταρτικές φάσεις σχεδιασµού και άλλα. 

2. Υψηλή ανάλυση τάσεων. Στη µέθοδο των συνοριακών στοιχείων, δεν 

επιβάλλεται περαιτέρω προσέγγιση της λύσης σε εσωτερικά σηµεία του συνόρου. 

∆ηλαδή, η λύση που προκύπτει είναι συνεχής και εντός της περιοχής, µε 
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συνέπεια να λαµβάνονται περισσότερο ακριβή αποτελέσµατα για τις τάσεις. Το 

χαρακτηριστικό αυτό της µεθόδου την κάνει κατάλληλη για εφαρµογή σε 

προβλήµατα σχεδιασµού, όπου παρουσιάζονται απότοµες µεταβολές στις τιµές 

των τάσεων (προβλήµατα θραύσης, προβλήµατα επαφής, προβλήµατα 

συγκέντρωσης τάσεων). 

3. Μικρότερος υπολογιστικός χρόνος και µικρότερος χώρος αποθήκευσης. Για 

τον ίδιο βαθµό ακρίβειας αποτελεσµάτων, η µέθοδος των Σ.Σ. χρησιµοποιεί 

µικρότερο αριθµό στοιχείων από τη µέθοδο των Π.Σ. Από τη στιγµή που ο 

βαθµός προσέγγισης στη λύση της µεθόδου Σ. Σ. περιορίζεται στο σύνορο, το 

πλέγµα της µεθόδου αυτής δεν πρέπει να συγκρίνεται µε το πλέγµα της µεθόδου 

Π. Σ.(στην περίπτωση που τα εσωτερικά σηµεία αποµακρύνονται). Για την 

επίτευξη συγκριτικής ακρίβειας στις τιµές των τάσεων, θα πρέπει στο πλέγµα της 

µεθόδου Π.Σ. να πραγµατοποιηθούν περισσότερες συνοριακές διαιρέσεις από 

αυτές που υπάρχουν στο αντίστοιχο πλέγµα της µεθόδου Σ. Σ. 

4. Λιγότερες περιττές πληροφορίες. Στα περισσότερα µηχανικά προβλήµατα οι 

ανεπιθύµητες καταστάσεις (όπως θραύσεις, συγκεντρώσεις τάσεων, απότοµες 

θερµικές καταπονήσεις), πραγµατοποιούνται στην επιφάνεια. Για να µελετηθούν 

αυτές οι καταστάσεις µε τη µέθοδο των Π.Σ. σχεδιάζεται ένα τρισδιάστατο 

πολύπλοκο σώµα µε πεπερασµένα στοιχεία και υπολογίζονται οι τάσεις σε κάθε 

σηµείο του. Κάτι τέτοιο καθίσταται µη αποδοτικό διότι µόνο λίγες από αυτές τις 

τιµές των τάσεων µπορούν να ενσωµατωθούν στην σχεδιαστική ανάλυση. Για 

τον λόγο αυτό επιθυµείται η χρησιµοποίηση των συνοριακών στοιχείων µε τα 

οποία επιτυγχάνεται µεγαλύτερη απόδοση στον υπολογιστικό τοµέα.  

Παρόλα αυτά όµως στη µέθοδο των Σ.Σ. εντοπίζονται και µειονεκτήµατα κάποια από τα 

οποία αναφέρονται ακολούθως : 

1. Μη εύχρηστα µαθηµατικά. Τα µαθηµατικά τα οποία χρησιµοποιούνται στη 

µέθοδο Σ.Σ. συχνά φαίνονται άγνωστα στους χρήστες. Κατά την διάρκεια των 

αρχικών σταδίων ανάπτυξης της τεχνικής Σ.Σ. είναι απαραίτητες αρκετές γνώσεις 

από προχωρηµένα µαθηµατικά οι οποίες χρησιµοποιούνται για την πιστοποίηση 

της µοναδικότητας και της κάθε λύσης. Αυτό όµως δεν θεωρείται πλέον 
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πρόβληµα διότι αφενός η διατύπωση της µεθόδου Σ.Σ. έχει δηµοσιευτεί 

λεπτοµερώς, αφετέρου η µοναδικότητα της λύσης την οποία δίνει η µέθοδος 

θεωρείται δεδοµένη.  

2. ∆ίδει ανακριβή αποτελέσµατα κατά την αριθµητική ολοκλήρωση στην 

ανάλυση λεπτών κελυφών (thin shell analysis). Αυτό συµβαίνει εξαιτίας του 

µεγάλου λόγου επιφάνειας προς όγκο και την κοντινή απόσταση των κοµβικών 

σηµείων στις δυο πλευρές του κελύφους Το φαινόµενο αυτό προκαλεί 

ανακρίβειες στις αριθµητικές ολοκληρώσεις. Η µέθοδος Π.Σ. είναι 

καταλληλότερη (παρουσιάζει µεγαλύτερη ακρίβεια) για την αντιµετώπιση 

τέτοιου είδους προβληµάτων. 

1.2.5 Επιλογή Μεταξύ της Μεθόδου Π.Σ και της µεθόδου Σ.Σ. 

Τρεις σηµαντικοί παράγοντες είναι αυτοί οι οποίοι καθορίζουν την επιλογή µεταξύ της 

µεθόδου, Π.Σ και Σ.Σ για την επίλυση ενός προβλήµατος: 

a. Ο τύπος του προβλήµατος (γραµµικό, µη-γραµµικό) 

b. Ο απαιτούµενος βαθµός ακρίβειας  

c. Ο απαιτούµενος χρόνος για την προετοιµασία και την επεξεργασία 

των δεδοµένων 

d. Ο χρόνος υπολογισµού 

 

Και οι δύο τεχνικές θα πρέπει να είναι γνωστές σε έναν Μηχανικό διότι για 

συγκεκριµένους τύπους εφαρµογών η κάθε µία από αυτές παρουσιάζει διαφορετικά 

πλεονεκτήµατα σε σχέση µε την άλλη. Εάν ληφθούν υπόψη τα πλεονεκτήµατα και τα 

µειονεκτήµατα της µεθόδου Σ.Σ. οι παρατηρήσεις που παρατίθεται παρακάτω είναι σε 

θέση να προσφέρουν σηµαντική βοήθεια στην επιλογή της κατάλληλης τεχνικής: 

 

1. Η µέθοδος Σ.Σ. είναι κατάλληλη (και περισσότερο ακριβής) για γραµµικά 

προβλήµατα και ειδικότερα για τρισδιάστατα προβλήµατα στα οποία οι 
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µεταβλητές µεταβάλλονται µε γρήγορο ρυθµό (όπως προβλήµατα εγκοπών, 

ρωγµών και επαφών). 

2. Εξαιτίας του µικρού χρόνου που απαιτείται για την διαµόρφωση ενός 

συγκεκριµένου προβλήµατος, η µέθοδος Σ.Σ. είναι καταλληλότερη για 

προκαταρκτικές σχεδιαστικές αναλύσεις, στις οποίες η γεωµετρία και τα φορτία 

µπορούν να τροποποιηθούν µετέπειτα σε ελάχιστο χρόνο. Αυτό δίνει στους 

σχεδιαστές µεγαλύτερη ελευθερία να πειραµατιστούν σε καινούργια σχήµατα και 

γεωµετρίες. 

3. Η µέθοδος Π.Σ. είναι περισσότερο καθιερωµένη και παρουσιάζει µεγαλύτερη 

εµπορική ανάπτυξη ειδικότερα για πολύπλοκα µη γραµµικά προβλήµατα όπου 

πραγµατοποιούνται εξονυχιστικές έρευνες για την επιβεβαίωση της αξιοπιστίας 

της. 

4. Τα µαθηµατικά τα οποία χρησιµοποιούνται στην µέθοδο Π.Σ. είναι περισσότερο 

"οικεία" για τους µηχανικούς. Παρόλα αυτά η µέθοδος Σ.Σ. κάνει όλο και 

µεγαλύτερα βήµατα στον χώρο της Μηχανικής µε αποτέλεσµα όλο και 

περισσότερα εγχειρίδια να είναι διαθέσιµα, ώστε να γίνονται περισσότερο 

κατανοητά τα µαθηµατικά που χρησιµοποιεί η µέθοδος  

5. Προγράµµατα διαχείρισης δικτύων (meshes) και ρουτίνες σχεδιασµού οι οποίες 

αναπτύχθηκαν για εφαρµογές της µεθόδου Π.Σ. µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

δίχως µετατροπές σε προβλήµατα της µεθόδου Σ.Σ.. Ακόµα πολλές ρουτίνες µε 

προσαναυξανόµενα φορτία (load incrementation) καθώς και ρουτίνες 

επανάληψης, οι οποίες αρχικά χρησιµοποιήθηκαν σε εφαρµογές της µεθόδου των 

πεπερασµένων στοιχείων σε µη γραµµικά προβλήµατα, εφαρµόζονται απευθείας 

σε αλγόριθµους που αναφέρονται στην µέθοδο των συνοριακών στοιχείων  
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Κεφάλαιο 2ο 

Θεωρία Θραυστοµηχανικής  
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2.1 Εισαγωγή  

 
Στον σχεδιασµό δοµικών στοιχείων ή κατασκευών, ένα σηµαντικό βήµα είναι η 

ταυτοποίηση του πιο πιθανού τρόπου αστοχίας και η εφαρµογή τουκατάλληλου 

κριτηρίου αστοχίας. Θραύση ορίζεται ως ο σχηµατισµός νέων επιφανειών στο υλικό και 

αποτελεί τρόπο εκδήλωσης αστοχίας µίας κατασκευής. 

 

Στο πιο βασικό επίπεδο (µικροσκοπικό), το κύριο χαρακτηριστικό της ρηγµάτωσης είναι 

η θραύση των ατοµικών δεσµών του στερεού. Στο µακροσκοπικό επίπεδο, ως 

ρηγµάτωση µπορεί να χαρακτηρισθεί η θραύση µιας κατασκευής σε δύο ή περισσότερα 

τµήµατα, λόγω διάδοσης ρωγµών σε αυτό. 

 

Στο ενδιάµεσο επίπεδο, το µεσοσκοπικό, η θραύση εκδηλώνεται µε την µορφή της 

εκκίνησης διάδοσης (ή επέκτασης) και της συνένωσης µικροανοιγµάτων, όπως για 

παράδειγµα πόροι και ρωγµές εντός των κόκκων και στα σύνορα των κόκκων του 

γεωυλικού. 

 

Κατά τις συνήθεις τεχνικές εφαρµογές τα φαινόµενα θραύσης αντιµετωπίζονται µε την 

βοήθεια µακροσκοπικών θεωριών, όπως η µηχανική του συνεχούς µέσου και η κλασική 

Θερµοδυναµική. Κατά την µακροσκοπική αντιµετώπιση, θεωρείται ότι το µέσο είναι 

συνεχές και διασχίζεται από µια ρωγµή ή πεπερασµένο αριθµό ρωγµών (περιοχές λύσης 

της συνέχειας) και ότι αυτές οι ρωγµές είναι πολύ µεγαλύτερες από την µικροδοµή του 

υλικού. Τελευταίως έχει γίνει κατανοητό ότι δεν µπορεί να αγνοηθεί η επίδραση της 

µικροδοµής των υλικών (λ.χ. κοκκώδη και κρυσταλλικά υλικά, στρωσιγενή υλικά κ.λπ) 

στα φαινόµενα θραύσης (Εξαδάκτυλος, 1998). 

 

Συµπερασµατικά, αναφέρεται ότι ο επιστηµονικός κλάδος που ασχολείται µε την µελέτη 

της µηχανικής συµπεριφοράς στερεών σωµάτων που διασχίζονται από ρωγµές, υπό την 

επίδραση στατικής ή δυναµικής µηχανικής φόρτισης και ενδεχοµένως άλλων 

περιβαλλοντικών παραγόντων (λ.χ. θερµοκρασία, πίεση πόρων, χηµικές µεταβολές), 

αναφέρεται ως «Θραυστοµηχανική» (Fracture Mechanics). 
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2.2 Ιστορική Ανάπτυξη της Θραυστοµηχανικής  

 
1. 15ος Αιώνας - Leonardo da Vinci 

Σε ένα από τα βιβλία του ο Leonardo da Vinci περιγράφει πειράµατα για τη θραύση 

συρµάτων από σίδηρο και πως το απαιτούµενο βάρος για την θραύση αυτών 

αυξάνεται καθώς το µήκος των συρµάτων υποδιπλασιάζεται σε διαδοχικές δοκιµές. 

2. 1907 - Wieghardt  

Ο Wieghardt διετύπωσε τη λύση της γραµµικής ελαστικής σφήνας, που υποβάλλεται 

σε σηµειακή φόρτιση P  σε µια από τις ακµές της και την ειδική περίπτωση του 

προβλήµατος της ρωγµής. Ο  Wieghardt διετύπωσε τα παρακάτω ερωτήµατα:  

 

«…Με δεδοµένες τις παραµέτρους αντοχής του ελαστικού ψαθυρού µέσου, ποιο είναι 

το µέγεθος της δύναµης P  που είναι αναγκαίο για την θραύση του υλικού και από ποιο 

σηµείο και κατεύθυνση θα αρχίσει να διαδίδεται η ρωγµή…». 

 

Αφού ο Wieghardt δέχθηκε την εφαρµογή του κριτηρίου µέγιστης τάσης έφθασε στο 

έξής παράδοξο: ενώ η θεωρία προβλέπει άπειρη τάση στην αιχµή της ρωγµής για 

αυθαίρετα µικρή δύναµη P , εντούτοις τα πειραµατικά δεδοµένα δίδουν 

πεπερασµένη τιµή της φόρτισης P . Για την αντιµετώπιση αυτού του παραδόξου ο 

Wieghardt διετύπωσε ότι:  

 

«….Εφόσον σε ένα ελαστικό υλικό η θραύση δεν εκκινεί σ΄ ένα µοναδικό σηµείο αλλά 

σε µια µικρή περιοχή, τότε στο κριτήριο θραύσης δεν θα ληφθεί υπόψη η µέγιστη τάση 

ή τροπή, άλλα το ολοκλήρωµα αυτών σε µια µικρή περιοχή. Εφόσον οι ιδιόµορφες 

τάσεις είναι ολοκληρώσιµες τότε η συνιστώσα αυτών θα είναι πεπερασµένη 

ποσότητα…». 

 

Συνεπώς µε αυτήν την παραδοχή ουσιαστικά παρέκαµψε το πρώτο ερώτηµα και 

απάντησε στο δεύτερο σκέλος του δεύτερου ερωτήµατος, ότι δηλαδή η θραύση θα 

εκκινήσει απ’ την αιχµή της ρωγµής. Κατόπιν προχώρησε στην διερεύνηση του 

προβλήµατος της γωνίας µε την οποία θα διαδοθεί η ρωγµή µε βάση το κριτήριο της 
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µέγιστης διατµητικής τάσης ή της µέγιστης εφελκυστικής τάσης. Άρα ο Wieghardt 

ουσιαστικά πρότεινε ότι το κριτήριο θραύσης θα αφορά την σύγκριση της µέσης 

τάσης σε ΄΄µικρή περιοχή’’ γύρο από την αιχµή µε την θεωρητική αντοχή του 

στερεού που δίδεται απ΄ τη σχέση: 

 

c
E

c
γσ =  

 
όπου: E  είναι το µέτρο ελαστικότητας του Young [ ]2−FT , γ  = επιφανειακή 

ενέργεια [ ]1−FL  και c  είναι η παράµετρος του πλέγµατος  [ ]L .  

 

 
 

 

3. 1920 - A.A.Griffith  

∆ηµοσίευσε την θεωρία περί διαδόσεως ρωγµών. Η θεωρία αυτή προέβλεπε ότι µια 

προϋπάρχουσα ρωγµή θα διαδοθεί αν εκµηδενιζόταν η συνολική ενέργεια του 

συστήµατος. Η ανάλυση των τάσεων που χρησιµοποιήθηκε από τον Griffith για τον 

υπολογισµό της αποθηκευµένης ελαστικής ενέργειας από το ρηγµατωµένο σώµα 

βασίσθηκε στη δηµοσιευµένη το 1913 εργασία του Inglis (1913) που αφορούσε το 

πρόβληµα µικρής ελλειπτικής οπής σε πλάκα που υποβάλλεται σε µονοαξονικό 

εφελκυσµό.  

 

Ο Griffith έκανε πρώτος την παραδοχή ότι προϋπάρχουν ρωγµές στο υλικό, οι οποίες 

είναι µεγάλες συγκριτικά µε τις ατοµικές και µοριακές αποστάσεις. Η βασική αρχή 

που διετύπωσε στη θεωρία του ο Griffith, ήταν ότι τα στερεά σώµατα κατέχουν 

επιφανειακή ενέργεια όπως και τα ρευστά και για να διαδοθεί µια ρωγµή (ή για να 

αυξηθεί η επιφανειακή της ενέργεια) η αντίστοιχη επιφανειακή ενέργεια πρέπει να 

[ ]1.2

Σχήµα 2.1: Το θεωρητικό ατοµικό µοντέλο 
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αποδοθεί από την εξωτερικά προσδιδόµενη ενέργεια ή από την εκροή της 

επιφανειακής ενέργειας του στερεού. Χρησιµοποιώντας την λύση του Inglis ο 

Griffith, υπολόγισε την αύξηση της ενέργειας παραµόρφωσης και µε βάση το 

ισοζύγιο ενέργειας υπολόγισε την τάση θραύσης ως εξής:  

 

a
E
π
γσ

*2
=  

 

όπου EE =* το µέτρο Young για συνθήκες επίπεδης τάσης και ( )2
*

1 ν−
=

EE για 

συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης και a  το µισό του µήκους της ρωγµής [ ]L .  
 

 

 
 
 
 
 
4. 1948 George Irwin – Γραµµική Ελαστική Θεωρία Θραυστοµηχανικής  

Μια από τις µεγαλύτερες συνεισφορές του Irwin στη Θραυστοµηχανική, είναι ότι 

κατέδειξε τον καθολικό χαρακτήρα των ασυµπτωτικών πεδίων των τάσεων και των 

µετατοπίσεων στην γειτονιά της αιχµής της ρωγµής σε ένα γραµµικό ελαστικό 

στερεό. Ο Irwin (1957) έδειξε ότι για µικρή ακτινική απόσταση r  απ΄ την αιχµή της 

ρωγµής, (Σχήµα 2.3) οι τάσεις δίδονται από τις σχέσεις: 

( )θ
π

σ ijij f
r

K
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2
 

 
όπου ijf  είναι συναρτήσεις της γωνίας θ  οι οποίες είχαν βρεθεί προηγουµένως από 

τους Wieghardt, Westergaard και Sneddon για δεδοµένης γεωµετρίας ρωγµών και 

συνθήκες φόρτισης. Ο Irwin απεκάλεσε τον συντελεστή K  “Συντελεστή εντάσεως 

των Τάσεων’’ 

[ ]2.2

Σχήµα 2.2:Θεωρητικό ατοµικό µοντέλο – ∆ηµιουργία ρωγµής 

[ ]3.2
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5. James Rice (1967) and Cherepanov (1966) – Μη Γραµµική Θεωρία 

Θραυστοµηχανικής  

Ο Rice (1967) εισήγαγε την έννοια του ολοκληρώµατος J που ορίζεται ως 

 

α∂
Π∂

=J  

 
όπου: 

Π  είναι η συνολική δυνητική ενέργεια ενός µη γραµµικού (ελαστο-πλαστικού) 

ρηγµατωµένου σώµατος και α είναι το ηµι-µήκος της ρωγµής.  

 

Το ολοκλήρωµα J εκφράζει την ενέργεια που εκλύεται όταν µία ρωγµή επεκτείνεται 

κατά µήκος δα . 

 

 

 

2.3 Τρόποι Φορτίσεως Ρωγµών 

 
Τα τασικά πεδία που δρουν στις γειτονικές περιοχές των ρωγµών µπορούν να διακριθούν 

σε τρεις βασικούς τύπους. Οι τύποι αυτοί είναι ανεξάρτητοι µεταξύ τους και ο καθένας 

συνδέεται µε ένα τοπικό τύπο παραµόρφωσης όπως φαίνεται στο σχήµα 2.4: 

 

Σχήµα 2.3: Σύστηµα συντεταγµένων στην αιχµή της ρωγµής (Robert, 2001) 

[ ]4.2
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Οι βασικοί τρόποι παραµόρφωσης των χειλών των ρωγµών είναι ο Τύπος Ι, ο Τύπος ΙΙ 

και ο Τύπος ΙΙΙ. 

 

 Τύπος Ι, λέγεται και «ανοικτός» τύπος, αντιστοιχεί σε καταπόνηση της 

ρωγµής µε µια εφελκυστική ορθή τάση κάθετη στον άξονά της ( 0=xyτ  για 

0=y ) που βρίσκεται στο επίπεδό της. Είναι συµµετρικός ως προς τα επίπεδα 

xOy  και xOz  κατά τον οποίο ισχύει η κάτωθι σχέση στη επιφάνεια της 

ρωγµής. 

 
0== zx uu  [ ]5.2

Σχήµα 2.4: Βασικοί τύποι παραµόρφωσης των χειλών της ρωγµής 
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 Τύπος ΙΙ, είναι ο τύπος της «ολίσθησης» των χειλών της ρωγµής, 

επιτυγχάνεται όταν η ρωγµή καταπονείται από διατµητική τάση παράλληλη 

στον άξονά της ( 0=yyσ  για 0=y ) και συνεπίπεδη µε αυτόν. Είναι 

συµµετρικός ως προς το επίπεδο xOy  και αντι-συµµετρικός ως προς το xOz  

και στον οποίο ισχύει η κάτωθι σχέση στην επιφάνεια της ρωγµής. 

 
0== zy uu  

 
 Τύπος ΙΙΙ είναι ο τύπος του «ψαλιδισµού» ή αντι-επίπεδης ολίσθησης των 

χειλών της ρωγµής, αντιστοιχεί σε καταπόνηση της ρωγµής µε µια 

διατµητική τάση σε επίπεδο κάθετο προς το επίπεδό της. Είναι αντι-

συµµετρικός ως προς τα επίπεδα  xOy  και xOz  και στον οποίο ισχύει η 

κάτωθι σχέση στο επίπεδο της ρωγµής. 

 
0== yx uu  

 
2.4 Συντελεστής Συγκέντρωσης Τάσεων K  

 
Τα περισσότερα δοµικά µέλη έχουν ασυνέχειες διαφόρων τύπων, όπως για παράδειγµα, 

τρύπες, εγκοπές, ρωγµές και άλλα. Εάν αυτές οι ασυνέχειες έχουν ακριβώς 

προσδιορισµένη γεωµετρία, είναι εφικτό να οριστεί και ο συντελεστής συγκέντρωσης 

τάσης K  για την συγκεκριµένη γεωµετρία. Κατόπιν, ο µηχανικός µπορεί να υπολογίσει 

την τοπική συγκέντρωση τάσης χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση µεταξύ της µέγιστης 

τάσης και της εφαρµοζόµενης. 

 
nomK σσ ⋅=max  

 
Στην πραγµατικότητα, ο µηχανικός βασίζεται συνήθως στην ολκιµότητα του υλικού για 

να ανακατανείµει το φορτίο οµαλά γύρω από σηµεία συγκέντρωσης τάσης. Τα σηµεία 

συγκέντρωσης τάσης (τρύπες, ασυνέχειες, και τα λοιπά) στα όλκιµα υλικά είναι 

κατανεµηµένα σε διάφορους κώδικες και πρότυπα. Εντούτοις, εάν η συγκέντρωση της 

τάσης γίνεται πολύ κοντά στην αιχµή, η χρήση των µεθόδων της Θραυστοµηχανικής 

γίνεται απαραίτητη για να αναλυθεί η δοµή.  

[ ]6.2

[ ]7.2

[ ]8.2
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Οι επιφάνειες µίας ρωγµής αποτελούν ελεύθερα σύνορα τάσεων, επιδρώντας σηµαντικά 

στις κατανοµές των τάσεων στην περιοχή που βρίσκεται κοντά σε αυτές.  

 

Στην περίπτωση εφελκυστικής καταπόνησης ρωγµής, η οποία βρίσκεται σε άπειρη 

πλάκα (Σχήµα 2.5), η µέγιστη εφελκυστική τάση maxσ  (σύµφωνα µε την ελαστική 

θεωρία του Inglis, 1913), που αναπτύσσεται στα άκρα του µεγάλου ή µικρού άξονα. της 

δίνεται από τη σχέση : 

∞⋅= σσ Kmax  

όπου ∞σ είναι η εφελκυστική τάση στο άπειρο, ενώ η σταθερά K  είναι ο συντελεστής 

συγκέντρωσης των τάσεων. Ο συντελεστής αυτός, εξαρτάται µόνο από τη γεωµετρία της 

έλλειψης και δίδεται από την ακόλουθη σχέση: 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

ρ
α21K                  ή               ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≈=

∞ b
aK 21max

σ
σ

 

 
όπου ρ  είναι η ακτίνα καµπυλότητας της άκρης της ρωγµής και b,α  είναι το µήκος του 

µεγάλου και του µικρού ηµιάξονα της έλλειψης, αντίστοιχα (Σχήµα 2.6).  

Σχήµα 2.5: Ελλειπτική ρωγµή σε άπειρη πλάκα 

[ ]10.2

[ ]9.2
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Από την δεύτερη εκ των εξισώσεων [ ]10.2  και λύνοντας ως προς maxσ για µια έλλειψη 

προκύπτει: 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∞ b

a21max σσ  

 
Για πολύ οξείς ρωγµές, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≅>> ∞ b

aba 2
max σσ  

 

 
 

 

Σχήµα 2.6: Χαρακτηριστικά µιας  ελλειπτικής ρωγµής (Barsom and Rolfe, 1999) 

[ ]11.2

[ ]12.2

Σχήµα 2.7:Συντελεστής συγκέντρωσης των τάσεων σε συνάρτηση µε το λόγο b
a  

(Barsom and Rolfe, 1999) 
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Όπως φαίνεται και στο σχήµα ( )7.2 , ο συντελεστής K  γίνεται αρκετά µεγάλος όσο ο 

λόγος b
a  µεγαλώνει (Σχήµα 2.8). Η ακτίνα στο τέλος του κυρίου άξονα µπορεί να 

προσεγγιστεί από τη σχέση a
b2

=ρ .  

 

Για αιχµηρές ρωγµές, 

 

ρ
σσρ aa 2, max ⋅≅>> ∞  

 
και 

 

b
aK 2max ==

∞σ
σ

 

 

 
 

 

Στην οριακή περίπτωση της ευθύγραµµης ρωγµής όπου 0→b  ή αλλιώς 0→ρ , (Σχήµα 

2.8) ο συντελεστής K  απειρίζεται, ∞→K . Κατά συνέπεια, η χρήση των 

προσεγγιστικών σχέσεων της συγκέντρωσης της τάσης δεν έχουν νόηµα και δίνονται 

πλέον από την θεωρία της Θραυστοµηχανικής. 

 

2.5 Θεωρία Θραυστοµηχανικής  

 
Η γραµµική-ελαστική θεωρία της θραυστοµηχανικής, είναι βασισµένη σε µια αναλυτική 

µέθοδο. Αυτή η µέθοδος συσχετίζει το µέγεθος της τασικής καταπόνησης και το πώς 

αυτή κατανέµεται στην περιοχή γύρο από µια ρωγµή, σαν συνάρτηση των τάσεων που 

Σχήµα 2.8: Εξοµάλυνση ελλειπτικού ανοίγµατος στην οριακή περίπτωση 
της επίπεδης ρωγµής. 

[ ]13.2

[ ]14.2
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καταπονούν το δοµικό δείγµα, του µεγέθους της µορφής και του προσανατολισµού της 

ρωγµής. 

 

2.5.1 Συντελεστής Έντασης των Τάσεων K  

 
Η θεµελιώδης αρχή της θραυστοµηχανικής είναι ότι το πεδίο των τάσεων πολύ κοντά σε 

µια ρωγµή µπορεί να χαρακτηριστεί από µια µόνο παράµετρο, που είναι ο συντελεστής 

έντασης  των τάσεων K . Ο συντελεστής K  συσχετίζεται µε το ονοµαστικό πεδίο των 

τάσεων ( )σ  και µε το µέγεθος της ρωγµής ( )α , και έχει µονάδες ( )mMPainpsi . 

Ο συντελεστής έντασης των τάσεων έχει νόηµα και εκφράζεται σε οριακές περίπτωση 

όπου υπάρχει εφαρµοζόµενη τάση σε σηµεία για τα οποία ισχύει 0→r  και 0=θ . 

 

 

 

 

 

 

Για την περίπτωση ρωγµής που βρίσκεται σε άπειρο µέσο, όπου ba <<< , υπό 

επιβαλλόµενη κατακόρυφη φόρτιση σ  όπως φαίνεται στο σχήµα 2.9, ο συντελεστής 

έντασης των τάσεων για τους τρεις τύπους φόρτισης δίδεται από τις σχέσεις:   

 

Τύπος φόρτισης Ι: 

πασ=IK  

Τύπος φόρτισης ΙΙ: 

πατ inplaneIIK =  

Σχήµα 2.9: Ευθύγραµµη ρωγµή σε άπειρο µέσο 

[ ]15.2

[ ]16.2
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Τύπος φόρτισης ΙΙΙ: 

πατ outofplaneIIIK =  

 

όπου inplaneτ  είναι οι διατµητικές τάσεις εντός του επιπέδου φόρτισης και outofplaneτ  οι 

διατµητικές τάσεις στο αντι-επίπεδο.  

 

2.5.2 Κατανοµή Τάσεων και Μετατοπίσεων  

 

 
 

 

 

Οι συνιστώσες των τάσεων, στο σηµείο µε συντεταγµένες ( )θ,r , όπου η απόσταση r  ώς 

προς την αιχµή της ρωγµής είναι πολύ µικρή, δίδονται από τις σχέσεις: 

 
( ) ( ) ( )θ

π
σ I

ij
II

ijor
f

r
K
2

lim =
→

 

 
( ) ( ) ( )θ

π
σ II

ij
IIII

ijor
f

r
K
2

lim =
→

 

 
( ) ( ) ( )θ

π
σ III

ij
IIIIII

ijor
f

r
K
2

lim =
→

 

 
όπου: 

 

[ ]17.2

[ ]18.2

Σχήµα 2.10:Μέτρηση συντεταγµένων από το άκρο της ρωγµής και οι συνιστώσες 
των τάσεων, του τασικού πεδίου της ρωγµής 
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 Οι συµβολισµοί IIIIII ,,  δηλώνουν τους τρεις τύπους φόρτισης που µπορούν 

να εφαρµοστούν στη ρωγµή  

 
 ijσ : είναι οι συνεπίπεδες µε τη ρωγµή συνιστώσες των τάσεων ,,, xyyyxx σσσ   

κοντά στο άκρο της ρωγµής. 

 
 IIIIII KKK ,, : είναι οι συντελεστές εντάσεως των τάσεων για του τύπους 

φόρτισης  

 
 ( )θijf  :είναι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις.  

 
Το εντατικό-παραµορφωσιακό πεδίο που αναπτύσσεται κοντά στην αιχµή της ρωγµής 

περιγράφεται ξεχωριστά για τους τρεις τύπους φόρτισης. Στο σχήµα 2.11 απεικονίζεται 

το εντατικό πεδίο του πρώτου τύπου φόρτιση (Mode Ι) και ακολούθως παρατίθενται οι 

εντατικοπαραµορφοσιακές εξισώσεις που το περιγράφουν. Κατά αντιστοιχία, στο σχήµα 

2.12 περιγράφεται το εντατικό πεδίου για τον τύπο της ολίσθησης των χειλών της 

ρωγµής (Mode ΙΙ) ενώ στο σχήµα 2.13 φαίνεται η διάταξη των  διατµητικών τάσεων στο 

αντι-επίπεδο για την περίπτωση του τρίτου τύπου φόρτισης (Mode III): 

 

 
 

 

⎥
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⎠
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⎜
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Σχήµα 2.11: Εντατικό πεδίο φόρτισης τύπου Ι (Martel, 2003) 
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( ) 0==+= yzxzyxz ττσσνσ  
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[ ]20.2

[ ]22.2

[ ]21.2

Σχήµα 2.12: Εντατικό πεδίο φόρτισης τύπου ΙΙ (Martel, 2003) 
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( ) 0==+= yzxzyxz ττσσνσ  
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0==== xyzyx τσσσ  

[ ]23.2

[ ]25.2

[ ]24.2

Σχήµα 2.13: Εντατικό πεδίο φόρτισης τύπου ΙΙΙ (Martel, 2003) 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
sin2 θ

π
r

G
K

u III
z  

 
0== yx uu  

 

zyrIII rK τπ
0

lim2
→

=  

 

όπου ν  είναι ο λόγος του Poisson και ( )ν+=
12
EG  είναι το µέτρο διάτµησης ή αλλιώς 

µέτρο ακαµψίας του υλικού.  

 
 

2.5.3 Κριτήριο Αστοχίας  

 
Στην θεωρία της θραυστοµηχανική µπορεί να διατυπωθεί το εξής απλό κριτήριο 

αστοχίας: 

 

«Όταν ο συντελεστήςέντασης των τάσεων K  πάρει µια κρίσιµη τιµή ICK , η ρωγµή θα 

διαδοθεί παράγοντας µία ψαθυρή θραυσιγενή επιφάνεια», 

 
ICI KK =  

 

όπου ICK  είναι η αντίσταση στην διάδοση της ρωγµής (Εξαδάκτυλος, 1993). 

 

Η κρίσιµη τιµή του συντελεστή συγκέντρωσης τάσης που οδηγεί στην αστοχία, cK  

είναι µια ιδιότητα του υλικού και µετριέται σε 2
3−FM . Από δοκιµές, η κρίσιµη τιµή 

του IK , στην αστοχία, cK , µπορεί να καθοριστεί για ένα δεδοµένο υλικό σε ένα 

χαρακτηριστικό πάχος, σε µια συγκεκριµένη θερµοκρασία και σε ένα συγκεκριµένο 

ρυθµό φόρτίσης. Χρησιµοποιώντας αυτές τις κρίσιµες ιδιότητες του υλικού, ο 

σχεδιαστής µπορεί να καθορίσει θεωρητικά το µέγεθος της ρωγµής που µπορεί να 

ανεχτεί ένα κατασκευαστικό µέλος για ένα δεδοµένο σχεδιαστικά επίπεδο τάσης, µια 

[ ]26.2

[ ]27.2

[ ]28.2
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δεδοµένη θερµοκρασία, και έναν συγκεκριµένο ρυθµό φόρτισης. Αντιστρόφως, ο 

µηχανικός µπορεί να καθορίσει το σχεδιαστικό επίπεδο της τάσης που µπορεί να 

εφαρµοστεί µε ασφάλεια για κάποιο συγκεκριµένο µέγεθος ρωγµών, που µπορεί ήδη να 

έχουν εµφανιστεί, σε µια υπάρχουσα δοµή. 

 

 
 

 

 

Η κρίσιµη τιµή για τον συντελεστή συγκέντρωσης τάσης για δοµικά υλικά, είναι άµεσα 

εξαρτώµενος από τις συνθήκες λειτουργίας. Κατά συνέπεια, η κρίσιµη τιµή πρέπει να 

ληφθεί µε τη δοκιµή των πραγµατικών υλικών κατασκευής στην αστοχία για τις 

διάφορες θερµοκρασίες και τους ρυθµούς φόρτισης.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2.14 : Σχηµατική σχέση µεταξύ της τάσης , του µεγέθους της ρωγµής 
και της αντοχής του υλικού (Barsom and Rolfe, 1999) 
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Κεφάλαιο 3ο 

Μέθοδος των Ασυνεχών Μετατοπίσεων 
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3.1 Εισαγωγή  

 
Τα περισσότερα προβλήµατα στη µηχανική των στερεών αφορούν επιφάνειες που 

βρίσκονται σε επαφή, όπως είναι το πρόβληµα της σχισµής ή οι ρωγµές. Μια ρωγµή έχει 

δύο επιφάνειες ή όρια, που το ένα συµπίπτει µε το άλλο. Πολλές από τις αριθµητικές 

µεθόδους συνοριακών τιµών, παρουσιάζουν προβλήµατα σε τέτοιου είδους περιπτώσεις, 

επειδή η επίδραση των στοιχείων που βρίσκονται κατά µήκος της µιας επιφάνειας της 

ρωγµής είναι όµοια µε την επίδραση των στοιχείων που βρίσκονται στην άλλη 

επιφάνειας. Για να λυθούν τα προβλήµατα αυτού του τύπου, αναπτύχθηκε µια µέθοδος 

συνοριακών στοιχείων, η µέθοδος, των ασυνεχών µετατοπίσεων. Η µέθοδος αυτή είναι 

βασισµένη στην αναλυτική λύση του προβλήµατος της πεπερασµένης ευθύγραµµης 

ρωγµής εντός, ενός απείρου ελαστικού µέσου, στο επίπεδο yx,  κατά µήκος της οποίας 

δίνεται σταθερή ασυνεχή µετατόπιση ( constant displacement discontinuity ).  

 

Στη µέθοδο ασυνεχών µετατοπίσεων η ρωγµή υποδιαιρείται σε ένα σύνολο Ν στοιχείων 

(συνοριακά στοιχεία) µε σταθερές ασυνεχείς µετατοπίσεις σε καθένα από αυτά. 

Γνωρίζοντας την αναλυτική λύση µεµονωµένα για κάθε στοιχείο και αθροίζοντας τις 

επιδράσεις όλων των Ν στοιχείων σε καθένα από αυτά, υπολογίζεται η αριθµητική λύση 

του προβλήµατος.  

 

Η ανάπτυξη της µεθόδου αυτής παρουσιάζεται λεπτοµερώς στα ακόλουθα κεφάλαια. 

Καταδεικνύεται ότι η µέθοδος ασυνεχών µετατοπίσεων είναι πραγµατικά µια 

ευπροσάρµοστη και αρκετά απλουστευµένη µέθοδος για εφαρµογές της 

βραχοµηχανικής. Μπορεί να εφαρµοστεί και σε άλλα προβλήµατα της γραµµικής 

ελαστικότητας όπως ανοίγµατα, και δίνει αποτελέσµατα ακρίβειας συγκρίσιµα µε αυτά 

που λαµβάνονται από άλλες µέθοδο συνοριακών συνθηκών. 

 

3.2 Μέθοδος Ασυνεχών Μετατοπίσεων σε Άπειρο Ελαστικό Μέσο   

 
Το πρόβληµα, της σταθερής ασυνεχούς µετατόπισης κατά µήκος ενός πεπερασµένου 

ευθύγραµµου τµήµατος στο επίπεδο x,y εντός ενός άπειρου ελαστικού µέσου, 

καθορίζεται από τη συνθήκη ότι οι µετατοπίσεις είναι συνεχείς παντού εκτός από το 

ευθύγραµµο τµήµα. Το ευθύγραµµο στοιχείο µπορεί να καταλαµβάνει συγκεκριµένη 
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θέση στον άξονα x, που ορίζεται από τη συνθήκη  

 
+=< 0, yax  

 
Εάν το στοιχείο θεωρηθεί σαν µία ευθύγραµµη ρωγµή τότε µπορούν να διακριθούν δύο 

επιφάνειες, θεωρώντας ότι η µία βρίσκεται στη θετική πλευρά του άξονα y και 

συµβολίζεται ως += 0y , ενώ η άλλη βρίσκεται στην αρνητική πλευρά του άξονα x  και 

συµβολίζεται ως −= 0y .(σχήµα 3.1) Οι σχετικές µετατοπίσεις µεταξύ δυο σηµείων που 

βρίσκονται στις δυο παράπλευρες επιφάνειες του γραµµικού τµήµατος, προσδιορίζονται 

από την καθορισµένη µεταβολή  

 
( )yxi DDD ,= . 

 

 
 

Η ασυνεχής µετατόπισης iD  καθορίζεται σαν η διαφορά της µετατόπισης µεταξύ των 

δυο πλευρών του στοιχείου όπως φαίνεται ακολούθως : 

 
)0,()0,( 11 +− −= xuxuD iii  

 
ή 

 
)0,()0,( +− −= xuxuD xxx  

   
)0,()0,( +− −= xuxuD yyy  

 
Επειδή οι µεταβλητές xu  και yu είναι θετικές κατά µήκος των θετικών διευθύνσεων των 

Σχήµα: 3.1 Θετική και αρνητική πλευρά της ευθύγραµµης ρωγµής  

[ ]3.3

[ ]4.3

[ ]1.3

[ ]2.3
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συντεταγµένων x και y συνεπάγεται ότι οι θετικές διευθύνσεις των xD  και yD  είναι 

αυτές που φαίνονται στο ακόλουθο σχήµα ( )2.3 . Πρέπει να σηµειωθεί ότι µια θετική 

τιµή του yD  υποδηλώνει ότι οι δύο πλευρές της ρωγµής επικαλύπτονται. Είναι 

µαθηµατικά αποδεκτή η διείσδυση των δύο επιφανειών της ρωγµής (η µία µέσα στην 

άλλη), παρόλο που κάτι τέτοιο είναι εκ φύσεως αδύνατο να γίνει στην πραγµατικότητα. 

Ωστόσο αυτή η δυσκολία θα µπορούσε να ξεπεραστεί, θεωρώντας ότι η ρωγµή έχει ένα 

πεπερασµένο πάχος, µικρό σε σχέση µε το µήκος της, και ότι το µέγεθος της συνιστώσας 

της  ασυνεχούς µετατόπισης yD  είναι πάντα µικρότερο από αυτό. 

 

 
 

Η λύση των µετατοπίσεων και των τάσεων όπως έχει βρεθεί από τον Crouch S.L. and 

Starfield A.M. (1990) δίδεται από τις ακόλουθες σχέσεις: 

 

( )[ ] ( )[ ]xyxyxxyxx yffDyffDu ,,,, 2112 −−−+−−= νν  

( )[ ] ( )[ ]yyyyxyxxy yffDyffDu ,,,, 1221 −−+−−= νν  

 
και 

[ ] [ ]yyyyyyxyxxx yffGDxyyyffGD ,,, 2,22 ++++=σ  

[ ] [ ]yyyyyyxyyxyy yffGDyfGD ,,, 22 −+−=σ  

[ ] [ ]xyyyyyyyyyxxy yfGDyffGD ,,, 22 −++=σ  

Σχήµα 3.2: Σταθερές συνιστώσες ασυνεχών µετατοπίσεων xD και yD  

[ ]5.3

[ ]6.3
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Η συνάρτηση Green ( )yxf ,  σε αυτές τις εξισώσεις δίδεται από την ακόλουθη 

σχέση [ ]7.3   

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−ν−π
−

= 2222 yaxln)ax(yaxlnax
ax

yarctan
ax

yarctany
)1(4

1y,xf

 

 
Οι µερικές παράγωγοί της, πρώτης και δεύτερης τάξης είναι:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+−

ν−π
== 2222

x, yaxlnyaxln
14
1fy,x2F  

 

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

−−
−

==
ax

y
ax

yfyxF y arctanarctan
14

1,3 , νπ
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
−

+−−
==

2222, 14
1,4

yax
y

yax
yfyxF xy νπ

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
+

−
+−

−
−

=−==
2222,, 14

1,5
yax

ax
yax

axffyxF yyxx νπ
 

 
Οι εξισώσεις [ ]8.3 δείχνουν ότι και οι παράγωγοι τρίτου βαθµού της συνάρτησης 

( )yxf , είναι απαραίτητοι για τον υπολογισµό των τάσεων στο συγκεκριµένο πρόβληµα, 

για αυτό δίδονται ακολούθως: 

 

( ) ( )
( )
( ){ }

( )
( ){ } ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++

−+
−

+−

−−
−

== 222

22

222

22

, 14
1,6

yax

yax

yax

yaxfyxF xyy νπ
 

 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++

+
−

+−

−
−

== 222222, 14
2,7

yax

ax

yax

axyfyxF yyy νπ
 

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι οι µετατοπίσεις που δίδονται από τις σχέσεις [ ]5.3  είναι 

συνεχείς σε οποιοδήποτε σηµείο του άπειρου µέσου, εκτός από την περίπτωση που το 

ευθύγραµµο τµήµα  0, =< yax , διασχίζεται εγκάρσια, εξ΄ αιτίας της ασυνέχειας η 

[ ]8.3

[ ]9.3
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οποία προκύπτει από τον ορισµό της [ ]4.3 . Οι µετατοπίσεις κατά µήκος της ευθείας 

0=y δίδονται από τους παρακάτω τύπους: 

 

ax
axD

ax
y

ax
yDu yxx y +

−
−

−
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

+
−

−
−=

±→
ln

)1(4
)21(arctanarctan

2
1 lim

0 νπ
ν

π
 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

−
−

+
−

−
−

+=
±→ ax

y
ax

yD
ax
axDu

yyy arctanarctan
2
1ln

)1(4
)21( lim

0πνπ
ν

χ  

 

Οι περιοριστικές τιµές των αντι-εφαπτοµενικών όρων καθορίζονται µέσα από τη σχέση:  

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=<−

=<+

=>

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

−
−

+

±

→

0,

0,

0,0

arctanarctanlim
0

yax

yax

yax

ax
y

ax
y

y

π

π  

 

Χρησιµοποιώντας αυτά τα αποτελέσµατα µελετούνται τρεις χωριστές περιπτώσεις 

υπολογισµού των συνιστωσών µετατοπίσεων κατά µήκος του άξονα y : 

1. ±=> 0, yax  

  
ax
axDxu yx +

−
−

−
−= ln

)1(4
)21()0,(
νπ
ν  

  
ax
axDxu xy +

−
−

−
+= ln

)1(4
)21()0,(
νπ
ν  

 

2. +=< 0, yax  

  
ax
axDDxu yxx +

−
−

−
−−=+ ln

)1(4
)21(

2
1)0,(

νπ
ν  

  yxy D
ax
axDxu

2
1ln

)1(4
)21()0,( −

+
−

−
−

+=+ νπ
ν  

 

[ ]10.3

[ ]12.3

[ ]13.3

[ ]11.3
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3. −=< 0, yax  

  
ax
axDDxu yxx +

−
−

−
−+=− ln

)1(4
)21(

2
1)0,(

νπ
ν  

  yxy D
ax
axDxu

2
1ln

)1(4
)21()0,( +

+
−

−
−

+=− νπ
ν  

 

Οι µετατοπίσεις xu  και yu  παρά το γεγονός ότι είναι συνεχείς για ax >  επί της ευθείας 

0=y , παρουσιάζουν σταθερές ασυνεχείς µετατοπίσεις xD  και yD για 0, =< yax . 

 

Οι τάσεις κατά µήκος της γραµµής 0=y  οµοίως µπορούν να υπολογιστούν από την 

εξίσωση [ ]6.3   

 

ayyxx ax
DaG

axax
DGx

−−
=

+
−

−−
−

= 2

1
)1(

)11(
)1(2

)0,(
νπνπ

σ
 

ayyy ax
DaGx

−−
−

2

1
)1(

)0,(
νπ

σ  

axxy ax
DaGx

−−
−

2

1
)1(

)0,(
νπ

σ  

 

Οι ορθές τάσεις xxσ και yyσ  επί της 0=y εξαρτώνται µόνο από την ορθή συνιστώσα της 

ασυνεχούς µετατόπισης yD  ,ενώ οι διατµητικές τάσεις yxxy σσ =  εξαρτώνται µόνο από 

την εγκάρσια συνιστώσα xD . Από αυτές τις εξισώσεις συµπεραίνουµε ότι οι τάσεις είναι 

άπειρες και ασυνεχείς για α±=x , αλλά πεπερασµένες και συνεχείς σε οποιοδήποτε 

άλλο σηµείο κατά µήκος της 0=y . 

 

Οι κατευθύνσεις των συνιστωσών του διανύσµατος τάσης στις δύο επιφάνειες της 

ρωγµής απεικονίζονται στο σχήµα 3.3, θεωρώντας ότι 0>xD και 0>yD . 

 

[ ]14.3

[ ]15.3
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Όπως φαίνεται στο σχήµα ισχύουν οι σχέσεις: 

 

)0,()0,(

)0,()0,(

)0,()0,(

)0,()0,(

−−

−−

++

++

=

=

=

=

xxt

xxt

xxt

xxt

yyy

xyx

yyy

xyx

σ

σ

σ

σ

 

 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις αυτές και τις [ ]15.3  προκύπτει ότι )0,()0,( −+ −= xtxt ii , έτσι 

η συνιστώσα των τάσεων  )0,()0,()0,( −+ += xtxtxt iii  που εφαρµόζονται στη ρωγµή 

είναι ίση µε το µηδέν.  

 

Στην συγκεκριµένη περίπτωση οι µετατοπίσεις είναι ασυνεχείς δια µέσου της ρωγµής 

ενώ οι τάσεις είναι συνεχείς (Crouch S.L. and Starfield A.M. (1990)) 

 

3.3 Το Πρόβληµα της Ρωγµής Υπό Σταθερή Εσωτερική Πίεση  

 

Τα αποτελέσµατα του προηγούµενου κεφαλαίου µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την 

ανάπτυξη µιας αριθµητικής διαδικασίας για την επίλυση συνοριακών προβληµάτων 

τιµών στα πλαίσια της θεωρίας της επίπεδης ελαστικότητας. Η διαδικασία αυτή, δηλαδή 

η µέθοδος των ασυνεχών µετατοπίσεων, θα περιγραφεί για γενικότερα προβλήµατα στο 

παρακάτω κεφάλαιο. Είναι πολύ σηµαντικό, στο στάδιο αυτό, να διευκρινιστούν τα 

βασικά χαρακτηριστικά της µεθόδου µε τη µελέτη ενός απλού παραδείγµατος, δηλαδή 

Σχήµα 3.3: Τάσεις που εφαρµόζονται στην επιφάνεια της ρωγµής  

[ ]16.3
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του προβλήµατος µίας ευθύγραµµης ρωγµής υπό σταθερή εσωτερική πίεση, η οποία 

βρίσκεται µέσα σε ένα άπειρο µέσο. Το πρόβληµα αυτό προσδιορίζεται από τις 

παρακάτω συνθήκες : 

 

       

0,

0,

0,

=≥

=<

=∞<<∞−

ybx

ybx

yx

 

 
Θα πρέπει, επίσης να αναφερθεί ότι οι µετατοπίσεις και οι τάσεις στο άπειρο πρέπει να 

είναι ίσες µε το µηδέν. Η αναλυτική λύση για τη σχετική κατανοµή των ορθών 

µετατοπίσεων κατά µήκος της ρωγµής (δηλαδή το µέγεθος του ανοίγµατος) είναι: 

 
2/122

^
)/1()1(2)0,()0,()( bxpb

G
xuxuxu yyy −

−
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Για την αριθµητική επίλυση του παραπάνω προβλήµατος η ρωγµή διαιρείται σε Ν 

ευθύγραµµα τµήµατα ή συνοριακά στοιχεία όπου το καθένα αντιπροσωπεύει µια 

ασυνεχή µετατόπιση. Η συνιστώσα της µετατόπισης στον y άξονα είναι ασυνεχής δια 

µέσου του κάθε στοιχείου ενώ λόγω της συµµετρίας η x  συνιστώσα της µετατόπισης 

είναι συνεχής. Θεωρείται ότι το ευθύγραµµο τµήµα είναι αρκετά µικρό έτσι ώστε η 

ασυνεχής µετατόπιση κάθε στοιχείου, στην κατεύθυνση του y άξονα, να είναι σταθερή. 

Η αριθµητική λύση του προβλήµατος [ ]17.3  αντιπροσωπεύεται από Ν διακριτές 

ασυνεχείς µετατοπίσεις y

i
D  από Ni :1= . Οι τιµές των Ν µετατοπίσεων προσδιορίζονται 

από την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος Ν εξισώσεων µε Ν αγνώστους. Οι 

εξισώσεις αυτές προέρχονται από τις εξισώσεις [ ]15.3  όπως δείχνεται ακολούθως. 

 

Η ορθή τάση yyσ  σε ένα σηµείο 0, =yx που προκαλείται από µία σταθερή ασυνεχή 

µετατόπιση yD  στο διάστηµα 0,0, ==≤ yyax , λαµβάνοντας υπόψη την σχέση 

[ ]15.3 , είναι ίση µε : 
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[ ]17.3

[ ]18.3

[ ]19.3
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Εάν η µετατόπιση πραγµατοποιείται πάνω σε ευθύγραµµο τµήµα µήκους 
j
a2  όπου το 

µέσο του έχει συντεταγµένες  0, == yxx
j

, τότε η [ ]19.3 µπορεί να γραφτεί ως εξής: 

 

jj
y

j
j

yy

axx
DGax

22)(

1
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−
−

=
νπ
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όπου y

j
D  είναι η ασυνεχής µετατόπιση στο διάστηµα 0=≤− yaxx

jj

. Η τάση στο 

µέσο του κάθε i  στοιχείου η οποία οφείλεται σε µια ασυνεχή  µετατόπιση του j  

στοιχείου, υπολογίζεται θέτοντας όπου x ίσο µε 
j
x : 
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Στη συνέχεια υπολογίζεται η τάση στο µέσο του κάθε i  στοιχείου, η οποία οφείλεται 

στις ασυνεχείς µετατοπίσεις και των Ν. Η σχέση η οποία δίνει τη συνολική τάση είναι η 

εξής: 
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όπου 
ij
A  είναι ο συντελεστής επίδρασης: 
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j
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Θεωρείται ότι η τάση yy

i
σ  είναι αντιπροσωπευτική της ορθής τάσης στο διάστηµα 

0, =≤− yaxx
ii

. Μια αριθµητική λύση του προβλήµατος της ρωγµής υπό σταθερή 

εσωτερική πίεση προσδιορίζεται από το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα Ν εξισώσεων µε Ν 

αγνώστους : 

 

[ ]20.3

[ ]21.3

[ ]22.3

[ ]23.3
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NiDAp y

jN

j

ij

yy

i
:1

1
==−= ∑

=

σ         

 

Αυτές οι εξισώσεις µπορούν να επιλυθούν για  NiD y

j
:1= , µε συνηθισµένες µεθόδους 

αριθµητικής ανάλυσης. Σηµειώνεται ότι η µοναδική λύση η οποία προκύπτει από την 

επίλυση των εξισώσεων αυτών, ικανοποιεί αυτόµατα την απαιτουµένη συνθήκη, ότι οι 

µετατοπίσεις και οι τάσεις στο άπειρο είναι ίσες µε το µηδέν. (Σχέση 3.17) 

 

3.4 Γενίκευση της Αριθµητικής Μεθόδου  

 
Μια γενίκευση της αριθµητικής µεθόδου που περιγράφεται ανωτέρω (το πρόβληµα της 

πεπιεσµένης ρωγµής) για ένα πρόβληµα καµπυλόγραµµης ρωγµής, η οποία δέχεται 

σταθερή εσωτερική πίεση, απεικονίζεται στο σχήµα ( )4.3 . Στην περίπτωση αυτή 

θεωρείται ότι η ρωγµή µπορεί να προσεγγιστεί µε αρκετή ακρίβεια από Ν 

αλληλοσυνδεόµενα ευθύγραµµα τµήµατα. Η θέση και ο προσανατολισµός των 

τµηµάτων αυτών προσδιορίζεται µε την αναφορά τους στο καθολικό σύστηµα 

συντεταγµένων Oxy  όπως φαίνεται και στο σχήµα ( )4.3 . Εάν οι επιφάνειες της ρωγµής 

δέχονται τασική φόρτιση, για παράδειγµα µία οµοιόµορφη πίεση ρευστού P , τότε θα 

µετατοπιστούν η µία σε σχέση µε την άλλη. Η µέθοδος των ασυνεχών µετατοπίσεων 

χρησιµοποιείται για την εύρεση µίας διακριτής προσέγγισης της οµαλής κατανοµής της 

πραγµατικής σχετικής µετατόπισης των άκρων της ρωγµής. Στην περίπτωση που 

µελετάται, θεωρείται ότι η µετακίνηση των επιφανειών της ρωγµής δε περιορίζεται σε 

καµία κατεύθυνση. Οι ασυνεχείς µετατοπίσεις των στοιχείων προσδιορίζονται 

λαµβάνοντας υπόψη τις τοπικές συντεταγµένες s και n  κάθε στοιχείου όπως 

υποδεικνύεται στο σχήµα ( )4.3 , το οποίο απεικονίζει µία στοιχειώδεις ασυνεχή 

µετατόπιση ενός j  τµήµατος της ρωγµής. Οι συνιστώσες της ασυνέχειας στις 

κατευθύνσεις s  και n στο τµήµα αυτό αναφέρονται µε τα σύµβολα s

j
D και n

j
D . Οι τύποι 

οι οποίοι δίνουν τις ποσότητες αυτές είναι οι εξής : 

 

 

[ ]24.3
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+−

−= s

j

s

j

s

j
uuD  

+−

−= n

j

n

j

n

j
uuD  

Στην παραπάνω υπόδειξη τα φυσικά µεγέθη (µετατοπίσεις) s

j
u και n

j
u , αναφέρονται στις 

διατµητικές, s και στις ορθές, n  µετατοπίσεις αντίστοιχα του j  τµήµατος της ρωγµής. 

Τα πρόσηµα "+" και  "-" συµβολίζουν τη θετική και την αρνητική επιφάνεια της ρωγµής 

σύµφωνα µε τις τοπικές συντεταγµένες n  και s . Οι τοπικές µετατοπίσεις s

j
u  και n

j
u  

αποτελούν τις δύο συνιστώσες ενός διανύσµατος. 

 

 

Είναι θετικές στις θετικές κατευθύνσεις των s  και n , ανεξάρτητα από το εάν εξετάζουµε 

τη θετική ή την αρνητική επιφάνεια της ρωγµής. Συνεπώς από τις σχέσεις [ ]25.3 , 

προκύπτει ότι η ορθή συνιστώσα της µετατόπισης n

j
D  είναι θετική εάν οι δύο επιφάνειες 

της ρωγµής µετατοπίζονται η µια προς την άλλη. Οµοίως, και η διατµητική συνιστώσα 

s

j
D  είναι θετική εάν η θετική επιφάνεια της ρωγµής κινείται προς τα αριστερά σε σχέση 

µε την αρνητική επιφάνεια . 

[ ]25.3

Σχήµα 3.4: Απεικόνιση µιας ρωγµής από Ν στοιχειακές ασυνεχείς µετατοπίσεις 
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Οι επιδράσεις µίας στοιχειώδους συνεχής µετατόπισης, στις µετατοπίσεις και στις τάσεις 

σε ένα τυχαίο σηµείο εντός άπειρου µέσου, µπορούν να υπολογιστούν από τα 

αποτελέσµατα της ενότητας 3.2, µε κατάλληλο µετασχηµατισµό των εξισώσεων ανάλογα 

µε τη θέση και τον προσανατολισµό του ευθύγραµµου τµήµατος που µελετάται. 

Συγκεκριµένα οι διατµητικές και οι ορθές τάσεις οι οποίες ενεργούν στο µέσο του i  

στοιχείου (σχήµα 3.4 b) και οφείλονται στις συνιστώσες των ασυνεχών µετατοπίσεων 

στο j  στοιχείο, µπορούν να βρεθούν από τις σχέσεις : 
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όπου 
ij

ssA  κτλ. είναι οι συνοριακοί συντελεστές επίδρασης των τάσεων. Ο συντελεστής 

ij

nsA , παραδείγµατος χάριν, δίνει την ορθή τάση στο µέσο του i  στοιχείου (δηλ. 
i

nσ ) που 

οφείλεται σε µια συνεχή µοναδιαία διατµητική ασυνεχή µετατόπισης  του j στοιχείου 

(δηλ. 1=
j

sD ).  

 

Επιστρέφοντας στο πρόβληµα της ρωγµής το οποίο απεικονίζεται στο σχήµα 3.4a, 

εφαρµόζεται µια στοιχειακή ασυνεχή µετατόπιση σε κάθε ένα από τα Ν στοιχεία-

τµήµατα κατά µήκος της ρωγµής και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις [ ]26.3  λαµβάνονται οι 

ακόλουθοι τύποι:  
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Εάν προσδιοριστούν οι τιµές των τάσεων 
i

sσ και 
i

nσ για κάθε ένα στοιχείο της  ρωγµής, 

κατόπιν οι εξισώσεις [ ]27.3  αποτελούν ένα γραµµικό σύστηµα 2N εξισώσεων µε 2Ν 

[ ]26.3

[ ]27.3
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αγνώστους, που είναι οι συνιστώσες των στοιχειωδών ασυνεχών µετατοπίσεων 
j

sD , 
j

nD  

για Nj :1= . 

Έχοντας επιλυθεί το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων για τις 
j

sD και τις 
j

nD , µπορεί στη 

συνέχεια υπολογιστούν οι µετατοπίσεις και οι τάσεις στο απαιτούµενο σηµείο του µέσου 

του στοιχείου, χρησιµοποιώντας την αρχή της υπέρθεσης. Στη συγκεκριµένη περίπτωση 

οι µετατοπίσεις κατά µήκος της ρωγµής δίνονται από τις εκφράσεις της µορφής: 
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όπου 
ij

ssB  κτλ. είναι οι συνοριακοί συντελεστές επίδρασης για τις µετατοπίσεις. Οι 

µετατοπίσεις είναι ασυνεχείς καθώς διασχίζονται οι επιφάνειες του i  στοιχείου. Για 

αυτό, θα πρέπει να διαχωριστούν µεταξύ τους οι δύο αυτές επιφάνειες κατά τον 

υπολογισµό των συντελεστών επίδρασης µε τη βοήθεια των παραπάνω τύπων. 

Ακολούθως δείχνεται ότι οι διαγώνιοι όροι του πίνακα, ο οποίος δίνει τους  συντελεστές 

επίδρασης έχουν τις εξής τιµές: 
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Οι υπόλοιποι συντελεστές, δηλ. αυτοί στους οποίους ji ≠ , είναι συνεχείς µε 

αποτέλεσµα οι µετατοπίσεις  
j

su  
j

nu µέσα στη σχέση [ ]28.3  να επιδεικνύουν συνεχείς 

ασυνεχείς µετατοπίσεις sD  και nD  όπως φυσικά απαιτείται.  

 

[ ]28.3

[ ]29.3
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Ο υπολογισµός των συντελεστών επίδρασης στο σύστηµα συντεταγµένων Oxy , γίνεται 

µε τις εξισώσεις µετασχηµατισµού συντεταγµένων που δίδονται στο παράρτηµα Α. 

 

3.5 Αντι-επίπεδη Φόρτιση (Τύπος ΙΙΙ) 

 
Η προηγούµενη ανάλυση αφορούσε τους τύπους φόρτισης Ι και ΙΙ, όπου η ρωγµή 

καταπονείται σε εφελκυστική ορθή τάση κάθετη στον άξονά της για τον πρώτο τύπο και 

σε διατµητική τάση παράλληλη στον άξονά της για τον δεύτερο τύπο φόρτισης. 

 

Με αντίστοιχη διαδικασία που περιγράφεται ακολούθως αναπτύσσεται η µέθοδος για 

την περίπτωση φόρτιση του τρίτου τύπου, που αντιστοιχεί σε καταπόνηση µε διατµητική 

τάση κάθετη στο επίπεδο της ρωγµής. 

 

Η ασυνεχής µετατόπισης iD  ,στην περίπτωση αυτή, καθορίζεται σαν η διαφορά της 

µετατόπισης µεταξύ των δυο πλευρών του στοιχείου όπως φαίνεται ακολούθως : 

 
)0,()0,( +− −= xuxuD zzz  

 
Οι λύσεις των τάσεων και των µετατοπίσεων του προβλήµατος µπορούν να γραφτούν 

όπως : 

zantiz DFu 12
1
π

=  

 

zantizyyz DFG
22π

σσ ==  

και 

zantizxxz DFG
32π

σσ −==  

όπου: 

x
yF anti arctan1 =  

222 yx
xF anti +

=  

[ ]30.3

[ ]31.3

[ ]32.3

[ ]33.3
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223 yx
yF anti +

−=  

 

Σε αντιστοιχία µε την ανάλυση που έγινε στις προηγούµενες ενότητες 3.2, 3.3, θα 

διευκρινιστούν στη συνέχεια τα βασικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της µεθόδου των 

ασυνεχών µετατοπίσεων για την περίπτωση φόρτισης τύπου ΙΙΙ, µε τη µελέτη ενός 

απλού παραδείγµατος, δηλαδή του προβλήµατος της ευθύγραµµης ρωγµής που 

βρίσκεται σε άπειρο µέσο και υποβάλλεται σε σταθερή εσωτερική πίεση. 

 

 

Το πρόβληµα αυτό προσδιορίζεται από τις παρακάτω συνθήκες: 
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Σηµειώνεται ότι οι µετατοπίσεις και οι τάσεις στο άπειρο είναι ίσες µε το µηδέν. Η 

αναλυτική λύση για τη σχετική κατανοµή των ορθών µετατοπίσεων κατά µήκος της 

ρωγµής (δηλαδή το µέγεθος του ανοίγµατος) είναι: 

 
2/122

^
)/1(2)0,()0,()( bxpb

G
xuxuxu zzz −=−= +−  

 

Για την αριθµητική επίλυση του παραπάνω προβλήµατος η ρωγµή διαιρείται σε Ν 

ευθύγραµµα τµήµατα ή συνοριακά στοιχεία όπου το καθένα αντιπροσωπεύει µια 

Σχήµα 3.5: Απεικόνιση του τύπου φόρτισης ΙΙΙ 

[ ]34.3

[ ]35.3
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ασυνεχή µετατόπιση. Η αριθµητική λύση του προβλήµατος [ ]35.3  αντιπροσωπεύεται 

από Ν διακριτές ασυνεχείς µετατοπίσεις z

i
D  από Ni :1= . Οι τιµές των Ν µετατοπίσεων 

προσδιορίζονται από την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος Ν εξισώσεων µε Ν 

αγνώστους 

Η τάση yzσ σε ένα σηµείο 0, =yx  προκαλείται από µία σταθερή ασυνεχή µετατόπιση 

zD στο διάστηµα 0,0, ==≤ yyax είναι: 

 

zzyyz D
yx

xG
222 +

==
π

σσ  

 

Εάν η µετατόπιση πραγµατοποιείται πάνω σε ευθύγραµµο τµήµα µήκους 
j

a2  όπου το 

µέσο του έχει συντεταγµένες  0, == yxx
j

, τότε η [ ]53.3 µπορεί να γραφτεί ως εξής: 

 

( ) z

j

j

jj

yz D
yxx

xxGx
2

22
0,

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

π
σ  

 

όπου z

j
D  είναι η ασυνεχής µετατόπιση στο διάστηµα 0=≤− yaxx

jj

. Η τάση στο 

µέσο του κάθε i  στοιχείου η οποία οφείλεται σε µια ασυνεχή  µετατόπιση του j  

στοιχείου, υπολογίζεται θέτοντας όπου x ίσο µε 
j

x : 

 

z

j

ji

jij
i

yz D
yxx

xxGx
2

22
0,

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
σ  

 
Στη συνέχεια υπολογίζεται η τάση στο µέσο του κάθε i  στοιχείου, η οποία οφείλεται 

στις ασυνεχείς µετατοπίσεις και των Ν. Η σχέση η οποία δίνει τη συνολική τάση είναι η 

εξής: 

 

z

jN

j

ij

yz

ii

yz DAx ∑
=

==
1

)0,( σσ  

 

[ ]36.3

[ ]37.3

[ ]38.3

[ ]39.3
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όπου 
ij
A ο συντελεστής επίδρασης : 

 

2
22

yxx

xxGA
ji

jij
ij

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

π

 
 
Μια αριθµητική λύση του προβλήµατος της ρωγµής υπό σταθερή εσωτερική πίεση 

προσδιορίζεται από το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα Ν εξισώσεων µε Ν αγνώστους : 

 

NiDAp z

jN

j

ij

yz

i
:1

1
==−= ∑

=

σ         

 

Αυτές οι εξισώσεις µπορούν να επιλυθούν για  NiD z

j

:1= , µε συνηθισµένες µεθόδους 

αριθµητικής ανάλυσης. Σηµειώνεται ότι η µοναδική λύση η οποία προκύπτει από την 

επίλυση των εξισώσεων αυτών, ικανοποιεί αυτόµατα την απαιτουµένη συνθήκη, ότι οι 

µετατοπίσεις και οι τάσεις στο άπειρο είναι ίσες µε το µηδέν. 

Μια γενίκευση της αριθµητικής µεθόδου που περιγράφεται ανωτέρω (το πρόβληµα της 

πεπιεσµένης ρωγµής) για ένα πρόβληµα καµπυλόγραµµης ρωγµής, η οποία δέχεται 

σταθερή εσωτερική πίεση, απεικονίζεται στο σχήµα ( )6.3 . Στην περίπτωση αυτή 

θεωρείται ότι η ρωγµή µπορεί να προσεγγιστεί µε αρκετή ακρίβεια από Ν ευθύγραµµα 

τµήµατα τα οποία συνδέονται µεταξύ τους. Η θέση και ο προσανατολισµός των 

τµηµάτων αυτών προσδιορίζεται µε την αναφορά τους στο γενικό σύστηµα 

συντεταγµένων yx, όπως φαίνεται και στο σχήµα ( )6.3  

 

[ ]40.3

[ ]41.3

Σχήµα 3.6: Απεικόνιση καµπυλόγραµµης ρωγµής 
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Οι ασυνεχείς µετατοπίσεις των στοιχείων προσδιορίζονται λαµβάνοντας υπόψη τις 

τοπικές συντεταγµένες s  και n  κάθε στοιχείου όπως υποδεικνύεται στο σχήµα 3.6, η 

οποία απεικονίζει µία στοιχειώδες ασυνεχή µετατόπιση ενός j  τµήµατος της ρωγµής.  

Χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις ),(1 yxF anti ′′  έως ),(3 yxF anti ′′ , υπολογίζονται οι 

σχέσεις που δίνουν τις τάσεις και τις µετατοπίσεις στην διεύθυνση του z άξονα: 

 

zantiz DFu ′′=′ 12
1
π

 

 
και 

 

zantizyyz DFG ′′=′=′ 22π
σσ  

 

zantizxxz DFG ′′−=′=′ 32π
σσ  

 

όπου zz DD =′ , ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων, γίνεται στρέφοντας γύρο από τον 

άξονα z. 

Οι τάσεις και οι µετατοπίσεις στο x,y σύστηµα συντεταγµένων δίδονται από τις σχέσεις 

ως εξής:  

 
zz uu ′=  

 
και 

 

( ) zantiantixz DFFG ββ
π

σ sincos
2 23 ′−′=  

 

( ) zantiantiyz DFFG ββ
π

σ cossin
2 23 ′+′=  

 

Οι τοπικές yx ′′, συντεταγµένες συσχετίζονται µε τις παγκόσµιες yx,  µε βάσει τις 

εξισώσεις µετασχηµατισµού.  

[ ]42.3

[ ]43.3

[ ]44.3

[ ]45.3
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3.6 Συντελεστής Έντασης των Τάσεων 

 

Ο συντελεστής έντασης των τάσεων, όπως φαίνεται και στις εξισώσεις 

[ ] [ ] [ ]26.2,23.2,20.2  του κεφαλαίου 2, συνδέεται µε τις σχετικές µετατοπίσεις της 

ρωγµής. Στην υπο µελέτη µέθοδο των ασυνεχών µετατοπίσεων µπορεί να συσχετιστεί µε 

τις αντίστοιχες ασυνεχείς µετατοπίσεις στην περίπτωση που ισχύει συµµετρία 

µετατοπίσεων µεταξύ των παρυφών του συνόρου της ρωγµής. Συνεπώς λαµβάνοντας 

υπόψη τις ασυνεχής µετατοπίσεις της ρωγµής πολύ κοντά στην αιχµή της και θεωρώντας 

πθ = , υπολογίζεται ο συντελεστής έντασης των τάσεων και για τους τρεις τρόπους 

φόρτισης όπως φαίνεται ακολούθως: 

 

 

 

 

Τύπος φόρτισης Ι: 

[ ]20.2
2 ⇒= yN uD  ( ) ( )ν

π
ν

−
+

= 12
2

122 r
E

K
D I

N
( )

⇒
−

=
π

ν
2

18 2 rK
E I  

 

( ) N2I D
r

2π
ν18

EK
−

=  

 

Τύπος φόρτισης ΙΙ: 

[ ]23.2
2 ⇒= XS uD  

( ) ( )ν
π

ν
−

+
= 12

2
122 r

E
K

D II
S  ( )

⇒
−

=
π

ν
2

18 2 rK
E II  

 

( ) s2II D
r

2π
ν18

EK
−

=  

[ ]46.3

[ ]47.3

Σχήµα 3.7: Σύστηµα συντεταγµένων στην αιχµή της ρωγµής 
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Τύπος φόρτισης ΙΙΙ: 

[ ]26.2

zz u2D ⇒=
( )

⇒
+

=
π

ν r
E

K
D III

z
214   

 

( ) zIII D
2r
π

ν14
EK
+

=  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[ ]48.3
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Κεφάλαιο 4ο 

Πρόγραµµα Επίλυσης ( DDBE2D ) 
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4.1. Εισαγωγή 

 

Το DDBE2D (Displacement Discontinuity Boundary Element Two Dimensions) είναι 

ένα αριθµητικό πρόγραµµα δυο διαστάσεων, βασισµένο στη µέθοδο συνοριακών 

στοιχείων και πιο συγκεκριµένα στη µέθοδο των ασυνεχών µετατοπίσεων. Το 

πρόγραµµα αυτό κατασκευάστηκε στα πλαίσια της ∆ιπλωµατικής αυτής εργασίας.  

 

Το πρόγραµµα αυτό υπολογίζει αριθµητικά τις συνιστώσες των τάσεων και των 

µετατοπίσεων τόσο στα σύνορα, όσο και σε όλα τα σηµεία του περιβάλλοντος 

πετρώµατος. Είναι βασισµένο στο είδη υπάρχον πρόγραµµα  TWODD σε γλώσσα 

προγραµµατισµού FORTRAN (Crouch & Starfield, 1990) και αναπρογραµµατίστηκε σε 

γλώσσα MATLAB. Οι τροποποιήσεις του προγράµµατος αυτού αφορούν: 

 

I. Κατασκευή προ-επεξεργαστή για την ταχεία εισαγωγή των συνοριακών 

στοιχείων των ρωγµών ή των εκσκαφών µέσω του σχεδιαστικού πακέτου 

AUTOCAD. 

 

II. Κατασκευή µετα-επεξεργαστή για τη δηµιουργία τριγωνικού πλέγµατος στο 

άπειρο µέσο, στους κόµβους του οποίου υπολογίζονται οι τάσεις και οι 

µετατοπίσεις για την δηµιουργία διαγραµµάτων και ισοχρωµατικών 

επιφανειών. 

 

III. ∆υνατότητα επίλυσης και των τριών διαφορετικών τρόπων φόρτισης που 

µπορούν να υφίστανται στο επίπεδο (επίπεδη παραµόρφωση και αντι-επίπεδη 

παραµόρφωση ). 

 

 

Στο σχήµα 4.1 παρουσιάζεται το διάγραµµα ροής του υπολογιστικού προγράµµατος. 
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Εισαγωγή ∆εδοµένων 

Προσδιορισµός των θέσεων, 
µεγεθών , προσανατολισµών 

και των συνοριακών συνθήκων  

Εξαγωγή πινάκων σε 
αρχείο ASCII  
( geometry) 

Επίλυση του συστήµατος 
αλγεβρικών εξισώσεων 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 
DDBE2D 

Σχεδιασµός Συνόρων 
στο  AutoCAD 

Συνοριακές Συνθήκες 
Παράµετροι υλικού 
Εξωτερικές τάσεις  

Υπολογισµός συνοριακών 
µετατοπίσεων και τάσεων 

∆ιαγράµµατα στα 
 σύνορα  

Εξαγωγή πινάκων 
(results) 

Υπολογισµός µετατοπίσεων και 
τάσεων σε καθορισµένες 
διευθύνσεις στο σώµα  

∆ιαγράµµατα στα 
προκαθορισµένα σηµεία 

Εξαγωγή πινάκων 
(specified) 

Υπολογισµός µετατοπίσεων και 
τάσεων σε όλο το µέσο 

∆ιαγράµµατα στο  
σώµα 

Σχήµα 4.1: Συνοπτικό διάγραµµα ροής του προγράµµατος DDBE2D 
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4.2. Εισαγωγή ∆εδοµένων 

 

4.2.1 Σχεδιασµός στο AUTOCAD 

 
Ο σχεδιασµός των συνοριακών στοιχείων στο AUTOCAD, γίνεται µε βάση τους 

ακόλουθους κανόνες: 

 

I. Τα στοιχεία  που περιγράφουν τα σύνορα σχεδιάζονται µε την  εντολή 

«polyline» του σχεδιαστικού πακέτου AUTOCAD. 

II. Η γεωµετρία µιας ρωγµής θα πρέπει να περιγράφεται µε όσο το δυνατόν 

περισσότερα στοιχεία, µε το προεπιλεγµένο χρώµα  

 

 
 

 

III. Τα ανοίγµατα κατά αντιστοιχία µε τις ρωγµές περιγράφονται από µικρά  

διαδοχικά στοιχεία που αποτελούν µια κλειστή καµπύλη. Σχεδιάζονται µε 

φορά αντίθετη των δεικτών του ρολογιού και το τελευταίο στοιχείο που 

κλείνει την καµπύλη δηµιουργείται µε την εντολή «close». Για να 

διαχωριστούν από τις ρωγµές, το χρώµα  όλων των στοιχείων που αποτελούν 

τα ανοίγµατα, πρέπει να είναι κόκκινο.  

Σχήµα 4.2: Γεωµετρία της ρωγµής 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4                                                                                                                                                ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 

Τσούτσουβα Μαρία 
Μελέτη Εντατικοπαραµορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  

52

 
 

 

IV. Εφόσον έχουν σχεδιαστεί όλα τα σύνορα που περιγράφουν το υπό µελέτη 

πρόβληµα, σχεδιάζονται δύο επιπλέον συνοριακά στοιχεία στο εσωτερικό κάθε 

ανοίγµατος, µε διαφορετικό προσανατολισµό µεταξύ τους. Η ύπαρξή τους 

αποτρέπει την ακανόνιστη µετακίνηση και περιστροφή της εσωτερική 

περιοχής.  

 

 
 

 

 

V. Για τον υπολογισµό των τάσεων και των µετατοπίσεων σε συγκεκριµένες 

διευθύνσεις στο σώµα, σχεδιάζεται ευθύγραµµο τµήµα µε κίτρινο χρώµα.  

 

Σχήµα 4.3: Γεωµετρία του ανοίγµατος  

Σχήµα 4.4 : ∆υο επιπλέον συνοριακά στοιχεία στο για σταθεροποίηση της 
εσωτερικής περιοχής 
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VI. Τέλ

(ar

 

4.2.2. Εισα

 
Η εισαγωγή τ

υποπρόγραµµ

δηµιουργεί τέσ

των συνόρων.

 

Ακόµη, δηµιο

αυτό πλέγµα 

στοιχείων, εφ

µεταβλητών σ

θέσεις των σ

µεγαλύτερες ε

 

Στα σχήµατα 

περίπτωση ενό

 

Σχήµα 4.5: Κατευθύνσεις που µελετούνται στην περίπτωση κυκλικού 

ανοίγµατος 
α 
αραµορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  

53

ος, το σχέδιο σώζεται σε αρχείο τύπου .dxf µε το όνοµα «αρχείο» 

xeio.dxf) στο περιβάλλον εργασίας του MATLAB. 

γωγή Γεωµετρίας   

ης γεωµετρίας του προβλήµατος γίνεται µε το υποπρόγραµµα dxfread. Το 

α αυτό αποκωδικοποιεί το αρχείο του AUTOCAD (arxeio.dxf) και 

σερις πίνακες µε τις συντεταγµένες αρχής και τέλους όλων των στοιχείων 

  

υργεί ένα περιβάλλον τριγωνικό πλέγµα στο άπειρο µέσο. Το τριγωνικό 

δεν θα πρέπει να συσχετιστεί µε το αντίστοιχο των πεπερασµένων 

όσον ο µόνος λόγος ύπαρξής του είναι ο αριθµητικός υπολογισµός των 

τους κόµβους του. Η έκταση αυτού εξαρτάται από τις διαστάσεις και τις 

υνόρων, ούτως ώστε να περικλείεται η περιοχή που υφίσταται τις 

πιδράσεις (ζώνη επίδρασης).  

4.6 και 4.7 παρουσιάζεται το τριγωνικό πλέγµα που δηµιουργείται στην 

ς κυκλικού ανοίγµατος και µιας ευθύγραµµης ρωγµής.  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4                                                                                                                                                ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 

Τσούτσουβα Μαρία 
Μελέτη Εντατικοπαραµορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  

54

 
 

 

 

 
 

 

 

4.2.3. Παράµετροι Υλικού, Συνοριακές Συνθήκες και Τάσεις 
 

Για να ορισθεί πλήρως το πρόβληµα εκτός της γεωµετρίας του, δίδονται και τα 

ακόλουθα στοιχεία: 

 

• Οι παράµετροι του υλικού, που είναι ο λόγος του Poisson ν και το µέτρο 

ελαστικότητας Ε.  

Σχήµα 4.6:Το τριγωνικό πλέγµα που δηµιουργείται στην περίπτωση ενός 
κυκλικού ανοίγµατος 

Σχήµα 4.7:Το τριγωνικό πλέγµα που δηµιουργείται στην περίπτωση µιας 
ευθύγραµµης ρωγµής  
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• Οι τάσεις µακρινού πεδίου ( )yzxzxyxxyy PPPPP ,,,, . 

• Τέλος δίδονται οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος που αφορούν είτε 

τις τάσεις, είτε τις µετατοπίσεις είτε συνδυασµό αυτών.   

 

Το πρόγραµµα αυτό είναι σχεδιασµένο, ώστε να λειτουργεί σε οποιοδήποτε σταθερό 

σύστηµα µονάδων. Οι µονάδες των συνοριακών µετατοπίσεων, εφόσον χρειάζεται να 

περιγραφούν, πρέπει να είναι στο ίδιο σύστηµα µε τις µονάδες των συντεταγµένων 

θέσεων. Επίσης, οι τάσεις πρέπει να ανήκουν στο ίδιο σύστηµα µε τις µονάδες του 

µέτρου ελαστικότητας του Young έτσι ώστε τα αποτελέσµατα που θα προκύψουν να 

ανήκουν στα παραπάνω συστήµατα µονάδων. 

 

4.3 Επίλυση 

 
Μετά το στάδιο της εισαγωγής των δεδοµένων, ακολουθεί η επίλυση του προβλήµατος 

που έχει περιγραφεί. Η εντατικοπαραµορφωσιακή κατάσταση του πεδίου 

προσδιορίζεται, τόσο στην περίπτωση επίπεδων φορτίσεων, όσο και σε αντι-επίπεδες 

φορτίσεις 

 

Τα στάδια που ακολουθούνται για την επίλυση είναι τα ακόλουθα: 

 

 Το πρώτο στάδιο αφορά την γεωµετρία του προβλήµατος, προσδιορίζονται 

οι θέσεις των κέντρων των στοιχείων, τα µέτρα τους, καθώς και ο 

προσανατολισµός τους . 

 Στο δεύτερο στάδιο προσαρµόζονται οι τάσεις του µακρινού πεδίου ώστε 

σε συνδυασµό µε τις συνοριακές συνθήκες να δώσουν τις τιµές των 

συνοριακών τάσεων. 

 Στο τρίτο στάδιο, υπολογίζονται οι συντελεστές επίδρασης, από τις σχέσεις 

[ ]23.3  [ ]29.3  και δηµιουργείται το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων.   

 Ακολουθεί η επίλυση του συστήµατος των αλγεβρικών εξισώσεων.   

 Στο πέµπτο στάδιο γίνεται ο υπολογισµός των τάσεων και των 

µετατοπίσεων στα σύνορα µε βάσει τις σχέσεις [ ]27.3  [ ]28.3  όπως 

παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 3. 
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 Το έκτο και τελευταίο στάδιο περιλαµβάνει τον υπολογισµό των τάσεων 

και των µετατοπίσεων σε όλο το άπειρο µέσω καθώς και σε συγκεκριµένα 

σηµεία µέσα σε αυτό εφόσον είναι επιθυµητό.  

 

Στην περίπτωση αντιεπίπεδης φόρτισης χρησιµοποιούνται οι σχέσεις [ ]42.3  [ ]43.3  για 

τον υπολογισµό των συντελεστών επιρροής  

 

4.4 Εξαγωγή Αποτελεσµάτων 

 
Τα αποτελέσµατα από το πρόγραµµα εξάγονται είτε µε τη µορφή πινάκων, είτε ως 

γραφήµατα. Για την καλύτερη περιγραφή και κατανόηση των τρόπων παρουσίασης των 

αποτελεσµάτων χρησιµοποιείται το απλό παράδειγµα της οριζόντιας ρωγµής µήκους 2 

µε είκοσι στοιχεία. 

 

4.4.1 Πίνακες Αποτελεσµάτων 

 
Στο πρόγραµµα, τα αποτελέσµατα εξόδου δίδονται σε έξι αρχεία σε µορφή ‘ASCII’ τα 

οποία είναι προσβάσιµα από οποιοδήποτε επεξεργαστή κειµένου ή επεξεργαστή 

αριθµητικών δεδοµένων όπως για παράδειγµα το ‘excel’.  
Τα αρχεία αυτά είναι* : 

 

 Το πρώτο αρχείο σώζεται µε το όνοµα ‘input’ και περιέχει τα δεδοµένα 

εισόδου που είναι οι παράµετροι του υλικού και οι επιβαλλόµενες τάσεις µε τη 

µορφή που φαίνονται στον πίνακα 4.1  

 

Πίνακας 4.1 ∆εδοµένα εισόδου 

xxP  yyP  xyP  yzP  xzP  E  PR  

0 1 0 1 0 22000 0.1 

 

όπου:                                                                                                                      

xxP  είναι η οριζόντια ορθή τάση                                                                

                                                 
* Τα αριθµητικά αποτελέσµατα των πινάκων αφορούν το απλό πρόβληµα της πεπιεσµένης ρωγµής  
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yyP  είναι η κατακόρυφη ορθή τάση  

xyP  είναι η διατµητική τάση στο επίπεδο 

xzyz PP ,  είναι οι διατµητικές τάσεις εκτός του επιπέδου 

E  είναι το µέτρο ελαστικότητας και 

PR  ο λόγος του poisson 

 

 Ακόµη δηµιουργείται το αρχείο µε την ονοµασία «geometry» που περιέχει 

πληροφορίες για τα συνοριακά στοιχεία και έχει την µορφή του πίνακα 4.2 

 

Πίνακας 4.2: Γεωµετρία συνοριακών στοιχείων 

begX  begY  endX  endY  mX  mY  A  Sinbet  Cosbet  bvs  bvn  Kode  

61,83 162,33 61,937 162,33 61,88 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
61,93 162,33 62,037 162,33 61,98 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
62,03 162,33 62,137 162,33 62,08 162,33 0,05 0 1 0 0 1 

62,13 162,33 62,237 162,33 62,18 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
62,23 162,33 62,337 162,33 62,28 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
62,33 162,33 62,437 162,33 62,38 162,33 0,05 0 1 0 0 1 

62,43 162,33 62,537 162,33 62,48 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
62,53 162,33 62,637 162,33 62,58 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
62,63 162,33 62,737 162,33 62,68 162,33 0,05 0 1 0 0 1 

62,73 162,33 62,837 162,33 62,78 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
62,83 162,33 62,937 162,33 62,88 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
62,93 162,33 63,037 162,33 62,98 162,33 0,05 0 1 0 0 1 

63,03 162,33 63,137 162,33 63,08 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
63,13 162,33 63,237 162,33 63,18 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
63,23 162,33 63,337 162,33 63,28 162,33 0,05 0 1 0 0 1 

63,33 162,33 63,437 162,33 63,38 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
63,43 162,33 63,537 162,33 63,48 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
63,53 162,33 63,637 162,33 63,58 162,33 0,05 0 1 0 0 1 

63,63 162,33 63,737 162,33 63,68 162,33 0,05 0 1 0 0 1 
63,73 162,33 63,837 162,33 63,78 162,33 0,05 0 1 0 0 1 

 

 όπου: 

begX , begY  είναι οι συντεταγµένες αρχής των στοιχείων 

endX , endY  είναι οι συντεταγµένες τέλους των στοιχείων 

mX , mY είναι οι συντεταγµένες των κέντρων τους 

A  είναι τα µέτρα τους  

Sinbet , Cosbet  προσδιορίζουν την κατεύθυνση τους  

bvs , bvn οι συνοριακές συνθήκες  και  
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Kode  το είδος των συνοριακών συνθηκών που περιγράφονται 

 

 Το τρίτο αρχείο που δηµιουργείται περιέχει τα αποτελέσµατα στα µέσα των 

συνοριακών στοιχείων και έχει την ονοµασία ‘results’, ενώ εµφανίζεται µε την 

µορφή του πίνακα 4.3  

 

όπου 

Ds  είναι η διατµητική συνιστώσα της ασυνεχούς µετατόπισης  

POSNEG UsUs ,  είναι οι διατµητικές συνιστώσες στην αρνητική και στην θετική πλευρά 

του κάθε στοιχείου αντίστοιχα 

Dn  είναι η ορθή συνιστώσα της ασυνεχούς µετατόπισης  

POSNEG UnUn ,  είναι οι ορθές συνιστώσες στην αρνητική και στην θετική πλευρά του 

κάθε στοιχείου αντίστοιχα  

POSNEG UxUx ,  είναι οι οριζόντιες συνιστώσες στην αρνητική και στην θετική πλευρά του 

κάθε στοιχείου αντίστοιχα  

POSNEG UyUy ,  είναι οι κατακόρυφες συνιστώσες στην αρνητική και στην θετική πλευρά 

του κάθε στοιχείου αντίστοιχα  

SIGs  είναι η διατµητική συνιστώσα της τάσης  

SIGn  είναι η ορθή συνιστώσα της τάσης  
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Πίνακας 4.3: Αποτελέσµατα στα µέσα των συνοριακών στοιχείων 

Ds  NEGUs  POSUs  Dn  NEGUn  POSUn  NEGUx  NEGUy  POSUx  POSUy  SIGs  SIGn  

0.00E+00 3.59E-05 3.59E-05 -7.09E-05 -3.54E-05 3.54E-05 3.59E-05 -3.54E-05 3.59E-05 3.54E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 3.27E-05 3.27E-05 -1.04E-04 -5.18E-05 5.18E-05 3.27E-05 -5.18E-05 3.27E-05 5.18E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 2.91E-05 2.91E-05 -1.26E-04 -6.30E-05 6.30E-05 2.91E-05 -6.30E-05 2.91E-05 6.30E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 2.53E-05 2.53E-05 -1.43E-04 -7.14E-05 7.14E-05 2.53E-05 -7.14E-05 2.53E-05 7.14E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 2.14E-05 2.14E-05 -1.56E-04 -7.79E-05 7.79E-05 2.14E-05 -7.79E-05 2.14E-05 7.79E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 1.76E-05 1.76E-05 -1.66E-04 -8.29E-05 8.29E-05 1.76E-05 -8.29E-05 1.76E-05 8.29E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 1.37E-05 1.37E-05 -1.74E-04 -8.67E-05 8.67E-05 1.37E-05 -8.67E-05 1.37E-05 8.67E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 9.80E-06 9.80E-06 -1.79E-04 -8.95E-05 8.95E-05 9.80E-06 -8.95E-05 9.80E-06 8.95E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 5.90E-06 5.90E-06 -1.83E-04 -9.13E-05 9.13E-05 5.90E-06 -9.13E-05 5.90E-06 9.13E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 2.00E-06 2.00E-06 -1.84E-04 -9.22E-05 9.22E-05 2.00E-06 -9.22E-05 2.00E-06 9.22E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -2.00E-06 -2.00E-06 -1.84E-04 -9.22E-05 9.22E-05 -2.00E-06 -9.22E-05 -2.00E-06 9.22E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -5.90E-06 -5.90E-06 -1.83E-04 -9.13E-05 9.13E-05 -5.90E-06 -9.13E-05 -5.90E-06 9.13E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -9.80E-06 -9.80E-06 -1.79E-04 -8.95E-05 8.95E-05 -9.80E-06 -8.95E-05 -9.80E-06 8.95E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -1.37E-05 -1.37E-05 -1.74E-04 -8.67E-05 8.67E-05 -1.37E-05 -8.67E-05 -1.37E-05 8.67E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -1.76E-05 -1.76E-05 -1.66E-04 -8.29E-05 8.29E-05 -1.76E-05 -8.29E-05 -1.76E-05 8.29E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -2.14E-05 -2.14E-05 -1.56E-04 -7.79E-05 7.79E-05 -2.14E-05 -7.79E-05 -2.14E-05 7.79E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -2.53E-05 -2.53E-05 -1.43E-04 -7.14E-05 7.14E-05 -2.53E-05 -7.14E-05 -2.53E-05 7.14E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -2.91E-05 -2.91E-05 -1.26E-04 -6.30E-05 6.30E-05 -2.91E-05 -6.30E-05 -2.91E-05 6.30E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -3.27E-05 -3.27E-05 -1.04E-04 -5.18E-05 5.18E-05 -3.27E-05 -5.18E-05 -3.27E-05 5.18E-05 0.00E+00 0.00E+00 
0.00E+00 -3.59E-05 -3.59E-05 -7.09E-05 -3.54E-05 3.54E-05 -3.59E-05 -3.54E-05 -3.59E-05 3.54E-05 0.00E+00 0.00E+00 
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 Το επόµενο αρχείο σχετίζεται µε τα επιλεγόµενα σηµεία που βρίσκονται 

µέσα στο µέσο. Εφόσον αυτά υπάρχουν, τότε αυτό δηµιουργείται και δίδεται µε 

την ονοµασία ‘specified’ έχοντας την ακόλουθη µορφή  

[ Np  xu  yu xxsigma yysigma xysigma ], 

 

όπου 

Np είναι ο αύξων  αριθµός των στοιχείων της γραµµής/ών 

xu , yu  είναι η οριζόντια και η κατακόρυφη συνιστώσα της µετατόπισης αντίστοιχα   

xxsigma  είναι η οριζόντια ορθή τάση  

yysigma  είναι η κατακόρυφη ορθή τάση  

xysigma  είναι η διατµητική ορθή τάση 

 

 Το πέµπτο και το έκτο αρχείο δηµιουργούνται στην περίπτωση που 

υπάρχουν τάσεις εκτός επιπέδου. Το πρώτο από αυτά έχει το όνοµα ‘boundary 

modeIII’ και περιέχει τα έξής δεδοµένα [bvz Kode ], ενώ το δεύτερο 

αποθηκεύεται στο όνοµα ‘results modeIII’ και περιέχει τα ακόλουθα 

[ Dz znegu zposu zsigma ]  

 

Πίνακας 4.4: ∆εδοµένα στην περίπτωση τάσεων εκτός επιπέδου 

 
Dz  znegu  zposu  zsigma  bvz  Kode  

7.88E-05 3.94E-05 -3.94E-05 0 0 1 
1.15E-04 5.76E-05 -5.76E-05 0 0 1 
1.40E-04 7.00E-05 -7.00E-05 0 0 1 
1.59E-04 7.93E-05 -7.93E-05 0 0 1 
1.73E-04 8.66E-05 -8.66E-05 0 0 1 
1.84E-04 9.21E-05 -9.21E-05 0 0 1 
1.93E-04 9.64E-05 -9.64E-05 0 0 1 
1.99E-04 9.94E-05 -9.94E-05 0 0 1 
2.03E-04 1.01E-04 -1.01E-04 0 0 1 
2.05E-04 1.02E-04 -1.02E-04 0 0 1 
2.05E-04 1.02E-04 -1.02E-04 0 0 1 
2.03E-04 1.01E-04 -1.01E-04 0 0 1 
1.99E-04 9.94E-05 -9.94E-05 0 0 1 
1.93E-04 9.64E-05 -9.64E-05 0 0 1 
1.84E-04 9.21E-05 -9.21E-05 0 0 1 
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1.73E-04 8.66E-05 -8.66E-05 0  0 1 
1.59E-04 7.93E-05 -7.93E-05 0  0 1 
1.40E-04 7.00E-05 -7.00E-05 0  0 1 
1.15E-04 5.76E-05 -5.76E-05 0  0 1 
7.88E-05 3.94E-05 -3.94E-05 0  0 1 

 

όπου: 

bvz στην περίπτωση αυτή αφορά τις συνοριακές συνθήκες στην τρίτη διάσταση Ζ ενώ 

Kode είναι το είδος των συνοριακών συνθηκών που περιγράφονται και αφορούν την 

τρίτη διάσταση  

Dz είναι η ασυνεχής µετατόπιση στην κατεύθυνση του z άξονα  

znegu , zposu  είναι µετατοπίσεις στην αρνητική και στην θετική πλευρά του κάθε στοιχείου 

αντίστοιχα και τέλος 

zsigma είναι η τάση που ασκείται στο επίπεδο του κάθε στοιχείου 

 

4.4.2. Γραφικές Παραστάσεις  

 
Εκτός από τα αρχεία στα οποία αποθηκεύονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα, µέσω του 

προγράµµατος εξάγονται και γραφήµατα.  

 

 Ασυνεχείς µετατοπίσεις στα σύνορα σε συνάρτηση µε των αριθµό των 

διακριτών στοιχείων καθώς και τις µετατοπίσεις στις θετικές και αρνητικές 

πλευρές των συνόρων. 

 Όταν απαιτείται ο υπολογισµός των τάσεων και των µετατοπίσεων σε 

συγκεκριµένα σηµεία του µέσου, τότε δηµιουργούνται τα αντίστοιχα 

διαγράµµατα σε συνάρτηση µε την απόσταση. 

 Ακόµη, µπορούν να απεικονιστούν όποιες από τις µεταβλητές µετατόπισης 

και τάσης ( )yzxzxyyyxxzyx sigmasigmasigmasigmasigmauuu  είναι επιθυµητό. 

Επίσης υπάρχει η δυνατότητα εξαγωγής διαγραµµάτων κυρίων τάσεων 

( )21 sigmasigma  και των µέγιστων διατµητικών ( )maxτ . Τα γραφήµατα αυτά 

γίνονται σε άξονες συντεταγµένων, όπου µε χρωµατικό κώδικα φαίνεται ο 

τρόπος που κλιµακώνονται οι µεταβλητές στα σύνορα και στο περιβάλλον 

στερεό. Οι τιµές αυτές υπολογίζονται στους κόµβους του τριγωνικού πλέγµατος 
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που έχει δηµιουργηθεί παράγοντας τα αποτελέσµατα σε όλο το µέσο µε 

παρεµβολή.  

 

4.4.2.1 Μορφή Απεικόνισης Μεταβλητών  

 
Ως παράδειγµα εφαρµογής, παρατίθεται το πρόβληµα ενός γεωλογικού σχηµατισµού που 

περιλαµβάνει οικογένεια ασυνεχειών µε ρωγµές παράλληλες µεταξύ τους. Για την 

επίλυση, το προαναφερθέν πρόβληµα, προσοµοιάζεται µε ένα άπειρο ρηγµατωµένο 

ελαστικό µέσο το οποίο υπόκεινται σε αδιατάραχτο πεδίο τάσεων  Η εντατική και 

παραµορφωσιακή κατάσταση δίδεται γραφικά στα ακόλουθα σχήµατα. 

 

 
 

 

 
 

Σχήµα 4.8: Η διακριτοποίηση του µέσου 

Σχήµα 4.9: Οριζόντιες και κατακόρυφες µετατοπίσεις  
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Σχήµα 4.10: Οριζόντιες και κατακόρυφες κύριες τάσεις  

Σχήµα 4.11: Μέγιστες διατµητικές τάσεις  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5                                                                                                                                 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Τσούτσουβα Μαρία 
Μελέτη Εντατικοπαραµορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  

64

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κεφάλαιο 5ο 

Υπολογιστικά Παραδείγµατα 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5                                                                                                                                 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Τσούτσουβα Μαρία 
Μελέτη Εντατικοπαραµορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  

65

5.1 Απλή Ρωγµή σε Άπειρο Μέσο 

 
Για να ελεγχθεί η εγκυρότητα και η ορθότητα του προγράµµατος «DDBETD», σε 

αυτή την πρώτη ενότητα του κεφαλαίου θα µελετηθεί το εντατικο-παραµορφωσιακό 

πεδίο που δηµιουργείται γύρω από µια απλή ευθύγραµµη ρωγµή που βρίσκεται σε 

άπειρο µέσο και τα αποτελέσµατα θα συγκριθούν µε τις υπάρχουσες αναλυτικές λύσεις. 

 

5.1.1 Σύγκριση της Μεθόδου των Ασυνεχών Μετατοπίσεων µε 

Αναλυτικές Λύσεις (Μετατοπίσεις) 

 

5.1.1.1 «Ανοικτός» Τύπος Παραµόρφωσης (Mode I ) 

 
Στην παρούσα υποενότητα µελετάται το απλό πρόβληµα µιας ευθύγραµµης ρωγµής που 

βρίσκεται σε άπειρο µέσο. υπό σταθερή εσωτερική πίεση1. Για το δεδοµένο πρόβληµα οι 

παράµετροι του υλικού είναι, λόγος του poisson 1.0=ν  και µέτρο ελαστικότητας 

MPa20000E = . Οι επιβαλλόµενες τάσεις µακρινού πεδίου είναι της τάξης του 

MPa1σyy =  και ο προσανατολισµός τους φαίνεται στο σχήµα 5.1, ενώ το µήκος της 

ρωγµής ισούται µε m12a = . 

  

 
 

 

                                                 
1 Το πρόβληµα της ευθύγραµµης ρωγµής µε εσωτερική πίεση εφαρµόζεται στην υδραυλική θραύση 
(hydraulic fracturing) των πετρωµάτων σε εκµεταλλεύσεις υδρογονανθράκων και γεωθερµικών πεδίων. 

Σχήµα 5.1:Ευθύγραµµη ρωγµή υπό σταθερή εσωτερική πίεση 
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Η αναλυτική λύση για τη σχετική κατανοµή των ορθών µετατοπίσεων ND  κατά µήκος 

της ρωγµής (δηλαδή το µέγεθος του ανοίγµατος) δίδεται από τη σχέση [ ]18.3  και θα 

συγκριθεί µε τις αντίστοιχες µετατοπίσεις που δίδονται µέσω του προγράµµατος. Η 

ακριβής λύση της κατανοµής των ασυνεχών µετατοπίσεων κατά µήκος της ρωγµής 

παρουσιάζεται στο σχήµα 5.1 Η πρώτη προσέγγιση ( )a1.5  πραγµατοποιήθηκε µε τη 

διαίρεση του µήκους της ρωγµής ( )a2  σε 20 συνοριακά στοιχεία ίδιου µήκους, η 

δεύτερη ( )b1.5 πραγµατοποιήθηκε µε διαίρεση της ρωγµής σε 40 ισοµήκη συνοριακά 

στοιχεία και η τρίτη ( )c1.5  σε 100 στοιχεία. 

 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

Σχήµα 5.1α: Ασυνεχείς µετατοπίσεις DN  (20 στοιχεία) 

Σχήµα 5.1b: Ασυνεχείς µετατοπίσεις DN  (40 στοιχεία) 
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Από τα σχήµατα 5.1 συµπεραίνεται ότι η µέθοδος των ασυνεχών µετατοπίσεων 

προσεγγίζει τις σχετικές µετατοπίσεις µεταξύ των επιφανειών της ρωγµής, ενώ τα 

αποτελέσµατα τείνουν στην ακριβή λύση όσο ο αριθµός των στοιχείων Ν αυξάνει. 

(Crouch and Starfield, 1990) 

 

Στο σχήµα 5.1d φαίνεται µε τη βοήθεια χρωµατικού κώδικα, οι κλιµάκωση των 

µετατοπίσεων, στον κατακόρυφο άξονα, τόσο στα σύνορα  της ρωγµής, όσο και 

περιβάλλον στερεό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.1c: Ασυνεχείς µετατοπίσεις DN  (100 στοιχεία) 

Σχήµα 5.1d: Μετατοπίσεις Uy  σε όλο το µέσο 
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5.1.1.2 Τύπος της «Ολίσθησης» (Mode ΙΙ ) 

 
Αντίστοιχα µε την προηγούµενη περίπτωση του τύπου φόρτισης Ι για την ίδια ρωγµή και 

τις ίδιες παραµέτρους του υλικού, συγκρίνονται οι ασυνεχείς µετατοπίσεις SD  όπως 

προέκυψαν από το πρόγραµµα µε τις αντίστοιχες αναλυτικές για τον τύπο φόρτισης ΙΙ. Η 

επιβαλλόµενη διατµητική φόρτιση2 αυτή τη φορά είναι της τάξης MPa1σyx =  και ο 

προσανατολισµός της δίδεται στο σχήµα 5.2. 

 

 
 

 
Η αναλυτική λύση για τη σχετική κατανοµή των ασυνεχών  µετατοπίσεων SD  κατά 

µήκος της ρωγµής (δηλαδή το µέγεθος του ανοίγµατος) δίδεται από τη σχέση [ ]16.3 . Η 

ακριβής λύση της κατανοµής των ασυνεχών µετατοπίσεων κατά µήκος της ρωγµής 

παρουσιάζεται στο σχήµα 5.2a. Η ρωγµή έχει διαιρεθεί σε 100 συνοριακά στοιχεία, ώστε 

να έχουµε µια ικανοποιητική σύγκλιση των αποτελεσµάτων. 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                 
2 Το πρόβληµα της ευθύγραµµης ρωγµής που υποβάλλεται σε διάτµηση έχει µεγάλη εφαρµογή στη 
βραχοµηχανική γιατί προσοµοιάζει περιπτώσεις αντοχής ασυνεχειών σε διάτµηση (π.χ. κριτήριο αστοχίας 
Mohr-Coulomb, σεισµογένεση κ.λπ.). 

Σχήµα 5.2: Ευθύγραµµη ρωγµή υπό διατµητική καταπόνηση 
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Στα σχήµατα 5.2b και 5.2c φαίνονται µε τη βοήθεια χρωµατικού κώδικα οι οριζόντιες 

και οι κατακόρυφες µετατοπίσεις αντίστοιχα, έτσι όπως κλιµακώνονται στο σύνορο της 

ρωγµής και στο περιβάλλον µέσο. 

 

 

 

   

5.1.1.3 Τύπος «Ψαλιδισµού» ή Αντι-επίπεδης ολίσθησης (Mode ΙΙΙ ) 

 
Τέλος, αναφερόµενοι στις ίδιες διαστάσεις ρωγµής και για τις ίδιες παραµέτρους του 

υλικού, συγκρίνονται οι ασυνεχείς µετατοπίσεις ZD , που οφείλονται σε καταπόνηση της 

ρωγµής µε διατµητική τάση κάθετη στο επίπεδό της, MPa1σyz = , µε την αντίστοιχη 

αναλυτική λύση για τις µετατοπίσεις. Στο σχήµα 5.3 φαίνεται σχηµατικά η κατεύθυνση 

των τάσεων για την περίπτωση της αντι-επίπεδης φόρτισης  

Σχήµα 5.2α : Ασυνεχείς µετατοπίσεις DS  (100 στοιχεία) 

Σχήµα 5.2b: Μετατοπίσεις Ux  σε όλο το µέσο Σχήµα 5.2c: Μετατοπίσεις Uy  σε όλο το µέσο 
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Η αναλυτική λύσ

ρωγµής για τον τ

ακριβής λύση της

παρουσιάζεται στο

100 συνοριακά 

αποτελεσµάτων. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο σχήµα 5.3b 

κατακόρυφες µετ

ρωγµής και στο πε

 
 

 
 Σχήµα 5.3: Ευθύγραµµη ρωγµή υπό αντι-επίπεδη φόρτιση
ορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  
70

η για τη σχετική κατανοµή των µετατοπίσεων ZD  κατά µήκος της 

ύπο φόρτιση ΙΙΙ δίδεται από τη σχέση [ ]42.3  του κεφαλαίου 3. Η 

 κατανοµής των ασυνεχών µετατοπίσεων κατά µήκος της ρωγµής 

 σχήµα 5.3a. Η ρωγµή και σε αυτήν την περίπτωση έχει διαιρεθεί σε 

στοιχεία, ώστε να έχουµε µια ικανοποιητική σύγκλιση των 

φαίνονται µε τη βοήθεια χρωµατικού κώδικα οι οριζόντιες και οι 

ατοπίσεις αντίστοιχα, έτσι όπως κλιµακώνονται στο σύνορο της 

ριβάλλον µέσο. 

Σχήµα 5.3α: Ασυνεχείς µετατοπίσεις Dz  (100 στοιχεία) 
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5.1.2 Μελέτη Τασικού Πεδίου Γύρω Από Ευθύγραµµη Ρωγµή  

 

5.1.2.1 Σύγκριση µε τις Μέγιστες ∆ιατµητικές Τάσεις  

(Ισοχρωµατικές Καµπύλες) 

 
Μια ιδιαίτερη περίπτωση άξια παρατήρησης, είναι όταν µια ρωγµή υποβάλλεται σε 

οµοιόµορφο τασικό πεδίο 1P0 =  ή αλλιώς ( )1PP yyxx == . Η µέγιστη διατµητική τάση τ , 

σε κάθε σηµείο του µέσου ( )yx, , µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση: 

 

( ) xyxxyy iσσστ +−=
2
1  

 

Ο Sneddon για να δει την κλιµάκωση της κατανοµής των τάσεων γύρω από µια ρωγµή 

(Griffith), υπολόγισε τις τιµές των µέγιστων διατµητικών τάσεων σε διάφορα σηµεία 

( )yx,  του µέσου. Τα αποτελέσµατα δίδονται σε µορφή πίνακα στο έγγραφο του Sneddon 

(1946, Table1, p235) και γραφικά στην εικόνα 1 του ίδιου εγγράφου. 

 

Ένας εξυπηρετικός τρόπος παρουσίασης της διακύµανσης της συνάρτησης ( )yx,τ  και 

συνεπώς και της κατανοµής των διατµητικών τάσεων στο ελαστικό µέσο, είναι η 

αναπαράσταση της τάξης των καµπυλών της συνάρτησης αυτής, κατασκευάζοντας µια  

 

Σχήµαα 5.3b: Μετατοπίσεις Uz  σε όλο το µέσο 

[ ]1.5
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οικογένεια καµπυλών µε βάση τη σχέση ( ) 0, apyx =τ , όπου a  είναι µια παράµετρος.  

Αυτές οι καµπύλες είναι οι ισοχρωµατικές καµπύλες της φωτοελαστικότητας. Στο σχήµα 

5.4 παρουσιάζονται οι ισοχρωµατικές καµπύλες για την περίπτωση οµοιόµορφης 

καταπόνησης ρωγµής µήκους 22 =α , όπως λήφθηκαν από τον Sneddon (1946). 

 

Στο σχήµα 5.5 αναπαρίστανται οι ισοχρωµατικές καµπύλες, για την ίδια ρωγµή που 

υποβάλλεται σε οµοιόµορφη τασική καταπόνηση, έτσι όπως προέκυψαν από το 

πρόγραµµα DDBETD. 
 

 

 

 

 

 

Όπως φαίνεται και στο σχήµα 5.4 (και στο σχήµα 5.5), το γεγονός ότι όλες οι 

ισοχρωµατικές καµπύλες περνούν από τις αιχµές της ρωγµής, δείχνει ότι και στα δύο 

αυτά σηµεία οι κύριες διατµητικές τάσεις είναι µέγιστες.(Sneddon & Lowengrub, 1969). 
 

Ακολούθως φαίνεται η κλιµάκωση των µέγιστων διατµητικών τάσεων σε όλο το 

ελαστικό µέσο (Σχήµα 5.6)  

 
 

 
 

 

Σχήµα 5.4: Ισοχρωµατικές καµπύλες γύρω από 
µια ρωγµή Griffith (Sneddon, 1946) 

Σχήµα 5.5 Ισοχρωµατικές καµπύλες από το 
πρόγραµµα DDBETD 
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5.1.2.2 Μελέτη της Κλιµάκωσης των Τάσεων σε Σχέση µε την 

Απόσταση από την Αιχµή της Ρωγµής  

 
Για τη µελέτη της κλιµάκωσης των τάσεων σε συνάρτηση µε την απόσταση από την 

αιχµή της ρωγµής, θεωρήθηκε ευθύγραµµη ρωγµή µήκους m12a = , µε παραµέτρους 

του υλικού 1.0=ν , και MPa20000E = .Η µελέτη αφορά τις αντίστοιχες τάσεις και στις 

τρεις περιπτώσεις τύπων φόρτισης: 

 

• Mode I: επιβαλλόµενη φόρτιση µακρινού πεδίου 1=yyσ  και µελέτη της 

κλιµάκωση της (Σχήµα 5.7) σε συνάρτηση µε την απόσταση από την αιχµή 

της ρωγµής για 00=θ  (Σχήµα 5.8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.6: Ισοχρωµατικές καµπύλες σε όλο το ελαστικό µέσο 

Σχήµα 5.7: Μορφή της κλιµάκωση της yyσ  σε συνάρτησης µε την απόσταση από την 

αιχµή της ρωγµής για τον τύπο φόρτισης Ι (Peeker, 1997) 
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• Mode ΙI: επιβαλλόµενη φόρτιση µακρινού πεδίου 1=xyσ  και µελέτη της 

κλιµάκωση της σε συνάρτηση µε την απόσταση από την αιχµή της ρωγµής 

για 00=θ  (Σχήµα 5.8). 

• Mode ΙΙI: επιβαλλόµενη φόρτιση µακρινού πεδίου 1=yzσ  και µελέτη της 

κλιµάκωση της σε συνάρτηση µε την απόσταση από την αιχµή της ρωγµής 

για  00=θ  (Σχήµα 5.8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στο σχήµα 5.9 απεικονίζεται η µεταβολή της τάση yyσ  (Mode I) Όπως ήταν 

αναµενόµενο, όσο πιο µικρή είναι η απόσταση από την αιχµή της ρωγµής, τόσο 

µεγαλύτερες είναι και οι τάσεις, που τείνουν ασυµπτωτικά µε τον άξονα y προς το 

άπειρο. Η καµπύλη της τάσης µειώνεται εκθετικά, κατά την αποµάκρυνση από την αιχµή 

και τείνει στην µονάδα, που είναι και η επιβαλλόµενη φόρτιση µακρινού πεδίου. Τα 

σηµεία που βρίσκονται αρκετά µακριά από την ρωγµή παραµένουν τασικά  ανεπηρέαστα 

από την ύπαρξή της. 

 
 
 

 
Γράφηµα 5.9: Κατακόρυφες τάσεις yyσ  σε συνάρτηση µε την 

απόσταση από την αιχµή της ρωγµής για 00=θ

Σχήµα 5.8: Σύστηµα συντεταγµένων στην αιχµή της ρωγµής (Eerik Peeker ,1997) 
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Το σχήµα 5.10 βοηθάει στην απόκτηση µιας καλύτερης άποψη για την κατανοµής της 

ίδιας τάσης σε όλο το µέσο που περιβάλλει τη ρωγµή. 

 

  
 

 

Ανάλογης µορφής γραφήµατα, προκύπτουν και για τον τύπο της «ολίσθησης» των 

χειλών της ρωγµής. Στο σχήµα 5.11 παρουσιάζεται η εκθετική µείωση της διατµητικής 

τάσης κατά την οριζόντια αποµάκρυνση από την αιχµή της ρωγµής και στο σχήµα 5.12 η 

κατανοµής της ίδιας τάσης σε όλο το µέσο που περιβάλλει τη ρωγµή µε τη βοήθεια 

χρωµατικού κώδικα. 

 

 
 

 
 
 
 

 
 

Γράφηµα 5.10 :Κατανοµή  των τάσεων yyσ  σε όλο το µέσο 

Γράφηµα 5.11: ∆ιατµητικές  τάσεις xyσ  σε συνάρτηση µε την απόσταση από την 

αιχµή της ρωγµής για 00=θ  
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Μελετώντας την τρίτη περίπτωση φόρτισης, του «ψαλιδισµού» ή της αντι-επίπεδης 

ολίσθησης των χειλών της προκύπτουν τα αντίστοιχα γραφήµατα, όπως φαίνονται στα 

σχήµατα 5.13 και 5.14. 

 

 
 
 
 
 

 
 

Γράφηµα 5.12 : Άποψη των τάσεων xyσ   σε όλο το µέσο 

Γράφηµα 5.13: Αντι-επίπεδες  τάσεις yzσ  σε συνάρτηση µε την απόσταση από την 

αιχµή της ρωγµής για 00=θ  
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5.1.2.3 Επίδραση του Μεγέθους της Ρωγµής στις Κύριες Τάσεις  

 

Η κατανοµή των κυρίων τάσεων 21, σσ  µελετάται στην περίπτωση οµοιόµορφης 

τασικής καταπόνηση 1== yyxx PP  σε ρωγµή µήκους α2 , όπου το a  αυξάνει σταδιακά 

από 0.1 0.25 0.5 1 και µε παραµέτρους υλικού 1.0=ν  και MPa20000E = . 

Συγκεκριµένα µελετήθηκαν δυο περιπτώσεις: 

 

• Η κλιµάκωση των κυρίων τάσεων σε συνάρτηση µε τη γραµµική 

αποµάκρυνση από την αιχµή της ρωγµής για 00=θ  (Σχήµα 5.8). 

• Η κλιµάκωση των κυρίων τάσεων κατά την αποµάκρυνση από την αιχµή 

της ρωγµής για 090=θ  (Σχήµα 5.8). 

 

Στο σχήµα 5.15 φαίνεται το συγκεντρωτικό διάγραµµα της κατανοµής των κυρίων 

τάσεων και για τις τέσσερις περιπτώσεις διαφορετικού µήκους ρωγµές. Συµπεραίνεται 

ότι η ένταση των τάσεων κλιµακώνεται ανάλογα µε το µήκος της ρωγµής. 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 5.14 : Άποψη των τάσεων yzσ  σε όλο το µέσο 
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Αντίστοιχα είναι και τα αποτελέσµατα κατά την κατακόρυφη αποµάκρυνση από την 

αιχµή της ρωγµής. Στα σχήµατα 5.16 και 5.17 παρουσιάζονται τα συγκεντρωτικά 

διαγράµµατα (και τα τέσσερα µήκη ρωγµής) για την οριζόντια και κατακόρυφη κύρια 

τάση. 
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Σχήµα 5.15 : Συγκεντρωτικό διάγραµµα κλιµάκωσης κυρίων τάσεων για  0=θ , για 
διάφορα µεγέθη ρωγµής. 

Σχήµα 5..16 : Συγκεντρωτικό διάγραµµα κλιµάκωσης της κύρια τάση 1σ  
κατά την αποµάκρυνση από την αιχµή για 90=θ   
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5.1.2.4 Συντελεστής Έντασης των Τάσεων  

 
Με βάση των θεωρητικών µοντέλων και των αναλυτικών λύσεων της γραµµικής 

θεωρίας, οι τάσεις ακριβώς στην αιχµή της ρωγµής απειρίζονται. Στην πραγµατικότητα 

όµως στην αιχµή της ρωγµής υπάρχει πάντα µια πλαστική ζώνη, η οποία οριοθετεί τις 

τάσεις σε πεπερασµένες τιµές. Είναι όµως ιδιαίτερα δύσκολο να µοντελοποιηθούν και να 

υπολογιστούν οι πραγµατικές τάσεις στην πλαστική αυτή περιοχή.  

 

Ο συντελεστής έντασης των τάσεων ποσοτικοποιεί τις άπειρες αυτές τάσεις και συνεπώς 

αποτελεί ένα µέτρο της έντασης των τάσεων ακριβώς στην αιχµή της ρωγµής  
 

Στην περίπτωση της ευθύγραµµης ρωγµής σε άπειρο µέσο, οι αναλυτικές σχέσεις για τον 

υπολογισµό των συντελεστών έντασης των τάσεων και για του τρεις τύπους φόρτισης 

δίδονται συνοπτικά στη σχέση [ ]2.5  (βλέπε Κεφάλαιο 2 παρ.2.5.1). 
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Σχήµα 5..17 : Συγκεντρωτικό διάγραµµα κλιµάκωσης της κύρια τάση 2σ  
κατά την αποµάκρυνση από την αιχµή για 90=θ   

[ ]2.5

(Tada etal, 1973) 
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Στον ακόλουθο πίνακα φαίνονται τα αποτελέσµατα για τον συντελεστή έντασης των 

τάσεων IK , έτσι όπως προέκυψαν από το πρόγραµµα DDBETD και υπολογιστικά από 

την αναλυτική λύση (σχέση 5.2). 

 

Πίνακας 5. 1.Συντελεστής έντασης των τάσεων IK  για διάφορα µήκη ρωγµής  

 

Μήκος a2  IK  προγράµµατος IK  αναλυτικό 

0,4 0,7761 0,7927 
0,6 0,9639 0,9708 
0,8 1,1206 1,1210 
1 1,258 1,2533 

1,2 1,3818 1,3729 
1,4 1,4953 1,4829 
1,6 1,6009 1,5853 

 

Το σχήµα 5.18 είναι η γραφική απεικόνιση του πίνακα 5.1, όπου παρουσιάζεται ο 

 συντελεστή IK 3 σε συνάρτηση µε το µήκος της ρωγµής, τόσο για τη λύση από το 

 πρόγραµµα, όσο και για την αναλυτική. 
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Σηµειώνεται ότι κατά τον αριθµητικό υπολογισµό του συντελεστή έντασης των τάσεων, 

διαπιστώθηκε ότι υπάρχει µια βέλτιστη αναλογία µεταξύ του µήκους της ρωγµής και τον 

                                                 
3 Οι συντελεστές έντασης των τάσεων IIIII KK ,  υπολογίζονται αντίστοιχα εφαρµόζοντας τον κατάλληλο 
τύπο φόρτισης και τα αποτελέσµατα έχουν απόλυτη ακρίβεια για αυτό και δεν παρουσιάζονται. εδώ . 

Σχήµα 5.18: Συντελεστής έντασης των τάσεων συναρτήσει του µήκους της ρωγµής 
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αριθµό των στοιχείων στα οποία έχει διαιρεθεί, για την οποία ελαχιστοποιείται η 

απόκλιση µεταξύ αριθµητικής και αναλυτικής λύσης.  

 
5.2 Σύστηµα Ευθύγραµµων Ρωγµών σε Σειρά σε Άπειρο Μέσο 

 
5.2.1 Σύγκριση µε τις Μέγιστες ∆ιατµητικές Τάσεις  

(Ισοχρωµατικές Καµπύλες) 

 
Ο Willmore (1949) µελέτησε την κατανοµή των τάσεων στο γειτονικό περιβάλλον δυο  

ευθύγραµµων συγγραµµικών ρωγµών Griffith (Σχήµα 5.19 ) που βρίσκονται µέσα σε 

ισότροπο µέσο4, όταν µια οµοιόµορφη τάση 0P  εφαρµόζεται κατά µήκος των επιφανειών 

των ρωγµών, ενώ δεν καταπονούνται σε διατµητικές τάσεις.  

 

 
 

 

∆ιαπίστωσε ότι το συγκεκριµένο συνοριακό πρόβληµα, ισοδυναµεί µε το υδροδυναµικό 

πρόβληµα της οµοιόµορφης πίεσης δυο όµοιων ρωγµών στην ίδια διάταξη. Η µεταβολή 

του λόγου 0pτ  σαν συνάρτηση των συντεταγµένων x  και y υπολογίστηκε από τον 

Willmore και έδειξε ότι η ύπαρξη της δεύτερης ρωγµής, αυξάνει εµφανέστατα τις τάσεις 

κοντά στις αιχµές των ρωγµών, ιδιαίτερα στις αιχµές που είναι κοντά η µια στη άλλη, 

αλλά η µορφή του γενικότερου πεδίου των τάσεων παραµένει ανεπηρέαστη. Οι 

                                                 
4 Εκτός του ότι το πρόβληµα αυτό είναι σηµαντικό για την µελέτη της αντοχής ρηγµατωµένων ή 
διακλασµένων πετρωµάτων µπορεί επίσης να θεωρηθεί ότι προσοµοιώνει την αλληλεπίδραση γειτονικών 
ορθογώνιων ανοιγµάτων (λ.χ. επιµηκών µετώπων ή θαλάµων) των οποίων το ύψος είναι πολύ µικρότερο 
από το µήκος τους (Η/L<1/10) 

Σχήµα 5.19: ∆υο ευθύγραµµες  συγγραµµικές ρωγµές Griffith  
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ισοχρωµατικές καµπύλες 0pτ = σταθερό σε αυτήν την περίπτωση φαίνονται στο 

σχήµα 5.20. (Sneddon & Lowengrub, 1969). 
 

 
 

 

 

Στο σχήµα 5.21 αναπαρίστανται οι ισοχρωµατικές καµπύλες, για το ίδιο σύστηµα των 

δυο ρωγµών, που υποβάλλεται σε οµοιόµορφη τασική καταπόνηση, έτσι όπως 

προέκυψαν από το πρόγραµµα DDBETD. 

 

 

 

 

Σχήµα 5.20: Ισοχρωµατικές καµπύλες στην περιοχή γύρω από δυο ευθύγραµµες ρωγµές  
(Sneddon & Lowengrub, 1969)

Σχήµα 5.21: Ισοχρωµατικές καµπύλες στην περιοχή γύρω από δυο ευθύγραµµες ρωγµές 
από το πρόγραµµα DDBETD 
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Ακολούθως φαίνεται η κλιµάκωση των µέγιστων διατµητικών τάσεων γύρω από δυο 

ρωγµές που υποβάλλονται σε οµοιόµορφο τασικό πεδίο σε όλο το ελαστικό µέσο µε τη 

βοήθεια χρωµατικού κώδικα (Σχήµα 5.22) 

 

 

 
 

 

 

 

5.2.2 Κατανοµή των Τάσεων στο Ενδιάµεσο Μέσο ∆υο Ευθύγραµµων 
Ρωγµών 

 
Σε αυτή την παράγραφο, εξετάζεται η επίδραση της ύπαρξης µιας δεύτερης ρωγµής στην 

κατανοµή των τάσεων, στο ενδιάµεσο µέσο, όταν εφαρµόζεται συµµετρικά τάση 1=yyP , 

όπως φαίνεται στο σχήµα 5.23. 

 
 
 

 

Θεωρείται ότι η τάση είναι η ίδια και στις δυο πλευρές της ρωγµής (δηλαδή υπάρχει 

συµµετρία ως προς τον x  άξονα )(Sneddon & Lowengrub, 1969). 

Σχήµα 5.22: Ισοχρωµατικές καµπύλες σε όλο το  µέσο που περιβάλλει 
δυο ευθείες ρωγµές σε απόσταση 0.5 

Σχήµα 5.23 ∆ύο ευθείες συγγραµµικές ρωγµές (Sneddon & Lowengrub, 1969). 
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Σχήµα 5.25: Κατανοµή της κατακόρυφης συνιστώσας της τάσης yyσ  ανάµεσα σε δύο 

ρωγµές που βρίσκονται σε απόσταση 1m. 

Οι υπό µελέτη ρωγµές έχουν µήκος 2α = 2 και βρίσκονται αρχικά σε απόσταση 2 µέτρων 

µεταξύ τους. Η κατανοµή της κατακόρυφης τάσης yyσ  σε συνάρτηση µε την απόσταση 

από τις αιχµές των δύο ρωγµών, δίδεται από το ακόλουθο σχήµα : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Στο σχήµα 5.25 φαίνεται και πάλι τότε η κατανοµή της κατακόρυφης τάσης yyσ  

ανάµεσα στις δυο ρωγµές, µε τη διαφορά ότι σε αυτή την περίπτωση βρίσκονται σε 

απόσταση 1 m, ενώ στο σχήµα 5.26, παρουσιάζεται η ίδια κατανοµή τάσης, όταν η 

απόσταση µεταξύ των αιχµών των ρωγµών είναι  ακόµα µικρότερη, 0.5m. 

 

 
 

  
 

Σχήµα 5.24: Κατανοµή της κατακόρυφης συνιστώσας της τάσης, yyσ , ανάµεσα σε 
δύο ρωγµές που βρίσκονται σε απόσταση 2.
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Από το σχήµα 5.27, όπου αναπαρίστανται συγκριτικά  η κλιµάκωση των κατακόρυφων 

τάσεων και στις τρεις περιπτώσεις που µελετήθηκαν, γίνεται εµφανής η επιρροή της 

απόστασης, ανάµεσα στις ρωγµές, στις τάσεις που αναπτύσσονται. Όσο µικρότερη είναι 

η απόσταση των ρωγµών, τόσο µεγαλύτερες είναι και οι τάσεις που αναπτύσσονται στα 

ενδιάµεσα σηµεία του µέσου. 

 

 
 

 
 
 
Στο σχήµα 5.28 φαίνεται η κλιµάκωση της υπό µελέτης τάσης ενδεικτικά για την 
περίπτωση όπου οι δυο ρωγµές βρίσκονται σε απόσταση 1. 
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Σχήµα 5.26: Κατανοµή της κατακόρυφης συνιστώσας της τάσης yyσ  ανάµεσα σε δύο 

ρωγµές που βρίσκονται σε απόσταση 0.5m. 

Σχήµα 5.27: Συγκριτική αναπαράσταση των τάσεων yyσ   για τις τρεις 

διαφορετικές αποστάσεις των ρωγµών 
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5.2.3 Συντελεστής Έντασης των Τάσεων 

 
Στην περίπτωση δυο ευθύγραµµων συγγραµµικών ρωγµών σε άπειρο µέσο, όπως 

φαίνονται στο σχήµα 5.29, οι αναλυτικές σχέσεις για τον υπολογισµό των συντελεστών 

έντασης των τάσεων και για του τρεις τύπους φόρτισης δίδονται στις σχέσεις [ ]3.5  

(Muskhelishvili’s Method). 
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Σχήµα 5.28: Η κατανοµή της yσ  για απόσταση ρωγµών 1 
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             ( ) ϕϕ

π

dkkE ∫ −=
2

0

22 sin1  

 

 

Στο σχήµα 5.29 φαίνεται η διάταξη που µελετήθηκε, για µήκος ρωγµών 1, και απόσταση 

σταδιακά αυξανόµενη όπως φαίνεται στον πίνακα 5.2 Στον ακόλουθο πίνακα φαίνονται 

τα αποτελέσµατα για τον συντελεστή έντασης των τάσεων IK , έτσι όπως προέκυψαν από 

το πρόγραµµα DDBETD και υπολογιστικά από την αναλυτική λύση (σχέσεις [ ]3.5 ). 

 

 
 

 

 

Πίνακας 5. 2.Συντελεστής έντασης των τάσεων IK  για διάφορες αποστάσεις µεταξύ των ρωγµών  

 

IK  προγράµµατος IK  αναλυτικό Απόσταση 
aa ↔−  a±  b±  a±  b±  

0,2 1,5911 1,377 1,6046 1,3675 
0,4 1,4326 1,3369 1,4331 1,3294 
0,6 1,3701 1,3159 1,3694 1,3094 
0,8 1,3373 1,3029 1,3337 1,2969 
1 1,3175 1,294 1,3134 1,2883 

1,2 1,3045 1,2877 1,3002 1,2822 
1,4 1,2955 1,2829 1,2909 1,2776 

 
 
 

(Tada etal, 1973) 

Σχήµα 5.29: ∆ιάταξη δυο ευθύγραµµων ρωγµών 
(Tada etal, 1973) 
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Το σχήµα 5.30 είναι η γραφική απεικόνιση του πίνακα 5.1, όπου παρουσιάζεται ο 

 συντελεστή IK 5 σε συνάρτηση µε τη απόσταση µεταξύ των ρωγµών, έτσι όπως 

υπολογίστηκε από πρόγραµµα (DDBETD),και από την αναλυτική λύση. 
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Τα αποτελέσµατα που βγαίνουν είναι φυσικώς ερµηνεύσιµα και παρουσιάζουν πολύ 

καλή συµφωνία µε αντίστοιχες αναλυτικές λύσεις   

 

5.3 Σύστηµα Παράλληλων Ρωγµών σε Άπειρο Μέσο 

 
Το Σε αυτή την παράγραφο, θα εξεταστεί η κατανοµή των κατακόρυφων τάσεων 

ανάµεσα στις αιχµές δύο ισοµηκών παράλληλων ρωγµών 22 =α , που βρίσκονται σε 

άπειρο ελαστικό µέσο, σχήµα 5.31 όταν εφαρµόζεται συµµετρικά τάση 1=yyP . 

Συγκεκριµένα θα µελετηθεί η κατανοµή των κατακόρυφων συνιστωσών των τάσεων 

ανάµεσα στις αιχµές τους, σαν συνάρτηση της απόστασής τους. Στην πρώτη περίπτωση, 

οι ρωγµές βρίσκονται σε απόσταση 0.5, στην δεύτερη σε απόσταση 1 και τέλος στην 

τρίτη σε απόσταση 2. 

 

 

                                                 
5 Οι συντελεστές έντασης των τάσεων IIIII KK ,  υπολογίζονται αντίστοιχα εφαρµόζοντας τον κατάλληλο 
τύπο φόρτισης, για αυτό και δεν παρουσιάζονται. εδώ . 

Σχήµα 5.30: Συντελεστής έντασης των τάσεων συναρτήσει της απόστασης δυο 
ευθύγραµµων ρωγµών. 
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Στο ακόλουθο σχήµα 5.32, φαίνεται η κατανοµή της κατακόρυφης συνιστώσας της 

τάσης σε συγκριτικό διάγραµµα και για τις τρεις περιπτώσεις. 
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Σχήµα 5.31: ∆ιακρητοποίηση του µέσου γύρω από δυο παράλληλες 
ρωγµές στις τρεις αποστάσεις  

Σχήµα 5.32: Συγκριτικό διάγραµµα κατακόρυφης συνιστώσας της τάσης  
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Οι τάσεις ακριβώς στις αιχµές των ρωγµών απειρίζονται, όπως άλλωστε ήταν 

αναµενόµενο, για αυτό και αφαιρέθηκαν. Από το διάγραµµα φαίνεται ότι όσο πιο κοντά 

βρίσκονται οι ρωγµές, τόσο µεγαλύτερες είναι και οι τάσεις που αναπτύσσονται. 

 

Ενδεικτικά παρουσιάζεται το σχήµα 5.33 όπου µε χρωµατικό κώδικα φαίνεται η 

κλιµάκωση της όταν η απόσταση µεταξύ των ρωγµών είναι 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
5.4 ∆ιασταυρούµενα Σύνορα  
 
Οι Westman (1965), Srivastav και Narain (1965), ασχολήθηκαν µε τη µελέτη της 

κατανοµής των τάσεων γύρω από ένα συνδυασµό ρωγµών σε σχήµα αστεριού, που 

βρίσκεται µέσα σε λεπτή άπειρη πλάκα. Στο σηµείο αυτό πρέπει να σηµειωθεί ότι η 

υπόψιν διάταξη ρωγµών προσοµοιάζει τις ακτινικές ρωγµές γύρω από ένα διάτρυµα 

ανατίναξης. 

 

5.4.1 Εντατικοπαραµορφωσιακή Μελέτη σε ∆ιάταξη Αστεριού 
 

Η υπό µελέτη διάταξη παρουσιάζεται διακριτοποιηµένη (όπως προέκυψε από το 

πρόγραµµα DDBETD) στο σχήµα 5.34. Όλες οι ρωγµές είναι ισοµήκεις ( )12 =a , 

Σχήµα 5.33: Κατακόρυφη συνιστώσα της τάσης ανάµεσα σε παράλληλες ρωγµές  
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βρίσκονται σε άπειρο µέσο µε παραµέτρους του υλικού 1.0=ν  και MPa20000E = . και 

υποβάλλονται σε οµοιόµορφη τασική καταπόνηση 1PP xxyy == . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 
Η διάταξη αυτή µελετήθηκε µέσω του προγράµµατος και προέκυψαν τα ακόλουθα 

σχήµα που παρουσιάζουν την κατανοµή των κυρίων τάσεων τόσο στα σύνορα της 

διάταξης, όσο και στο µέσο που την περιβάλλει.  

 

Στο σχήµα 5.35 απεικονίζεται η κλιµάκωση της µέγιστης κύριας τάσης 1σ  (κατά την 

διεύθυνση x ) και στο σχήµα 5.36 η κατανοµή σε όλο το µέσο της µέγιστης κύριας τάσης 

2σ  (κατά την διεύθυνση y ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.34 : ∆ιάταξη ρωγµών σε σχήµα αστεριού 

Σχήµα 5.35: Κατανοµή κύριας τάσης 1σ  
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Από τα παραπάνω σχήµατα συµπεραίνεται ότι στις ελεύθερες αιχµές των ρωγµών, 

γίνεται η συγκέντρωση των κυρίων τάσεων. Σηµειώνεται ότι στην περίπτωση αυτή που 

εφαρµόζεται οµοιόµορφο εντατικό πεδίο, οι κύριες τάσεις θα µπορούσαν να 

παραλληλιστούν µε τις αντιστοιχούν ακτινικές τάσεις θσσ ,r . 

Στο σχήµα 5.37 παρουσιάζεται η κατανοµή των µέγιστων διατµητικών τάσεων  

(ή όπως αποκαλούνται ισοχρωµατικές καµπύλες). 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.36: Κατανοµή κύριας τάσης 2σ  

Σχήµα 5.37: Κατανοµή των µέγιστων  διατµητικών  τάσεων τ  
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Τέλος στα σχήµατα 5.38 και 5.39 παρουσιάζονται οι οριζόντιες και κατακόρυφες 

µετατοπίσεις της ίδιας διάταξης  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.4.2 Συντελεστής Έντασης των Τάσεων  

 

Στην παράγραφο αυτή. γίνεται σύγκριση του συντελεστή έντασης των τάσεων IK , για 

την ακτινωτή αυτή διάταξη όταν υποβάλλεται σε οµοιόµορφο τασικό πεδίο, έτσι όπως 

υπολογίζεται από το πρόγραµµα DDBETD και από την αναλυτική λύση. 

Σχήµα5.38: Οριζόντιες µετατοπίσεις xU  

Σχήµα 5.39: Κατακόρυφες µετατοπίσεις yU  
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Ο αναλυτικός υπολογισµός του συντελεστή αυτού για διατάξεις όπως φαίνονται στο 

σχήµα ( )40.5 , γίνεται από τη σχέση ( )4.5  και µε τη βοήθεια του διαγράµµατος στο 

σχήµα ( )41.5  (Tada etal, 1973) 

 

( )nFKI πασ=  

 

 

 
 

 
 

Στον πίνακα 5.3 φαίνεται ο συντελεστής έντασης των τάσεων IK  έτσι όπως προέκυψε 

από το πρόγραµµα και όπως υπολογίστηκε αναλυτικά. Οι υπολογισµοί αυτοί έγιναν σε 

συνάρτηση µε τις γωνίες που αναφέρονται. Στο σχήµα ( )42.5  παρουσιάζεται το 

συγκριτικό διάγραµµα της υπολογισµένης και της αναλυτικής του τιµής  

 

Πίνακας 5.3 IK  αναλυτικό και προγράµµατος για την ακτινική διάταξη ρωγµών  

 

Γωνία (ο) IK  Αναλυτικό IK  Προγράµµατος 

30 0,9571 0,9482 

45 1,1521 1,1502 

60 1,3116 1,316 

90 1,5314 1,5384 
 
 

[ ]4.5

Σχήµα5.40 : Ακτινικές διατάξεις ισοµηκών ρωγµών 
(Tada etal, 1973)  
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Από το συγκριτικό αυτό διάγραµµα φαίνεται ότι η αξιοπιστία του προγράµµατος στην 

τασική µελέτη της διάταξης των ακτινωτών ρωγµών είναι αρκετά ικανοποιητική.  

 

 

 
 

 

 

 

 

Σχήµα 5.42: ∆ιάγραµµα υπολογισµού της συνάρτησης ( )nF  

Σχήµα 5.41 : Συγκριτικό διάγραµµα του συντελεστή IK  για την ακτινωτή διάταξη 
των ρωγµών σε συνάρτησης µε τη γωνία των ακτινών 
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5.5 Καµπυλόγραµµη ρωγµή σε οµοιόµορφο εντατικό πεδίο 

 
Το υπολογιστικό πρόγραµµα DDBETD έχει τη δυνατότητα να µελετήσεις το 

εντατικοπαραµορφοσιακό πεδίο που αναπτύσσεται γύρω από µη ευθύγραµµες και µη 

συµµετρικές ρωγµές. Για παράδειγµα καµπύλες ρωγµές όπως αυτή που φαίνεται στο 

σχήµα 5.34. 

 

 
 
 
 
Στα ακόλουθα σχήµατα φαίνεται η κατανοµή των µετατοπίσεων και των κύριων τάσεις 

για καµπύλη ρωγµή που υποβάλλεται σε οµοιόµορφο εντατικό πεδίο. Η εγκυρότητα και 

η ακρίβεια των αποτελεσµάτων δεν µπορεί να διαπιστωθεί εφόσον δεν δίδονται στη 

ανοιχτή βιβλιογραφία αναλυτικές λύσεις για τέτοιου είδους διατάξεις   

 

 
 
 
 

Σχήµα 5.43 : Καµπύλη ρωγµή σε άπειρο µέσο 

Σχήµα 5.44: Οριζόντιες και κατακόρυφες µετατοπίσεις καµπυλόγραµµης ρωγµής  
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Σχήµα 5.45 : Κύριες τάσεις καµπυλόγραµµης ρωγµής  

Σχήµα 5.46: Μέγιστες διατµητικές (ισοχρωµατικές καµπύλες) για 
την καµπυλόγραµµη ρωγµή  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο  

Συµπεράσµατα – Προτάσεις  
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Οι δυο κύριες αριθµητικές µέθοδοι που χρησιµοποιούνται για την µελέτη προβληµάτων  

Θραυστοµηχανικής, είναι η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων (FEM) και η µέθοδος 

των συνοριακών στοιχείων (BEM). Η µέθοδος των ασυνεχών µετατοπίσεων, που 

χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία, είναι µια µέθοδος συνοριακών στοιχείων που 

βασίζεται στην αναλυτική λύση του υπολογισµού των ασυνεχών µετατοπίσεων της 

ευθύγραµµης ρωγµής υπό πίεση. Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα της µεθόδου αυτής 

είναι ότι διακριτοποιείται µόνο το σύνορο της υπό µελέτη επιφάνειας και πάνω σε αυτό 

υπολογίζονται και οι λύσεις. Συνεπώς είναι µια γρήγορη µέθοδος επίλυσης που απαιτεί 

µικρό υπολογιστικό χώρο. 

 

Στην παρούσα εργασία, µε βάση τον ήδη υπάρχοντα στην ανοικτή βιβλιογραφία 

«αλγόρυθµο» ΤWODD (Crouch and Starfield, 1990), κατασκευάστηκε µια δέση 

προγραµµάτων υπό µορφή κώδικα σε MATLAB, που µελετά τις παραµορφώσεις και τις 

τάσεις σε γραµµικά ελαστικές ρηγµατωµένες βραχόµαζες. Η ανάλυση αυτή µπορεί να 

γίνει τόσο σε περίπτωση επίπεδης όσο και αντι-επίπεδης παραµόρφωση, σε αντίθεση µε 

τον υπάρχων κώδικα TWODD, που αντιµετωπίζει µόνο προβλήµατα επίπεδων 

εντατικοπαραµορφοσιακών καταστάσεων. Παράλληλα υπολογίζεται ο συντελεστής 

έντασης των τάσεων στις αιχµές απλών διατάξεων ρωγµών. Το 

εντατικοπαραµορφωσιακό πεδίο απεικονίζεται µε τη βοήθεια χρωµατικού κώδικα σε 

µορφή διαγραµµάτων και ισοχρωµατικών επιφανειών. Η βελτίωση του τρόπου 

εισαγωγής των δεδοµένων µέσω του σχεδιαστικού πακέτου AUTOCAD απλοποίησε 

ακόµη περισσότερο τη µελέτη των προβληµάτων µε τη συγκεκριµένη µέθοδο .Πρέπει να 

σηµειωθεί η δυνατότητα του προγράµµατος να επιλύει και συνδυαστικά προβλήµατα 

ανοιγµάτων και ρωγµών κάτι το οποίο όµως δεν µελετάται στην παρούσα εργασία. 

 

Για να ελεγχθεί η αξιοπιστία του προγράµµατος «DDBEΤD», µελετήθηκαν διατάξεις 

ρωγµών σε ποικίλα εντατικά πεδία και τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν µε υπάρχουσες 

αναλυτικές λύσεις που αφορούσαν τις µετατοπίσεις, τις τάσεις (ισοχρωµατικές 

καµπύλες) και τον συντελεστή έντασης των τάσεων. 

Συγκεκριµένα µελετήθηκαν προβλήµατα όπως: 

 

1. Το απλό πρόβληµα της ευθύγραµµης ρωγµής σε άπειρο µέσο, όπου συγκρίθηκε η 

µέθοδος ασυνεχών µετατοπίσεων µε αναλυτικές λύσεις µετατοπίσεων και για 

τους τρεις τύπους φόρτισης και διερευνήθηκε η ορθότητα και η ακρίβεια του 
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υπολογισµού του τασικού πεδίου γύρω από τη ρωγµή.. Ακόµη υπολογίστηκε ο 

συντελεστής έντασης των τάσεων για διάφορα µήκη ρωγµών που υποβάλλονται 

στο ίδιο εντατικό πεδίο 

2. Σύστηµα ευθύγραµµων ρωγµών σε σειρά µέσα σε άπειρο ελαστικό µέσο. 

3. Σύστηµα παράλληλων ρωγµών που βρίσκονται µέσα σε άπειρο ελαστικό µέσο. 

4. ∆ιασταυρούµενα σύνορα (∆ιάταξη αστεριού) 

5. Καµπυλόγραµµη ρωγµή σε οµοιόµορφο εντατικό πεδίο. 

 

Κατά τη µελέτη των προβληµάτων αυτών, διαπιστώθηκε: 

 

1. Η λεπτοµερέστερη διακριτοποίηση του συνόρου δίδει ακριβέστερα 

αποτελέσµατα τόσο στην κλιµάκωση των τάσεων. όσο και των µετατοπίσεων, 

κάτι που ισχύει σε οποιαδήποτε αριθµητική µέθοδο. 

2. Κατά τον υπολογισµό του συντελεστή έντασης των τάσεων, διαπιστώθηκε η 

ύπαρξη µιας βέλτιστης αναλογία µεταξύ του µήκους της ρωγµής και του 

αριθµού των στοιχείων στα οποία πρέπει να έχει διαιρεθεί, για την οποία 

ελαχιστοποιείται η απόκλιση µεταξύ αριθµητικής και αναλυτικής λύσης. 

3. ∆υνατότητα επίλυσης διασταυρούµενων συνόρων και µάλιστα µε πολύ καλή 

ακρίβεια αποτελεσµάτων. 

4. ∆υνατότητα επίλυσης καµπύλων και ασύµµετρων ρωγµών.  

 

Τέλος για την συνέχιση της ανώτερω εργασίας προτείνονται τα εξής: 

 

1. Η µέθοδος αυτή µπορεί να επεκταθεί και για τη αντιµετώπιση τρισδιάστατων 

προβληµάτων  

2. Μελέτη ετερογενών µέσων ως προς τις ελαστικές τους ιδιότητες  

3. Μελέτη ανισότροπων µέσων ως προς τις ελαστικές τους ιδιότητες σε επίπεδη και 

τρισδιάστατη ανάλυση. 

4. Να διερευνηθεί η αξιοπιστία της µεθόδου σε περιπλοκότερες περιπτώσεις 

προβληµάτων, όπως καµπυλόγραµµες ρωγµές, συγκρίνοντας το υπολογιστικό της 

αποτέλεσµα µε άλλες δοκιµασµένες µεθόδους. (εφόσον δεν είναι δυνατή η 

ανεύρεση αναλυτικών λύσεων στις περιπτώσεις αυτές). 
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Μετασχηµατισµοί Συντεταγµένων 

 

Οι συντελεστές επίδρασης στις εξισώσεις [ ]27.3  και [ ]28.3  προέρχονται από την 

αναλυτική λύση του προβλήµατος µιας σταθερής ασυνεχής µετατόπισης ασυνέχειας, 

πάνω σε ένα τυχαία προσανατολισµένο, πεπερασµένο ευθύγραµµο τµήµα, το οποίο 

βρίσκεται σε ένα άπειρο µέσο. Αυτή η λύση εξάγεται από τα αποτελέσµατα της 

παραγράφου 3.1 µε τη βοήθεια των απλών µετασχηµατισµών συντεταγµένων. 

Παρακάτω δίδεται η λύση αυτή για τη γεωµετρία που παρουσιάζεται στο σχήµα ( )1.Π . 

 

 
 

 

 

Οι συνιστώσες των ασυνεχών µετατοπίσεων xD′  και yD′  είναι σταθερές πάνω στο 

ευθύγραµµο τµήµα, .0, =′≤′ yax  Οι τοπικές yx ′′,  συντεταγµένες συσχετίζονται µε τις 

καθολικές yx,  συντεταγµένες µε τις εξισώσεις µετασχηµατισµού: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ββ

ββ

cossin

sincos

yx

yx

cycxy

cycxx

−+−−=

−+−=

−

−

 

 

όπου xc και yc  είναι οι συνιστώσες της µετακίνησης στην x  και στην y κατεύθυνση 

αντίστοιχα. Η περιστροφή προσδιορίζεται από την γωνία β , η οποία είναι θετική όταν η 

φορά της είναι σύµφωνη µε την κίνηση των δεικτών του ρολογιού. Το σχήµα 3.8 

[ ]1.Π

Σχήµα Π.1: Ασυνεχής µετατόπιση πάνω σε αυθαίρετα προσανατολισµένο τµήµα 
(Crouch and Starfield, 1990) 
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απεικονίζει το τοπικό σύστηµα συντεταγµένων 
−−

yx,  το οποίο δηµιουργείται από την  

µετακίνηση και  την περιστροφή του καθολικού συστήµατος yx, . 

 

Οι µετατοπίσεις και τάσεις οι οποίες οφείλονται στις συνιστώσες των ασυνεχών 

µετατοπίσεων xD′  και yD′  πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα .0, =′≤′ yax , µπορούν  να 

εκφραστούν εύκολα κάνοντας τις κατάλληλες αλλαγές στα αποτελέσµατα της ενότητας 

3.2. Χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις ),(2 yxF ′′ έως ),(5 yxF ′′ , σε συνδυασµό µε δύο 

συµπληρωµατικές συναρτήσεις 
yyx

fyxF
′′′

=′′ ,6 ),(  και 
yyy

fyxF
′′′

=′′ ,7 ),( , λαµβάνεται η 

ακόλουθη λύση:  

 

( )[ ] ( )[ ]4253 2112 FyFDFyFDu yxx ′′−′−−′+′′−′−′=′ νν  

 

( )[ ] ( )[ ]5342 1221 FyFDFyFDu yxy ′′−′−′+′′−′−′=′ νν  

 

και 

 

[ ] [ ]7564 222 FyFDGFyFDG yxxx ′′+′−′+′′−′′=′σ  

 

[ ] [ ]756 22 FyFDGFyDG yxyy ′′−′−′+′′−′=′σ  

 

[ ] [ ]675 22 FyDGFyFDG yxxy ′′−′+′′+′−′=′σ  

 

 

[ ]2.Π

[ ]3.Π

Σχήµα Π.2: Τάσεις πάνω σε ένα τυχαία προσανατολισµένο τµήµα. (Crouch and Starfield, 1990), 
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Οι συναρτήσεις 6F ′  και 7F ′ προκύπτουν από τις εξισώσεις [ ]9.3  και έχουν τη µορφή : 

( )
( ){ }

( )
( ){ } ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

′++′

′−+′
−

′+−′

′−−′
−

+
=′=′ 222

22

222

22

,6 )1(4
1

yax

yax

yax

yaxfF
xyy νπ

 

 

( )
( ){ }

( )
( ){ } ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

′++′

+′
−

′+−′

−′
−
′+

=′=′ 222222,7 )1(4
2

yax

ax

yax

axyfF yyy
νπ

 

 

Οι τάσεις και οι µετατοπίσεις στο καθολικό σύστηµα συντεταγµένων yx,  µπορούν στη 

συνέχεια να υπολογιστούν µε την αντικατάσταση των εξισώσεων [ ]2.Π  και [ ]3.Π  

αντίστοιχα στις ακόλουθες σχέσεις [ ]5.Π  και [ ]6.Π . Οι σχέσεις αυτές λαµβάνονται µε τη 

βοήθεια των σχηµάτων 3.9 και 3.10 και χρησιµοποιώντας γεωµετρικές σχέσεις που 

συνδέουν τα δυο διαφορετικά συστήµατα συντεταγµένων που χρησιµοποιούνται: 

 

ββ

ββ

cossin

sincos

−−

−−

+=

−=

yx
y

yx
x

uuu

uuu

 

βσββσβσσ 22 sincossin2cos −−−−−− +−=
yyxyxx

xx  

 

βσββσβσσ 22 coscossin2sin −−−−−− ++=
yyxyxx

yy  

 

( )ββσββσσσ 22 sincoscossin −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= −−−−−−

xyyyxx
xy  

 

[ ]4.Π

[ ]6.Π

[ ]5.Π
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Έτσι βρίσκεται η λύση: 

 

( ) ( ) ( )[ ]5432 cossincos12sin21 FFyFFDu xx ′−′′+′−+′−−′= βββνβν  

( ) ( ) ( )[ ]5432 sincossin12cos21 FFyFFDy ′+′′−′−−′−−′+ βββνβν  

 

( ) ( ) ( )[ ]5432 sincossin12cos21 FFyFFDu xy ′+′′−′−+′−+′= βββνβν  

( ) ( ) ( )[ ]5432 cossincos12sin21 FFyFFDy ′−′′−′−+′−−′+ βββνβν  

 

( )[ ]7654
2 2sin2cos2sincos22 FFyFFDG xxx ′−′′+′+′′= ββββσ  

( )[ ]765 2cos2sin2 FFyFDG y ′+′′+′−′+ ββ  

 

( )[ ]7654
2 2sin2cos2sinsin22 FFyFFDG xyy ′−′′−′−′′= ββββσ  

( )[ ]765 2cos2sin2 FFyFDG y ′+′′−′−′+ ββ  

 

( )[ ]7654 2cos2sin2cos2sin2 FFyFFDG xxy ′+′′+′−′′= ββββσ  

( )[ ]76 2sin2cos2 FFyDG y ′−′′−′+ ββ  

 

 

[ ]7.Π

[ ]8.Π

Σχήµα Π.3: Μετασχηµατισµός µετατοπίσεων (Crouch and Starfield, 1990), 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α                                                                                                            ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ  

Τσούτσουβα Μαρία 
Μελέτη Εντατικοπαραµορφωσιακής Κατάστασης Ρηγµατωµένων Στερεών Σωµάτων  

109

 
 

 

 

Αυτές οι εξισώσεις µπορούν στη συνέχεια να χρησιµοποιηθούν για να υπολογίσουν των 

γενικών συντελεστών επίδρασης της µεθόδου των ασυνεχών µετατοπίσεων. (Crouch και 

Starfield 1990). 

 
 

Σχήµα Π.4: Μετασχηµατισµοί τάσεων (Crouch and Starfield, 1990), 


