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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 
Η παρούσα διπλωµατική εργασία είχε ως στόχο την µελέτη, ανάλυση και 

προσοµοίωση της µηχανικής συµπεριφοράς υπογείων τεχνικών έργων από οπλισµένο 

σκυρόδεµα, όταν αυτά καταπονούνται από έντονα σεισµικά φορτία. Ως αντικείµενο 

µελέτης χρησιµοποιείται το υπόγειο σιδηροδροµικό δίκτυο της πόλης Kobe της 

Ιαπωνίας, το οποίο υπέστη εκτεταµένες καταστροφές από το µεγάλο σεισµό που έγινε 

στις 17 Ιανουαρίου του 1995.  

 

Η κατάρρευση του υπογείου σιδηροδροµικού δικτύου του Kobe, αποτελεί σταθµό 

στην σύγχρονη αντισεισµική µηχανική καθώς ήταν η πρώτη φορά που υπόγεια 

τεχνικά έργα από οπλισµένο σκυρόδεµα αστοχούν σε σεισµικά φορτία. Για το 

γεγονός αυτό έχει δηµοσιευθεί πληθώρα επιστηµονικών εργασιών και µελετών, 

καθώς από την καταστροφή του δικτύου απεδείχθη η ανεπάρκεία των µέχρι τότε 

χρησιµοποιούµενων µεθόδων αντισεισµικού σχεδιασµού.  

 

Για την προσοµοίωση της µηχανικής συµπεριφοράς της υποστήριξης των σηράγγων 

του δικτύου, κατασκευάστηκαν δισδιάστατα µοντέλα του συστήµατος έδαφος-

υποστήριξη και αναλύθηκαν µε το λογισµικό Πεπερασµένων Στοιχείων, SAP2000.     
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Κεφάλαιο 1Ο  

 

 

Εισαγωγή  

 

 
     Τα υπόγεια τεχνικά έργα ανήκουν στη ευρύτερη κατηγορία των τεχνικών έργων 

υποδοµής και ως τέτοια εξυπηρετούν ένα ευρύ φάσµα οικονοµικών και κοινωνικών 

αναγκών. ∆ραστηριότητες των οποίων αποτελούν αναπόσπαστο κοµµάτι είναι οι 

συγκοινωνίες, στις οποίες εµφανίζονται ως υπόγεια σιδηροδροµικά δίκτυα ή 

αυτοκινητόδροµοι, η µεταλλευτική βιοµηχανία, στην οποία εµφανίζονται ως στοές 

εξόρυξης στις υπόγειες εκµεταλλεύσεις και ως έργα προσπέλασης κοιτασµάτων, η 

µεταφορά φυσικών πόρων (νερό), ενεργειακών πόρων (πετρέλαιο, φυσικό αέριο) και 

αποβλήτων. 

     Η κατασκευή ενός υπογείου τεχνικού έργου, είναι µια διαδικασία στην οποία 

εµπλέκονται αρκετά επιστηµονικά και τεχνικά πεδία. Η πολυπλοκότητα του 

προβλήµατος της κατασκευής ενός τέτοιου έργου, πηγάζει από το γεγονός ότι αυτή 

συνεπάγεται την διάνοιξη υπογείων ανοιγµάτων µε την εξόρυξη εδαφικών µαζών 

ή/και βραχοµάζας. Αυτό έχει ως συνέπεια τη διαταραχή του γεωστατικού εντατικού 

πεδίου και την επαγωγή τάσεων στον περιβάλλοντα γεωλογικό χώρο. Το φαινόµενο 

της διαταραχής του εντατικού πεδίου γίνεται πιο έντονο και πολύπλοκο όταν 

µπαίνουν στη µέση και διαταραχές που οφείλονται σε σεισµικές καταπονήσεις. 

Ιδιαίτερα δε οι σεισµικές καταπονήσεις, επάγουν ένα σύνθετο και χρονικά 

µεταβαλλόµενο (δυναµικό) εντατικό πεδίο, το οποίο πολλές φορές είναι πολλαπλάσιο 

του γεωστατικού. Σύµφωνα µε όλα αυτά η υλοποίηση ενός υπογείου τεχνικού έργου, 

επικεντρώνεται στον κατάλληλο σχεδιασµό της υποστήριξη του υπογείου ανοίγµατος 

ώστε η τελευταία να παραλαµβάνει τόσο στατικά όσο και δυναµικά φορτία µε τη 

µεγαλύτερη δυνατή ασφάλεια. 

     Ιστορικά έχει παρατηρηθεί ότι οι υπόγειες κατασκευές παρουσίαζουν µεγαλύτερη 

ανθεκτικότητα στα σεισµικά φορτία απο τις επιφανείακές κατασκευές. Ωστόσο έχουν 

σηµειωθεί εκτεταµένες ζηµίες σε υπόγεια τεχνικά έργα από έντονα σεισµικά 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο                                                                                                           ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

 2

γεγονότα όπως ο σεισµός του Kobe της Ιαπωνίας το 1995, όπου ένα µεγάλο του 

τµήµα του αστικού σιδηροδροµικού δικτύου καταστράφηκε, ο σεισµός του Chi-Chi 

το 1999, ο σεισµός στην Ταϊβάν που προκάλεσε καταστροφές σε οδικές σήραγγες και 

ο σεισµός του Kocaeli της Τουρκίας.  

     Στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας, έγινε µια προσπάθεια 

µαθηµατικής προσέγγισης και αριθµητικής προσοµοίωσης της συµπεριφοράς των 

υπογείων τεχνικών έργων από οπλισµένο σκυρόδεµα, σε συνθήκες έντονης σεισµικής 

καταπόνησης. Το πρόβληµα αντιµετωπίστηκε από την οπτική γωνία της δυναµικής 

των κατασκευών, καθώς µελετήθηκε η απόκριση των υπογείων τεχνικών έργων στο 

σύνθετο και χρονικά µεταβαλλόµενο φορτίο που δίδει ο σεισµός. Ως αντικείµενο 

µελέτης χρησιµοποιήθηκε το υπόγειο σιδηροδροµικό δίκτύο της πόλης Kobe της 

Ιαπωνίας το οποίο υπέστει εκτεταµένες καταστροφές από το µεγάλο σεισµό του 1995.  

     Όσον αφορά τη δοµή της εργασίας, στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη 

παρουσίαση και ανάπτυξη των βασικών αρχών της επιστήµης της σεισµολογίας από 

τη σκοπιά του µηχανικού, στο τρίτο κεφάλαιο αναπτύσσονται οι θεωρητικές αρχές της 

δυναµικής των κατασκευών ξεκινώντας από το µονοβάθµιο ταλαντωτή και 

καταλήγοντας στα πολυβάθµια διακριτά συστήµατα, στο τέταρτο κεφάλαιο 

παρουσιάζεται η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων (ΜΠΕ), στο πέµπτο κεφάλαιο 

γίνεται µια σύντοµη ανάλυση σεισµικής επικινδυνότητας του σεισµού του Kobe και 

παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της ανάλυσης που έγινε µε τη χρήση του 

λογισµικού πεπερασµένων στοιχείων SAP2000.  
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Κεφάλαιο 2Ο  

 

 

Αρχές σεισµολογίας  
 

 
2.1 Εισαγωγή  
     Σε αυτό το κεφαλαίο θα αναπτυχθούν κάποιες βασικές θεωρητικές αρχές της 

επιστήµης της σεισµολογίας. Επίσης θα παρουσιαστούν συνοπτικά έννοιες και ορισµοί 

σχετικά την γένεση, την καταγραφή και την αξιολόγηση των σεισµών από την σκοπιά 

του µηχανικού.  

    

2.2 Είδη και χαρακτηριστικά σεισµών  
2.2.1 Γένεση των σεισµών 

     Ο στερεός φλοιός της γης, όπως και η ίδια η γη, αποτελεί ένα δυναµικό σύστηµα 

του οποίου η δοµή µεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου. Οι περισσότερες µεταβολές 

του φλοιού λαµβάνουν χώρα σε χρονικά διαστήµατα της τάξης των χιλιάδων ή και 

εκατοµµυρίων ετών και προφανώς δεν δύναται να γίνουν αντιληπτές µε βάση την 

ανθρώπινη διαίσθηση και παρατήρηση. Ωστόσο υπάρχουν και γεωµεταβολές 

ταχύτατες οι οποίες όχι µόνο είναι αισθητές στον ανθρώπινο χρόνο, αλλά η χρονική 

τους διάρκεια είναι της τάξης των δευτερολέπτων. Τέτοια φαινόµενα είναι οι σεισµοί οι 

οποίοι παρά τα καταστροφικά αποτελέσµατα που προκαλούν αποτελούν σηµαντικές 

πηγές πληροφοριών για την δοµή του εσωτερικού του στερεού φλοιού.      

     Σεισµοί καλούνται οι εδαφικές κινήσεις µικρής περιόδου οι οποίες οφείλονται σε 

φυσικά αίτια που βρίσκονται στο εσωτερικό της γης (Μιγκίρος, 1996). Ο στερεός 

φλοιός αλλά και ο ανώτερος µανδύας βρίσκονται σε εντατική κατάσταση λόγο των 

πεδίων µηχανικών δυνάµεων που υπάρχουν. Οι δυνάµεις αυτές προέρχονται από την 

κίνηση των λιθοσφαιρικών πλακών στο ανώτερο τµήµα του µανδύα το οποίο επειδή 

είναι µηχανικά ασθενές(ηµίρρευστη κατάσταση) καλείται ασθενόσφαιρα. Οι 

θερµοδυναµικές και θερµικές συνθήκες που επικρατούν στον ανώτερο µανδύα  

αποτελούν επίσης, φυσικά αίτια που τείνουν να µεταβάλουν την επικρατούσα 
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κατάσταση του στερεού φλοιού της γης και συµµετέχουν στις διεργασίες γένεσης των 

σεισµών. 

     Ανάλογα µε τον τρόπο γένεσης οι σεισµοί ταξινοµούνται στις εξής κατηγορίες 

(Bachmann, 1995): 

 

 Οι τεκτονικοί σεισµοί, οι οποίοι οφείλονται σε απότοµες διαδικασίες 

θραύσης του φλοιού της γης. Αρχικά εκδηλώνονται µετατοπίσεις οι οποίες 

οφείλονται στην κίνηση των τεκτονικών πλακών. Οι µετατοπίσεις στα πρώτα 

στάδια του φαινοµένου, είναι αργές και εµφανίζονται σαν ελαστικές 

παραµορφώσεις ή παραµορφώσεις λόγω ερπυσµού ή διαρροής. Εξαιτίας των 

παραµορφώσεων αναπτύσσονται τάσεις οι οποίες παρουσιάζουν υψηλή 

συγκέντρωση στις περιοχές που θα επακολουθήσει η θραύση. Η θραύση 

εκδηλώνεται όταν οι τάσεις υπερβούν τις µηχανικές αντοχές των πετρωµάτων 

και οδηγηθούν σε αστοχία.  

 

 Οι ηφαιστιογενείς σεισµοί, οι οποίοι συνοδεύουν την ηφαιστειακή 

δραστηριότητα µιας περιοχής. Η θραύση των πετρωµάτων στη περίπτωση 

αυτή, είναι αποτέλεσµα του συνδυασµού των υψηλών θερµοκρασιών λόγω 

της προέλασης του µάγµατος και των υψηλών πιέσεων λόγω των πτητικών 

συστατικών του µάγµατος που δεν έχουν εκτονωθεί.  

 

 Οι σεισµοί κατακρηµνίσεων, οι οποίοι είναι αποτέλεσµα της κατάρρευσης 

της οροφής υπογείων κενών χώρων λόγω του βάρους των υπερκειµένων 

γεωλογικών σχηµατισµών. Τέτοιοι κενοί χώροι είναι τα καρστικά έγκοιλα 

που αναπτύσσονται σε ανθρακικά πετρώµατα ή υπόγεια ανοίγµατα λόγω 

προηγούµενης µεταλλευτικής δραστηριότητας.   

 

2.2.2 Χαρακτηριστικά των σεισµών   

     Παρακάτω θα αναπτυχθούν συνοπτικά τα βασικά χαρακτηριστικά τόσο του σεισµού 

όσο και του χώρου στον όποιο γεννιέται (σχήµα 2.1). 

 

Επιφάνεια διάρρηξης ή εστιακή επιφάνεια  

Στους τεκτονικούς σεισµούς η θραύση των πετρωµάτων εµφανίζεται κατά µήκος µιας 

επιφάνεια η οποία ονοµάζεται εστιακή επιφάνεια ή επιφάνεια διάρρηξης. Η επιφάνεια 
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αυτή αν και δεν είναι επίπεδη, θεωρείται ως τέτοια για λόγους απλοποίησης του 

προβλήµατος. Εστιακές επιφάνειες συνήθως αποτελούν οι επιφάνειες τεκτονικών 

ρηγµάτων ή τµήµατα των επιφανειών αυτών και η κλίση τους ταυτίζεται µε την κλίση 

του ρήγµατος. Οι διαστάσεις της εστιακής επιφάνειας κατά την παράταξη του 

ρήγµατος µπορεί να είναι από µερικά µέτρα ως και µερικές εκατοντάδες χιλιόµετρα 

ενώ σε διεύθυνση κάθετη στην παράταξη εκτείνεται από λίγα µέτρα έως µερικές 

δεκάδες χιλιόµετρα. Πρέπει να σηµειωθεί ότι µια επιφάνεια διάρρηξης δύναται να 

ταυτίζεται µε το ρήγµα ή και να εκτείνεται πέρα από αυτό. Τέλος το κέντρο βάρους της 

εστιακής επιφάνειας καλείται υπόκεντρο ή σεισµική εστία.  

 

Εστιακός µηχανισµός  

Ως εστιακός µηχανισµός χαρακτηρίζεται το είδος της κίνησης που πραγµατοποιεί το 

υπόκεντρο. Τα είδη των κινήσεων αυτών είναι η µετατόπιση κατά την παράταξη του 

ρήγµατος, η µετατόπιση σε διεύθυνση κάθετη στην παράταξη του ρήγµατος (θλιπτική 

καταβύθιση), αποµάκρυνση των αντικριστών επιφανειών του ρήγµατος και ένας 

συνδυασµός των παραπάνω κινήσεων.    

  

 
Σχήµα 2.1: Α) Τοµή κάθετα στην παράταξη του ρήγµατος, Β) τρισδιάστατη άποψη του χώρου, Γ) 

ισόσειστες καµπύλες(ίσης έντασης) στην επιφάνεια του εδάφους 
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Ταχύτητα διάρρηξης 

Η ταχύτητα διάρρηξης είναι το µέγεθος που περιγράφει την απόσταση που έχει 

διαδοθεί η θραύση στη µονάδα του χρόνου. Για σκληρά πετρώµατα όπως είναι ο 

γρανίτης, ο γρανοδιορίτης και χαλαζίτης είναι της τάξης των 3km/sec.  

 

Επίκεντρο 

Επίκεντρο καλείται η προβολή της σεισµικής εστίας στην επιφάνεια της γης.  

   

Εστιακό βάθος 

Εστιακό βάθος, h, καλείται η κατακόρυφη απόσταση µεταξύ του επίκεντρου και του 

υπόκεντρου. Ανάλογα µε το εστιακό βάθος οι σεισµοί µπορούν διακριθούν σε αβαθείς, 

όπου h < 70km και µεγάλου βάθους, µε h > 70km.  

 

Υποκεντρική απόσταση  

Υποκεντρική απόσταση χαρακτηρίζεται η απόσταση µεταξύ του υπόκεντρου και 

κάποιου παρατηρητή ή κάποιας κατασκευής (Bachmann, 1995).   

 

Επικεντρική απόσταση  

Επικεντρική απόσταση χαρακτηρίζεται η απόσταση µεταξύ του επίκεντρου και 

κάποιου παρατηρητή ή κάποιας κατασκευής (Bachmann, 1995).  

 

Ενέργεια διάρρηξης  

Η ενέργεια που εκλύεται από την θραύση των πετρωµάτων µπορεί να διακριθεί σε 

(Bachmann, 1995):  

 απελευθέρωση επί τόπου µέσω διαδικασιών καταστροφής του ιστού του 

πετρώµατος, θερµότητας, τριβής κτλ. 

 ακτινοβολία από την εστιακή επιφάνεια µε την µορφή σεισµικών κυµάτων 

(ελαστικά µηχανικά κύµατα) 

    

Περιοχή δόνησης  

Είναι οι περιοχές όπου ο σεισµός γίνεται αισθητός-αντιληπτός από τον άνθρωπο. Με 

βάση την ένταση δηλαδή το πόσο αισθητός γίνεται ο σεισµός, χαράσσονται οι 

ισόσειστες καµπύλες δηλαδή χάρτες που απεικονίζουν την κατανοµή της δόνησης στο 

χώρο.  
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2.3 Σεισµικά κύµατα  
     Η ενέργεια που εκλύεται κατά την διαδικασία της διάρρηξης στη εστία του σεισµού 

αποδίδεται στο χώρο είτε µε την µορφή θερµότητας είτε µε την µορφή σεισµικών 

κυµάτων. Τα σεισµικά κύµατα είναι µηχανικά κύµατα τα οποία διαδίδονται σε 

θεωρητικά συνεχές, οµογενές και ελαστικό µέσο. Οι ιδιότητες των κυµάτων αυτών 

είναι συνάρτηση της φύσης του σεισµού και της φύσης του γεωλογικού χώρου. Πιο 

συγκεκριµένα, το πλάτος και οι συχνότητες που περιέχει το σεισµικό κύµα εξαρτώνται 

από την ταλάντωση που πραγµατοποιεί η σεισµική εστία και η ταχύτητα όπως και η 

εξασθένηση που υφίσταται το κύµα, εξαρτάται από τις µηχανικές και φυσικές ιδιότητες 

του γεωλογικού χώρου.  

     Τα σεισµικά κύµατα διακρίνονται σε δύο κύριες κατηγόριες, τα κύµατα χώρου και 

τα επιφανειακά. Τα κύµατα χώρου διακρίνονται σε (σχήµα 2.2): 

 

 Πρωτογενή ή διαµήκη κύµατα (P-waves), τα οποία είναι κύµατα διαστολής- 

συστολής ή εφελκυσµού-θλίψης ή πύκνωσης-αραίωσης του µέσου. Η 

διεύθυνση κίνησης των υλικών σηµείων είναι παράλληλη µε τη διεύθυνση 

διάδοσης του κύµατος ακριβώς όπως τα ηχητικά κύµατα. Τα διαµήκη κύµατα 

διαδίδονται και στις τρεις µορφές της ύλης (στερεά, υγρά και αέρια) ενώ 

ανακλώνται κατά την πρόσπτωση τους σε διαχωρίστηκες επιφάνειες µεταξύ 

γεωλογικών στρωµάτων.  

 

 ∆ευτερογενή ή εγκάρσια κύµατα (S-waves), τα οποία είναι κύµατα 

διάτµησης. Ως τέτοια διαδίδονται αποκλειστικά σε µέσο που παρουσιάζει 

διατµητική αντοχή, δηλαδή µόνο σε στέρεα σώµατα. Η αδυναµία διάδοσης 

των εγκαρσίων κυµάτων στον µανδύα είναι µια ισχυρή ένδειξη ότι αυτός 

βρίσκεται σε ρευστή κατάσταση. Η διεύθυνση ταλάντωσης των υλικών 

σηµείων είναι κάθετη στη διεύθυνση διάδοσης του κύµατος, είτε σε οριζόντιο 

επίπεδο (SH-waves) είτε σε κατακόρυφο επίπεδο (SV-waves).  

 

Τα επιφανειακά κύµατα διακρίνονται σε (σχήµα 2.2): 

 

 Κύµατα Rayleigh, τα οποία είναι σύνθετα κύµατα αποτελούµενα από P και SV 

συνιστώσες µε αναλογία πλατών 1 : 1.5. Οι ταλαντώσεις των υλικών σηµείων 
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πραγµατοποιούνται στο κατακόρυφο επίπεδο το οποίο και περιέχει την 

διεύθυνση διάδοσης των επιφανειακών κυµάτων (Βαφείδης, 1996). Τα κύµατα 

Rayleigh όπως άλλωστε και όλα τα επιφανειακά κύµατα παρουσιάζουν µικρό 

βάθος διείσδυσης, το οποίο εξαρτάται από τις περιεχόµενες συχνότητες. Οι 

ταχύτητα διάδοσης τους είναι µικρότερη από τα εγκάρσια κύµατα και 

εξαρτάται από τις ελαστικές σταθερές και την πυκνότητα του συνεχούς µέσου.    

 

 Κύµατα Love, τα οποία δηµιουργούνται από πολλαπλές ανακλάσεις των 

κυµάτων SH (Βαφείδης, 1996). Η ταλάντωση των υλικών σηµείων 

πραγµατοποιείται στο οριζόντιο επίπεδο το οποίο και περιέχει την διεύθυνση 

διάδοσης του σεισµικού κύµατος. Η ταχύτητα τους είναι µικρότερη από την 

ταχύτητα των εγκαρσίων κυµάτων αν και για υψηλές συχνότητες είναι 

συγκρίσιµη µε αυτή  

 

 
Σχήµα 2.2: Τα είδη των σεισµικών κυµάτων (Bachmann, 1995) 

 

     Οι µηχανικές και φυσικές ιδιότητες του στερεού φλοιού είναι µεταβλητές σε όλη 

την έκταση του. ∆ηλαδή, πρόκειται για ένα ανοµοιογενές και ανισότροπο µέσο το 

οποίο είναι πολύ δύσκολο να µοντελοποιηθεί. Για αυτό το λόγο, η µελέτη της 
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µηχανικής συµπεριφοράς του στερεού φλοιού γίνεται µε την παραδοχή του ελαστικού, 

οµογενούς, ισότροπου και συνεχούς µέσου. Η ταχύτητα των εγκαρσίων σεισµικών 

κυµάτων για ένα τέτοιο µέσο, δίδεται συναρτήσει των ελαστικών σταθερών του από 

την σχέση    

   

ρ
µ

=sV                                                        (2.1) 

 

και η ταχύτητα των διαµηκών σεισµικών κυµάτων από τη σχέση  

 

ρ
λµ +

=
2

pv                                                  (2.2) 

 

όπου ρ η πυκνότητα, λ και µ οι σταθερές του Lame(βλ. παράγραφο 4.5.1).  

 
Πίνακας 2.1: Ταχύτητες διάδοσης κυµάτων χώρου για διάφορα δοµικά υλικά(πηγή ελαστικών 

σταθερών: Αγιουτάντης, 2002)   

Υλικά  ρ[kg/m³] Ε[GPa] v λ µ Vp[m/sec] Vs[m/sec]

Ψαµµίτης  2680 22 0,24 8,19 8,87 3110,6 1819,36 

Ασβεστόλιθος  2830 48 0,25 19,20 19,20 4511,5 2604,70 

Γρανίτης  2680 45 0,23 15,58 18,29 4412,0 2612,59 

Σχιστόλιθος  2660 28 0,14 4,78 12,28 3321,0 2148,68 

Σκυρόδεµα  2400 24 0,2 6,67 10,00 3333,3 2041,24 

Άργιλος  1600 0,2 0,45 0,62 0,07 688,6 207,61 

 

2.4 Σεισµικές κλίµακες µεγέθους 

     Για την περιγραφή και την ταξινόµηση ενός σεισµικού φαινοµένου, είναι αναγκαίο 

να προσδιοριστεί ένα µέγεθος το οποίο θα εξαρτάται αποκλειστικά από τα 

χαρακτηριστικά τη σεισµικής πηγής και θα είναι ανεξάρτητο της απόστασης του 

παρατηρητή από την εστία Ένα τέτοιο χαρακτηριστικό της σεισµικής πηγής το οποίο 

είναι ενδεικτικό του µεγέθους του σεισµού, είναι η ενέργεια που εκλύεται κατά την 

διαδικασία της θραύσης των πετρωµάτων στην εστιακή επιφάνεια . Με βάση αυτή την 

παρατήρηση αναπτύχθηκε η παγκοσµίως χρησιµοποιούµενη σεισµική κλίµακα 
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µεγέθους Richter, η οποία για κάθε σεισµό αποδίδει µία τιµή σε ένα µέγεθος, Μ, το 

οποίο είναι συνάρτηση της ενέργειας που εκλύεται. Η εµπειρική εξίσωση που συνδέει 

το µέγεθος του σεισµού µε την εστιακή ενέργεια που εκλύεται έχει τη µορφή 

(Bachmann, 1995) 

 

[ ]8.11)log(
3
2

−= EM                                              (2.3) 

ή  

ME 5.18.11)log( +=                                              (2.4) 

 

όπου Ε η εκλυόµενη ενέργεια σε [erg]. Όπως γίνεται εύκολα αντιληπτό από τις 

εξισώσεις (2.3) και (2.4) η κλίµακα Richter είναι λογαριθµική. Αυτό σηµαίνει ότι η 

µοναδιαία αύξηση του µεγέθους Μ, συνεπάγεται αύξηση της εκλυόµενης ενέργειας 

κατά το συντελεστή 101.5
 = 30. ∆ηλαδή η ενεργεία που εκλύεται από ένα σεισµό 

µεγέθους 6 βαθµών της κλίµακας Richter, είναι τριάντα φορές µεγαλύτερη από την 

ενέργεια που εκλύεται από ένα σεισµό µεγέθους 5 βαθµών της κλίµακας Richter. Το 

µέγεθος Μ υπολογίζεται από τα µέγιστα πλάτη των σεισµογραφηµάτων καταγραφής 

της ταχύτητας σύµφωνα µε την σχέση (Bachmann, 1995): 

 

rs CChdf
T
AM +++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ),(log

max

                                (2.5) 

όπου: 

Α[µm] : πλάτος της εδαφικής µετατόπισης 

T[sec] : περίοδος κύµατος µε πλάτος Α 

d[µοίρες γήινου κύκλου] : απόσταση από το επίκεντρο 

h[km] : εστιακό βάθος  

Cs, Cr : διορθωτικές σταθερές για τοπικές και περιφερειακές επιρροές (απόσβεση) 

Α / Τ[µm/sec] : ταχύτητα εδαφικών κυµάτων  

 

Για το µέγεθος Μ, µπορούν να δοθούν οι εξής τρεις διαφορετικοί ορισµοί (Bachmann, 

1995): 

 

 Τοπικό µέγεθος ΜΙ ( local magnitude ), ορίσθηκε το 1935 από τον Richter και 

ισχύει για αποστάσεις από το επίκεντρο µέχρι d = 500km. 
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 Μέγεθος επιφανειακών κυµάτων Μs ( surface wave magnitude ), ορίσθηκε 

το 1945 από τον Gutenberg και υπολογίζεται από τα µέγιστα πλάτη των 

επιφανειακών κυµάτων σύµφωνα µε τη σχέση  

 

2log66.1log ++= dAM s                                       (2.6) 

 

 Μέγεθος κυµάτων χώρου Μb ( body wave magnitude ), ορίσθηκε το 1945 από 

τον Gutenberg και υπολογίζεται από τα µέγιστα πλάτη των κυµάτων χώρου 

(καλείται και µέγεθος µακρινού σεισµού ) . 

 

9.501.0loglog ++−= dTAM s                                  (2.7) 

 

2.5 Προσδιορισµός του επίκεντρου και του εστιακού βάθος   
     Ο προσδιορισµός του εστιακού βάθους και του επικέντρου είναι αναγκαίος αφενός 

µεν για την αξιολόγηση ενός σεισµικού γεγονότος αφετέρου δε για τον υπολογισµό του 

µεγέθους του. Τα µεγέθη αυτά υπολογίζονται γεωµετρικά από τις καταγραφές των 

σεισµογραφικών σταθµών, αφού αυτές αξιολογηθούν και εξαχθούν οι εξής 

πληροφορίες (Bachmann, 1995): 

  

 η χρονική διαφορά µεταξύ της άφιξης των κυµάτων P και S στους 

σεισµογραφικούς σταθµούς 

 οι χρόνοι άφιξης των κυµάτων P 

 οι µετρηθείσες ή υποθετικές ταχύτητες κυµάτων  

 τα µοντέλα κατανοµής των φυσικών και µηχανικών ιδιοτήτων των 

πετρωµάτων στο στερεό φλοιό της γης 

 

     Η υποκεντρική απόσταση κάθε σεισµογραφικού σταθµού µε την χρήση των 

παραπάνω δεδοµένων υπολογίζεται σύµφωνα µε τη σχέση (Bachmann, 1995)  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= −

1
s

p

P
sp

V
V

Vdts                                                   (2.8) 
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όπου dts-p χρονική διαφορά άφιξης µεταξύ διαµηκών και εγκαρσίων κυµάτων. Γίνεται 

εύκολα αντιληπτό ότι για τον ακριβή υπολογισµό της υποκεντρικής απόστασης πρέπει 

να υπάρχουν αντιπροσωπευτικές τιµές των ταχυτήτων των σεισµικών κυµάτων για την 

περιοχή µελέτης. Είναι αναγκαίο λοιπόν να δηµιουργηθεί για κάθε περιοχή ένα 

γεωλογικό µοντέλο το οποίο θα περιγράφει την κατανοµή των φυσικών και µηχανικών 

ιδιοτήτων.     

      

Α) Κάτοψη 

 

 

 
 

Β) Εστίαση στην περιοχή του επίκεντρου 

 
Γ) Τοµή στο επίπεδο x-z διερχόµενη από το επίκεντρο  

 

Σχήµα 2.3: Γεωµετρικός υπολογισµός επικέντρου µε την βοήθεια των υποκεντρικών αποστάσεων τριών 

τουλάχιστον σταθµών 

 

     Οι πιθανές συντεταγµένες του επίκεντρου υπολογίζονται από τις καταγραφές 

τουλάχιστον τριών σταθµών των οποίων οι συντεταγµένες είναι γνωστές. Με ακτίνα 

την υποκεντρική απόσταση, που υπολογίζεται από τη εξίσωση (2.8), και κέντρο τη 

θέση του σταθµού χαράσσεται µια σφαίρα (σχήµα 2.3). Οι σφαίρες που θα προκύψουν 
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από τους τρεις σταθµούς θα τέµνονται µεταξύ τους ανά δύο και η τοµή τους θα είναι 

ένας κύκλος σε κατακόρυφο επίπεδο. Οι ευθείες των ιχνών των κύκλων, θα τέµνονται  

στο επίκεντρο. Επειδή η λύση µε τα στοιχεία των τριών σταθµών δεν είναι 

µονοσήµαντη, µε τη χρήση περισσοτέρων σταθµών επιτυγχάνεται µεγαλύτερη 

ακρίβεια (Bachmann, 1995). 

 

 
Σχήµα 2.4: Γεωµετρικός υπολογισµός του εστιακού βάθους  

 

Το εστιακό βάθος υπολογίζεται γεωµετρικά (σχήµα 2.4) από την υψοµετρική διαφορά 

της θέσης του σταθµού µε το επίκεντρο ∆H, την επικεντρική απόσταση d, και την 

υποκεντρική απόσταση S, σύµφωνα µε τη σχέση  

 

HdSh ∆−+= 22                                               (2.9) 

 

2.6 Αξιολογήσεις µετρήσεων από πλευρά µηχανικού 

     Τα σεισµογραφικά στοιχεία τα οποία ενδιαφέρουν το µηχανικό για την αξιολόγηση 

και την προσοµοίωση της συµπεριφοράς µιας κατασκευής είναι τα εξής (Bachmann, 

1995) :  

 

 ∆ιαγράµµατα επιτάχυνσης του εδάφους συναρτήσει του χρόνου τα οποία 

καλούνται και χρόνο-ιστορίες εδαφικής επιτάχυνσης ή επιταχυνσιογρα-

φήµατα. Τα διαγράµµατα αυτά προκύπτουν από την απευθείας µέτρηση της 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο                                                                                    ΑΡΧΕΣ ΣΕΙΣΜΟΛΟΓΙΑΣ 

 14

επιτάχυνσης σε κάποιο σεισµογραφικό σταθµό κατά τη διάρκεία ενός 

σεισµικού γεγονότος.   

 

 ∆ιαγράµµατα ταχύτητας συναρτήσει του χρόνου, τα οποία καλούνται χρόνο-

ιστορίες εδαφικής ταχύτητας και είναι δυνατό να προσδιοριστούν είτε από 

απευθείας καταγραφές της ταχύτητας, είτε από την αριθµητική ολοκλήρωση 

του επιταχυνσιογραφήµατος. 

 

 ∆ιαγράµµατα µετατόπισης συναρτήσει του χρόνου, τα όποια καλούνται και 

χρόνο-ιστορίες εδαφικής µετατόπισης και είναι δυνατό να προσδιοριστούν 

είτε µε απευθείας καταγραφή του σεισµικού γεγονότος είτε µε αριθµητική 

ολοκλήρωση των χρόνο-ιστοριών εδαφικής ταχύτητας (π.χ. κανόνας του 

τραπεζίου, αριθµητική ολοκλήρωση κατά Gauss, κτλ.)  

 

Η εδαφική µετατόπιση, ταχύτητα και επιτάχυνση καταγράφεται συνήθως στις 

διευθύνσεις Β-Ν, Α-∆ και στην κατακόρυφη διεύθυνση (κάθετα στο επίπεδο της 

θάλασσας). Από τις παραπάνω καταγραφές για τις τρεις διευθύνσεις προσδιορίζονται 

τα εξής µεγέθη: 

 

 Μέγιστη απόλυτη εδαφική επιτάχυνση, 
maxmax

)()( tuta gg &&= ή PGA(Peak 

Ground Acceleration)  

 

 Μέγιστη απόλυτη εδαφική ταχύτητα, 
maxmax

)()( tutV gg &= ή PGV(Peak 

Ground Velocity)  

 

 Μέγιστη απόλυτη εδαφική µετατόπιση, 
max

)(tug ή PGD(Peak Ground 

Displacement) 

 

 ∆ιάρκεια του σεισµού και χρονική περίοδο ισχυρής δόνησης  

 

 Πρώτες αφίξεις διαµηκών και εγκαρσίων κυµάτων  
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 Ελαστικά φάσµατα απόκρισης (βλ. 3ο Κεφάλαιο), για τον αντισεισµικό 

σχεδιασµό των κατασκευών   

 

 Φάσµατα Fourier για τον προσδιορισµό του συχνοτικού περιεχοµένου   

 

 Θεµατικοί χάρτες από τις καταγραφές του σεισµογραφικού δικτύου για την 

χωρική κατανοµή των µεγεθών PGA, PGV, PGD 

 
Πίνακας 2.2: Μέγιστες τιµές οριζόντιας εδαφικής επιτάχυνσης, 

                                                      1g = 9.81m/sec² (Bachmann, 1995) 

Θέση PGA[g] 

Φρίουλι 1976 για d=15km   0.37 

Μεξικό 1985 

 πάνω σε βράχο στη πόλη του Μεξικό(Mexico City) 

 στη περιοχή της πόλη του Μεξικό που υπέστη ζηµίες 

(κραδασµός των πολύ µαλακών εδαφικών στρωµάτων µε 

σηµαντικές ιδιοταλαντώσεις, διάρκεια περίπου 1min)    

 

0.04 

 

0.17 

Lome Prieta-Βόρεια Καλιφόρνια 1989 0.67 

Northridge-Νότια Καλιφόρνια 1994 1.82 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο                                                                                    ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 

 16

Κεφάλαιο 3ο  

 

 

Ταλαντώσεις και δυναµική ανάλυση    
 

 

3.1 Εισαγωγή  
     Ένα φυσικό φαινόµενο το οποίο εκδηλώνεται σε ένα φυσικό ή τεχνητό σύστηµα, 

καλείται δυναµικό όταν οι παράµετροι από τις οποίες εξαρτάται και περιγράφεται 

µεταβάλλονται συναρτήσει του χρόνου. Επιπλέον, εάν ανά τακτά χρονικά διαστήµατα 

το δυναµικό σύστηµα µέσα από την διαδικασία µεταβολής του επανέρχεται στην 

αρχική του κατάσταση, τότε το φαινόµενο καλείται και περιοδικό.  Τέτοια συστήµατα 

είναι οι υπαίθριες ή υπόγειες δοµικές κατασκευές των οποίων τα χαρακτηριστικά 

(εντατική κατάσταση, εσωτερικές δυνάµεις, µετατοπίσεις) µεταβάλλονται συναρτήσει 

του χρόνου όταν διεγερθούν από κάποιο εξωτερικό αίτιο (σεισµός).   

 

3.2 Περιοδικές κινήσεις  
 

Θεµελιώδεις έννοιες και ορισµοί  

     Μια κίνηση που επαναλαµβάνεται ανά τακτά χρονικά διαστήµατα κατά τον ίδιο 

τρόπο, καλείται περιοδική κίνηση ή ταλάντωση. Ένα  σύστηµα το οποίο εκτελεί 

περιοδική κίνηση έχει πάντοτε µία θέση ευσταθούς ισορροπίας. Εάν το σύστηµα µε 

κάποιο τρόπο (π.χ. µια δύναµη) εκτραπεί από αυτήν τη θέση και στη συνέχεια αφεθεί 

ελεύθερο, τότε εµφανίζεται µία δύναµη η οποία τείνει να το επαναφέρει στην αρχική 

του κατάσταση και το σύστηµα αρχίζει να ταλαντώνεται γύρω από την θέση 

ισορροπίας του (Young, 1994).  

     Τα βασικά χαρακτηριστικά µίας περιοδικής κίνησης είναι η περίοδος, Τ, η οποία  

ορίζεται ως ο χρόνος που απαιτείται για να πραγµατοποιήσει το σύστηµα µια πλήρη 

περιστροφή γύρω από τη θέση ισορροπίας του και η συχνότητα, f, που ορίζεται ως το 

πλήθος των περιστροφών που πραγµατοποιεί το σύστηµα στην µονάδα του χρόνου. Η 

συχνότητα  συνδέεται µε την περίοδο σύµφωνα µε τη σχέση       
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T

f 1
= [sec-1 ή Hz]                                                 (3.1) 

 

     Πολλά από τα συστήµατα που πραγµατοποιούν ταλαντώσεις, είτε αποτελούνται είτε 

µπορούν να προσοµοιωθούν  ικανοποιητικά  από ελατήρια, µάζες, µηχανισµούς 

απόσβεσης και διεγείρονται από περιοδικά αρµονικά ή µη φορτία. Στη δυναµική των 

κατασκευών, συγκεκριµένα, η συνήθης πρακτική είναι να διαιρείται η κατασκευή σε 

διακριτές µάζες που συνδέονται µεταξύ τους µε ιδεατά ελατήρια ενώ ανάλογα µε το 

πρόβληµα παρεµβάλλεται κάποιος µηχανισµός απόσβεσης, ασθενής ή ισχυρός 

(Kramer, 1996). 

  

Βαθµοί ελευθερίας συστήµατος  

     Ως αριθµός των βαθµών ελευθερίας ενός δυναµικού συστήµατος, ορίζεται το 

πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών που χρειάζονται, για να περιγραφούν οι θέσεις  

των µαζών που συνιστούν το σύστηµα, συναρτήσει του χρόνου. Ως εκ τούτου τα 

συστήµατα, ανάλογα µε τους βαθµούς  ελευθερίας που τα περιγραφούν είναι δυνατό να 

διακριθούν σε µονοβάθµια, πολυβάθµια και  απειροβάθµια (Kramer, 1996). Τα 

δυναµικά συστήµατα διακρίνονται επίσης σε  

 

 διακριτά συστήµατα, συστήµατα µε πεπερασµένο αριθµό βαθµών ελευθε- 

ρίας(µονοβάθµια, πολυβάθµια)  

 

 συνεχή συστήµατα, συστήµατα µε άπειρους βαθµούς ελευθερίας (απειροβά- 

θµια)        

 

3.3 Ταλάντωση διακριτού συστήµατος µε ένα βαθµό ελευθερίας   
     Ο µονοβάθµιος ταλαντωτής µπορεί να προσοµοιωθεί από ένα ελατήριο του οποίου 

το ένα άκρο βρίσκεται πακτωµένο σε σταθερό σηµείο ενώ το ελεύθερο άκρο συνδέεται 

µε µία µάζα. Παράλληλα µε τον άξονα του ελατηρίου υπάρχει ένας µηχανισµός 

απόσβεσης και η µάζα επιταχύνεται µε την εφαρµογή µίας χρονικά µεταβαλλόµενης 

δύναµης (σχήµα 3.1). Για τα στοιχεία που συνιστούν το µονοβάθµιο σύστηµα είναι 

απαραίτητο να γίνουν οι εξής παρατηρήσεις-παραδοχές: 
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 η µάζα, m, του συστήµατος είναι άκαµπτη, δηλαδή δεν υφίσταται 

παραµορφώσεις από τις δυνάµεις που της ασκούνται  

 

 το ελατήριο έχει το ρόλο του µέτρου ακαµψίας, k, του συστήµατος δηλαδή 

του συντελεστή αναλογίας µεταξύ την εφαρµοζόµενης από τη µάζα στο 

ελατήριο δύναµης και της µετατόπισης του   

 

 η διεγείρουσα δύναµη, F(t), µπορεί να είναι περιοδική ή απεριοδική , 

αρµονική ή µη αρµονική    

 

 η µάζα είναι δυνατό να κινηθεί µόνο κατά την διεύθυνση που ταυτίζεται µε 

τον άξονα του ελατηρίου κατά συνέπεια η µοναδική µεταβλητή που θα 

περιγράφει την κίνηση της µάζας θα είναι η µετατόπιση u(t) που αποτελεί 

συνάρτηση του χρόνου.         

 

α)    β) 
Σχήµα 3.1: α) µονοβάθµιο σύστηµα  β) δυνάµεις που ασκούνται 

 

     Για να προσδιοριστεί η συνάρτηση µετατόπισης u(t) που περιγράφει την θέση της 

µάζας του συστήµατος συναρτήσει του χρόνου, εφαρµόζεται ο δεύτερος νόµος του 

Newton (θεµελιώδης νόµος της µηχανικής) για τις δυνάµεις που ασκούνται στην µάζα, 

 

∑ = maF                                                     (3.2) 

 

Αντικαθιστώντας τις δυνάµεις προκύπτει  

 

mbk FFFtF =−−)(                                        (3.3) 

ή 
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)(tFFFF bkm =++                                       (3.4) 

 

Η δύναµη Fk, τείνει να επαναφέρει την µάζα στην αρχική θέση ισορροπίας της, 

ασκείται από το ελατήριο, είναι απευθείας ανάλογη της µετατόπισης µε συντελεστή 

αναλογίας το µέτρο ακαµψίας του ελατηρίου  και δίδεται από την σχέση  

 

kuFk −=                                                     (3.5) 

 

Η δύναµη απόσβεσης Fb είναι απευθείας ανάλογη της ταχύτητας, V(t), και δίδεται από 

την σχέση   

 

)(tbV
dt
dubFb −=−=                                               (3.6) 

 

Οι δυνάµεις αδράνειας που ασκούνται στην µάζα λόγο της επιτάχυνσης που υφίσταται 

από την δύναµη F(t), δίδονται από την σχέση 

 

)(2

2

tma
dt

udmFm ==                                                (3.7) 

 

Το αρνητικό πρόσηµο στις εξισώσεις (3.5) και (3.6)  δηλώνει την αντίθετη ως προς την 

µετατόπιση φορά των δυνάµεων. 

     Ανάλογα µε το αν υπάρχουν τριβές που ασκούνται στη µάζα (αποσβέσεις) ή 

επιβάλλονται εξωτερικές, περιοδικά µεταβαλλόµενες δυνάµεις αρµονικές ή µη, οι 

ταλαντώσεις ενός συστήµατος µε ένα βαθµό ελευθερίας είναι δυνατό να διακριθούν 

στις  εξής περιπτώσεις:  

 

 Ελεύθερη  αρµονική ταλάντωση χωρίς απόσβεση 

 Ελεύθερη  αρµονική ταλάντωση µε απόσβεση                

 Εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση χωρίς απόσβεση     

 Εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση µε  απόσβεση       

 Εξαναγκασµένη µη αρµονική ταλάντωση µε  απόσβεση  
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3.3.1 Ελεύθερη  αρµονική ταλάντωση χωρίς απόσβεση   

 

Εξίσωση της κίνησης  

     Η εξίσωση ισορροπίας των δυνάµεων στην ελεύθερη αρµονική ταλάντωση χωρίς 

απόσβεση έχει την µορφή  

 

0=+ km FF                                            (3.8) 

 

και προκύπτει από την γενικευµένη εξίσωση (3.3) εάν τεθεί όπου  0)( =tF  και 0=b . 

Αντικαθιστώντας τώρα τις  δυνάµεις  Fk  και Fm στην εξίσωση (3.8) προκύπτει η 

διαφορική εξίσωση της κίνησης  

 

02

2

=+ ku
dt

udm                                          (3.9.α) 

 

η οποία µπορεί να γραφεί ισοδύναµα σαν  

 

02
02

2

=+ u
dt

ud ω                                            (3.9.β) 

όπου mk /0 =ω .  

 

 
σχήµα 3.2: Σύστηµα µονοβάθµιου ταλαντωτή που εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση 

 

Συνάρτηση της µετατόπισης  

     Η εξίσωση (3.9.β) είναι µια οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση δευτέρου 

βαθµού µε σταθερούς συντελεστές. H ρίζα της µπορεί να αναζητηθεί σε συναρτήσεις 

της µορφής  
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tetu ρ=)(                                                   (3.10) 

 

για τις οποίες διαπιστώνεται  εύκολα, ότι όταν παραγωγίζονται κατεβάζουν από τον 

εκθέτη τον συντελεστή της µεταβλητής t και δίνουν την ακολουθία  

 

te
dt
du ρρ=  , te

dt
ud ρρ 2
2

2

=  , … ,  tn
n

n

e
dt

ud ρρ=  

 

Αντικαθιστώντας τη δεύτερη παράγωγο της (3.10) στην εξίσωση (3.9.β) προκύπτει η 

εξίσωση  

 

⇒=++ 02
0

2 tt ee ρρ ωρ ( )  02
0

2 =+ teρωρ                              (3.11) 

 

η οποία ικανοποιείται όταν επαληθεύεται η ισότητα  

 

 02
0

2 =+ωρ 0ωρ i±=⇒                                          (3.12)  

 

Η εξίσωση (3.12) καλείται χαρακτηριστική εξίσωση της διαφορικής εξίσωσης 

(3.9.β). Από τις σχέσεις  (3.10) και (3.12) προκύπτει ότι η  εξίσωση (3.9.β) θα έχει τις 

εξής δυο ρίζες 
tetu 1)(1

ρ=  και  tetu 2)(2
ρ=                                      (3.13) 

 

Μια χαρακτηριστική ιδιότητα των οµογενών και γραµµικών διαφορικών εξισώσεων 

είναι ότι η συνάρτηση που προκύπτει από το γραµµικό συνδυασµό των ριζών µίας 

εξίσωσης είναι και  αυτή ρίζα της διαφορικής εξίσωσης. Σύµφωνα µε τα παραπάνω η 

γενική λύση  της διαφορικής εξίσωσης (3.9.β) είναι η συνάρτηση       

 
tt ecectu 21

21)( ρρ +=                                              (3.14) 

 

µε c1 και c2 σταθερές που υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Για τις µιγαδικές 

εκθετικές εξισώσεις ισχύει ο τύπος του Euler, θθθ sincos iei += , βάσει του οποίου η 

εξίσωση (3.14) µπορεί να δοθεί στην ισοδύναµη µορφή  
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tccitcctu 021021 sin)(cos)()( ωω −++=                        (3.15) 

 

Θεωρώντας ότι οι σταθερές c1 και c2 είναι δυο συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί, οι 

ποσότητες   D=c1+c2 και C=i(c1-c2) είναι πραγµατικοί αριθµοί.  Λαµβάνοντας υπόψη 

τα παραπάνω, είναι δυνατό ως ισοδύναµη έκφραση της  εξίσωσης (3.15) να 

χρησιµοποιηθεί η 

tCtDtu 00 sincos)( ωω +=                                  (3.16.α) 

ή  

( )φω += tAtu 0sin)(                                            (3.16.β) 

 

όπου 22 DCA +=  το πλάτος της ταλάντωσης και ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

C
Darctanφ  η φάση. Οι 

συντελεστές C και D είναι δυνατό να προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθήκες που 

λαµβάνονται για τις τιµές της µετατόπισης της ταχύτητας και της επιτάχυνσης 

(Τραχανάς, 1999).  Η συνάρτηση (3.16.β) καλείται συνάρτηση της µετατόπισης. 

Παρατηρώντας την εξίσωση (3.16.β), διαπιστώνεται ότι το σύστηµα ταλαντώνεται µε 

γωνιακή συχνότητα mk /0 =ω . Η γωνιακή συχνότητα συνδέεται µε την συχνότητα 

σύµφωνα µε την σχέση  

 

fπω 2=                                                       (3.17) 

και έχει ως µονάδα το rad/sec.  

 

Συναρτήσεις ταχύτητας και επιτάχυνσης  

     Οι εξισώσεις της ταχύτητας και της επιτάχυνσης της µάζας είναι δυνατό να 

υπολογιστούν από την διαδοχική παραγώγιση της εξίσωσης της µετατόπισης. Η 

ταχύτητα δίδεται από την σχέση  

 

tCtDtV 0000 cossin)( ωωωω +−=                             (3.18.α) 

 

η οποία µπορεί να γραφεί και στην ισοδύναµη µορφή  

 

( )φωω += tAtV 00 cos)(                                        (3.18.β) 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο                                                     ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  

 
 

23

και η επιτάχυνση από την σχέση  

 

tCtDta 0
2
00

2
0 sincos)( ωωωω −−=                              (3.19.α) 

 

η οποία µπορεί να γραφεί και στην ισοδύναµη µορφή  

 

( )φωω +−= tAta 0
2
0 sin)(                                        (3.19.β) 

ή  

)()( 2
0 tuta ω−=                                                  (3.19.γ) 

 

Προσδιορισµός συντελεστών C και D 

     Το πλάτος και η φάση της ταλάντωσης αποτελούν εξισώσεις των σταθερών C και 

D. Για να υπολογιστούν γίνεται χρήση των αρχικών συνθηκών u(0)=u0 και V(0)=V0 τη 

χρονική στιγµή t=0. Η επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων (3.16.α) και (3.18.α)  

δίνει 0uD =   και 00 /ωVC =   

 

3.3.2 Ελεύθερη αρµονική ταλάντωση µε απόσβεση  

 

Εξίσωση της κίνησης   

     Η εξίσωση ισορροπίας των δυνάµεων  στην ελεύθερη αρµονική ταλάντωση µε 

απόσβεση έχει την µορφή  

 

0=++ kbm FFF                                           (3.20) 

 

και προκύπτει από την γενικευµένη εξίσωση (3.3) εάν τεθεί όπου  0)( =tF . 

Αντικαθιστώντας τώρα τις  δυνάµεις  Fk, Fb  και Fm στην εξίσωση (3.20) προκύπτει η 

διαφορική εξίσωση της κίνησης  

 

  02

2

=++ ku
dt
dub

dt
udm                                       (3.21.α) 

 

η οποία µπορεί να γραφεί στην ισοδύναµη µορφή  
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Σχήµα 3.3: Σύστηµα ελατηρίου, µάζας και  µηχανισµού απόσβεσης σε µονοβάθµιο ταλαντωτή 

 

  02 2
02

2

=++ u
dt
du

dt
ud ωγ                                     (3.21.β) 

 

όπου mb 2/=γ  και mk /0 =ω  η φυσική γωνιακή συχνότητα . 

 

Συνάρτηση της µετατόπισης  

     Η  εξίσωση (3.21.β) είναι µια οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση δευτέρου 

βαθµού µε σταθερούς συντελεστές. Για τον προσδιορισµό της γενική λύσης, 

υπολογίζεται η χαρακτηριστική της εξίσωση    

 

( )  02 2
0

2 =++ ωγρρ                                           (3.22)  

η οποία έχει ρίζες 

2
0

2
1 ωγγρ −+−=         2

0
2

1 ωγγρ −−−=                              (3.23) 

 

Η γενική λύση  της διαφορικής εξίσωσης (3.21.β) είναι η συνάρτηση       

 
tt ecectu 21

21)( ρρ +=                                              (3.24) 

 

µε c1 και c2 σταθερές που υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Ανάλογα µε το 

πρόσηµο της διακρίνουσας (∆) της χαρακτηριστικής εξίσωσης µπορούν να    

διακριθούν  οι εξής περιπτώσεις: 
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 ( ) kmb 204 2
0

22
0

2 >⇒>⇒>−=∆ ωγωγ   (ισχυρή απόσβεση). Οι ρίζες της  

εξίσωσης (3.22) θα είναι πραγµατικοί και µάλιστα αρνητικοί αριθµοί . Η γενική 

λύση της εξίσωσης (3.21.β) µπορεί να γραφτεί  tt ecectu 21
21)( γγ −− += µε 

2
0

2
1 ωγγγ −−=  και 2

0
2

2 ωγγγ −+= . 

 

 ( ) kmb 204 2
0

22
0

2 =⇒=⇒=−=∆ ωγωγ  (κρίσιµη  απόσβεση). Η εξίσωση  

(3.22) θα έχει µία διπλή ρίζα µε τιµή ρ=-γ . Η µία λύση της διαφορικής 

εξίσωσης θα έχει τη µορφή tectu γ−= 11 )( . Από την θεωρία των συνήθων 

διαφορικών εξισώσεων είναι γνωστό ότι όταν η χαρακτηριστική εξίσωση µίας 

οµογενούς γραµµικής διαφορικής εξίσωσης µε σταθερούς συντελεστές  έχει 

διπλή ρίζα η δεύτερη λύση της εξίσωσης είναι της µορφής   ttectu γ−= 22 )( . Η 

γενική λύση της εξίσωσης (3.21.β) θα είναι ttt etcctecectu γγγ −−− +=+= )()( 2121  

. 

 

 ( ) kmb 204 2
0

22
0

2 <⇒<⇒<−=∆ ωγωγ  (ασθενής  απόσβεση). Η εξίσωση 

(3.22) έχει τις δύο µιγαδικές ρίζες,  22
0 γωγρ −±−= i . Η γενική λύση της 

εξίσωσης (3.9.β) στην περίπτωση αυτή είναι η συνάρτηση  

 

[ ]tccitccetu t ωωγ sin)(cos)()( 2121 −++= −              (3.25) 

όπου  22
0 γωω −= .  

 

Οι σταθερές c1 και c2 µπορεί να είναι µιγαδικοί αριθµοί µε την προϋπόθεση όµως ότι οι 

ποσότητες D=c1+c2 και C=i(c1-c2) είναι πραγµατικοί αριθµοί.  Λαµβάνοντας υπόψη τα 

παραπάνω, είναι δυνατό ως ισοδύναµη έκφραση της  εξίσωσης (3.25) να χρησιµο- 

ποιηθεί η συνάρτηση  

 

( )φωγ += − tAetu t sin)(                                        (3.26)   

 

όπου 22 DCA +=  και ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

C
Darctanφ .  
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Ο συντελεστής b µπορεί να συνδεθεί µε την µάζα του ταλαντωτή και το µέτρο 

ακαµψίας  του ελατηρίου σύµφωνα µε την εξίσωση  

 

km
b

2
=ζ                                                        (3.27) 

 

όπου ζ ο λόγος απόσβεσης. Εάν ο λόγος απόσβεσης είναι µεγαλύτερος της µονάδας η 

απόσβεση είναι ισχυρή, εάν είναι µικρότερος η απόσβεση είναι ασθενής και εάν είναι 

ίσος µε τη µονάδα η απόσβεση είναι κρίσιµη. Τόσο ο συντελεστής γ όσο και η γωνιακή 

συχνότητα ω είναι δυνατό να δοθούν ως συναρτήσεις της θεµελιώδους ή φυσικής 

γωνιακής συχνότητας του συστήµατος ωο και του λόγου απόσβεσης ζ . Οι σχέσεις που 

προκύπτουν είναι  

0ζωζγ ==
m
k                                                  (3.28) 

και  

2
0 1 ζωω −=                                                   (3.29) 

 

Σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.26), (3.28) και (3.29) η συνάρτηση της µετατόπισης µπορεί 

να δοθεί στην ισοδύναµη µορφή  

 

( )φζωζω +−= − tAetu t 2
0 1sin)( 0                                     (3.30) 

 

 
Σχήµα 3.4: Καµπύλες πλάτους και µετατόπισης συναρτήσει του χρόνου στην ελεύθερη  αποσβένουσα 

ταλάντωση 
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Συνάρτηση της ταχύτητας V(t) 

Η εξίσωση της ταχύτητας προκύπτεί εάν παραγωγιστεί η εξίσωση της µετατόπισης ως 

προς το χρόνο. Ανάλογα µε την τιµή του λόγου απόσβεσης µπορούν να διακριθούν οι  

εξής περιπτώσεις   

 

 (ζ>1)   tt ecectV 21
2211)( γγ γγ −− −−=  

 (ζ=1)   [ ] tetccctV γγ −+−= )()( 212  

 (ζ<1)   ( )[ ]tDCtDCetV t ωωγωγωγ sin)(cos)( +−−= −  

 

Συνάρτηση της επιτάχυνσης α(t) 

     Η εξίσωση της επιτάχυνσης προκύπτει εάν παραγωγιστεί η εξίσωση της ταχύτητας 

ως προς το χρόνο. Ανάλογα µε την τιµή του λόγου απόσβεσης διακρίνονται οι εξής 

περιπτώσεις   

 

 (ζ>1)  tt ececta 21 2
22

2
11)( γγ γγ −− +=    

 (ζ=1)  [ ] tectccta γγγ −−+= 221
2 2)()(   

 (ζ<1)  ( )[ ]tCDCtDCDeta t ωωγωγωωωγγγ sin)2(cos2)( 2222 −++−−= −  

 

Προσδιορισµός συντελεστών C και D 

     Στην συγκεκριµένη περίπτωση τα είδη των αρχικών συνθηκών που επιλέγονται για 

τον προσδιορισµό των συντελεστών C και D, είναι   

 

 για u(0)=u0 και V(0)=V0 τη χρονική στιγµή t=0   προκύπτει ότι 0uD =   και 

ω
γ 00 uV

C
+

=   

 

 για u(0)=u0 και α(0)=α0 τη χρονική στιγµή t=0 προκύπτει   ότι 0uD =   και 

ωγ
ωγ
2

)( 00
22 auC −+

=   
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3.3.3 Εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση χωρίς απόσβεση   

 

Εξίσωση της κίνησης  

     Η εξίσωση ισορροπίας των δυνάµεων στην εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση 

χωρίς απόσβεση έχει την µορφή  

 

)(tFFF km =+                                           (3.31) 

 

και προκύπτει από την γενικευµένη εξίσωση (3.3) εάν τεθεί όπου  0=b . 

Αντικαθιστώντας τώρα τις  δυνάµεις  Fk, Fm  και F(t) στην εξίσωση (3.31) προκύπτει η 

διαφορική εξίσωση της κίνησης  

 

)(2

2

tFku
dt

udm =+                                       (3.32.α) 

 

η οποία µπορεί να γραφεί στην ισοδύναµη µορφή  

 

  )(12
02

2

tF
m

u
dt

ud
=+ω                                   (3.32.β) 

 

όπου mk /0 =ω  η φυσική γωνιακή συχνότητα . 

 

 
Σχήµα 3.5: µονοβάθµιο σύστηµα που εκτελεί εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση 

 

 Η χρονικά µεταβαλλόµενη περιοδική δύναµη παρουσιάζει µεγάλο φυσικό ενδιαφέρον 

όταν είναι µια ηµιτονοειδής (αρµονική) συνάρτηση του χρόνου, της µορφής  
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)sin(0 tFF fω=                                             (3.33) 

 

όπου  F0 η µέγιστη τιµή της δύναµης (πλάτος) και ωf η κυκλική συχνότητα  της 

περιοδικά µεταβαλλόµενης δύναµης. Αντικαθιστώντας την συνάρτηση (3.33) στην 

εξίσωση της κίνησης (3.32.β) προκύπτει η σχέση  

 

)sin(0
2
02

2

tfu
dt

ud
fωω =+                                       (3.34) 

όπου mFf /00 = .    

 

Συνάρτηση της µετατόπισης  

     Η εξίσωση (3.34) είναι µια γραµµική µη οµογενής διαφορική εξίσωση δευτέρου 

βαθµού µε σχετικά απλό δεύτερο µέλος. Η µεθοδολογία επίλυσης τέτοιου είδους 

συνήθων διαφορικών εξισώσεων συνίσταται αρχικά στην εύρεση της γενικής λύσης 

της αντίστοιχης οµογενούς διαφορικής εξίσωσης, στην εύρεση µιας οποιανδήποτε 

µερικής λύσης της µη οµογενούς και τέλος στην πρόσθεση των δύο προηγουµένων 

λύσεων για την εύρεση της γενικής. Η οµογενής διαφορική εξίσωση προκύπτει εάν 

τεθεί το δεξιό µέλος της  µη οµογενούς ίσο µε µηδέν (Τραχανάς, 1999). Στην 

συγκεκριµένη  περίπτωση η οµογενής διαφορική εξίσωση που αντιστοιχεί στην (3.34) 

είναι η εξίσωση (3.9.β), που περιγράφει την κίνηση στην  απλή αρµονική ταλάντωση 

χωρίς τριβή, η οποία έχει γενική λύση την συνάρτηση (3.16.α). Μια  µερική λύση της 

(3.34) είναι  η συνάρτηση   

 

)sin()( tAtu fff ω=                                             (3.35) 

 

όπου 
22

0

0

f
f

f
A

ωω −
=  το πλάτος της µετατόπισης (Τραχανάς, 1999). Σύµφωνα µε τα 

παραπάνω η γενική λύση της εξίσωσης  (3.34) είναι η συνάρτηση 

 

)()()( tututu fh +=                                           (3.36) 

όπου )(tuh  η συνάρτηση (3.16.α).  
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     Αντικαθιστώντας τώρα τις συναρτήσεις (3.16.α) και (3.35) στην ισότητα (3.36) 

προκύπτει η συνάρτηση  

 

        [ ] )sin()cos()sin()( 22
0

0
00 tftDtCtu f

f

ω
ωω

ωω
−

++=                       (3.37) 

 

η οποία µπορεί ισοδύναµα να γραφεί και ως  

 

)sin()sin()( 0 tAtAtu ff ωφω ++=                                (3.38) 

 

όπου 22 DCA +=  και ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

C
Darctanφ .  

 

 
Σχήµα 3.6: χρονική µεταβολή της µετατόπισης στην εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση χωρίς 

απόσβεση 

 

Συναρτήσεις ταχύτητας και επιτάχυνσης  

     Οι συναρτήσεις της επιτάχυνσης και της ταχύτητας προκύπτουν από την διαδοχική 

παραγώγιση της εξίσωσης (3.37). Η ταχύτητα δίνεται από τη σχέση   

 

[ ] tAtDtCtV fff ωωωωωω cossincos)( 0000 +−=                       (3.39) 

 

και η επιτάχυνση από την σχέση   
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[ ]{ }tAtDtCta fff ωωωωωω sincossin)( 2
0

2
00

2
0 ++−=                     (3.40) 

 

Προσδιορισµός συντελεστών C και D 

     Στην συγκεκριµένη περίπτωση τα είδη των αρχικών συνθηκών που επιλέγονται για 

τον προσδιορισµό των συντελεστών C και D, είναι  

  

 για u(0)=u0 και V(0)=V0 τη χρονική στιγµή t=0   προκύπτει ότι 0uD =   και 

0

0

ω
ω ff AV

C
−

=   

 

Συντονισµός  

     Παρατηρώντας το πλάτος της δύναµης, Αf, διαπιστώνεται ότι όσο η γωνιακή 

συχνότητα της δύναµης πλησιάζει την φυσική γωνιακή  συχνότητα  του συστήµατος το 

πλάτος αυξάνεται τείνοντας στο άπειρο. Για ω0=ωf  το πλάτος της δύναµης γίνεται 

άπειρο και το φαινόµενο αυτό καλείται συντονισµός (σχήµα 3.7). Για τις συνήθεις 

εφαρµογές της δυναµικής των κατασκευών  το πλάτος δεν απειρίζεται ποτέ διότι 

υπάρχουν τριβές έστω και αµελητέες. Είναι δυνατό όµως, ανάλογα µε τον λόγο  

απόσβεσης (ζ), το πλάτος της µετατόπισης  να λάβει πολύ µεγάλες τιµές µε 

καταστροφικά αποτελέσµατα για τις κατασκευές.   

 

 
Σχήµα 3.7: Καµπύλη συντονισµού 
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3.3.4 Εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση µε απόσβεση  

 

Εξίσωση της κίνησης 

     Η εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση µε απόσβεση αποτελεί την γενικότερη 

περίπτωση αρµονικής κίνησης του µονοβάθµιου ταλαντωτή.  Η εξίσωση ισορροπίας 

των δυνάµεων στην εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση µε  απόσβεση έχει την 

µορφή  

)(tFFFF kbm =++                                      (3.41) 

 

Αντικαθιστώντας τις δυνάµεις Fm,  Fb,  Fk  και F(t) προκύπτει η διαφορική εξίσωση της 

κίνησης  

)sin(02

2

tFku
dt
dub

dt
udm fω=++                                  (3.42) 

 

η οποία πραγµατοποιώντας τις αντικαταστάσεις mb 2/=γ , mk /0 =ω  και 

mFf /00 =  παίρνει τη µορφή  

 

 )sin(2 0
2
02

2

tfu
dt
du

dt
ud

fωωγ =++                                (3.43) 

 

 
Σχήµα 3.8 σύστηµα που εκτελεί εξαναγκασµένη αρµονική ταλάντωση µε απόσβεση 

 

Συνάρτηση της µετατόπισης  

     Η εξίσωση (3.43) είναι µια γραµµική µη οµογενής διαφορική εξίσωση δευτέρου 

βαθµού µε απλό δεύτερο µέλος. Η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι η 

συνάρτηση (3.25), η οποία θα συµβολίζεται στην συγκεκριµένη παράγραφο σαν uh(t) 

ενώ µία µερική λύση της µη οµογενούς είναι η συνάρτηση    
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uf(t)=αsinωft+βcosωft                                            (3.44) 

 

Αντικαθιστώντας την µερική λύση uf(t) στην εξίσωση (3.43) προκύπτει η εξίσωση   

 

{ } { }  sincos)(2sin2)α(ω 0
22

0
22

0 tftt fffff ωωωωβωγαωωγβω =−++−−   (3.45) 

 

η οποία για να ικανοποιείται πρέπει να ισχύουν οι ισότητες    

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=−−

0)(2

2)α(ω
22

0

0
22

0

f

f f

ωωβωγα

ωγβω                                            (3.46) 

 

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα ως προς τους συντελεστές α και β προκύπτουν οι 

ισότητες 

 

( ) 022222
0

22
0

4
fa

ff

f

γωωω

ωω

+−

−
=      και   

( ) 022222
0 4

2
f

ff

f

γωωω

γω
β

+−
−=          (3.47) 

 

(Τραχανάς, 1999). Η µερική λύση της εξίσωσης (3.43) µπορεί να δοθεί ισοδύναµα ως  

 

)sin()( ffff tAtu φω +=                                         (3.48) 

όπου  

( ) 22222
0

022

4 γωωω
β

ff

f
faA

+−
=+=                              (3.49) 

και  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

0
2

2
arctanarctan

ωω
γω

α
βφ

f

f
f                                  (3.50) 

 

Η συνάρτηση (3.49) µε τις αντικαταστάσεις  mFf /00 =   και 0/ωωβ f= , µπορεί να 

γραφεί ως  

( ) ( )222

2
00

21

1

βζβ

ω

+−
=

m
FAf                                    (3.51) 
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ενώ µε την αντικατάσταση 2
0/ωkm =  και τις κατάλληλες πράξεις προκύπτει η ισότητα   

 

( ) ( )2220 21

1
/ βζβ +−

==
kF

A
D f                                   (3.52) 

 

Το µέγεθος D καλείται δυναµικός συντελεστής µεγέθυνσης  και µπορεί να εκφραστεί 

ως   

fst

f

u
A

D =                                                     (3.53) 

 

όπου 
k
Fu fst

0=  η στατική µετατόπιση του συστήµατος εξαιτίας της εφαρµοζόµενης 

στατικής δύναµης F0. Θεωρώντας τη συνάρτηση ( ) 222 )2(1)( βζββ +−=g , η σχέση 

που δίνει το δυναµικό συντελεστή µεγέθυνσης γίνεται ( ) 1
)(
−

= βgD  . Ο δυναµικός 

συντελεστής λαµβάνει τη µέγιστη τιµή (D=DMAX άρα και Αf=ΑfMAX, εφόσον το πλάτος 

της δύναµης F0 παραµένει σταθερό)  όταν ελαχιστοποιείται η συνάρτηση g(β) δηλαδή 

όταν 0=
βd

dg . Λύνοντας το παραπάνω πρόβληµα ελάχιστων τιµών προκύπτει ότι  

D=DMAX  για  

221 ζβ −=MAX                                             (3.54) 

και  

0ωβω MAX
f =                                                (3.55) 

 

Από τα προηγούµενα συµπεραίνεται ότι η κυκλική συχνότητα MAX
fω  για την οποία το 

πλάτος γίνεται µέγιστο (συχνότητα συντονισµού), εξαρτάται αποκλειστικά από την 

φυσική γωνιακή συχνότητα του συστήµατος και το λόγο απόσβεσης. Στο σχήµα 3.9 

παρουσιάζονται οι καµπύλες του δυναµικού συντελεστή συναρτήσει του λόγου β για 

διάφορές τιµές του λόγου απόσβεσης. Όσο αυξάνεται ο λόγος απόσβεσης τόσο το 

φαινόµενο του συντονισµού εξασθενεί µέχρι που εξαλείφεται πλήρως για υψηλές τιµές.  

     Η οµογενής διαφορική εξίσωση που αντιστοιχεί στην εξίσωση (3.43), όπως 

αναφερθεί προηγουµένως, έχει λύση τη συνάρτηση  
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[ ]tCtDetu t
h ωωγ sincos)( += −                                    (3.56)   

 

Η γενικευµένη εξίσωση της µετατόπισης στην εξαναγκασµένη ταλάντωση µε τριβή για 

την περίπτωση της ασθενούς απόσβεσης,  προκύπτει από το άθροισµα των 

συναρτήσεων (3.56) και (3.48). Συνεπώς η γενική λύση της (3.43) είναι η συνάρτηση  

 

 [ ] )sin(sincos)( φωωωγ +++= − tAtCtDetu ff
t                     (3.57) 

 

όπου  22
0 γωω −= .  

 

0

1

2

3

4

5

6

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3β

D
ζ=0,1
ζ=0,15
ζ=0,2
ζ=0,4
ζ=0,8
ζ=0

 
Σχήµα 3.9: ∆υναµικός συντελεστής µεγέθυνσης συναρτήσει του λόγου β 

 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (3.28),  ως ισοδύναµη έκφραση  της (3.57) µπορεί να δοθεί 

η συνάρτηση  

 

( ){ } { })sin(1sin)( 2
0

0
fff

t tAtAetu φωφζωζω +++−= −                (3.58) 

 

όπου 22 DCA +=  και 
C
Darctan=φ . 

     Απ’ όλα όσα αναπτύχθηκαν παραπάνω αλλά και από την συνάρτηση (3.58), 

προκύπτει ότι η γενικευµένη συνάρτηση που περιγράφει την µετατόπιση στην 
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συγκεκριµένη περίπτωση ταλάντωσης, αποτελεί το άθροισµα δύο συναρτήσεων. Κατά 

την µαθηµατική ανάλυση της συγκεκριµένης κίνησης, οι δύο αυτές συναρτήσεις  

εµφανίστηκαν και χρησιµοποιήθηκαν ως µερική και γενική λύση µίας µη οµογενούς 

και της αντίστοιχης οµογενούς διαφορικής εξίσωσης. Η φυσική σηµασία του 

αθροίσµατος αυτού είναι ότι η κίνηση που δίνει το δυναµικό σύστηµα του σχήµατος  

3.8, είναι η συνισταµένη δύο κινήσεων, µιας απλής αρµονικής αποσβένουσας 

ταλάντωσης µε γωνιακή συχνότητα  ω και λόγο απόσβεσης ζ (γενική λύση οµογενούς-

επίδραση απόσβεσης στο σύστηµα) και µίας απλής αρµονικής ταλάντωσης µε γωνιακή 

συχνότητα ωf (µερική λύση µη οµογενούς-επίδραση διεγείρουσας δύναµης στο 

σύστηµα).  

     Στο σχήµα 3.10, παρουσιάζονται οι δύο συνιστώσες κινήσεις(uh(t) και uf(t)) και η 

συνισταµένη κίνηση του µονοβάθµιού ταλαντωτή που εκτελεί εξαναγκασµένη 

αρµονική ταλάντωση µε απόσβεση. Παρατηρείται εύκολα ότι, κατά την έναρξή της 

κίνησης καθώς και για ένα χρονικό διάστηµα  ti, επιδρούν στο σύστηµα τόσο οι 

δυνάµεις απόσβεσης όσο και η αρµονικά µεταβαλλόµενη διεγείρουσα δύναµη. Από µια 

χρονική στιγµή και µετά το πλάτος της αποσβένουσας κίνησης πρακτικά µηδενίζεται 

και το σύστηµα αποκρίνεται αποκλειστικά στην κίνηση που του επιβάλει το εξωτερικό 

φορτίο. Το χρονικό διάστηµα στο οποίο υφίσταται η αποσβένουσα κίνηση καλείται 

µεταβατικό στάδιο ενώ το στάδιο που ακολουθεί και υφίσταται µόνο η κίνηση που 

οφείλεται στην  διεγείρουσα  δύναµη καλείται στάδιο µόνιµης αποκρίσεως.                 

 
Σχήµα 3.10: Καµπύλες µετατόπισης στην εξαναγκασµένη ταλάντωση µε  απόσβεση 
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Εξισώσεις ταχύτητας και επιτάχυνσης  

     Οι εξισώσεις  της επιτάχυνσης και της ταχύτητας προκύπτουν από διαδοχική 

παραγώγιση της εξίσωσης (3.57) . Η ταχύτητα δίνεται από τη σχέση   

 

( )[ ] ( )ffff
t tAtDCtDCetV φωωωωγωγωγ +++−−= − cossin)(cos)(          (3.59) 

 

και η επιτάχυνση από την σχέση   

 

[ ]
)sin(

sin)2(cos)2()(
2

2222

ffff

t

tA
tCDCtDCDeta

φωω

ωωγωγωωγωγγ

+

−−++−−= −

        (3.60) 

 

Προσδιορισµός συντελεστών C και D 

     Στην συγκεκριµένη περίπτωση τα είδη των αρχικών συνθηκών που επιλέγονται για 

τον προσδιορισµό των συντελεστών C και D, είναι   

 

 για u(0)=u0 και V(0)=V0 τη χρονική στιγµή t=0   προκύπτει ότι 

ffAuD φsin0 −=   και 
ω

γφω DAV
C fff +−
=

cos0   

 

 για u(0)=u0 και α(0)=α0 τη χρονική στιγµή t=0 προκύπτει   ότι 

ffAuD φsin0 −=   και  
γω

φωωγ
2

sin)( 2
0

22
fff AaD

C
−−−

=  

 

 

3.3.5 Εξαναγκασµένη µη αρµονική ταλάντωση µε απόσβεση  

     Οι περιπτώσεις εξαναγκασµένων ταλαντώσεων που έχουν αναλυθεί µέχρι τώρα, 

προϋποθέτουν ότι η διεγείρουσα δύναµη αποτελεί αρµονική συνάρτηση του χρόνου. 

Στην παρούσα παράγραφο θα αναλυθεί η περίπτωση όπου η διεγείρουσα δύναµη δεν   

είναι αρµονική συνάρτηση του χρόνου και αποτελεί η γενικότερη όλων των 

περιπτώσεων  ανάλυσης του µονοβάθµιου ταλαντωτή. Η περίπτωση αυτή παρουσιάζει 

ιδιαίτερο φυσικό αλλά και πρακτικό ενδιαφέρον διότι µη αρµονικά περιοδικά φορτία 

είναι  αυτά που δίδουν οι σεισµοί.  
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Χρόνος t

∆ι
εγ
εί
ρο
υσ
α 
δύ
να

µη
 F

(t
)

 
Σχήµα 3.11: Τυχούσα, µη αρµονικά µεταβαλλόµενη χρονικά δύναµη 

 

Μετασχηµατισµός Laplace  

     Ο µετασχηµατισµός Laplace µιας συνάρτησης u(t) ορίζεται από τη σχέση  

 

dtetusU st∫
∞

−=
0

)()(                                                (3.61) 

και συµβολίζεται ως  

 

)()]([ sUtuL =  ή )()]([1 tusUL =−                                   (3.62)  

 

όπου L-1[U(s)] ο αντίστροφος µετασχηµατισµός (Κατσικαδέλης, 1999)  

     Οι βασικές ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace, που θα χρησιµοποιηθούν είναι 

οι ακόλουθες 

 

 )0(...)0()0()()]([ )1('21)( −−− −−−−= nnnnn uusussUstuL                                 (3.63) 

 

 )(...)()()](...)()([ 22112211 sUasUasUatuatuatuaL nnnn +++=+++          (3.64) 

 

 το θεώρηµα της συνέλιξης δύο συναρτήσεων u1(t) και u2(t) το οποίο 

συµβολίζεται u1*u2  και ορίζεται ως ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace 

του γινόµενου των αντιστοιχών µετασχηµατισµένων συναρτήσεων U1(s) και 

U2(s). Η µαθηµατική έκφραση του θεωρήµατος είναι  

τττ dtuuuusUsUL
t

)()(*)]()([ 2
0

12121
1 −== ∫−                         (3.65) 
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 Ο µετασχηµατισµός Laplace µετατρέπει µια γραµµική  διαφορική εξίσωση της 

συνάρτησης u(t),   σε γραµµική αλγεβρική εξίσωση της µετασχηµατισµένης 

συνάρτησης U(s)(Τραχανάς, 1999). 

 

Η εξίσωση της κίνησης  

     Κάνοντας χρήση των σχέσεων (3.28) και (3.29),  η διαφορική εξίσωση της κίνησης 

µπορεί να γραφεί ως   

 

)(12 2
002

2

tF
m

u
dt
du

dt
ud

=++ ωζω  

ή 

)(12 2
0

.

0

..
tF

m
uuu =++ ωζω                                           (3.66) 

 

Εφαρµόζοντας τον µετασχηµατισµό Laplace στα δύο µέλη της εξίσωσης (3.66) 

προκύπτει  

 

)(1)]([1]2[ 2
0

.

0

..
sP

m
tFL

m
uuuL ==++ ωζω                              (3.67) 

 

όπου P(s) η µετασχηµατισµένη συνάρτηση του δυναµικού φορτίου. Σύµφωνα µε την 

σχέση (3.64) η εξίσωση (3.67) µπορεί να γραφεί στην ισοδύναµη µορφή   

 

)(1][][2][ 2
0

.

0

..
sP

m
uLuLuL =++ ωζω                                  (3.68) 

 

ενώ εφαρµόζοντας την εξίσωση (3.63) στις παραγώγους της εξίσωσης της µετατόπισης  

u(t) προκύπτουν οι ισότητες  

 

00
2

..
)()]([ VsusUstuL −−=                                         (3.69) 

και  

0

.
)()]([ ussUtuL −=                                              (3.70) 
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όπου )0(
.

0 uV =  και )0(0 uu = . Αντικαθιστώντας τώρα τις σχέσεις (3.69) και (3.70) 

στην εξίσωση (3.68) εξάγεται η τελική µετασχηµατισµένη εξίσωση της κίνησης     

 

( ) ( ) )(1)(2)( 2
00000

2 sP
m

UsussUVsusUs =+−+−− ωζω                 (3.71) 

 

η οποία είναι µια  γραµµική αλγεβρική εξίσωση ως προς την συνάρτηση U(s). 

Επιλύνοντας την (3.71) ως προς U(s) προκύπτει η εξίσωση  

 

2
00

22
00

2
000

2
)(1

2
)2()(

ωζωωζω
ζω

++
+

++
++

=
ss

sP
mss

VsusU                        (3.72) 

 

για την οποία µπορεί εύκολα να διαπιστωθεί ότι προκύπτει από το άθροισµα των 

συναρτήσεων   

2
00

2
000

2
)2()(
ωζω

ζω
++
++

=
ss

VsusU h                                      (3.73) 

και   

2
00

2 2
)(1)(

ωζω ++
=

ss
sP

m
sU f                                     (3.74) 

όπου:  

 

Uh(s): η µετασχηµατισµένη γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης 

          που αντιστοιχεί στη µη οµογενή (3.66)  

Uf(s):  µια µερική λύση της µη οµογενούς διαφορικής εξίσωσης (3.66). 

 

Υπενθυµίζεται ότι η συνάρτηση uh(t)(ή Uh(s)) περιγράφει µια ελεύθερη αρµονική 

αποσβένουσα ταλάντωση µε γωνιακή συχνότητα ω και η συνάρτηση uf(t)(ή Uf(s)) την 

κίνηση που προκύπτει από την επιβολή του δυναµικού φορτίου(Τραχανάς,1999).    

     Ο παρανοµαστής των όρων της µετασχηµατισµένης συνάρτησης (3.72) µετά από 

πράξεις και κάνοντας την αντικατάσταση 2
0 1 ζωω −= µπορεί να γραφεί στην 

ισοδύναµη µορφή  

( ) 22
0

2
00

2 2 ωζωωζω ++=++ sss                                (3.75) 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο                                                     ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  

 
 

41

ενώ εάν οριστεί µηδενική αρχική µετατόπιση, 00 =u , η συνάρτηση (3.73) παίρνει  τη 

µορφή   

( ) 22
0

0)(
ωζω ++

=
s

VsU h                                        (3.76) 

 

Από τους τυποποιηµένους πίνακες του µετασχηµατισµού Laplace  χρησιµοποιείται η 

ισότητα  

[ ] 22)(
sin

bas
bbteL at

+−
=                                      (3.77) 

 

οποία συνδέει αρχική και µετασχηµατισµένη συνάρτηση (Τραχανάς, 1999). Θέτοντας 

στην σχέση (3.77) όπου ζω0=a  και ω=b  προκύπτει η αρχική συνάρτηση της 

µετατόπισης για απλή αρµονική αποσβένουσα ταλάντωση   

 

teVtusUL t
hh ω

ω
ζω sin)()]([ 001 −− ==                                (3.78) 

 

Για την εύρεση τώρα, της αρχικής συνάρτησης του όρου που περιγράφει τη µετατόπιση 

λόγω του εξωτερικού  φορτίου F(t)  γίνεται χρήση του θεωρήµατος της συνέλιξης. Η 

συνάρτηση (3.74)  µπορεί να εκφραστεί µε την µορφή γινοµένου συναρτήσεων ως εξής  

 

)()()( shsPsU f =                                                (3.79) 

όπου                            

( ) 22
0

11)(
ωζω ++

=
sm

sh                                          (3.80) 

 

Η αρχική συνάρτηση συνδέεται µε την µετασχηµατισµένη σύµφωνα µε την ισότητα  

 

[ ] [ ])()()()( 11 shsPLsULtu ff
−− ==                                  (3.81) 

 

ενώ κάνοντας  χρήση παράλληλα της εξίσωσης (3.65) προκύπτει η µερική λύση της 

διαφορικής εξίσωσης (3.66) 
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( ) ( )[ ] ττωτ
ω

τζω dteF
m

tu
t

t
f −= ∫ −−

0

sin)(1)( 0                           (3.82) 

 

Γενική λύση της εξίσωσης της κίνησης είναι η συνάρτηση  

 

( ) ( )[ ] ττωτ
ω

ω
ω

τζωζω dteF
m

teVtu
t

tt
f −+= ∫ −−−

0

0 sin)(1sin)( 00               (3.83) 

 

η οποία προκύπτει από τις εξισώσεις (3.36), (3.78) και (3.82) για αρχική µετατόπιση 

0)0( =u (Τραχανάς, 1999).  

     Η συνάρτηση (3.83) για οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες έχει τη µορφή  

 

( ) ( )[ ] ττωτ
ω

ωω
ω
ζω τζωζω dteF

m
etutuVtu

t
tt

f −+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+
= ∫ −−−

0
0

000 sin)(1cossin)( 00  (3.84) 

 

Το ολοκλήρωµα  

 

( ) ( )[ ] ττωτ τζω dteFtI
t

t −= ∫ −−

0

sin)()( 0                               (3.85) 

 

καλείται ολοκλήρωµα Duhamel και εκφράζει την επίδραση της διεγείρουσας δύναµης 

F(t) όταν το δυναµικό σύστηµα έχει απόσβεση. Το ολοκλήρωµα του Duhamel είναι 

δυνατό να υπολογιστεί αναλυτικά ή αριθµητικά ανάλογα µε την µορφή που έχει η 

διεγείρουσα δύναµη F(t) (Κατσικαδέλης, 1999).  

 

3.4 Απόσβεση  
     Η απόσβεση εµφανίζεται σε κάθε µηχανικό σύστηµα που εκτελεί ταλάντωση. 

Συνέπεια  της απόσβεσης είναι η απώλεια ενέργειας από το σύστηµα και έχει ως 

αποτέλεσµα την µείωση του εύρους της ταλάντωσης (πλάτος). Η µηχανική ενεργεία  

που χάνεται από το σύστηµα αποδίδεται στο περιβάλλον είτε µε την µορφή θερµότητας 

είτε µε την µορφή µηχανικού κύµατος που στον αέρα εκδηλώνεται σαν ήχος 

(Κατσικαδέλης, 1999).  
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     Ποιοτικά η απόσβεση διακρίνεται σε εσωτερική και εξωτερική. Η πρώτη 

οφείλεται  στην εσωτερική  µοριακή τριβή, µεγάλες πλαστικές παραµορφώσεις-

ανελαστικότητα,   και εξαρτάται από τη φύση του υλικού, ενώ η δεύτερη οφείλεται στις 

τριβές που αναπτύσσονται µεταξύ του συστήµατος και του αέρα, µεταξύ θεµελιώσεων 

και εδάφους, µεταξύ των δοµικών στοιχείων µίας κατασκευής (Αναστασιάδης, 1983). 

     Κατά την µελέτη των ταλαντώσεων το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην απόσβεση 

που έχει σχέση µε την συµπεριφορά µιας κατασκευής. Η µελέτη της απόσβεσης ενός 

συστήµατος που εκτελεί εξαναγκασµένη ταλάντωση γίνεται στο στάδιο την µόνιµης 

απόκρισης στο οποίο η απώλεια της ενέργειας είναι ίση µε την ενεργεία που αποδίδεται 

στο σύστηµα από την διεγείρουσα δύναµη (Κατσικαδέλης, 1999).          

 

3.4.1 Ιξώδης απόσβεση  

     Η δύναµη ιξώδους απόσβεσης σε ένα µονοβάθµιο σύστηµα δίδεται από τη εξίσωση 

(3.6) ενώ η συνάρτηση της µετατόπισης στο στάδιο της µόνιµης απόκρισης θα έχει τη 

µορφή  

( )fff tAtu φω += sin)(                                         (3.86) 

 

Αντικαθιστώντας την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης (3.86) στην εξίσωση (3.6) 

προκύπτει η συνάρτηση που περιγράφει την µεταβολή της δύναµης απόσβεσης, Fb, και 

έχει τη µορφή  

 

( )ffffb tAbtbVtF φωω +== cos)()(                           (3.87) 

 

Υψώνοντας τώρα στο τετράγωνο και τα δύο µέλη των συναρτήσεων (3.86) και (3.87) 

και προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο εξισώσεις, προκύπτει η σχέση 

 

1
22

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

fff

b

A
u

Ab
F
ω

                                   (3.88) 

 

που συνδέει την δύναµη απόσβεσης µε την µετατόπιση της µάζας. Η σχέση (3.88) εάν 

παρασταθεί σε άξονες u, Fb για µία περίοδο, fT ωπ /2= , δίνει µία έλλειψη µε µήκος 

µικρού ηµιάξονα το µέγεθος bωfAf  και µήκος µεγάλου ηµιάξονα  το πλάτος της 
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µετατόπισης, Αf, στο στάδιο της µόνιµης απόκρισης(σχήµα 3.12). Η έλλειψη αυτή 

καλείται βρόχος υστέρησης και το  εµβαδόν της περιοχής που περικλείεται από το 

βρόχο, ισούται µε την µηχανική ενέργεια που χάνει το σύστηµα λόγο ιξώδους 

απόσβεσης.          

     Η µηχανική ενέργεια που χάνεται λόγο απόσβεσης σε µία περίοδο ισούται µε το 

έργο που παράγει η δύναµη απόσβεσης και µπορεί να προσδιοριστεί από την σχέση  

duFW
fA

bb ∫=
0

                                                  (3.89) 

ή  

dttVFW
T

bb )(
0
∫=                                               (3.90) 

ενώ µε αντικατάσταση της δύναµης Fb και της µετατόπισης u(t)  προκύπτει η σχέση 

  

( ) ( ) 2

0

22 cos ff

T

ffffb AbdttAbW ωπφωω =+= ∫                      (3.91) 

 

 

Σχήµα 3.12: Βρόχος υστερήσεως συστήµατος µε ιξώδη απόσβεση 

 

     Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η απώλεια ενέργειας στο συντονισµό. Όταν η γωνιακή 

συχνότητα δίνεται από τη σχέση (3.55), το σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση του 

συντονισµού και το έργο που παράγει η αποσβένουσα δύναµη θα δίνεται από την 

εξίσωση  
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2
0 fb AbW ΜΑΧ= βωπ                                          (3.91) 

όπου 221 ζβ −=ΜΑΧ . 

 

3.4.2 Ισοδύναµη ιξώδης απόσβεση 

     Όταν η απόσβεση δεν είναι φύσει ιξώδης, η καµπύλη Fb(u) (διάγραµµα 3.12) 

γενικώς δεν αποτελεί έλλειψη. Παρόλα αυτά είναι δυνατό να προσδιοριστεί ένας 

ισοδύναµος συντελεστής ιξώδους απόσβεσης beq, εξισώνοντας το εµβαδόν E
bW  του 

πειραµατικώς λαµβανόµενου βρόχου αποσβέσεως µε την θεωρητική τιµή της απώλειας 

ενέργειας λόγο ιξώδους αποσβέσεως  µε συντελεστή beq (Κατσικαδέλης, 1999). Από 

την σχέση (3.91) υπολογίζεται το θεωρητικό έργο για b=beq και εξισώνεται µε το 

πειραµατικό δίνοντας τη σχέση  

 

2
ff

E
b

eq A
Wb

πω
=                                                  (3.92) 

 

ενώ ο ισοδύναµος λόγος απόσβεσης θα δίδεται από τη σχέση  

 

km
beq

eq 2
=ζ                                                  (3.93) 

       

3.4.3 Υστερητική απόσβεση  

     Στην πραγµατικότητα όταν µια κατασκευή υποβάλλεται σε δυναµική καταπόνηση, η 

ενεργεία που αποδίδεται σε αυτή από την διεγείρουσα δύναµη, F(t), µεταδίδεται µέσα 

στα δοµικά υλικά της κατασκευής µε την µορφή µηχανικών κυµάτων. Η σταδιακή 

µείωση του εύρους της ταλάντωσης οφείλεται στην απόσβεση που υφίσταται το κύµα 

λόγο των εσωτερικών τριβών σε µοριακό επίπεδο. Πειράµατα που πραγµατοποιήθηκαν 

από πολλούς ερευνητές έδειξαν ότι στα περισσότερα δοµικά υλικά, όπως  π.χ. ο 

χάλυβας, το αλουµίνιο και το σκυρόδεµα, η απώλεια ενέργειας ανά κύκλο δεν 

εξαρτάται από την συχνότητα της εξωτερικής διεγείρουσας δύναµης, αλλά είναι 

ανάλογη του τετραγώνου του εύρους της ταλαντώσεως. Η απόσβεση αυτή ονοµάζεται 

δοµική ή υστερητική απόσβεση. Η εξίσωση της κίνησης για εξαναγκασµένες 

ταλαντώσεις µε υστερητική απόσβεση είναι της µορφής 
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)()(2

2

tFuf
dt

udm =+                                            (3.94) 

 

όπου f(u)  µια µη γραµµική συνάρτηση της µετατόπισης, η οποία εκφράζει τη 

συνδυασµένη δύναµη επαναφοράς και απόσβεσης του συστήµατος και έχει αναλυτικό 

τύπο  

 

ku
dt
dunkuf

f

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

ω
)(                                           (3.95) 

 

µε n τη σταθερά αποσβέσεως. Κάνοντας την παραδοχή ότι η διεγείρουσα δύναµη 

είναι αρµονική συνάρτηση του χρόνου, σε συνδυασµό µε τις εξισώσεις (3.94) και 

(3.95) προκύπτει η εξίσωση  

 

tFku
dt
dunk

dt
udm f

f

ω
ω

sin02

2

=+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+                                 (3.96) 

 

η οποία στο στάδιο της µόνιµης απόκρισης έχει λύση τη συνάρτηση  

 

( )fhffh tAtu φω += sin)(                                           (3.97) 

µε  

( ) 222

0

1

1

nk
FAfh

−−
=

β
                                        (3.98) 

και  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= 21
arctan

β
φ n

fh                                            (3.99) 

 

Η διαδικασία προσδιορισµού της συνάρτησης που περιγράφει µαθηµατικά το βρόχο 

υστέρησης είναι ίδια µε εκείνη που ακολουθήθηκε στην ιξώδη απόσβεση. Η αναλυτική 

συνάρτηση της δύναµης f(u)  έχει τη µορφή  
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1
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⎜
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u
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kuf                                      (3.100) 

 

και παριστά µια λοξή έλλειψη µε τετµηµένη στον άξονα των µετατοπίσεων , 

21/ nnAd fh +=  (Κατσικαδέλης, 1999). 

 

 

 
Σχήµα 3.13: Βρόχος υστέρησης στην υστερητική ή δοµική απόσβεση 

 

 

 

3.5 Πολυβάθµια διακριτά συστήµατα  
     Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο (3.2) ως πολυβάθµια δυναµικά συστήµατα ή 

πολυβάθµιοι ταλαντωτές, χαρακτηρίζονται τα συστήµατα των οποίων η κίνηση για 

περιγραφεί πλήρως απαιτείται ο ορισµός  Ν  ανεξάρτητων µεταβλητών. Ο αριθµός των 

µεταβλητών αυτών εξαρτάται από τη δοµή του συστήµατος(κατανοµή µαζών και 

ελαστικών ιδιοτήτων), από τον τρόπο διεγέρσεως του συστήµατος και από την 

απαιτούµενη ακρίβεια. Γενικά, αυξανοµένου του αριθµού των ανεξαρτήτων 

µεταβλητών, αυξάνεται η ακρίβεια των αποτελεσµάτων. Έτσι οι περιπτώσεις αναγωγής 

ενός πραγµατικά απειροβάθµιου συστήµατος σε µονοβάθµιο είναι σχετικά 

περιορισµένες, όταν µε την κατάλληλη επιλογή ενός µικρού αριθµού ανεξαρτήτων 
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µεταβλητών, η αναγωγή του απειροβάθµιου συστήµατος σε πολυβάθµιο γίνετε µε 

ανεκτή ακρίβεια (Αναστασιάδης, 1983).   

            

3.5.1 Η εξίσωση της κίνησης  

     Στο σχήµα 3.14 παρουσιάζεται σχηµατικά ένας πολυβάθµιος ταλαντωτής του 

οποίου οι µάζες µπορούν να κινηθούν µόνο κατά την οριζόντια διεύθυνση. Εάν το 

σύστηµα αποτελείται από N  µάζες όπου η κάθε µια έχει ένα βαθµό ελευθερίας τότε οι 

συνολικοί βαθµοί ελευθερίας του συστήµατος θα δίδονται από την σχέση 

 

{Βαθµοί ελευθερίας του συστήµατος} = {βαθµοί ελευθερίας της κάθε µάζας} x 

 {πλήθος µαζών}                                                 (3.101) 

 

Η εξίσωση που περιγράφει την κίνηση ενός πολυβάθµιου ταλαντωτή µε Ν βαθµούς 

ελευθερίας έχει την µορφή  

 

[ ] { }Fukubum =++ }]{[}]{[}{
...

                                   (3.102) 

 

όπου:  

][m : το ΝxN µητρώο µάζας της κατασκευής   

][b :  το ΝxN µητρώο απόσβεσης της κατασκευής  

][k :  το ΝxN µητρώο ακαµψίας της κατασκευής 

}{},{},{
...

uuu : τα Νx1 διανύσµατα της επιτάχυνσης, της ταχύτητας και της 

µετατόπισης  κάθε βαθµού ελευθερίας του ταλαντωτή   

}{F : το Νx1 διάνυσµα της εφαρµοζόµενης διεγείρουσας δύναµης στο δυναµικό 

σύστηµα  

 

Για τα µητρώα ακαµψίας, µάζας και απόσβεσης στην παρούσα παράγραφο αναφέρεται 

απλά ότι  

 

 το κάθε στοιχείο mij του µητρώου µάζας εκφράζει την αναπτυσσόµενη 

αδρανειακή δύναµη στον βαθµό ελευθερίας i  λόγο της µοναδιαίας 

επιταχύνσεως κατά το βαθµό ελευθερίας j 
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 το κάθε στοιχείο bij του µητρώου απόσβεσης εκφράζει την αναπτυσσόµενη  

δύναµη απόσβεσης στον βαθµό ελευθερίας i λόγο της µοναδιαίας ταχύτητας 

κατά το βαθµό ελευθερίας j 

 το κάθε στοιχείο kij του µητρώου ακαµψίας εκφράζει την αναπτυσσόµενη 

ελαστική δύναµη στον βαθµό ελευθερίας i  λόγο της µοναδιαίας µετατοπίσεως  

κατά το βαθµό ελευθερίας j 

 

 
Σχήµα 3.14: Απλουστευµένο µοντέλο πολυβάθµιου ταλαντωτή 

 

     Στη δυναµική των κατασκευών, ο  υπολογισµός των παραπάνω µητρώων είναι µια 

σύνθετη διαδικασία η οποία έχει σχέση µε την γεωµετρία της κατασκευής, την 

γεωµετρία των δοµικών στοιχείων, τον τρόπο σύνδεσης µεταξύ τους και το είδος της 

καταπόνησης που υφίσταται το καθένα από αυτά. Συνήθεις πρακτική είναι η 

προσοµοίωση της κατασκευής µε ένα ισοδύναµο σύστηµα σαν αυτό του σχήµατος 3.14 

και η µελέτη της συµπεριφοράς του οµοιώµατος. Αποτελεί αποκλειστική ευθύνη του 

µελετητή το πλήθος των βαθµών ελευθερίας που θα επιλέξει για το ισοδύναµο 

οµοίωµα.     

 

3.5.2 Το πρόβληµα των ιδιοµορφών 

     Η µελέτη της κινήσεως των πολυβάθµιων συστηµάτων µπορεί να πραγµατοποιηθεί 

κατά τον απλούστερο και συστηµατικότερο τρόπο µε την βοήθεια ορισµένων απλών 

κινήσεων, ανεξαρτήτων από οποιαδήποτε εξωτερική διέγερση του συστήµατος. Οι 

κινήσεις αυτές προδιαγράφονται από τα φυσικά χαρακτηριστικά του συστήµατος, είναι 

2/1k 2/1k

2/2k2/2k

2/Nk 2/Nk

Nm

2m

1m

1b

2b

Nb
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θεωρητικού χαρακτήρα και υπολογίζονται µε καθαρά µαθηµατική ανάλυση του 

εξιδανικευµένου οµοιώµατος του πραγµατικού συστήµατος (Αναστασίαδης, 1983).  

Για τον προσδιορισµό τους θεωρείται το τυχόν πολυβάθµιο µηχανικό σύστηµα του 

σχήµατος 3.6, µε Ν βαθµούς ελευθερίας, µηδενική εξωτερική διέγερση και απουσία 

µηχανισµών απόσβεσης. Σαν αιτία της κινήσεως του συστήµατος µπορεί να θεωρηθεί 

µια τυχούσα παροδική δύναµη η οποία επιτάχυνε το σύστηµα κάποια προγενέστερη 

χρονική στιγµή και τα χαρακτηριστικά της δεν ενδιαφέρουν την παρούσα ανάλυση.        

Η εξίσωση της κίνησης στην περίπτωση αυτή παίρνει την µορφή:   

 

0}]{[}]{[
..

=+ ukum                                           (3.103) 

 

και  περιγράφει την κίνηση ενός πολυβάθµιου ταλαντωτή που εκτελεί απλή αρµονική 

ταλάντωση. Σύµφωνα µε αυτά που αναφέρθηκαν στην παράγραφο 3.3.1 η   ρίζα της  

εξίσωσης (3.103) θα είναι µια περιοδική συνάρτηση της µορφής 

 

)(}{}{ tqUu =                                                (3.104) 

 

όπου {U} το Nx1 διάνυσµα των µεγίστων τιµών της µετατόπισης(πλάτη) για κάθε 

βαθµό ελευθερίας και q(t) µια περιοδική συνάρτηση της µορφής  

q(t)=sin(ωt+φ)                                              (3.105)  

 

µε φ το διάνυσµα των φάσεων για κάθε βαθµό ελευθερίας. Η δεύτερη παράγωγος της 

συνάρτησης (3.104) θα δίδεται από την σχέση  

 

)(}{}{ 2
..

tqUu ω−=                                            (3.106) 

 

ενώ αντικαθιστώντας στην εξίσωση (3.103) προκύπτει ότι  

 

( ) 0)(}{][][ =− tqUmk λ                                     (3.107) 

 

όπου λ=ω2. Η εξίσωση (3.107) ικανοποιείται όταν   

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο                                                     ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  

 
 

51

0)( =tq                                                    (3.108) 

 

όποτε δεν υφίσταται κίνηση του συστήµατος ή όταν  

 

( ) 0}{][][ =− Umk λ                                         (3.109) 

 

     Η περίπτωση που ενδιαφέρει τη συγκεκριµένη ανάλυση περιγράφεται από την 

σχέση (3.109), η οποία αποτελεί ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα βαθµού Ν. Από την 

θεωρία της γραµµικής άλγεβρας είναι γνωστό ότι το παραπάνω σύστηµα για  

 

0])[]det([ ≠− mk λ                                        (3.110) 

 

έχει την τετριµµένη λύση {U}=0, η οποία ικανοποιείται όταν ο ταλαντωτής ηρεµεί 

στην θέση ισορροπίας του, ενώ για  

 

0])[]det([ =− mk λ                                       (3.111) 

 

το σύστηµα επαληθεύεται από N διανύσµατα 0}{ ≠jU  µε  j=1:Ν. Αναπτύσσοντας την 

ορίζουσα της σχέσης (3.111) προκύπτει ένα πολυώνυµο της µεταβλητής λ , Ν-οστού 

βαθµού το οποίο έχει ρίζες τις τιµές jλ  µε  j=1:N. Το πολυώνυµο αυτό καλείται 

χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος. Κάθε ρίζα λj, αντιστοιχεί σε µία γωνιακή 

συχνότητα του ταλαντωτή, ωj µε j=1:N, η οποία καλείται j γωνιακή ιδιοσυχνότητα ή 

φυσική συχνότητα του συστήµατος και αποτελεί χαρακτηριστικό µέγεθος του 

συστήµατος, εφόσον εξαρτάται αποκλειστικά από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά και 

τις µηχανικές του ιδιότητες. Στην γωνιακή ιδιοσυχνότητα ωj αντιστοιχεί η 

ιδιοσυχνότητα fj και η ιδιοπερίοδος Tj. Τέλος για κάθε ιδιοτιµή λj προκύπτει από την 

εξίσωση (3.109) το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα  {U}j όπου το κάθε στοιχείο του 

διανύσµατος εκφράζει το πλάτος της µετατόπισης του συγκεκριµένού βαθµού 

ελευθερίας. Το ιδιοδιάνυσµα {U}j καλείται  ιδιοµορφή του j βαθµού ελευθερίας του 

συστήµατος. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, είναι δυνατό να σχηµατιστεί το NxN µητρώο 

 

{ } { } { }[ ]NUUUU L21][ =  
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ή  
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όπου το στοιχείο Uij  είναι η µέγιστη µετατόπιση του βαθµού ελευθερίας i  όταν το 

σύστηµα ταλαντώνεται µε κυκλική ιδιοσυχνότητα ωj. Ο πίνακας [U] καλείται modal 

πίνακας του πολυβάθµιου ταλαντωτή. Αντίστοιχα µε τον πίνακα [U] µπορεί να οριστεί 

το µητρώο [ω²] το οποίο, φασµατικός πίνακας (spectral matrix) και έχει τη µορφή   
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Χρησιµοποιώντας τα µητρώα που ορίστηκαν παραπάνω η εξίσωση (3.109) είναι 

δυνατό να γραφεί στη συµπαγή µορφή  

 

[ ][ ] [ ][ ][ ] 02 =− ωUmUk                                      (3.112) 

 

 

 

Αλγεβρικές ιδιότητες των ιδιοµορφών  

Τα ιδιοδιανύσµατα έχούν τις ακόλουθες ιδιότητες  

 

1. { } [ ]{ } 0=j
T
i UmU  για ji ≠  ορθογωνικότητα ως προς το µητρώο µαζών  

  

2. { } [ ]{ } 0=j
T
i UkU   για ji ≠  ορθογωνικότητα ως προς το µητρώο ακαµψίας 

  

3. λόγω των ιδιοτήτων 1 και 2 το µητρώο [U]  είναι ένας ορθογώνιος πίνακας, 

δηλαδή [ ][ ] [ ]IUU T =   ή [ ] [ ]TUU =−1  
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4. εάν το µητρώο µάζας είναι ένας συµµετρικός πίνακας, Tmm ][][ = τότε ο 

πίνακας [ ] [ ]UmUM T ][][ = , λόγω και της ιδιότητας 3, είναι ένας διαγώνιος 

πίνακας και καλείται γενικευµένο µητρώο µάζας του συστήµατος  

 

5. εάν το µητρώο ακαµψίας είναι ένας συµµετρικός πίνακας, Tkk ][][ = τότε ο 

πίνακας [ ] [ ]UkUK T ][][ = , λόγω και της ιδιότητας 3, είναι ένας διαγώνιος 

πίνακας και καλείται γενικευµένο µητρώο ακαµψίας του συστήµατος  

 

6. οι ιδιοτιµές λj ταξινοµούνται µε φθίνουσα σειρά, Ν<<< λλλ K21  και η 

γωνιακή ιδιοσυχνότητα ω1 που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 καλείται 

θεµελιώδης γωνιακή ιδιοσυχνότητα(ή φυσική συχνότητα) του συστήµα- 

τος.    

 

 

 

 

3.6 Η κίνηση του εδάφους  
     Τα δυναµικά συστήµατα συχνά διεγείρονται από την κίνηση της στηρίξεως τους. Η 

κίνηση της στηρίξεως προκαλεί δυναµική καταπόνηση στην κατασκευή ακόµη και εάν 

δεν επιδρούν σε αυτή εξωτερικά δυναµικά φορτία (Κατσικαδέλης, 1999). Μια τυπική 

και πολύ συνηθισµένη περίπτωση κίνησης της στηρίξεως µίας κατασκευής,  αποτελεί η 

επιτάχυνση του εδάφους που προκαλείται από ένα σεισµό. Στην παρούσα παράγραφο 

θα αναλυθεί συνοπτικά η κίνηση ενός µονοβάθµιου ταλαντωτή ο οποίος διεγείρεται 

από ένα σεισµό (σχήµα  3.15). 

 

3.6.1 Εξίσωση της κίνησης 

   Όπως έχει ήδη αναφερθεί τα σεισµικά φορτία είναι  τυχαία φορτία  τα οποία  δεν 

µπορούν να περιγραφούν από µια αναλυτική συνάρτηση του χρόνου. Η διεγείρουσα 

χρονικά µεταβαλλόµενη σεισµική δύναµη που εφαρµόζεται στο σύστηµα του σχήµατος 

3.15, συνδέεται µε την επιτάχυνση του εδάφους σύµφωνα µε την σχέση 

 

)()( tmatF g=                                                (3.113) 
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Σχήµα 3.15: Μονοβάθµιος ταλαντωτής που διεγείρεται από εδαφική επιτάχυνση 

 

η οποία εάν αντικατασταθεί στην εξίσωση (3.66) δίδει την διαφορική εξίσωση της 

κίνησης του συστήµατος  

 

)(2 2
0

.

0

..
tauuu g=++ ωζω                                        (3.114) 

 

Η λύση τη εξίσωσης (3.114) στο στάδιο της µονίµου αποκρίσεως έχει τη µορφή  

 

)(1)( tUtu
ω

=                                                (3.115) 

 

όπου ( ) ( )[ ] ττωτ τζω dteatU
t

t
g −= ∫ −−

0

sin)()( 0 , το γνωστό ολοκλήρωµα του Duhamel.   

 

3.6.2 Φάσµατα  απόκρισης  

   Για µια δεδοµένη κίνηση του εδάφους είναι δυνατό να υπολογιστούν οι απολύτως  

µέγιστες τιµές της συνάρτησης u(t), για ένα εύρος τιµών της ιδιοπεριόδου Τ0 και για 

συγκεκριµένες τιµές του λόγου απόσβεσης του µονοβάθµιου συστήµατος. Η γραφική 

απεικόνιση των τιµών της συνάρτησης ),,(max),( 00 Τ=Τ ζζ tuS
tu  καλείται φάσµα 

απόκρισης του συστήµατος ως προς την µέγιστη σχετική µετατόπιση. Εκτός από την 

µέγιστη σχετική µετατόπιση, είναι δυνατό να υπολογιστούν και να παρασταθούν 

γραφικά  συναρτήσει της περιόδου και άλλα µεγέθη όπως η µέγιστη σχετική 

ταχύτητα και η µέγιστη απόλυτη επιτάχυνση.  
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Σχήµα 3.16: Σχηµατική απεικόνιση του υπολογισµού του φάσµατος απόκρισης για την µέγιστη σχετική 

ταχύτητα (Bachmann, 1995) 

 

Τα µεγέθη αυτά, τα οποία καλούνται και φασµατικές τιµές, είναι δυνατό να 

περιγραφούν µαθηµατικά από τις παρακάτω σχέσεις: 

 

 µέγιστη σχετική µετατόπιση Su(ζ,Τ0): 

( ) ( )[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=Τ=Τ ∫ −− ττωτ
ω

ζζ τζω dteatuS
t

t
gttu

0
00 sin)(1max),,(max),( 0  

 

 µέγιστη σχετική ταχύτητα SV(ζ,Τ0): 

( ) ( )[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=Τ=Τ ∫ −− ττωτζζ τζω dteatVS
t

t
gttV

0
00 cos)(max),,(max),( 0  

 

 µέγιστη απόλυτη επιτάχυνση  Sα(ζ,Τ0): 

( ) ( )[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=Τ=Τ ∫ −− ττωτζζ τζω dteataS
t

t
gtta

0
00 sin)(max),,(max),( 0  

 

   Για το επιταχυνσιογράφηµα του σχήµατος 3.17 υπολογίζονται το φάσµα απόκρισης 

της µέγιστης απόλυτης επιτάχυνσης (σχήµα 3.18), η χρονική εξέλιξη της δύναµης 

ιξώδους απόσβεσης (σχήµα 3.19) και οι βρόχοι υστέρησης (σχήµα 3.20) µονοβάθµιου 

ταλαντωτή µε τα χαρακτηριστικά του πίνακα  3.1. 

 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο                                                     ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  

 
 

56

Πίνακας 3.1: Χαρακτηριστικά µονοβάθµιου συστήµατος 

Ιδιοπερίοδος Τ0[sec] 0,23 

Μάζα m[Kg]  450 

Λόγος απόσβεσης ζ 0,03 
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Σχήµα 3.17: Επιταχυνσιογράφηµα 
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Σχήµα 3.18: Φάσµα απόκρισης της  εδαφικής επιτάχυνσης του σχήµατος 3.17 
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Σχήµα 3.19: ∆ύναµη ιξώδους απόσβεσης Fb συναρτήσει του χρόνου για το µονοβάθµιο σύστηµα του 

πίνακα 3.1 
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T0=0,23[sec]
m=450[Kg]
ζ=0,03
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Σχήµα 3.20: Βρόχοι υστέρησης για το µονοβάθµιο σύστηµα του πίνακα 3.1 

 

3.6.3  Ανάλυση Fourier του επιταχυνσιογραφήµατος 

     Η επιτάχυνση του εδάφους µπορεί να θεωρηθεί ως µια διακριτή συνάρτηση του 

χρόνου. Ως τέτοια µπορεί να µετασχηµατισθεί σε µια µιγαδική συνάρτηση της 

περιόδου, ή της γωνιακής συχνότητας,  µε την χρήση του διακριτού µετασχηµατισµού 

Fourier. Η µαθηµατική έκφραση του µετασχηµατισµού  δίδεται από την σχέση 

   

∑
=

−=
n

k

ti
kgjg

kjetadtA
1

)()( ωω                                     (3.116) 

 

όπου  dt το χρονικό βήµα δειγµατοληψίας, ωj=2πj/(ndt) η γωνιακή συχνότητα, tk=kdt, 

n το πλήθος των τιµών που λήφθηκαν και j=1:n (Krammer, 1996). Με την χρήση του 

τύπου του Euler η συνάρτηση (3.116) µπορεί να δοθεί στην ισοδύναµη µορφή  

 

{ }kjkjjgjg titAA ωωωω sincos)()( +=                             (3.117) 

µε  

[ ] [ ]22 )(Im)(Re)( jgjgjg AagAalA ωωω +=                     (3.118) 

 

το πλάτος ή µέτρο της συνάρτησης Ag(ωj). H συνάρτηση 3.118 καλείται φάσµα 

Fourier της συνάρτησης  αg(t) και έχει διαστάσεις  επιτάχυνσης επί χρόνο. Το 

τετράγωνο του φάσµατος  
2

)()( jgj AP ωω =                                          (3.119) 
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καλείται φάσµα ισχύος της αg(tk) ή συνάρτηση φασµατικής πυκνότητας. 
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Σχήµα 3.21: Φάσµα Fourier του επιταχυνσιογραφήµατος του σχήµατος 3.17 
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Σχήµα 3.22: Φάσµα ισχύος Fourier του επιταχυνσιογραφήµατος του σχήµατος 3.17 

 

     Τόσο τα φάσµατα απόκρισης που προκύπτουν από την χρονική ολοκλήρωση της 

εξίσωσης της κίνησης (φασµατικές τιµές) όσο και τα φάσµατα Fourier, επιτρέπουν τον 

προσδιορισµό του συχνοτικού περιεχοµένου ενός σεισµικού φορτίου. Επειδή όµως τα 

φάσµατα απόκρισης που προκύπτουν από το σχηµατισµό fourier αναφέρονται σε 

αρµονικές ταλαντώσεις µε µηδενική απόσβεση, είναι απλά ενδεικτικά των 

περιεχοµένων συχνοτήτων της σεισµικής διέγερσης και όχι της µεγίστης απόλυτης 

επιτάχυνσης µιας κατασκευής µε συγκεκριµένη ιδιοσυχνότητα. Οι πληροφορίες που 

δίδουν µπορούν να χρησιµοποιηθούν µόνο για στατιστική επεξεργασία των 

περιεχοµένων συχνοτήτων. 
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Κεφάλαιο 4Ο  

 

 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων  
 

 

4.1 Εισαγωγή  
     Η µαθηµατική θεωρία της ελαστικότητας θεµελιώθηκε  πλήρως στα τέλη του 19ου 

αιώνα.  Εντούτοις το φάσµα των προβληµάτων µηχανικής για οποία ήταν δυνατό να 

αναπτυχθούν αναλυτικές λύσεις ήταν εξαιρετικά περιορισµένο. Έτσι οι µηχανικοί στις 

αρχές του 20ου αιώνα στράφηκαν ερευνητικά στην ανάπτυξη προσεγγιστικών 

µαθηµατικών µεθόδων για την επίλυση των προβληµάτων µηχανικής. Η έλλειψη όµως 

υπολογιστικών µέσων την εποχή εκείνη καθήλωσε την διάδοση των αριθµητικών 

µεθόδων ως παραγωγικό εργαλείο ανάλυσης και περιόρισε την µελέτη αυτών σε 

ερευνητικά πλαίσια. 
     Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων (ΜΠΣ) είναι µια αριθµητική µέθοδος 

επίλυσης προβληµάτων µηχανικής, και όχι µόνο πλέον, η οποία αναπτύχθηκε την 

δεκαετία του 1950. Από τότε και µέχρι σήµερα αναπτύσσεται και επεκτείνεται 

συνεχώς λόγω της ραγδαίας τεχνολογικής ανάπτυξης και διάδοσης των ηλεκτρονικών 

υπολογιστών. Η ΜΠΣ αναπτύχθηκε αρχικά για την επίλυση ιδιαίτερα πολύπλοκων 

προβληµάτων αεροναυπηγικής, αντοχής των υλικών και στη συνέχεια επεκτάθηκε  

στην ανάλυση προβληµάτων Εδαφοµηχανικής και Βραχοµηχανικής (Αγιουτάντης, 

2002). Για την εφαρµογή όµως της µεθόδου στην ανάλυση προβληµάτων που έχουν 

να κάνουν µε την διαταραχή του εντατικού πεδίου στο εσωτερικό του εδάφους ή της 

βραχοµάζας εξαιτίας της κατασκευής κάποιου γεωτεχνικού έργου (π.χ. σήραγγες, 

φράγµατα, θεµελιώσεις), είναι αναγκαίο να ληφθούν υπόψη κάποιοι παράγοντες οι 

οποίοι δεν εµφανίζονται ή εµφανίζονται σπάνια στην ανάλυση προβληµάτων αντοχής 

των υλικών. Αυτοί οι παράγοντες είναι συνοπτικά οι παρακάτω:  

 

 το έδαφος και τα πετρώµατα, γενικότερα τα γεωυλικά, δεν είναι δυνατό 

να περιγραφούν απόλυτα από κάποιο συγκεκριµένο πρότυπο 
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καταστατικής συµπεριφοράς (ελαστικό, πλαστικό, ελαστοπλαστικό 

κτλ) εξαιτίας της ανοµοιογένειας και της ανισοτροπίας που εµφανίζουν 

από την φύση τους  

 

 η ακανόνιστη γεωµετρία τους και συγκρότηση τους στον χώρο 

(εδαφικά στρώµατα οριζόντια ή κεκλιµένα, φλεβικά πετρώµατα)   

καθώς και ο τεκτονισµός τους (ρήγµατα, διακλάσεις) κάνουν την 

προσοµοίωση της µηχανικής συµπεριφοράς του γεωλογικού µέσου  

ιδιαίτερα περίπλοκη     

 

Εξαιτίας λοιπόν της ύπαρξης των παραπάνω παραγόντων, καθίσταται αναγκαία η 

χρήση παραδοχών που απλοποιούν την καταστατική συµπεριφορά του µέσου έτσι 

ώστε να είναι δυνατή η επίλυση του προβλήµατος. Παρόλα αυτά η µέθοδος των 

πεπερασµένων στοιχείων αποτελεί ένα πολύ χρήσιµο εργαλείο για των προσεγγιστικό 

προσδιορισµό των εντατικών µεγεθών στο εσωτερικό του υπεδάφους( Αγιουτάντης, 

2002).                

 

4.2 Περιγραφή της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων  
4.2.1 Βασική ιδέα της µεθόδου  

     Οι βασικές θεωρητικές αρχές που διέπουν την µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων είναι σχετικά απλές. Για να αναπτυχθούν ικανοποιητικά αυτές οι αρχές, 

γίνεται η θεώρηση ενός σώµατος για το οποίο ζητείται ο υπολογισµός της κατανοµής 

των τιµών µίας άγνωστης µεταβλητής (π.χ. µετατοπίσεις λόγω εφαρµογής δυνάµεων). 

Αρχικά το σώµα διαιρείται σε ένα σύνολο µικρότερων γεωµετρικών µονάδων µε 

γνωστά γεωµετρικά χαρακτηριστικά, τα στοιχεία. Τα στοιχεία συνδέονται µεταξύ 

τους σηµειακά µε τους κόµβους (σχήµα 4.1). Η όλη διαδικασία διαίρεσης του 

σώµατος σε πεπερασµένο αριθµό διακριτών µονάδων καλείται διακριτοποίηση 

(Fagan, 1992). 

     Η άγνωστη µεταβλητή που ζητείται να προσδιοριστεί, µεταβάλλεται µε ένα 

προκαθορισµένο τρόπο που εξαρτάται από το πλήθος και την µορφή των στοιχείων 

που συγκροτούν το σώµα. Αυτό έχει ως συνέπεια τα αποτελέσµατα της µεθόδου να 

εξαρτώνται σηµαντικά από την διακριτοποίηση και η κατανοµή της άγνωστης 

µεταβλητής στην έκταση του σώµατος να προσδιορίζεται ικανοποιητικά µόνο εάν 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο                                                               Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ  

 61

αυτό έχει διακριτοποιηθεί σωστά. Η κατανοµή της ζητούµενης µεταβλητής σε κάθε 

στοιχείο, προσεγγίζεται µε την χρήση κατά κύριο λόγω πολυωνυµικών συναρτήσεων 

παρεµβολής (Fagan, 1992).        

 
Σχήµα 4.1: ∆ιακριτοποίηση σώµατος 

 

     Το επόµενο βήµα µετά την διαδικασία διακριτοποίησης του σώµατος είναι ο 

υπολογισµός των εξισώσεων ισορροπίας σε κάθε στοιχείο και τελικά από την 

κατάλληλη υπέρθεση αυτών, ο σχηµατισµός της εξίσωσης ισορροπίας όλου του 

σώµατος. Οι εξίσωση ισορροπίας για την περίπτωση των στατικών προβληµάτων έχει 

τη γενική µορφή  

 

{ } [ ]{ }bbb qkF =                                                 (4.1) 

 

όπου [kb] το µητρώο ακαµψίας του σώµατος, {Fb}  το διάνυσµα των κοµβικών 

δυνάµεων και {qb} το διάνυσµα των µετατοπίσεων στους κόµβούς των στοιχείων 

(Fagan, 1992). Παρατηρώντας την γενικευµένη εξίσωση ισορροπίας(σχέση 4.1) 

γίνεται εύκολα αντιληπτή η οµοιότητα της µε την εξίσωση ισορροπίας ενός 

ελαστικού ελατηρίου, του οποίου η µετατόπιση είναι απευθείας ανάλογη της 

εφαρµοζόµενης δύναµης µε συντελεστή αναλογίας το µέτρο ακαµψίας του. Σύµφωνα 

µε τα παραπάνω συµπεραίνεται ότι η εξίσωση 4.1 αποτελεί µια καταστατική εξίσωση 

που συνδέει το αίτιο (δύναµη) µε το αποτέλεσµα (µετατόπιση). 

     Το µητρώο ακαµψίας εξαρτάται αποκλειστικά από τη γεωµετρία των στοιχείων, τη 

διάταξη τους στο χώρο και τις ελαστικές ιδιότητες του υλικού. Για να επιλυθεί το 

σύστηµα 4.1 και να υπολογιστούν οι µετατοπίσεις στους κόµβους, είναι αναγκαίο να 
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αντιστραφεί το µητρώο ακαµψίας εφόσον έχουν προσδιοριστεί οι συνοριακές 

συνθήκες. Οι συνοριακές συνθήκες αποτελούν προκαθορισµένες τιµές της δύναµης ή 

της µετατόπισης σε κάποιον ή κάποιους  κόµβους. Η επίλυση του συστήµατος των 

εξισώσεων ισορροπίας µπορεί να γίνει µια εξαιρετικά δύσκολή διαδικασία εάν το 

πλήθος των στοιχείων είναι µεγάλο ή εάν χρειάζεται να µοντελοποιηθούν σώµατα µε 

απότοµες µεταβολές στην γεωµετρία τους (π.χ. ρωγµές). Ο αριθµός των εξισώσεων 

σε αυτές τις περιπτώσεις µπορεί να φτάσει τις δεκάδες χιλιάδες και η χρήση τόσο των 

υπολογιστών όσο και της εφαρµογής σύγχρονων µεθόδων γραµµικής άλγεβρας είναι 

απολύτως αναγκαία για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων.   

     Εφόσον το σύστηµα των εξισώσεων ισορροπίας επιλυθεί, οι παραµορφώσεις 

στους κόµβους είναι δυνατό να προσδιοριστούν από τις υπολογισµένες µετατοπίσεις 

και οι τάσεις από τις παραµορφώσεις µέσω καταστατικών εξισώσεων.     

 

4.2.2 ∆ιάθρωση της µεθόδου  

     Όπως έχει είδη αναφερθεί, η ανάλυση της εντατικής κατάστασης ενός σώµατος  

µε την ΜΠΣ είναι δυνατό να απαιτεί την επεξεργασία µεγάλου όγκου δεδοµένων και 

την πραγµατοποίηση ίσος και δεκάδων χιλιάδων πράξεων, ιδιαίτερα όταν πρόκειται 

για την µελέτη προβληµάτων γεωµηχανικής. Είναι λοιπόν προφανές ότι η ανάλυση 

αυτή γίνεται κατά κύριο λόγο µε την χρήση κατάλληλων λογισµικών πακέτων και 

µάλιστα εξειδικευµένων για κάθε επιστηµονικό πεδίο (αντοχή υλικών, εδαφο-

µηχανική, ρευστοµηχανική κτλ.). Η τυπική διαδικασία που ακολουθείται από ένα 

τέτοιο λογισµικό κατά την εφαρµογή της µεθόδου είναι η παρακάτω (Fagan, 1992):       

 

 Στάδιο προ-επεξεργασίας (pre-processing phase) των δεδοµένων   

I. ∆ιακριτοποίηση του προς µελέτη πεδίου ή σώµατος σε πεπερασµένο 

αριθµό στοιχείων  

II. Επιλογή των συναρτήσεων παρεµβολής για κάθε τύπο στοιχείου  

III. Εισαγωγή των φυσικών και µηχανικών ιδιοτήτων των υλικών καθώς και 

των µοντέλων της καταστατικής τους συµπεριφοράς (γραµµικά 

ελαστικό, ελαστοπλαστικό κτλ.)    

 

 Στάδιο ανάλυσης (analysis phase) των δεδοµένων   

I. Υπολογισµός των εξισώσεων ισορροπίας σε επίπεδο στοιχείων   
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II. Κατασκευή του τελικού συστήµατος εξισώσεων µε κατάλληλη 

υπέρθεση των εξισώσεων ισορροπίας κάθε στοιχείου  

III. Εφαρµογή των συνοριακών συνθηκών  

IV. Επίλυση του τελικού συστήµατος εξισώσεων µε αντιστροφή του 

µητρώου ακαµψίας(π.χ. µέθοδος απαλοιφής του Gauss) 

 

 Στάδιο µετά-επεξεργασίας (post processing) των αποτελεσµάτων  

I. Υπολογισµός των παραµορφώσεων από τις υπολογισµένες µετατοπίσεις   

II. Υπολογισµός των τάσεων από τις παραµορφώσεις µε την χρήση των 

καταστατικών εξισώσεων  

III. Παρουσίαση των αποτελεσµάτων είτε µε την αναγραφή των 

υπολογιζόµενων τιµών στους κόµβους είτε µε την χρήση χαρτών 

χρωµατικού κώδικά  

 

4.3 ∆ιακριτοποίηση 
     Η διακριτοποίηση αποτελεί το πρώτο και ίσος το σηµαντικότερο στάδιο της 

επίλυσης ενός προβλήµατος µε την ΜΠΣ. Όπως έχει ήδη αναφερθεί, είναι η 

διαδικασία κατά την οποία το προς ανάλυση σώµα (π.χ. ένα δοκίµιο πετρώµατος) ή 

πεδίο (π.χ. εντατική κατάσταση του περιβάλλοντος πετρώµατος λόγω υπογείου 

ανοίγµατος) διαιρείται σε ένα πεπερασµένο αριθµό γεωµετρικών µορφών µε γνωστά 

γεωµετρικά χαρακτηριστικά. Στη παρούσα παράγραφο λοιπόν θα αναλυθούν κάποιες 

βασικές αρχές και εργαλεία τα οποία είναι απαραίτητα για να επιτευχθεί αφενός µεν 

µια διακριτοποίηση που προσεγγίζει µε τον καλύτερο δυνατό τρόπο την γεωµετρία 

και τις ιδιότητες του στερεού σώµατος (χρήση κατάλληλων στοιχείων, αριθµός 

στοιχείων, διάταξη κτλ.), αφετέρου δε απλοποιεί ικανοποιητικά το σώµα ή το πεδίο 

µε την χρήση κατάλληλων συµµετριών. Ιδιαίτερα δε η εκµετάλλευση των 

συµµετριών στην ανάλυση, µπορεί µειώσει αρκετά το πλήθος των αριθµητικών 

πράξεων.                  

 

4.3.1 Γεωµετρική απλοποίηση και συµµετρία  

     Όλες οι κατασκευές στη πραγµατικότητα αποτελούν τρισδιάστατα σώµατα. 

Αρκετές φορές όµως η µορφή τους είναι τέτοια, που επιτρέπει να γίνουν ορισµένες 

γεωµετρικές απλοποιήσεις οι οποίες διευκολύνουν την ανάλυση. Πιο συγκεκριµένα, 
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σώµατα των οποίων η ανάπτυξη σε µία διάσταση είναι πολύ µεγαλύτερη από την 

ανάπτυξη στις άλλες δύο (π.χ. σήραγγες) είναι δυνατό να µελετηθούν στις δύο 

διαστάσεις µε την θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης χωρίς σηµαντικά σφάλµατα 

(σχήµα 4.2). Η παραδοχή αυτή επίσης προϋποθέτει ότι τα εντατικά µεγέθη στην 

κατεύθυνση της τρίτης διάστασης που δεν µοντελοποιείται είτε µπορούν να 

προσδιοριστούν πολύ πιο εύκολα µε απλές αναλυτικές µεθόδους, είτε είναι γνωστή εκ 

των προτέρων η κατανοµή τους προς τη διάσταση αυτή. Η προσοµοίωση στις δύο 

διαστάσεις  εφαρµόζεται αντίστοιχα και για σώµατα τα οποία εµφανίζουν πολύ πιο 

µικρή ανάπτυξη σε µία διάσταση απ’ ότι στις άλλες δύο µε την θεώρηση επίπεδης 

τάσης (Fagan, 1992).  

 

Σχήµα 4.2: Για την µελέτη της εντατικής κατάστασης µίας σήραγγας, λαµβάνεται µία τοµή σε επίπεδο 

κάθετο στον άξονα της και προσοµοιώνεται στις δύο διαστάσεις µε την θεώρηση επίπεδης 

παραµόρφωσης 
 

     Μια άλλη κατηγορία προσεγγίσεων που είναι δυνατό να γίνει κατά τη 

διακριτοποίηση και την ανάλυση στηρίζεται στη συµµετρία που είναι δυνατό να 

εµφανίζει το στερεό σώµα. Η σπουδαιότητα των συµµετριών στην ΜΠΣ οφείλεται 

στο ότι η χρήση αυτών µπορεί να διευκολύνει σηµαντικά την διακριτοποίηση και να 

µειώσει των πλήθος των υπολογισµών. Τα κυριότερα είδη συµµετριών που 

εµφανίζονται στα προβλήµατα µηχανικής είναι η αξονική, η επίπεδη, η κυκλική και 

η επαναλαµβανόµενη συµµετρία (σχήµα 4.3). Λόγω της ύπαρξης κάποιας από αυτές 

τις συµµετρίες είναι δυνατό να µην διακριτοποιηθεί όλο το σώµα άλλα τµήµα αυτού. 

Τέλος είναι πολύ σηµαντικό να αναφερθεί ότι στην επίλυση ενός προβλήµατος που 

γίνεται αξιοποίηση των εµφανιζόµενων συµµετριών, πρέπει να µεταβληθούν 
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κατάλληλα οι συνοριακές συνθήκες έτσι ώστε να η ανάλυση να ανταποκρίνεται στην 

πραγµατικότητα.  

 

 
Σχήµα 4.3: Βασικοί τύποι συµµετριών(πηγή: Fagan, 1992) 

 

4.3.2 Είδη  στοιχείων  

     Τα είδη των στοιχείων που χρησιµοποιούνται για την διακριτοποίηση ενός 

στερεού σώµατος ή ενός πεδίου, ποικίλουν ανάλογα µε την γεωµετρία του πεδίου ή 

του σώµατος, την απαιτούµενη ακρίβεια της αριθµητικής λύσης, την ύπαρξη 

απότοµων µεταβολών της γεωµετρίας (ασυνέχειες ή ρωγµές) και το είδος της 

ανάλυσης που εφαρµόζεται.  

     Χαρακτηριστικές µορφές στοιχείων αποτελούν τα γραµµικά ή µονοδιάστατα µε 

δύο ή περισσότερους κόµβους, τετραπλευρικά ή τριγωνικά τα οποία χρησιµοποι-

ούνται για δισδιάστατη ανάλυση και τα πυραµιδοειδή και πρισµατικά για ανάλυση 

στις τρεις διαστάσεις (σχήµα 4.4). Οι απλούστερες µορφές στοιχείων είναι αυτές που 

χαρακτηρίζονται από το ότι ο αριθµός των κόµβων του στοιχείου  είναι ίσος µε τον 

αριθµό των πλευρών, όπως για παράδειγµα το τετραπλευρικό τετρακοµβικό στοιχείο 

(Αγιουτάντης, 2002).   

     Κατά την εφαρµογή της ΜΠΣ, στους κόµβους των στοιχείων εµφανίζονται κάποια 

φυσικά µεγέθη τα οποία εξαρτώνται από το είδος του προβλήµατος που µελετάται. 

Τα µεγέθη αυτά σε ένα κλασικό πρόβληµα µηχανικής είναι οι µετατοπίσεις και οι 

δυνάµεις που εµφανίζονται σε κάθε κόµβο. Στην περίπτωση ανάλυσης ενός στατικού 

προβλήµατος τα µεγέθη αυτά συνδέονται µε την εξίσωση 4.1. Οι διαστάσεις των 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο                                                               Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ  

 66

διανυσµάτων και των πινάκων που εµφανίζονται στην εν λόγω εξίσωση, εξαρτώνται 

από τους βαθµούς ελευθερίας του κάθε κόµβου. Οι βαθµοί ελευθερίας κάθε κόµβου  

εκφράζουν τον πλήθος των ανεξάρτητων κινήσεων που µπορεί να πραγµατοποιήσει ο 

κάθε κόµβος και ποικίλουν ανάλογα µε το είδος της ανάλυσης (δισδιάστατη, 

τρισδιάστατη) που εφαρµόζεται και τη δοµή του σώµατος που µελετάται. Έτσι για 

την ανάλυση επίπεδων δικτυωµάτων, χρησιµοποιούνται γραµµικά στοιχεία µε ένα 

βαθµό ελευθερίας σε κάθε κόµβο διότι το κάθε στοιχείο του δικτυώµατος 

παραλαµβάνει µόνο αξονικές δυνάµεις και ως εκ τούτου οι κόµβοι του µπορούν να 

κινηθούν µόνο κατά την διεύθυνση του άξονα του στοιχείου. Αντίστοιχα τα γραµµικά 

στοιχεία ενός επίπεδου πλαισίου παραλαµβάνουν αξονικές δυνάµεις, διατµητικές 

δυνάµεις κάθετες στον άξονα του στοιχείου και καµπτικές ροπές. Στη περίπτωση 

αυτή ο κάθε κόµβος του στοιχείου επίπεδου πλαισίου έχει τρεις βαθµούς ελευθερίας 

διότι µπορεί να κινηθεί είτε κατακόρυφα (κάθετα στον άξονα του στοιχείου), είτε 

οριζόντια (παράλληλα στον άξονα του στοιχείου), είτε να στραφεί µε άξονα κάθετο 

στο επίπεδο του στοιχείου.                   

 

 
Σχήµα 4.4: Βασικοί τύποι στοιχείων 
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     Τα επίπεδα στοιχεία µπορεί να  παριστάνουν επιφάνειες σε δισδιάστατα (π.χ. 

πλάκες) ή τρισδιάστατα (π.χ. κελύφη) προβλήµατα (Αγιουτάντης, 2002). Σε αυτές τις 

περιπτώσεις τα επίπεδα στοιχεία που χρησιµοποιούνται για ανάλυση στις δύο 

διαστάσεις µπορούν να έχουν από δύο έως τρεις βαθµούς ελευθερίας, εάν 

εφαρµόζονται και ροπές, ανά κόµβο. Αντίστοιχα τα επίπεδα στοιχεία που 

χρησιµοποιούνται σε τρισδιάστατα προβλήµατα έχουν από τρεις έως έξι βαθµούς 

ελευθερίας ανά κόµβο. Στις γεωτεχνικές εφαρµογές είναι συνήθης η χρήση 

τριγωνικών ή τετραπλευρικών επίπεδων στοιχείων τα οποία προσοµοιώνουν το 

γεωυλικό (Αγιουτάντης, 2002). Είναι όµως δυνατό, ειδικά για την επίπεδη ανάλυση 

των κατασκευών υποστήριξης υπογείων έργων όπως οι σήραγγες, η υποστήριξη να 

προσοµοιώνεται µε την χρήση γραµµικών στοιχείων επίπεδου πλαισίου.              

     Τέλος πρέπει να αναφερθεί ότι οι βαθµοί ελευθερίας του κάθε στοιχείου, εφόσον 

όλοι οι κόµβοι που ανήκουν στο στοιχείο έχουν του ίδιους βαθµούς ελευθερίας, 

αποτελούν το γινόµενο των βαθµών ελευθερίας κάθε κόµβου µε το πλήθος των 

κόµβων του στοιχείου.  

 

4.3.3 Χαρακτηριστικά της διαίρεσης πεδίου 

     Η διαδικασία διαίρεσης του στερεού σώµατος σε στοιχεία, µαζί µε την επιβολή 

των συνοριακών συνθηκών, αποτελούν τους πιο σηµαντικούς παράγοντες για την 

επιτυχηµένη προσοµοίωση της µηχανικής συµπεριφοράς του σώµατος µε την ΜΠΣ. 

Η διαδικασία διαίρεσης του πεδίου συνοπτικά περιλαµβάνει τις ακόλουθες 

παραµέτρους (Αγιουτάντης, 2002): 

 

 την επιλογή της γεωµετρικής µορφής του στοιχείου  

 την επιλογή του αριθµού των κόµβων του στοιχείου και κατ’ επέκταση των 

βαθµών ελευθερίας κάθε στοιχείου 

 την επιλογή των συναρτήσεων µορφής κάθε στοιχείου  

 την επιλογή της πυκνότητας του καννάβου 

 

     Η βασική αρχή που διέπει την επιλογή της γεωµετρικής µορφής και του µεγέθους 

του κάθε στοιχείου είναι το κατά πόσο απότοµα µεταβάλλεται η κατανοµή των 

ζητούµενων µεταβλητών σε κάθε περιοχή του σώµατος. Στις περιοχές που 

αναµένεται απότοµη µεταβολή των τάσεων ή υψηλή συγκέντρωση τάσεων, η 

διακριτοποίηση θα πρέπει να είναι πιο λεπτοµερής και κατά συνέπεια το µέγεθος των 
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στοιχείων να µειωθεί. Το φαινόµενο αυτό είναι δυνατό να εµφανιστεί σε περιοχές που 

υπάρχει απότοµη µεταβολή της γεωµετρίας του σώµατος όπως γωνίες, κοιλότητες, 

ρωγµές και ασυνέχειες (σχήµα 4.6).          

 

 
Σχήµα 4.6: Παραδείγµατα απότοµης µεταβολής της γεωµετρίας 

 

     Η µείωση του µεγέθους των στοιχείων καθώς και η µεταβολή της γεωµετρίας τους 

κοντά στην περιοχή µεταβολής της γεωµετρίας του πεδίου (σχήµα 4.7), έχει ως στόχο 

την αύξηση της ακρίβειας των υπολογισµών στις περιοχές αυτές. Επειδή η 

µετατοπίσεις στο εσωτερικό των στοιχείων συνδέονται µε τις µετατοπίσεις που 

εµφανίζονται στους κόµβους τους µε την χρήση συναρτήσεων παρεµβολής, η 

ακρίβεια των τιµών που υπολογίζονται στο εσωτερικό κάθε στοιχείου εξαρτάται 

άµεσα από το µέγεθος αυτού. Γενικά θα µπορούσε να αναφερθεί, ότι όσο πιο µικρό 

είναι το στοιχείο και όσο πιο κανονικό γεωµετρικά είναι το σχήµα του (π.χ. κανονικό 

πολύγωνο), τόσο αυξάνεται η αξιοπιστία των συναρτήσεων παρεµβολής.      

 

 
Σχήµα 4.7: ∆ιαίρεση πεδίου µε µεταβαλλόµενη γεωµετρία στοιχείων 
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4.4 Συναρτήσεις παρεµβολής  
     Ο σχηµατισµός των εξισώσεων ισορροπίας κάθε στοιχείου, προϋποθέτει ότι η 

κατανοµή της άγνωστης µεταβλητής στο εσωτερικό του γίνεται µε κάποιο 

προκαθορισµένο τρόπο, ο οποίος περιγράφεται µαθηµατικά από µια συνάρτηση. Οι 

συναρτήσεις αυτές καλούνται συναρτήσεις µορφής και η µαθηµατική τους έκφραση 

εξαρτάται από τις γεωµετρικές ιδιότητες του στοιχείου (γραµµικά, τριγωνικά, 

τετραγωνικά κτλ) και από το πλήθος των κόµβων που διαθέτουν. Οι συναρτήσεις 

µορφής µπορούν να παροµοιαστούν µε συναρτήσεις επιρροής κάθε κόµβου προς το 

περιβάλλον του, δηλαδή ως συναρτήσεις παρεµβολής οι οποίες συνδέουν τις 

µετατοπίσεις σε κάποιο τυχαίο σηµείο στο εσωτερικό του στοιχείου, µε τις 

µετατοπίσεις που εµφανίζονται στους κόµβους του. Ως προς την µαθηµατική τους 

µορφή µπορούν να διακριθούν σε γραµµικές και µη γραµµικές. Στις περιπτώσεις 

στοιχείων µε ίσο αριθµό ακµών και κόµβων, οι συναρτήσεις µορφής που επιλέγονται 

είναι συνήθως γραµµικές ενώ σε κάθε άλλη περίπτωση επιλέγονται µη γραµµικές 

συναρτήσεις (Αγιουτάντης, 2002). 

 

Συναρτήσεις µορφής σε µια διάσταση 

     Για την προσοµοίωση µιας δοκού µε την ΜΠΣ χρησιµοποιούνται συνήθως 

γραµµικά στοιχεία µε δύο ή και περισσότερους κόµβους. Οι συναρτήσεις παρεµβολής 

που συνδέουν τη µετατόπιση σε κάθε σηµείο του στοιχείου µε την µετατόπιση στους 

κόµβους του είναι πολυώνυµα και έχουν τη γενική µορφή   

 
12

321 .....)( −++++= n
n xaxaxaaxu                                 (4.2) 

 

η οποία µπορεί να γραφεί µε τη µορφή πινάκων ως  
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Εφόσον η συνάρτηση παρεµβολής περιγράφει τις µετατοπίσεις σε κάθε σηµείο του 

στοιχείου, θα επαληθεύεται και στους κόµβους του. Αντικαθιστώντας τις 

συντεταγµένες των κόµβων στην συνάρτηση 4.3 προκύπτει η σχέση  
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η οποία µπορεί να γραφεί ισοδύναµα ως  

 

{ } [ ]{ }aAqe =                                                    (4.6) 

 

Από τις εξισώσεις 4.4 και 4.6 προκύπτει η τελική µορφή των συναρτήσεων 

παρεµβολής  

 
{ } [ ]{ }eqNq =                                                   (4.7) 

 

όπου [ ] [ ][ ] 1−Φ= AN . 

 
Πίνακας 4.1: Γραµµικά στοιχεία (Fagan, 1992) 

Συνάρτηση Παρεµβολής Πλήθος Κόµβων [n] Στοιχείο 

xaaxu 21)( +=  2  
2

321)( xaxaaxu ++=  3  
3

4
2

321)( xaxaxaaxu +++=  4  

 

Συναρτήσεις µορφής στις δύο διαστάσεις  

     Για την επίλυση προβληµάτων στις δύο διαστάσεις χρησιµοποιούνται επίπεδα 

στοιχεία των οποίων οι κόµβοι µπορούν να κινηθούν είτε οριζόντια είτε κατακόρυφα 

(δύο βαθµοί ελευθερίας ανά κόµβο). Οι συναρτήσεις παρεµβολής που δίδουν την 

κατανοµή των µετατοπίσεων στο εσωτερικό ενός δισδιάστατου στοιχείου είναι της 

µορφής     
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. n
m yayaxaxyayaxaayxu ++++++= .....),( 2

6
2

54321  

(4.8) 
n

m ybybxbxybybxbbyxv ++++++= .....),( 2
6

2
54321  

 

όπου u(x,y) η οριζόντια µετατόπιση και v(x,y) η κατακόρυφη. Οι συναρτήσεις 4.8 

µπορούν να γραφούν µε τη χρήση πινάκων και διανυσµάτων στη συµπαγή µορφή  
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όπου  

[ ]nyyxxyyx L221][ =Φ  

[ ] [ ]maaaaaaaa L654321=  

[ ] [ ]mbbbbbbbb L654321=  

 

Πίνακας 4.2: ∆ισδιάστατα επίπεδα στοιχεία(Fagan, 1992) 

Συνάρτηση Παρεµβολής Πλήθος Κόµβων [n] Στοιχείο 

 
yaxaayxu 321),( ++=  

 

3 
 

 
2

6
2

54321),( yaxaxyayaxaayxu +++++=

 

6 

 
 

xyayaxaayxu 4321),( +++=  
 

4 

 

 

4.5 Καταστατική συµπεριφορά των υλικών  
     Στη παρούσα παράγραφο θα γίνει µια συνοπτική παρουσίαση της καταστατικής 

συµπεριφοράς των γραµµικά ελαστικών υλικών. Με τον όρο καταστατική 

συµπεριφορά ενός υλικού, εννοείται η µεταβολή της εξωτερικής του µορφής αλλά 

και οι αλλαγές που είναι δυνατό να υπάρξουν στην µικροδοµή του (π.χ. πλαστική 

παραµόρφωση σαν συνέπεια της διαρροής υλικού και ανακατανοµής της µάζας εντός 
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των γεωµετρικών ορίων του σώµατος) από την επίδραση ενός πεδίου δυνάµεων που 

παράγουν µηχανικό έργο. Η συµπεριφορά αυτή είναι δυνατό να περιγραφεί µε την 

χρήση µαθηµατικών µοντέλων που συνδέουν τις εµφανιζόµενες παραµορφώσεις µε 

τις εφαρµοζόµενες τάσεις  και καλούνται µαθηµατικά µοντέλα συµπεριφοράς υλικών 

ή καταστατικές εξισώσεις.      

 

4.5.1 Καταστατική συµπεριφορά γραµµικά ελαστικών υλικών στις τρεις 

διαστάσεις  

     Η εντατική κατάσταση σε κάθε σηµείο ενός στερεού σώµατος(σχήµα 4.5), 

περιγράφεται από τον τανυστή δευτέρας τάξεως    
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ο οποίος καλείται τανυστής των τάσεων. Αντίστοιχα µε τον τανυστή των τάσεων  

 

 
Σχήµα 4.8: Τρισδιάστατη εντατική κατάσταση στερεού σώµατος 

 

ορίζεται και ο τανυστής των παραµορφώσεων  
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ο οποίος περιγράφει την παραµορφωσιακή κατάσταση λόγω των τάσεων που 

εφαρµόζονται. Λαµβάνοντας ισορροπία των ροπών προκύπτει ότι οι τανυστές τάσεων  
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και παραµορφώσεων αποτελούν συµµετρικά µητρώα, δηλαδή jiij σσ =  και jiij εε = . 

Έτσι, οι άγνωστες ποσότητες για κάθε τανυστή µειώνονται από εννιά σε έξι. Η 

καταστατική εξίσωση του γραµµικά ελαστικού υλικού, εάν εκφραστεί µε την µορφή 

πινάκων, δίδεται από την σχέση  
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όπου 
)21)(1( νν

νλ
−+

Ε
=  και 

)1(2 +
Ε

=
ν

µ  οι σταθερές του Lame, Ε το µέτρο 

ελαστικότητας και v ο λόγος Poisson. 

 

4.5.2 Καταστατική συµπεριφορά γραµµικά ελαστικών υλικών στις δύο 

διαστάσεις  

     Όπως έχει ήδη αναφερθεί (παράγραφος 4.3.1), οι πραγµατικές κατασκευές 

αποτελούν τρισδιάστατα σώµατα. Ωστόσο αρκετές φορές η γεωµετρία τους είναι 

τέτοια που επιτρέπει την µελέτη αυτών στις δύο διαστάσεις, χωρίς σηµαντικά 

σφάλµατα σε σχέση µε την ακρίβεια της ανάλυσης που είναι επιθυµητό να γίνει. 

Παρακάτω θα αναπτυχθούν τα µαθηµατικά µοντέλα που περιγράφουν την 

καταστατική συµπεριφορά των γραµµικά ελαστικών υλικών στις δύο διαστάσεις. 

    

Θεώρηση Επίπεδης Τάσης 

     Η θεώρηση επίπεδης τάσης γίνεται στην περίπτωση που η ανάπτυξη ενός σώµατος 

κατά την διεύθυνση µιας διάστασης είναι πολύ µικρότερη σχετικά µε την ανάπτυξη 

στις άλλες δύο. Στη περίπτωση αυτή µπορεί να θεωρηθεί ότι οι εµφανιζόµενες σε 

αυτή τη διάσταση τάσεις, είναι µηδενικές σχετικά µε αυτές που εµφανίζονται στο 

επίπεδο των άλλων δύο διαστάσεων. Πιο συγκεκριµένα, στο σχήµα 4.9 απεικονίζεται 

ένας κυκλικός δίσκος του οποίου η ανάπτυξη ως προς την διεύθυνση του άξονα z 

είναι αµελητέα σε σχέση µε την ανάπτυξη στις διευθύνσεις x και y. Η καταπόνηση 
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του δίσκου γίνεται στο επίπεδο x-y, οπότε οι συνιστώσες του τανυστή των τάσεων  

ως προς την διεύθυνση z είναι   

 

0=== yzxzz ττσ                                           (4.11) 

 

 
Σχήµα 4.9: Θεώρηση επίπεδης τάσης 

 

Από τον συνδυασµό της σχέσης 4.10 και της ισότητας 4.11, προκύπτουν οι 

καταστατικές εξισώσεις του γραµµικά ελαστικού υλικού για την θεώρηση επίπεδης 

τάσης 
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)( ΥΧΖ +
Ε

−= σσνε                                      (4.12) 

 

Θεώρηση Επίπεδης Παραµόρφωσης  

     Αντίστοιχα µε την παραδοχή της επίπεδης τάσης, µπορεί να γίνει και η θεώρηση 

της επίπεδης παραµόρφωσης για σώµατα των οποίων η ανάπτυξη στην τρίτη 

διάσταση είτε δεν είναι αµελητέα, είτε είναι πολύ µεγαλύτερη από την ανάπτυξη στις 

άλλες δύο (σχήµα 4.10). Στη περίπτωση αυτή µπορεί να θεωρηθεί ότι οι µετατοπίσεις 
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στην τρίτη διάσταση, κατά συνέπεια και οι παραµορφώσεις, θα είναι αµελητέες. Για 

τις αντίστοιχες συνιστώσες του τανυστή των παραµορφώσεων θα ισχύει η ισότητα      

 

0=== yzxzz γγε                                           (4.13) 

 

 
Σχήµα 4.10: Θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης 

 

Από τον συνδυασµό της σχέσης 4.10 και της ισότητας 4.13, προκύπτουν οι 

καταστατικές εξισώσεις του γραµµικά ελαστικού υλικού για την θεώρηση επίπεδης 

παραµόρφωσης  
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)( ΥΧΖ += σσσ v                                           (4.15) 

 

4.6 Εξισώσεις ισορροπίας και επίλυση σε επίπεδο στοιχείου  
     Ένας τύπος στοιχείου που χρησιµοποιείται πολύ συχνά στην ελαστική ανάλυση 

επίπεδων προβληµάτων είναι το τετραπλευρικό τετρακοµβικό στοιχείο(σχήµα, 4.11). 

Ο κάθε κόµβος του συγκεκριµένου στοιχείου έχει δύο βαθµούς ελευθερίας, δηλαδή 

µπορεί να µετατοπισθεί κατακόρυφα, v(x,y) και οριζόντια, u(x,y). Οι συναρτήσεις 

παρεµβολής που θα περιγράφουν την κατανοµή της οριζόντιας και της κατακόρυφης 

µετατόπισης σε κάθε σηµείο του στοιχείου, P(x,y), θα είναι της µορφής  

 

xyayaxaayxu 4321),( +++=  
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(4.16) 

xybybxbbyxv 4321),( +++=  

 

 
Σχήµα 4.11: Τετραπλευρικό τετρακοµβικό στοιχείο 

 

οι οποίες µε τη χρήση πινάκων και διανυσµάτων µπορούν να γραφούν στη συµπαγή 

µορφή  
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ή  

{ } [ ]{ }αΦ=q                                                 (4.17) 

 

όπου [Φ] ο πίνακας των καθολικών συντεταγµένων κάθε σηµείου και {α} το 

διάνυσµα των συντελεστών. Εφόσον οι συναρτήσεις παρεµβολής  επαληθεύονται σε 

κάθε σηµείο του στοιχείου θα επαληθεύονται και στους κόµβους του. Εάν στη 

συνάρτηση 4.16 αντικατασταθούν οι συντεταγµένες και οι µετατοπίσεις του κάθε 

κόµβου θα προκύψει η σχέση  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο                                                               Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ  

 77

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

4

3

2

1

4

3

2

1

4444

4444

3333

3333

2222

2222

1111

1111

4

4

3

3

2

2

1

1

10000
00001

10000
00001

10000
00001

10000
00001

b
b
b
b
a
a
a
a

yxyx
yxyx

yxyx
yxyx

yxyx
yxyx

yxyx
yxyx

v
u
v
u
v
u
v
u

                 (4.18) 

 

η οποία µπορεί να γραφεί συµβολικά ως  

 

{ } [ ]{ }aAqe =                                                 (4.19) 

 

όπου {qe} το διάνυσµα των µετατοπίσεων στους κόµβους, [A] ο πίνακας 

συντεταγµένων των κόµβων και {α} το διάνυσµα των συντελεστών της συνάρτησης 

παρεµβολής. Από τις σχέσεις 4.17 και 4.19 προκύπτεί η εξίσωση  

 

{ } [ ]{ }eqNq =                                                 (4.20) 

όπου [Ν]=[Φ][Α]-1. 

 

Σχέσεις µετατοπίσεων – παραµορφώσεων 

     Οι συνιστώσες του διανύσµατος των παραµορφώσεων στις δύο διαστάσεις 

συνδέονται µε τις µετατοπίσεις του κάθε κόµβου µε τις σχέσεις    

 

x
u

x ∂
∂

=ε   ,  
y
v

y ∂
∂

=ε   ,  
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ                            (4.21) 

 

οι οποίες µπορούν να γραφούν ισοδύναµα στη συµπαγή µορφή  
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ή  

{ } [ ]{ }qΧ=ε                                                    (4.23) 

 

όπου {ε} το διάνυσµα των παραµορφώσεων, [Χ] ο πίνακας των µερικών παραγώγων 

και {q} το διάνυσµα των µετατοπίσεων. Από τις  σχέσεις 4.20 και 4.23 προκύπτει η 

εξίσωση  

 

{ } [ ]{ }eqΒ=ε                                                   (4.24) 

 

όπου [Β]=[Χ][Ν]. Η εξίσωση 4.24 συνδέει τις παραµορφώσεις σε ένα τυχαίο σηµείο, 

P(x,y), στο εσωτερικό του στοιχείου µε τις µετατοπίσεις των κόµβων. 

 

Σύνθεση του µητρώου ακαµψίας του στοιχείου 

     Η τεχνική σύνθεσης του µητρώου ακαµψίας του κάθε στοιχείου, βασίζεται στην 

αρχή διατήρησης της ενέργειας. Η δυναµική ενέργεια κάθε στοιχείου προκύπτει µε 

την αφαίρεση του µηχανικού έργου που παράγουν οι εξωτερικές δυνάµεις που 

επιδρούν στο στοιχείο από την εσωτερική ενέργεια του στοιχείου. Η µαθηµατική 

έκφραση του παραπάνω ισοζυγίου ενέργειας µπορεί να δοθεί ως  

 

Π = U - WF                                               (4.25) 

 

όπου Π η δυναµική ενέργεια του στοιχείου, U η εσωτερική ενέργεια  του στοιχείου 

και WF το µηχανικό έργο που παράγουν οι εξωτερικές δυνάµεις. Οι εξωτερικές 

δυνάµεις µπορούν να ταξινοµηθούν σε τρεις κατηγορίες (Αγιουτάντης, 2002):  

 

 δυνάµεις πεδίου (π.χ. βαρυτικές) 

 τάσεις (π.χ. υδροστατικές) 

 σηµειακές δυνάµεις    

 

Η εσωτερική ενέργεια του στοιχείου δίδεται από την σχέση  

 

{ }{ }dVU
V

εσ∫= 2
1                                           (4.26) 
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Σχήµα 4.12: Είδη εξωτερικών δυνάµεων που εφαρµόζονται σε ένα στοιχείο 

 

όπου {σ} το διάνυσµα των τάσεων και {ε} το διάνυσµα των παραµορφώσεων. Οι 

τάσεις µε τις παραµορφώσεις συνδέονται, όπως έχει ήδη αναφερθεί, µε µια 

καταστατική εξίσωση της µορφής 

 

{ } [ ]{ }εσ D=                                                 (4.27) 

 

όπου [D] το µητρώο των ελαστικών σταθερών . Εάν αντικατασταθεί το διάνυσµα της 

τάσης στην εξίσωση 4.26, η εξίσωση της εσωτερικής ενέργείας γίνεται  
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                (4.28) 

όπου  

[ ] [ ][ ]dxdyBDBhk T
e ∫ ∫=][                                         (4.29) 

 

το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου και h το πάχος του στοιχείου (Αγιουτάντης, 

2002).   

     Κάθε µεταβολή στη κατανοµή της µάζας ενός στερεού σώµατος προκαλεί 

διαταραχή στο εντατικό του πεδίο. Χαρακτηριστικό παράδειγµα διατάραξης 

εντατικού πεδίου αποτελεί η όρυξη σήραγγας σε κάποιο γεωυλικό (βράχο ή έδαφος). 

Η αφαίρεση µάζας επάγει τάσεις στο περιβάλλον γεωυλικό και έχει ως αποτέλεσµα  

την παραµόρφωση του ανοίγµατος µέχρι να µηδενιστούν οι επαγόµενες τάσεις. Η 

διεργασία µηδενισµού των τάσεων και παραµόρφωσης του ανοίγµατος µέχρι την 
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τελική κατάσταση ισορροπίας, διέπεται από την αρχή ελαχιστοποίησης της ενέργειας. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η κατάσταση ισορροπίας θα χαρακτηρίζεται από την 

ελαχιστοποίηση της δυναµικής ενέργειας συναρτήσει των κατατοπίσεων σε κάθε 

σηµείο του στερεού σώµατος ή σε κάθε σηµείο του στοιχείου. Η µαθηµατική 

έκφραση της διεργασίας δίδεται  από τη σχέση  

 

{ } 0=
∂
Π∂

eq
                                                 (4.30) 

 

Με τη χρήση αυτού του κριτηρίου εξάγεται η σχέση 4.1 για κάθε στοιχείο, που 

συνδέει τις εφαρµοζόµενες στους κόµβους δυνάµεις µε τις µετατοπίσεις(Αγιουτάντης, 

2002). 

   

Γεωµετρικός µετασχηµατισµός στοιχείου 

     Ο υπολογισµός του µητρώου ακαµψίας πραγµατοποιείται µε την χρήση τεχνικών 

αριθµητικής ολοκλήρωσης. Η διαδικασία αυτή απλοποιείται σηµαντικά µε τον 

γεωµετρικό µετασχηµατισµό του στοιχείου από το καθολικό σύστηµα αναφοράς (x-y) 

σε ένα τοπικό σύστηµα αναφοράς (s-t). Ένας πρακτικός γεωµετρικός µετασχηµατι-

σµός που µπορεί να αξιοποιηθεί κατάλληλα από τις τεχνικές αριθµητικής 

ολοκλήρωσης του Gauss (Gauss-Legendre, Gauss-Chebyshev), είναι αυτός που 

παρουσιάζεται στο σχήµα 4.13.      

 

 
Σχήµα 4.13 Μετασχηµατισµός στοιχείου από το καθολικό σύστηµα αναφοράς (x-y), στο τοπικό 

σύστηµα αναφοράς του στοιχείου (s-t) 

 

     Για την µαθηµατική διατύπωση του συγκεκριµένου µετασχηµατισµού, γίνεται 

παραδοχή ότι οι συντεταγµένες του τοπικού συστήµατος αναφοράς συνδέονται µε τις 

συντεταγµένες του καθολικού µε τις πολυωνυµικές σχέσεις  
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stctcscctsx 4321),( +++=  

(4.31) 

stdtdsddtsy 4321),( +++=  

 

όπου ci και di, µε i=1:4, οι συντελεστές των πολυωνύµων. Οι συντελεστές αυτοί 

υπολογίζονται µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (ΜΕΤ). Με αντικατάσταση 

των συντεταγµένων των κόµβων του στοιχείου στο τοπικό σύστηµα αναφοράς, στις 

εξισώσεις 4.30, προκύπτουν οι σχέσεις  
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   (4.32) 

ή  

{ } [ ]{ }cstx =    και   { } [ ]{ }dsty =                                 (4.33) 

 

όπου {x} και {y} τα διανύσµατα συντεταγµένων των κόµβων στο καθολικό σύστηµα 

αναφοράς, {c} και {d} τα διανύσµατα των συντελεστών των πολυωνύµων και [st] το 

µητρώο συντεταγµένων των κόµβων στο τοπικό σύστηµα αναφοράς. Εφαρµόζοντας 

την ΜΕΤ οι συντελεστές των πολυωνύµων θα δίδονται από τις εξισώσεις  

 

{ } [ ] [ ]( ) [ ] { }xstststc TT 1−
=    και   { } [ ] [ ]( ) [ ] { }xstststc TT 1−

=              (4.34) 

 

     Κάθε στοιχείο του µητρώου ακαµψίας είναι συνάρτηση των καθολικών 

συντεταγµένων(x-y), δηλαδή ),( yxfk m
e
ij = µε  m=1:2n και n το πλήθος των βαθµών 

ελευθερίας του στοιχείου. Με αντικατάσταση των µεταβλητών x και y από τις 

µεταβλητές s και t σύµφωνα µε τις σχέσεις 4.31, το κάθε στοιχείο του µητρώου 

ακαµψίας µετασχηµατίζεται σε συνάρτηση των τοπικών συντεταγµένων (s-t), δηλαδή 

),( tsgk m
e
ij = . Τελικά, το µητρώο ακαµψίας µετά το γεωµετρικό µετασχηµατισµό θα 

δίδεται από τη σχέση   

[ ] [ ][ ] dsdtJBDBhk T
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][                                     (4.35) 
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όπου J  η ορίζουσα του Ιακωβιανού πίνακα,  
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=                                                 (4.36) 

 

Με αντικατάσταση των µερικών παραγώγων στην Ιακωβιανή ορίζουσα προκύπτει η 

τελική σχέση  

 

( )( ) ( )( )tddscctddtccJ 42434342 ++−++=                      (4.37) 

 

4.7 Φόρτιση της κατασκευής και συνοριακές συνθήκες  
     Εφόσον το σώµα διακριτοποιηθεί, σχηµατιστούν τα µητρώα ακαµψίας κάθε 

στοιχείου και από κατάλληλη υπέρθεση αυτών το καθολικό µητρώο ακαµψίας της 

κατασκευής, το µόνο που µένει για την επίλυση του προβλήµατος είναι ο ορισµός 

των συνοριακών συνθηκών. Οι συνοριακές συνθήκες εκφράζουν αφενός µεν τους 

γεωµετρικούς περιορισµούς που υπάρχουν από την µορφή του σώµατος και την 

έκταση που καταλαµβάνει στο χώρο, αφετέρου δε τις εξωτερικές δυνάµεις που 

ασκούνται σε αυτό. Από την θεωρητική ανάπτυξη των προβληµάτων ελαστικότητας 

(βλέπε παράγραφο 4.5.1 και σχήµα 4.12 ) προκύπτει ότι η φόρτιση του υλικού ή 

αντίστοιχα η φόρτιση του διαιρεµένου πεδίου που αντιπροσωπεύει το υλικό, είναι 

δυνατό να επιτευχθεί µε έναν από του ακόλουθους τρόπους (Αγιουτάντης, 2002): 

 

 επιβολή δυνάµεων πεδίου στη µάζα του στοιχείου ή του σώµατος  

 επιβολή σηµειακών δυνάµεων στους κόµβούς του στοιχείου ή του σώµατος  

 επιβολή τάσεων στις ακµές των στοιχείων  

 επιβολή µετατοπίσεων τους κόµβούς του στοιχείου ή του σώµατος  

 

Επειδή όµως η εξίσωση 4.1 συνδέει τις µετατοπίσεις σε κάθε κόµβο µε τις κοµβικές 

δυνάµεις, πρέπει όλα τα παραπάνω είδη εξωτερικών δυνάµεων να αντικατασταθούν 

από κοµβικές δυνάµεις οι οποίες θα επιβάλλουν ισοδύναµη εντατική κατάσταση σε 

κάθε σηµείο του στοιχείου και κατά συνέπεια του υλικού.  
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Σχήµα 4.14: Συνοριακές συνθήκες για την µελέτη του εντατικού πεδίου κατά την όρυξη κυκλικής 

σήραγγας 

 

     Με βάση τα προηγούµενα είναι δυνατό να οριστούν τρεις τύποι συνοριακών 

συνθηκών(Αγιουτάντης, 2002): 

 

 Οι γεωµετρικές συνοριακές συνθήκες ή συνθήκες Dirichlet οι οποίες 

ορίζονται ως ο προσδιορισµός των τιµών της ζητούµενης µεταβλητής σε 

κάποιον ή κάποιους κόµβους. Πιο συγκεκριµένα για προβλήµατα 

ελαστικότητας οι συνθήκες αυτές δίδονται από τις εξισώσεις 

 

0

0

vv
uu

i

i

=
=

                                                    (4.38) 

όπου i ο κόµβος του στοιχείου. 

 

 Οι φυσικές συνοριακές συνθήκες ή συνθήκες Newmann οι οποίες ορίζονται 

ως ο προσδιορισµός των τιµών της παραγώγου της ζητούµενης µεταβλητής σε 

κάποιον ή κάποιους κόµβους. Πιο συγκεκριµένα για προβλήµατα 

ελαστικότητας οι συνθήκες αυτές δίδονται από τις εξισώσεις 
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όπου i ο κόµβος του στοιχείου. 
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 Οι µικτές συνοριακές συνθήκες οι οποίες ορίζονται ως ο προσδιορισµός και 

των δύο παραπάνω παραµέτρων σε κάποιον ή κάποιους κόµβους.  

 

     Για να γίνει πιο κατανοητή η φυσική σηµασία των συνοριακών συνθηκών αλλά 

και του µητρώου ακαµψίας ενός σώµατος, θα χρησιµοποιηθεί η δοµική µονάδα του 

διακριτοποιηµένου σώµατος, το στοιχείο και πιο συγκεκριµένα το τετραπλευρικό 

τετρακοµβικό στοιχείο. Η καταστατική συµπεριφορά του εν λόγο στοιχείου θα 

δίδεται από τη µητρωική σχέση 4.1 η οποία εάν αναπτυχθεί έχει τη µορφή (βλέπε 

παράλληλα και εξισώσεις 4.16 και 4.18)  
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όπου Fij η δύναµη που ασκείται στον κόµβο i = 1:4 µε διεύθυνση  j = x ή y. Στο 

σχήµα 4.15 απεικονίζεται ένα στοιχείο το οποίο στους κόµβους 3 και 4 φορτίζεται 

από δύο κατακόρυφες κοµβικές δυνάµεις  µε µέτρο P, δηλαδή:  

 

PFF yy == 34  

 
Σχήµα 4.15: Παράδειγµα ορισµού συνοριακών συνθηκών σε προβλήµατα επίπεδης ελαστικότητας 
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Οι συνοριακές συνθήκες που έχουν εφαρµοστεί στο στοιχείο είναι αναλυτικά για 

κάθε κόµβο οι παρακάτω:     

 

I. Κόµβος 1: πάκτωση για την οποία ισχύει η ισότητα   

011 == vu  

II. Κόµβος 2: πάκτωση για την οποία ισχύει η ισότητα  

022 == vu  

III. Κόµβος 3: κύλιση ως προς τον κατακόρυφο άξονα για την οποία ισχύει η  

ισότητα  

03 =u  

IV. Κόµβος 4: κύλιση ως προς τον κατακόρυφο άξονα για την οποία  ισχύει η  

ισότητα  

04 =u  

 

Αντικαθιστώντας δυνάµεις και µετατοπίσεις στην εξίσωση 4.38 προκύπτει το 

σύστηµα  
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Από την επίλυση του παραπάνω συστήµατος προσδιορίζονται αρχικά οι άγνωστες 

µετατοπίσεις ν3 και ν4 και στη συνέχεια οι άγνωστες κοµβικές δυνάµεις.  

     Ένα ερώτηµα που είναι δυνατό να τεθεί σε σχέση µε αυτά που αναφέρθηκαν, είναι 

τι θα συµβεί εάν στους κόµβους 3 και 4 εφαρµοσθούν µόνο οι κοµβικές δυνάµεις και 

καµία συνοριακή συνθήκη (δηλαδή κύλιση ως προς τον κατακόρυφο άξονα). Σε αυτή 

την περίπτωση οι µετατοπίσεις u3 και u4 είναι άγνωστες, και το σύστηµα δεν είναι 

δυνατό να επιλυθεί διότι οι άγνωστες µεταβλητές είναι περισσότερες  από τις 
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εξισώσεις. Η λύση στο πρόβληµα αυτό δίδεται από την σχέση 4.30 η οποία για την 

περίπτωση της εσωτερικής ενέργειας γράφεται 
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Όπως γίνεται αντιληπτό από την εξίσωση 4.42, η εσωτερική ενέργεια πρέπει να 

παραγωγιστεί ως προς κάθε άγνωστη συνιστώσα του διανύσµατος {qe} και στη 

συνέχεια να εξισωθεί το µηδέν. Από την ελαχιστοποίηση της δυναµικής ενέργειας 

προκύπτουν οι υπόλοιπες εξισώσεις, ως προς τις άγνωστες µετατοπίσεις, που 

απαιτούνται για να λυθεί το σύστηµα 4.38. 

              

4.8 Πεπερασµένα στοιχεία και δυναµική ανάλυση  
     Στη παρούσα παράγραφο θα γίνει µία συνοπτική περιγραφή των δυναµικών 

προβληµάτων από τη σκοπιά των αριθµητικών µεθόδων και θα αναπτυχθούν κάποιες 

βασικές τεχνικές αριθµητικής ολοκλήρωσης. Επειδή η βασική µαθηµατική ανάλυση 

στης ΜΠΣ έγινε σε επίπεδο στοιχείου, η ανάπτυξη των µεθόδων επίλυσης δυναµικών 

προβληµάτων θα γίνει επίσης και αυτή σε επίπεδο στοιχείου. Η ανάλυση σε επίπεδο 

σώµατος , κατασκευής ή πεδίου προκύπτει εάν αντικατασταθούν, όπου εµφανίζονται, 

τα µητρώα µάζας, απόσβεσης και ακαµψίας του στοιχείου από τα αντίστοιχα  

καθολικά µητρώα του σώµατος και τα διανύσµατα κοµβικών δυνάµεων, 

µετατοπίσεων, ταχυτήτων και επιταχύνσεων του στοιχείου από τα αντίστοιχα 

διανύσµατα του διακριτοποιηµένου σώµατος.           

 

4.8.1 ∆ιατύπωση του δυναµικού προβλήµατος  

     Εάν η γωνιακή συχνότητα της δύναµης που διεγείρει ένα δυναµικό σύστηµα είναι 

µικρότερη από το ένα τρίτο της θεµελιώδους γωνιακής ιδιοσυχνότητας, η επίδραση 

των δυνάµεων αδράνειας είναι αµελητέες (Cook et al., 1988). Η µελέτη της 

µηχανικής συµπεριφοράς ενός τέτοιου συστήµατος είναι ένα ψευδοστατικό 

πρόβληµα και η επίλυση του ανάγεται στο σχηµατισµό και την επίλυση του 

συστήµατος που περιγράφεται από την εξίσωση 4.1. Σε αντίθετη περίπτωση το 

πρόβληµα είναι δυναµικό και η µεθοδολογία ανάλυσης αν και γίνεται αρκετά πιο 
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πολύπλοκη, δεν διαφέρει σηµαντικά ως προς τη φιλοσοφία από την ανάλυση ενός 

πολυβάθµιου ταλαντωτή (βλέπε παράγραφο 3.5).          

     Τα δυναµικά προβλήµατα είναι δυνατό να ταξινοµηθούν σε δύο κατηγορίες, τα 

προβλήµατα διάδοσης κυµάτων και τα προβλήµατα δυναµικής των κατασκευών. 

Στα προβλήµατα διάδοσης κυµάτων, τα δυναµικά φορτία που επιβάλλονται στο σώµα 

έχουν µικρή χρονική διάρκεια και είναι δυνατό να προέρχονται από κρούση ή από 

έκρηξη. Η διέγερση και κατά συνέπεια η απόκριση κάθε σηµείου του σώµατος που 

µελετάται, περιέχει µεγάλο ποσοστό υψηλών συχνοτήτων (πολλαπλάσια της 

θεµελιώδους ιδιοσυχνότητας), δηλαδή υψηλό ενεργειακό περιεχόµενο. Σε τέτοια 

προβλήµατα το ενδιαφέρον εστιάζεται στα αποτελέσµατα που έχει η εφαρµογή και 

διάδοση του τασικού παλµού στο προς µελέτη σώµα και ο χρόνος ανάλυσης είναι 

σχετικά µικρός  (Cook et al., 1988 ). 

     Στα προβλήµατα δυναµικής των κατασκευών η γωνιακή συχνότητα της 

διεγείρουσας δύναµης είναι παραπλήσια της θεµελιώδους γωνιακής ιδιοσυχνότητας 

του σώµατος ή της κατασκευής. Τα προβλήµατα αυτά είναι δυνατό µε την σειρά τους 

να ταξινοµηθούν σε δύο υποκατηγορίες, στα προβλήµατα προσδιορισµού των 

ιδιοσυχνοτήτων της κατασκευής ή του σώµατος και στα προβλήµατα χρόνο-

ιστορικής ανάλυσης (Cook et al., 1988). Όσον αφορά την πρώτη υποκατηγορία, για 

κάθε µία από τις υπολογιζόµενες ιδιοσυχνότητες (natural frequencies) 

προσδιορίζονται οι ιδιοµορφές (mode shapes) του σώµατος, δηλαδή η κατανοµή των 

µέγιστων τιµών της µετατόπισης (πλάτη) σε κάθε σηµείο του σώµατος όταν αυτό 

πραγµατοποιεί απλή αρµονική ταλάντωση. Η χρόνο-ιστορική ανάλυση 

χρησιµοποιείται όταν είναι αναγκαίο να προσδιοριστεί η απόκριση της κατασκευής ή 

του κάθε σηµείου του σώµατος σε ένα δυναµικό φορτίο (π.χ. σεισµικά φορτία).  

     Εάν το σώµα ή η κατασκευή διεγείρεται από σεισµικά φορτία, τα οποία κατά 

κανόνα χαρακτηρίζονται από ένα ευρύ φάσµα περιεχοµένων συχνοτήτων, η ένταξη 

τους σε µία από τις δύο βασικές κατηγορίες δυναµικών προβληµάτων γίνεται µε την 

χρήση της φασµατικής ανάλυσης. Πιο συγκεκριµένα, για το επιταχυνσιογράφηµα του 

σεισµού υπολογίζονται τα φάσµατα απόκρισης (βλέπε παραγράφους 3.6.2 και 3.6.3) 

και εντοπίζονται τα διαστήµατα περιόδων ή συχνοτήτων στα οποία η φασµατική 

επιτάχυνση έχει σχετικά υψηλές τιµές. Εάν η θεµελιώδης ιδιοσυχνότητα βρίσκεται 

εντός των ορίων των διαστηµάτων αυτών τότε πρόκειται για ένα πρόβληµα 

δυναµικής των κατασκευών. Στην αντίθετη περίπτωση όπου η θεµελιώδης 
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ιδιοσυχνότητα αντιστοιχεί σε χαµηλές φασµατικές επιταχύνσεις το πρόβληµα µπορεί 

να χαρακτηριστεί ως ψευδοστατικό. 

 

4.8.2 Η εξίσωση της κίνησης  

     Η κατανοµή των µετατοπίσεων σε κάθε σηµείο του σώµατος για κάθε χρονική 

στιγµή υπολογίζεται από την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης της κίνησης, η οποία 

σε επίπεδο στοιχείου γράφεται ως  

 

[ ] { }eeeeeee Fqkqcqm =++ }]{[}]{[}{
...

                                 (4.43) 

όπου: 

[ ]em  : το µητρώο µάζας του στοιχείου  

[ ]ec   : το µητρώο απόσβεσης του στοιχείου  

[ ]ek   : το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου  

{ }eF  : το διάνυσµα των κοµβικών χρονικά µεταβαλλόµενων δυνάµεων 

{ }eq&&  : το διάνυσµα των κοµβικών µετατοπίσεων 

{ }eq&  : το διάνυσµα των κοµβικών ταχυτήτων  

{ }eq  : το διάνυσµα των κοµβικών επιταχύνσεων  

 

Τα µητρώα µάζας και απόσβεσης σε επίπεδο στοιχείου υπολογίζονται από τις σχέσεις 

(Kramer, 1996): 

 

[ ] [ ] [ ] dsdtJNNm T
e ∫ ∫

− −

=
1

1

1

1

ρ                                          (4.44) 

και  

[ ] [ ] [ ][ ] dsdtJc T
e ΒΒ= ∫ ∫

− −

1

1

1

1

ηρ                                         (4.45) 

 

όπου ρ η πυκνότητα του υλικού και [η] ο πίνακας µε τις παραµέτρους απόσβεσης του 

υλικού οι οποίες έχουν χαρακτηριστικά ιξώδους απόσβεσης. 
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4.8.3 Χρόνο-ιστορική ανάλυση και µέθοδοι άµεσης χρονικής ολοκλήρωσης  

     Στις µεθόδους χρονικής ολοκλήρωσης ή µεθόδους βήµα προς βήµα, οι παράγωγοι 

του διανύσµατος των µετατοπίσεων ως προς το χρόνο προσδιορίζονται µε τη χρήση 

των πεπερασµένων διαφορών, δηλαδή διαφορών των µετατοπίσεων σε διαδοχικές 

χρονικές στιγµές. Οι συγκεκριµένες µέθοδοι επιλύουν προβλήµατα αρχικών 

συνθηκών καθώς σε κάθε βήµα τα ζητούµενα µεγέθη προσδιορίζονται µε την χρήση 

των τιµών προηγουµένων βηµάτων (Cook et al., 1988). Για την επίλυση ενός  

µεγάλου ποσοστού προβληµάτων δυναµικής των κατασκευών και διάδοσης κυµάτων, 

γραµµικών και µη γραµµικών, οι µέθοδοι χρονικής ολοκλήρωσης είναι η πλέον 

κατάλληλες, διότι επιτρέπουν τον υπολογισµό της απόκρισης του σώµατος ή της 

κατασκευής σε κάποιο δυναµικό φορτίο κάθε χρονική στιγµή. Η επιλογή της 

κατάλληλης µεθόδου εξαρτάται αποκλειστικά από την φύση του προβλήµατος που 

µελετάται (Cook et al., 1988). 

     Η εξίσωση κίνησης του στοιχείου τη χρονική στιγµή tn = ndt, θα δίδεται από τη 

σχέση  

[ ] { }neneeneenee Fqkqcqm =++ }]{[}]{[}{
...

                            (4.46) 

 

όπου dt το χρονικό βήµα ολοκλήρωσης. Όπως γίνετε αντιληπτό οι κοµβικές δυνάµεις 

στην παραπάνω εξίσωση είναι διακριτές συναρτήσεις του χρόνου και λαµβάνουν 

τιµές ανά τακτά χρονικά διαστήµατα dt. Εάν η καταστατική συµπεριφορά του υλικού 

που συνιστά το σώµα είναι γραµµική τότε το κάθε στοιχείο του µητρώου ακαµψίας, 

keij, θα είναι ανεξάρτητο του χρόνου. Η µη γραµµική συµπεριφορά εµφανίζεται όταν 

τα στοιχεία του µητρώου ακαµψίας είναι συναρτήσεις της µετατόπισης και κατά 

συνέπεια και του χρόνου.  

     Οι µέθοδοι χρονικής ολοκλήρωσης είναι δυνατό να ταξινοµηθούν σε δύο 

κατηγορίες ανάλογα µε τις εξισώσεις διαφορών που χρησιµοποιούνται στις έµµεσες 

και τις άµεσες. Για τις έµµεσες µεθόδους, οι εξισώσεις των διαφορών θα είναι της 

µορφής  

 

{ } { } { } { } { }( )L&&& ,,,, 11 −+ = nenenenene qqqqfq                         (4.47) 

 

όπου το διάνυσµα των κοµβικών µετατοπίσεων τη χρονική στιγµή tn+1 = (n+1)dt, 

υπολογίζεται αποκλειστικά µε την χρήση της ιστορικής πληροφορίας. Με τον όρο 
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ιστορική πληροφορία εννοούνται τα διανύσµατα των κοµβικών µετατοπίσεων, 

ταχυτήτων και επιταχύνσεων προγενέστερων βηµάτων που αντιστοιχούν στις 

χρονικές στιγµές tn, tn-1, κτλ. Για τις άµεσες µεθόδους χρονικής ολοκλήρωσης, οι 

εξισώσεις των διαφορών θα είναι της µορφής  

 

{ } { } { } { }( )L&& ,,, 111 nenenene qqqfq +++ =                           (4.48) 

 

όπου το διάνυσµα κοµβικών µετατοπίσεων τη χρονική στιγµή tn+1 = (n+1)dt, 

υπολογίζεται µε την χρήση των τιµών των παραγώγων της µετατόπισης την ίδια 

χρονική στιγµή (Cook et al., 1988). 

 

4.8.4 Η µέθοδος εν χρόνο ολοκλήρωσης Newmark  

     Μια από τις ευρύτερα χρησιµοποιούµενες µεθόδους χρονικής ολοκλήρωσης είναι 

η µέθοδος Newmark. Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή, τα διανύσµατα των κοµβικών   

µετατοπίσεων και ταχυτήτων του στοιχείου τη χρονική στιγµή tn+1 = (n+1) dt, θα 

δίδονται από τις σχέσεις     

 

{ } { } { } ( ){ } { }[ ]1

2

1 221
2 ++ +−++= nenenenene qqdtqdtqq &&&&& ββ                (4.49) 

 

{ } { } ( ){ } { }[ ]11 1 ++ +−+= nenenene qqdtqq &&&&&& γγ                            (4.50) 

 

όπου dt το χρονικό βήµα ολοκλήρωσης και γ, β συντελεστές οι οποίοι επιλέγονται 

κατάλληλα ανάλογα µε την απαιτούµενη ευστάθεια και ακρίβεια της µεθόδου (Cook 

et al.,1988). Με αντικατάσταση των εξισώσεων 4.49 και 4.50 στην εξίσωση 4.46 

προκύπτει η γενικευµένη αριθµητική εξίσωση της κίνησης σε επίπεδο στοιχείου  

 

[ ] [ ] [ ] { } [ ] ( )[ ] { }

[ ] [ ] { } [ ]{ } { } 1

2

1

2

21
2

)1(2
2

+

+

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

neneeneee

neeeneeee

Fqkqkdtb

qkdtbdtqkdtbdtm

&

&&&& βγβγ
 (4.51) 
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Ανάλογα µε τις τιµές του συντελεστή β οι µέθοδοι Newmark διακρίνονται και αυτές 

µε τη σειρά τους σε άµεσες ( β > 0 ) και έµµεσες ( β = 0 ). Όσον αφορά την ευστάθεια 

των µεθόδων Newmark µπορεί να αποδειχτεί ότι 

 Για 
2
1

<γ  η µέθοδος είναι ασταθής σε κάθε περίπτωση 

 για 
2
12 ≥≥ γβ  η µέθοδος είναι ευσταθής σε κάθε περίπτωση  

  για 
2
1

≥γ κα
2
1

<β  η µέθοδος είναι ευσταθής υπό συνθήκες όταν 
maxω

ω critdt ≤   

όπου  

 ( )
( )βγ

γζβγγζ
ω

−
−+−+−

=
2/

)(2/ 2
2

12
2

1

crit                              (4.52) 

 

και ωmax η µέγιστη γωνιακή ιδιοσυχνότητα του σώµατος ή της κατασκευής(Cook et 

al.,1988). Σε επίπεδο στοιχείου η ωmax υπολογίζεται από τις σχέσεις  

 

( )jNj
ωω

:1max max
=

=                                                (4.53) 

όπου ωj οι ρίζες της εξίσωσης  

[ ] [ ]( ) 0det 2 =− ee mk ω                                        (4.54) 

 

και Ν οι βαθµοί ελευθερίας του στοιχείου.  

 
Πίνακας 4.3: Οικογένεια µεθόδων Newmark(Cook et al., 1988) 

 Μέθοδος  β γ 

Τεχνητής Απόσβεσης >γ/2 >1/2 
Μέσης Επιτάχυνσης 

(Κανόνας Τραπεζίου)  1/4 1/2 

Γραµµικής Επιτάχυνσης  1/6 1/2 Ά
µε
σε
ς 

 
Μ
έθ
οδ
οι

 
  

Fox-Goodwin 1/12 1/2 
Κεντρικών διαφορών 
[me] , [ce] διαγώνιοι  0 1/2 

Έ
µµ
εσ
ες

 
Μ
έθ
οδ
οι

 
 

Τεχνητής Απόσβεσης 
[me] , [ce] διαγώνιοι  0 >1/2 
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     Ένα µειονέκτηµα των µεθόδων Newmark είναι η αλγοριθµική αριθµητική 

απόσβεση που προκαλεί η εφαρµογή τους και η οποία είναι δυνατό να 

αντιµετωπισθεί, εις βάρος όµως της ακρίβειας. Η µέθοδος-α που αναπτύχθηκε από 

του Hilber, Hughes και Taylor δεν παρουσιάζει αυτή την αδυναµία και µε 

κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων δίδει ακρίβεια δευτέρας τάξης. Ακρίβεια 

δευτέρας τάξης, 0(dt2), υφίσταται όταν µε υποδιπλασιασµό του χρονικού βήµατος το 

σφάλµα τεταρτοδιαιρείται. Η αλγοριθµική έκφραση της µεθόδου-α σε επίπεδο 

στοιχείου είναι (Cook et al., 1988):  

 

[ ]{ } ( )[ ]{ } [ ]{ } ( )[ ]{ } [ ]{ }
( ){ } { }nene

neeneeneeneenee

FaFa
qkaqkqbaqbqm

−+

=−++−++

+

+++

1

111

1
11 αα &&&&

 (4.55) 

 

Ένα οι παράµετροι επιλεγούν έτσι ώστε 0
3
1

≤≤− a , ( )
2
21 a−

=γ  και ( )
4

1 2a−
=β , 

η µέθοδος είναι άµεση, ευσταθής σε κάθε περίπτωση και µε ακρίβεια δευτέρας τάξης. 

Για α = 0 η µέθοδος υποβιβάζεται σε κανόνα του τραπεζίου (µέθοδος µέσης 

επιτάχυνσης, βλέπε πίνακα 4.3), ενώ εάν µειωθεί το α επιτυγχάνεται τεχνητή 

αριθµητική απόσβεση (Cook et al., 1988).   

 

 
Σχήµα 4.16: Νοµόγραµµα των συντελεστών β και γ για την ευστάθεια των αµέσων µεθόδων 

Newmark 
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4.8.5 Χρόνο-ιστορική ανάλυση µε την µέθοδο των ιδιοµορφών   

     Κάθε στοιχείο ενός διακριτοποιηµένου σώµατος αποτελεί ένα πολυβάθµιο 

δυναµικό σύστηµα εφόσον έχει περισσότερους από έναν βαθµούς ελευθερίας. Ως εκ 

τούτου και σύµφωνα µε αυτά που έχουν αναπτυχθεί στην παράγραφο 3.5.2, η 

εξίσωση υπολογισµού των ιδιοµορφών και των ιδιοσυχνοτήτων ενός τέτοιου 

στοιχείου(π.χ. το τετραπλευρικό τετρακοµβικό επίπεδο στοιχείο) γράφεται 

 

[ ] [ ]( ){ } 02 =− eee Umk ω                                         (4.56) 

 

όπου {Ue} το διάνυσµα µε τα πλάτη των µετατοπίσεων των κόµβων του στοιχείου για 

κάθε βαθµό ελευθερίας. Οι ιδιοσυχνότητες είναι κατά τα γνωστά, οι ρίζες του 

πολυωνύµου που προκύπτει από την εξίσωση 4.54 και για κάθε µία ιδιοσυχνότητα ωj, 

υπολογίζεται και ένα ιδιοδιάνυσµα {Ue}j .  

     Η εξίσωση της κίνησης του στοιχείου(εξίσωση 4.43) µπορεί να γραφεί στην 

ισοδύναµη µορφή  

 

[ ] [ ]{ }geeeeeeee qmqkqcqm &&&&& =++ }]{[}]{[}{                         (4.57) 

 

όπου { }geq&&  το διάνυσµα των επιταχύνσεων που εφαρµόζονται σε κάθε κόµβο ανά 

βαθµό ελευθερίας. Εάν θεωρηθεί ότι η λύση της εξίσωσης 4.57 είναι µία συνάρτηση 

της µορφής  

 

{ } { } j

N

j
jee gUq ∑

=

=
1

                                            (4.58) 

 

όπου gj µια αρµονική συνάρτηση του χρόνου που εξαρτάται από το πόσο συνεισφέρει 

η κάθε ιδιοµορφή στην απόκριση του συστήµατος και Ν οι βαθµοί ελευθερίας του 

συστήµατος, τότε η ταχύτητα και η επιτάχυνση των κόµβων για κάθε βαθµό 

ελευθερίας θα δίδονται αντίστοιχα από τις σχέσεις  

 

{ } { } j

N

j
jee gUq && ∑

=

=
1

 και { } { } j

N

j
jee gUq &&&& ∑

=

=
1

                           (4.59) 
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Αντικαθιστώντας τώρα τις εξισώσεις 4.58 και 4.59 στην εξίσωση 4.57 προκύπτει η 

σχέση  

 

[ ] { } { } { } [ ]{ }geej

N

j
jeej

N

j
jeej

N

j
jee qmgUkgUcgUm &&&&& =++ ∑∑∑

=== 111
][][           (4.60) 

 

η οποία εάν πολλαπλασιαστεί από αριστερά µε το ανάστροφο ιδιοδιάνυσµα κάθε 

ιδιοµορφής γράφεται 

 

{ } [ ]{ }∑∑∑∑
====

=++Μ
N

j
gee

T
je

N

j
jj

N

j
jj

N

j
jj qmUgKgCg

1111

&&&&&                  (4.61) 

όπου : 

{ } [ ]{ }jee
T
jej UmU=Μ  : η γενικευµένη µάζα του συστήµατος που αντιστοιχεί 

στην ιδιοµορφή j 

{ } { }ee
T
jej UcUC ][=  : η γενικευµένη απόσβεση του συστήµατος που αντιστοιχεί 

στην ιδιοµορφή j 

{ } { }jee
T
jej UkUK ][=  : η γενικευµένη ακαµψία του συστήµατος που αντιστοιχεί 

στην ιδιοµορφή j 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω σε κάθε µία από τις ιδιοµορφές αντιστοιχεί µια διαφορική 

εξίσωση της µορφής 

 

{ } [ ]{ }gee
T
je

j
jjjjjj qmUggg &&&&&

Μ
=++

12 2ωζω                        (4.62) 

 

όπου jj
j

jC
ωζ2=

Μ
 και 2

j
j

jK
ω=

Μ
 και της οποίας η λύση είναι η αρµονική συνάρτηση 

gj.   

     Γίνεται λοιπόν ξεκάθαρο ότι µε την µέθοδο χρόνο-ιστορικής ανάλυσης που µόλις 

περιγράφηκε  είναι δυνατό η απόκριση ενός συνεχούς σώµατος σε ένα δυναµικό 

φορτίο να προκύψει ως συνδυασµός ανεξάρτητων αρµονικών κινήσεων µε απόσβεση 

ή µη, οι οποίες είναι συναρτήσεις των ιδιοµορφών. Από την εξίσωση 4.62 προκύπτει 
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ότι είναι δυνατό να εφαρµοστεί ενιαία απόσβεση για όλες τις ιδιοµορφές ή ξεχωριστή 

για κάθε µία από αυτές.  

 

4.8.6 Απόσβεση κατά Rayleigh  

     Η απόσβεση κατά Rayleigh ή αναλογική απόσβεση αποτελεί µια εναλλακτική 

µέθοδο υπολογισµού του µητρώου απόσβεσης από αυτή που περιγράφεται στην 

εξίσωση 4.45. Το µητρώο απόσβεσης είναι δυνατό να υπολογιστεί σαν γραµµικός 

συνδυασµός των µητρώων µάζας και ακαµψίας από µία σχέση της µορφής  

 

[ ] [ ] [ ]eee mkac β+=                                             (4.63) 

 

όπου α ο συντελεστής αναλογικής απόσβεσης του µητρώου ακαµψίας και β ο 

συντελεστής αναλογικής απόσβεσης του µητρώου µάζας. Πολλαπλασιάζοντας από 

δεξιά την εξίσωση 4.63 µε το ιδιοδιάνυσµα της j ιδιοµορφής και από αριστερά µε το 

ανάστροφο αυτού, προκύπτει η σχέση  

 

jjj aC Μ+Κ= β                                               (4.64) 

 

η οποία µε τις αντικαταστάσεις jj
C

j

j ωζ2=Μ  και 2
jj

j ω=Μ
Κ  γράφεται ισοδύναµα ως  

 

j

j
j

a
ω
βω

ζ
22

+=                                               (4.65) 

 

Εφόσον ο λόγος απόσβεσης του υλικού  ενός σώµατος είναι γνωστός, οι συντελεστές 

α και β είναι δυνατό να υπολογιστούν µε την χρήση δύο κυκλικών ιδιοσυχνοτήτων ωk 

και ωl από τη σχέση   

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

βωω
ωω

ζ
ζ a

ll

kk /1
/1
/1

2
1                                    (4.66) 

 

όπου Nlk ≤≤ ,1  και lk ≠ .  

     Οι ιδιοσυχνότητες που επιλέγονται συνήθως είναι η θεµελιώδης γωνιακή 

ιδιοσυχνότητα του σώµατος και εκείνη στην οποία εµφανίζεται η µεγίστη φασµατική 
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επιτάχυνση, εάν πρόκειται για σεισµική διέγερση γνωστής χρόνο-ιστορίας, 

διαφορετικά αυτή που αντιστοιχεί την µέγιστη επιτάχυνση στο φάσµα σχεδιασµού.  

Εναλλακτικά ως δεύτερη συχνότητα µπορεί να επιλεγεί η συχνότητα που αντιστοιχεί 

στη µέγιστη φασµατική επιτάχυνση ακόµη και αν αυτή δεν αποτελεί ιδιοσυχνότητα 

του σώµατος . 

 

 
Σχήµα 4.17 : Νοµόγραµµα κατανοµής του λόγου απόσβεσης συναρτήσει της γωνιακής 

ιδιοσυχνότητας 

 

     Με την µέθοδο της αναλογικής αποσβέσεως, ο προσδιορισµός του µητρώου 

απόσβεσης ενός σώµατος ανάγεται στον υπολογισµό των συντελεστών α και β. Οι 

παράµετροι που εµφανίζονται στις εξισώσεις των συντελεστών αυτών είναι οι 

ιδιοσυχνότητες ή οι συχνότητες που περιέχονται σε µια δεδοµένη χρόνο-ιστορία 

επιτάχυνσης και ο λόγος απόσβεσης.  

    Ο προσδιορισµός του λόγου απόσβεσης  είναι δυνατό να γίνει µόνο πειραµατικά 

από µετρήσεις. Οι µετρήσεις αυτές πραγµατοποιούνται είτε µε εργαστηριακές 

δοκιµές είτε µε την επί τόπου παρατήρηση της συµπεριφοράς µίας κατασκευής ή ενός 

σώµατος σε δυναµικά φορτία. Για τον πειραµατικό προσδιορισµό του λόγου 

απόσβεσης ενός υλικού (π.χ. σκυρόδεµα, χάλυβας κτλ) κατασκευάζονται δοκίµια τα 

οποία εξαναγκάζονται σε ταλάντωση και µετράται η µείωση του πλάτους της κίνησης 

συναρτήσει του χρόνου. Ο λόγος απόσβεσης µίας κατασκευής είναι δυνατό να 
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προσδιοριστεί πειραµατικά είτε µε την δηµιουργία ενός υπό κλίµακα οµοιώµατος στο 

εργαστήριο είτε µε απευθείας µετρήσεις της απόκρισης της πραγµατικής κατασκευής 

σε κάποια σεισµική διέγερση. Κατά αυτόν τον τρόπο δηµιουργούνται βάσεις 

δεδοµένων µε τις αποκρίσεις διαφορών τύπων κατασκευών για ένα αριθµό σεισµικών 

γεγονότων από τις οποίες αντλούνται πληροφορίες για τον λόγο απόσβεσης µιας νέας 

κατασκευής η οποία βρίσκεται στο στάδιο του σχεδιασµού. Στον πίνακα 4.4 

παρουσιάζονται οι προτεινόµενες τιµές του λόγου απόσβεσης τόσο για υλικά όσο και 

είδη κατασκευών         

 
Πίνακάς 4.4: Προτεινόµενες τιµές του λόγου απόσβεσης (Chopra, 1995) 

Επίπεδο τάσης 

 

Τύπος και κατάσταση της 

κατασκευής 

Λόγος απόσβεσης 

ζ[%] 

 
- Συγκολλητικός χάλυβας 
- Προεντεταµένο σκυρόδεµα 
- Οπλισµένο σκυρόδεµα µε µικρή 
   ρωγµάτωση   
 

 
 

2-3 

- Οπλισµένο σκυρόδεµα  µε αρκετή  
   ρωγµάτωση  
 

3-5 

 
 
 
 
 

Τάση λειτουργίας όχι 
παραπάνω από το ½ 
του ορίου διαρροής 

- Χάλυβας µε κοχλιώσεις ή υλώσεις  
- Ξύλινες κατασκευές µε συνδέσεις 
   από κοχλίες ή καρφιά    
 

 
5-7 

 
- Συγκολλητικός χάλυβας   
- Προεντεταµένο σκυρόδεµα χωρίς  
   ολική απώλεια προέντασης  
 

 
 

5-7 

- Προεντεταµένο σκυρόδεµα µε ολική 
   απώλεια προέντασης  
 

7-10 

- Οπλισµένο σκυρόδεµα  
 

7-10 

- Χάλυβας µε κοχλιώσεις ή υλώσεις   
- Ξύλινες κατασκευές µε συνδέσεις  
   από κοχλίες  
 

 
10-15 

 
 
 
 
 
 

Τάση λειτουργίας 
στο όριο  διαρροής ή 

λίγο παραπάνω  

- Ξύλινές κατασκευές µε συνδέσεις  
   από καρφιά  

15-20 
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Σχήµα 4.18: Χρόνο-ιστορική ολοκλήρωση µε την παραδοχή της αναλογικής αποσβέσεως για υλικό µε 

λόγο απόσβεσης ζmat 

 

 

 
Σχήµα 4.18: Χρόνο-ιστορική ανάλυση των ιδιοµορφών µε την παραδοχή της αναλογικής αποσβέσεως 

για υλικό µε λόγο απόσβεσης ζmat 
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Κεφάλαιο 5Ο  
 

 

Ανάλυση µηχανικής συµπεριφοράς σήραγγας σε 

συνθήκες έντονης σεισµικής καταπόνησης 
 

 
5.1 Εισαγωγή  
     Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια σύντοµη αναφορά και ανάλυση σεισµικής 

επικινδυνότητας για το σεισµό του Kobe. Επίσης παρουσιάζεται µια µελέτη εφαρµογής 

της δυναµικής ανάλυσης, στο υπόγειο σιδηροδροµικό δίκτυο της πόλης µε την χρήση 

της ΜΠΣ.  

 

5.2 Ανάλυση σεισµικής επικινδυνότητας του Kobe 
     Ο µεγάλος σεισµός του Kobe (σχήµα 5.1), στις 17 Ιανουαρίου 1995, και οι 

επιπτώσεις του τόσο σε ανθρώπινες ζωές όσο και σε καταστροφές δοµικών και 

συγκοινωνιακών έργων, αποτελεί σταθµό για την εξέλιξη της αντισεισµικής µηχανικής. 

Μετά το συγκεκριµένο σεισµικό γεγονός, πολλές από τις µέχρι τότε εφαρµοζόµενες 

τεχνικές αντισεισµικού σχεδιασµού αναθεωρήθηκαν, καθώς οι εκτεταµένες 

καταστροφές απέδειξαν την ανεπάρκεια των µεθόδων αυτών.  

 

 
Σχήµα 5.1: Πολιτικός χάρτης της Ιαπωνίας και της ευρύτερής περιοχής του Kobe  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο                           ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣ ΣΗΡΑΓΓΑΣ ΣΕ  
                                                           ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΕΝΤΟΝΗΣ ΣΕΙΣΜΙΚΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΗΣΗΣ  

 100

5.2.1 Χαρακτηριστικά του σεισµού  

     Το επίκεντρο του σεισµού εντοπίσθηκε περίπου 20 km νοτιοδυτικά του Kobe στο 

νησί Awaji µε εστιακή επιφάνεια το ρήγµα του σχήµατος 5.2 β). Η γένεση του σεισµού 

έλαβε χώρα σε µια περιοχή όπου υπήρχε ένα σύµπλεγµα από ενεργά ρήγµατα. Ο 

εστιακός µηχανισµός υποδηλώνει παράλληλη και προς τα δεξιά διάρρηξη ως προς τις 

παρειές ενός κατάκορφου ρήγµατος(σχήµα 5.2 α). Το ρήγµα εκτείνεται σε διεύθυνση 

βορειοανατολική και η µέση οριζόντια µετατόπιση της επιφανειακής διάρρηξης που 

δηµιουργήθηκε κατά την διάρκεια του σεισµού, είναι περίπου από 1 έως 1.5 µέτρα. 

Τέλος από την υποθαλάσσια σεισµική χαρτογράφηση της περιοχής διαπιστώθηκε ότι 

περίπου 300 µέτρα του ρήγµατος εκτείνονται παραλιακά των νησιών Awaji και 

Shikoku(Somerville, 1995).                 

 

α) 
 

β) 

Σχήµα 5.2: α) Τεκτονικός χάρτης της νοτιοδυτικής Ιαπωνίας,  β) Άποψη του ρήγµατος στο Awaji (πηγή: 

www.seismo.unr.edu) 
 

 

Γεωδαιτικές συντεταγµένες επικέντρου  
 

34.6 Ν, 135.0 Ε 

Εστιακό Βάθος  h[km] 10 

Μέγεθος ΜL[κλίµακα Richter] 7.2 

Ενέργεια διάρρηξης Ε[dynes-cm]  3*1026 

Πίνακας 5.1: Χαρακτηριστικά γένεσης του σεισµού (Somerville, 1995)   

 

Στα σχήµατα 5.3 και 5.4 απεικονίζονται µε την µορφή θεµατικών χαρτών, η κατανοµή 

του τοπικού µεγέθους ΜL(Local magnitude) και των µεγίστων απόλυτων τιµών της 

επιτάχυνσης και της ταχύτητας, όπως αυτά καταγράφηκαν στην ευρύτερη περιοχή του 

Kobe. 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο                           ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣ ΣΗΡΑΓΓΑΣ ΣΕ  
                                                           ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΕΝΤΟΝΗΣ ΣΕΙΣΜΙΚΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΗΣΗΣ  

 101

  
Σχήµα 5.3: Θεµατικός χάρτης κατανοµής του τοπικού µεγέθους του σεισµού στην ευρύτερη περιοχή του 

Kobe (πηγή:www.seismo.unr.edu) 
   

 
Σχήµα 5.4: Κατανοµή της µέγιστης απόλυτης επιτάχυνσης συναρτήσει  

της επικεντρικής απόστασης, 1g = 1000 gal  και των τιµών της µέγιστης ταχύτητας και επιτάχυνσης στην 

ευρύτερη περιοχή του Kobe (πηγή: www.seismo.unr.edu) 
 

 

5.2.2 Καταγραφές της εδαφικής κίνησης  

     Από τις καταγραφές της επιτάχυνσης, της ταχύτητας και της µετατόπισης του 

εδάφους για την οριζόντια κίνηση στην διεύθυνση Β-Ν και για την κατακόρυφη κίνηση 

προκύπτουν οι χρόνο-ιστορίες του σεισµού. Στα σχήµατα 5.5 έως 5.10 απεικονίζονται 

οι χρόνο-ιστορίες που καταγράφηκαν από ένα σταθµό στο λιµάνι του Kobe, περίπου 

30km βορειοανατολικά του επικέντρου.   
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Σχήµα 5.5: Οριζόντια εδαφική επιτάχυνση, βήµα δειγµατοληψίας dt=0.1sec (Kobe 17/01/1995) 
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Σχήµα 5.6: Οριζόντια εδαφική ταχύτητα, βήµα δειγµατοληψίας dt=0.1sec (Kobe 17/01/1995) 
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Σχήµα 5.7: Οριζόντια εδαφική µετατόπιση, βήµα δειγµατοληψίας dt=0.1sec (Kobe 17/01/1995) 
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Σχήµα 5.8: Κατακόρυφη εδαφική επιτάχυνση, βήµα δειγµατοληψίας dt=0.1sec (Kobe 17/01/1995) 
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Σχήµα 5.9: Κατακόρυφη εδαφική ταχύτητα, βήµα δειγµατοληψίας dt=0.1sec (Kobe 17/01/1995) 
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Σχήµα 5.10: Κατακόρυφη εδαφική µετατόπιση, βήµα δειγµατοληψίας dt=0.1sec (Kobe 17/01/1995) 
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5.2.3 Επιπτώσεις στα δοµικά έργα του Kobe  

     Τα καταστροφικά αποτελέσµατα στα δοµικά έργα από το σεισµό του Κobe, 

οφείλονται κυρίως  στα εξής δυναµικά χαρακτηριστικά της κίνησης του εδάφους:  

 

 Μεγάλη χρονική διάρκεια της ισχυρής επιτάχυνσης. Για περίπου 10 

δευτερόλεπτα  η απόλυτη επιτάχυνση του εδάφους κυµαινόταν από 4-8 m/sec² 

ή 0.4-0.8g 

 

 Το συχνοτικό περιεχόµενου του σεισµού κάλυπτε ένα ευρύ φάσµα τιµών από 

10-0.5 Hz και φασµατικές επιταχύνσεις από 10-30m/sec². Αυτό είχε ως 

συνέπεια οι ιδιοσυχνότητες πολλών κατασκευών να εµπίπτουν στο φάσµα του 

σεισµού και τα φαινόµενα καταστροφής από συντονισµό να είναι εκτεταµένα 

(σχήµατα 5.11 και 5.12). 

 

 
Σχήµα 5.11: Φάσµα απόκρισης οριζόντιας επιτάχυνσης  

 

 
Σχήµα 5.12: Φάσµα απόκρισης κατακόρυφης επιτάχυνσης 
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Από την αποτίµηση των καταστροφών προκύπτει ότι περισσότερα από 100000 κτίρια 

καταστράφηκαν ολοσχερώς, περίπου το ένα πέµπτο του πληθυσµού έµεινε άστεγο και 

το κόστος των ζηµιών ανερχόταν σε 200 δις δολάρια.     

 

 
α) β) 

 
γ) δ) 

Σχήµα 5.13: α) Αστοχία σε βάθρο υπέργειου αυτοκινητόδροµου β) Αστοχία καταστρώµατος υπέργειου 

αυτοκινητόδροµου γ) Επιφανειακή καθίζηση οδοστρώµατος λόγω της κατάρρευσης υπόγειου 

σιδηροδροµικού σταθµού δ) Μεγάλη µετατόπιση και κλίση κτιρίου  

(πηγή: www.seismo.unr.edu) 

  

 

5.3 Μελέτη εφαρµογής στο σταθµό του Daikai  
     Το υπόγειο σιδηροδροµικό δίκτυο του Kobe υπέστη εκτεταµένες καταστροφές από 

το σεισµό καθώς πολλά τµήµατα της υποστήριξης των σηράγγων αστόχησαν από τα 

έντονα σεισµικά φορτία. Ήταν η πρώτη φορά που σύγχρονες υπόγειες κατασκευές από 

οπλισµένο σκυρόδεµα αστοχούν υπό την επίδραση σεισµικών φορτίων. 

     Η κατάρρευση του σταθµού του Daikai αποτελεί µια χαρακτηριστική περίπτωση 

καταστροφής του σιδηροδροµικού δικτύου, η οποία οφείλεται στην αστοχία του 

κεντρικού στύλου της υποστήριξης (σχήµα 5.14). Η υποστήριξη του δικτύου 

συνίσταται από ορθογωνικά πλαίσια από οπλισµένο σκυρόδεµα µε ένα κεντρικό στύλο. 
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Η επιφάνεια της διατοµής µεταβάλλεται κατά µήκος του άξονα, από τους σταθµούς του 

δικτύου στην σιδηροδροµική γραµµή (σχήµα 5.15). Κατά την διάρκεια του σεισµού, τα 

κατακόρυφα πλευρικά τοιχώµατα στο τέλος του σταθµού και στις περιοχές όπου 

υπάρχει µεταβολή της επιφάνειας διατοµής, λειτούργησαν ως τοίχοι διάτµησης οι 

οποίοι παρουσίασαν αντοχή στα διατµητικά φορτία που προέκυψαν από την οριζόντια 

κίνηση του εδάφους(Hashash et al., 2001). Στην κεντρική όµως περιοχή του σταθµού η 

οποία είχε αρκετά µεγαλύτερη διατοµή, τα διατµητικά φορτία δεν µοιράστηκαν 

επαρκώς στα πλευρικά τοιχώµατα µε αποτέλεσµα την αστοχία σε διάτµηση του 

κεντρικού στύλου. Αποτέλεσµα της αστοχίας αυτής, ήταν η κατάρρευση της οροφής 

της υποστήριξης και η εµφάνιση επιφανειακών καθιζήσεων.  

 

 
Σχήµα 5.14: Άποψη του κατεστραµµένου σταθµού του Daikai, σε τοµή παράλληλη στον άξονα της 

σήραγγας(Hashash, et al., 2001)   

 

     Σύµφωνα µε µελέτες που έχουν γίνει για το συγκεκριµένο γεγονός(Hashash et al., 

2001), είναι πιθανό η σχετική µετατόπιση µεταξύ της βάσης και της οροφής του 

στύλου, εξαιτίας της οριζόντιας κίνησης του υπεδάφους, να προκάλεσε την διατµητική 

δύναµη αστοχίας. Η εντατική κατάσταση που προκαλείται από αυτόν τον τύπο κίνησης 

έχει αµελητέα αποτελέσµατα σε µικρές κατασκευές, σε µεγαλύτερες όµως όπως ο 

σταθµός του Daikai, οι επιδράσεις της συγκεκριµένης κίνησης είναι σηµαντικές. Γι 

αυτό το λόγο τα πλαίσια υποστήριξης της σιδηροδροµικής γραµµής επιβίωσαν µε 

αρκετές όµως διατµητικές ρωγµές. Ένας άλλος παράγοντας που δύναται να συντέλεσε 

στην κατάρρευση του σταθµού είναι η µη γραµµική συµπεριφορά των εδαφικών 

στρωµάτων. 
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Σχήµα 5.15: Σχηµατική αναπαράσταση της µεταβαλλόµενης γεωµετρίας της σήραγγας από τον σταθµό 

στη κύρια σιδηροδροµική γραµµή  
 

     Στη παρούσα παράγραφο παρουσιάζεται η προσοµοίωση της µηχανικής 

συµπεριφοράς του σταθµού Daikai µε την ΜΠΣ και η διερεύνηση των αιτίων 

καταστροφής του. Για την ανάλυση χρησιµοποιείται το λογισµικό πεπερασµένων 

στοιχείων SAP2000. Οι περιπτώσεις που προσοµοιώνονται είναι οι εξής:  

 

 Σύστηµα εδάφους – υποστήριξης για το σταθµό του Daikai. Λαµβάνεται 

µια τοµή κάθετη στον άξονα της σήραγγας στην οποία περιλαµβάνεται το 

προφίλ του γεωλογικού χώρου και η διατοµή της υποστήριξης στο σταθµό του 

Daikai. Από εδώ και στο εξής το µοντέλο αυτό θα αναφέρεται ως ∆ιατοµή Α. 

  

 Σύστηµα εδάφους – υποστήριξης για τη σιδηροδροµική γραµµή του 

δικτύου . Λαµβάνεται µια τοµή κάθετη στον άξονα της σήραγγας στην οποία 

περιλαµβάνεται το προφίλ του γεωλογικού χώρου και η διατοµή της 

υποστήριξης στην περιοχή των σιδηροδροµικών γραµµών του δικτύου. Η 

απόσταση των δύο τοµών είναι περίπου 10m. Από εδώ και στο εξής το 

µοντέλο αυτό θα αναφέρεται ως ∆ιατοµή B. 
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5.3.1 Φυσικές και µηχανικές των εδαφικών στρώσεων 

     Για την µοντελοποίηση της µηχανικής συµπεριφοράς του συστήµατος σήραγγας-

υποστήριξης, γίνεται η παραδοχή ότι το γεωλογικό περιβάλλον της περιοχής γύρω από 

τη σήραγγα, συνίσταται από έξι οριζόντια εδαφικά στρώµατα τα οποία υπέρκεινται 

ενός βραχώδους στρώµατος (σχήµα 5.16). Οι φυσικές και µηχανικές ιδιότητες των 

στρωµάτων παρουσιάζονται στον πίνακα 5.2. Η απόσταση της στέψης του ανοίγµατος 

από την επιφάνεια είναι περίπου 5m για τη διατοµή Α και 6.2 m για τη διατοµή Β. Και 

στις δύο περιπτώσεις το δάπεδο του ανοίγµατος ταυτίζεται υψοµετρικά µε την οροφή 

του έκτου εδαφικού στρώµατος.  

 

Σχήµα 5.16: Εδαφικά στρώµατα και υποστήριξη σε τοµή κάθετη στον άξονα της σήραγγας 

 

Πίνακας 5.2: Φυσικές και µηχανικές ιδιότητες εδαφικών στρωµάτων, όπου D το πάχος των εδαφικών 

στρωµάτων, z το βάθος της οροφής του κάθε στρώµατος, γ το ειδικό βάρος και λ η σταθερά του Lame 

(πηγή: Xuehui et al., 1997)   

 
 

5.3.2 Γεωµετρικά χαρακτηριστικά υποστήριξης 

     Οι διαστάσεις και τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της υποστήριξης των δύο 

διατοµών απεικονίζονται στο σχήµα 5.17. Πρόκειται για δύο πλαίσια, µε στοιχεία 

δοκούς πρισµατικής διατοµής από οπλισµένο σκυρόδεµα. Οι φυσικές και µηχανικές 

ιδιότητες του σκυροδέµατος παρουσιάζονται στον πίνακα 5.3.  
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α) ∆ιατοµή Α(όλες οι διαστάσεις σε m) 

 
β) ∆ιατοµή Β(όλες οι διαστάσεις σε m) 

 

Σχήµα 5.17: Γεωµετρία και διαστάσεις των πλαισίων υποστήριξης των διατοµών  

(πηγή: Xuehui et al., 1997)     

 
Πίνακας 5.3: Φυσικές και µηχανικές ιδιότητες σκυροδέµατος, µε T0 την διατµητική αντοχή του στύλου 

και C0 την αντοχή σε αξονική θλίψη (πηγή: Xuehui et al., 1997)    

Ε [GPa] 24.82 

v 0.2 

G [GPa] 10.35 

ρ [Kg/m³] 2402 

γ [N/m³] 23563 

C0 [MPa] 20.6 

Τ0 [ΜPa] 1.5 

ζRC [%] 7 

 

5.3.3 Μηχανική συµπεριφορά του κεντρικού στύλου   

     Ο κεντρικός στύλος της υποστήριξης µπορεί να θεωρηθεί ως µία ράβδος επίπεδου 

πλαισίου µε τρεις βαθµούς ελευθερίας σε κάθε κόµβο. Πιο συγκεκριµένα τα φορτία 

που δύναται να παραλάβει ο στύλος είναι ορθές ή αξονικές δυνάµεις, P, διατµητικές 

δυνάµεις, V και καµπτικές ροπές Μ. Οι τάσεις που εµφανίζονται λόγω των δυνάµεων 

θα δίδονται από τις σχέσεις  

 

A
P

=σ                                                         (5.1) 

και  

A
V

=τ                                                         (5.2) 
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όπου Α η επιφάνεια διατοµής για την ορθή και την διατµητική δύναµη αντίστοιχα. Η 

ορθή τάση λόγω της καµπτικής ροπής δίδεται από τη σχέση  

x
I

M

y

y
z =σ                                                      (5.3) 

 

όπου Μy η καµπτική ροπή, x η απόσταση από τον ουδέτερο άξονα και Ιy η ροπή 

αδράνειας της διατοµής του στύλου.    

 

       
Σχήµα 5.18: Εντατικά µεγέθη και µετατοπίσεις που υφίσταται ο στύλος   

 

Ορίζοντας το ανώτερο σηµείο του στύλου το οποίο βρίσκεται πάνω στον ουδέτερο 

άξονα ως Κόµβο Ι και το αντίστοιχο κατώτερο ως Κόµβο ΙΙ, η σχετική οριζόντια 

µετατόπιση θα δίδεται από τη σχέση  

 

IIxIx uu −=δ                                                    (5.4) 

 

Η παραµόρφωση στον άξονα x δίδεται από τη σχέση  

 

[ ] 100%
dxx
δε =                                                  (5.5) 

 

και η εγκάρσια παραµόρφωση από τη σχέση   

 

[ ] 100%
L
δγ =                                                  (5.6) 
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Τα χαρακτηριστικά της διατοµής του στύλου για τις δύο περιπτώσεις που µελετούνται 

παρουσιάζονται τον πίνακα 5.4. 

 

 
Σχήµα 5.19: Γεωµετρία διατοµής του στύλου  

 
Πίνακας 5.4: Γεωµετρικά χαρακτηριστικά στύλου (πηγή: Xuehui et al., 1997)   

 ∆ιατοµή Α ∆ιατοµή Β

dx[m] 0.4 0.4 

dy[m] 1 0.6 

A[m²] 0.4 0.24 

L[m] 7.17 6.36 

Ιy[m4] 0.033 0.007 

 

5.3.4 ∆ιακριτοποίηση Μοντέλου  

     Κατά την διακριτοποίηση του εδαφικού µέσου αλλά και της υποστήριξής έγιναν οι 

εξής παραδοχές και για τις δύο περιπτώσεις: 

 

 Για πλάτος υπογείου ανοίγµατος b, διακριτοποιείται το συνεχές µέσο σε 

απόσταση S=3b από τα πλευρικά τοιχώµατα του ανοίγµατος (σχήµα 5.20) 

 

 Τα εδαφικά στρώµατα προσοµοιώνονται µε την χρήση επίπεδων 

τετρακοµβικών τετραπλευρικών στοιχείων, µε δύο βαθµούς ελευθερίας ανά 

κόµβο και θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης (plane strain). 
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 Η υποστήριξη προσοµοιώνεται µε τη χρήση γραµµικών δικοµβικών στοιχείων 

(δοκούς) µε τρεις βαθµούς ελευθερίας ανά κόµβο. Οι κινήσεις που επιτρέπεται 

να κάνει ο κάθε κόµβος είναι η οριζόντια µετατόπιση, η κατακόρυφη 

µετατόπιση και η στροφή σε άξονα κάθετο στο επίπεδο του µοντέλου. Τα 

στοιχεία αυτά καλούνται και στοιχεία επίπεδου πλαισίου.      

 

 Η διακριτοποίηση της υποστήριξης ακολουθεί το ίχνος της διακριτοποίησης 

των εδαφικών στρωµάτων µε την χρήση κοινών κόµβων µεταξύ 

τετραπλευρικών και γραµµικών στοιχείων. Με την τεχνική αυτή γίνεται η 

παραδοχή ότι η υποστήριξη έρχεται σε επαφή µε το εδαφικό µέσο στα σηµεία 

που αντιπροσωπεύουν τους κοινούς κόµβους.         

  

 
Σχήµα 5. 20: Μεθοδολογία διακριτοποίησης πεδίου, ανοίγµατος και υποστήριξης 

 
Πίνακας 5.5: Γεωµετρικά χαρακτηριστικά υπογείου ανοίγµατος 

 

 
 

∆ιατοµή Α 
 

∆ιατοµή Β 
b[m] 17 9 

S[m] 51 27 

λ = b / L 2.4 1.4 

 

5.3.5 Συνοριακές συνθήκες 

     Οι συνοριακές συνθήκες που επιβάλλοντα στο µοντέλο είναι οι εξής  

 

 Κύλιση ως προς τον άξονα z στα πλευρικά όρια του µοντέλου. Παραδοχή που 

η οποία παριστάνει τον εγκιβωτισµό του µοντέλου µεταξύ των γεωµετρικών 

του ορίων. 
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 Πάκτωση στη βάση του µοντέλου αρχικά και στη συνέχεια µέσα από τις 

επιλογές του λογισµικού, οριζόντια επιτάχυνση ως προς τον άξονα x. Η 

οριζόντια επιτάχυνση που επιβλήθηκε είναι η χρόνο-ιστορία του σχήµατος  

5.5. 

 

 Τα βαρυτικά φορτία που παραλαµβάνει η υποστήριξη λόγω των υπερκείµενων 

εδαφικών στρωµάτων αγνοούνται διότι είναι αµελητέα σε σχέση µε τα 

σεισµικά φορτία λόγω της επιτάχυνσης που επιβάλλεται. 

 

 Η κατακόρυφη επιτάχυνση αγνοείται καθώς, όπως θα αποδειχθεί και από την 

ανάλυση, τα φορτία που επάγει στην υποστήριξη σε καµία περίπτωση δεν 

υπερβαίνουν τη θλιπτική αντοχή του στύλου.  

 

 
Σχήµα 5.21: Τύποι συνοριακών συνθηκών που εφαρµόζονται στα δύο µοντέλα  

 

 

 
Σχήµα 5.22: ∆ιακριτοποίηση και συνοριακές συνθήκες για την διατοµή A (SAP2000) 
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Σχήµα 5.23: ∆ιακριτοποίηση και συνοριακές συνθήκες για την διατοµή B (SAP2000) 

 

5.3.6 Απόσβεση  

     Από την θεωρία διάδοσης των ελαστικών κυµάτων είναι γνωστό ότι κατά την 

πρόσπτωση ενός κύµατος σε µια διαχωριστική επιφάνεια µεταξύ δύο υλικών, ένα 

τµήµα αυτού διαθλάται και συνεχίζει την πορεία του στο επόµενο µέσο και το άλλο 

τµήµα ανακλάται και επιστρέφει στην πηγή. Τα  φαινόµενα ανάκλασης δηµιουργούν 

προβλήµατα στην ανάλυση καθώς η υπόγεια κατασκευή καταπονείται τόσο από το 

πρωτογενές κύµα όσο και από τα δευτερογενή που προκαλούνται από τις ανακλάσεις. 

Οι συνοριακές συνθήκες κύλισης ως προς τον κατακόρυφο άξονα, που έχουν 

εφαρµοστεί στα πλευρικά όρια των µοντέλων, λειτουργούν ως κάτοπτρα των 

σεισµικών ακτινών και ανακλούν ολικά το προσπίπτων σεισµικό κύµα. Το ανακλώµενο 

κύµα επιστρέφοντας καταπονεί δευτερογενώς την κατασκευή κάτι το οποίο δεν 

συµβαίνει στην πραγµατικότητα.  

     Τα προβλήµατα ανάκλασης είναι δυνατό να αντιµετωπισθούν µε δύο τρόπους, όσον 

αφορά τις εφαρµογές της ΜΠΣ:  

 

 Συνοριακές συνθήκες απόσβεσης στα πλευρικά όρια, µε την χρήση στοιχείων 

ιξώδους απόσβεσης (σχήµα 5.24) 

 Ορισµός υλικών στα πλευρικά όρια των µοντέλων τα οποία διατηρούν τις 

φυσικές και µηχανικές ιδιότητες των εδαφικών στρωµάτων αλλά έχουν λόγο 

απόσβεσης ίσο µε ένα (ζ=1 ή 100%). Τα στοιχεία που τοποθετούνται στα 

πλευρικά όρια, έχουν τις ιδιότητες των υλικών αυτών και οι συνοριακές 

συνθήκες κατακόρυφης κύλισης θα τοποθετηθούν στους κόµβους τους.  

 

Για την ανάλυση µε το SAP2000 επιλέγεται ο ορισµός υλικών µε υψηλό λόγο 

απόσβεσης στα πλευρικά όρια του κάθε µοντέλου, για λόγους συµβατότητας µε την 

επίπεδη ανάλυση (σχήµατα 5.25 και 5.26). 
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Σχήµα 5.24: Στοιχεία ιξώδους απόσβεσης(Damper Link Elements) 

 

 

 
Σχήµα 5.25: Συνθήκες απόσβεσης για την διατοµή Α, µε καφέ χρώµα τα στοιχεία µε λόγο απόσβεσης  

ζ = 100% 
 

 

 
Σχήµα 5.26: Συνθήκες απόσβεσης για την διατοµή Β, µε καφέ χρώµα τα στοιχεία µε λόγο απόσβεσης  

ζ = 100% 
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5.3.7 Περιπτώσεις ανάλυσης (Analysis Cases)  

     Οι αναλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν για κάθε µοντέλο είναι οι έξης: 

 

 Ανάλυση των ιδιοµορφών (modal analysis) και προσδιορισµός των 

ιδιοσυχνοτήτων, των ιδιοπεριόδων και των γενικευµένων ακαµψιών και µαζών 

του µοντέλου. Υπολογίζονται οι πρώτες 5 ιδιοτιµές.  

 

 Χρόνο-ιστορική ολοκλήρωση, για την οποία εφαρµόζονται τα εξής βήµατα  

1. Εφαρµογή της οριζόντιας επιτάχυνσης στους κόµβους µε πάκτωση  

2. Χρήση αναλογικής απόσβεσης (Rayleigh Damping) µε ενιαίο λόγο 

απόσβεσης για όλο το µοντέλο  

3. Χρονική ολοκλήρωση µε την µέθοδο Hilber, Hughes και Taylor ή 

µέθοδο-α, µε α=0 (κανόνας του τραπεζίου) 

 

 Χρόνο-ιστορική ανάλυση των ιδιοµορφών, για την οποία εφαρµόζονται τα 

εξής βήµατα  

1. Υπολογισµός των ιδιοµορφών  

2. Υπολογισµός των γενικευµένων ακαµψιών και µαζών  

3. Εφαρµογή της οριζόντιας επιτάχυνσης στους κόµβους µε πάκτωση  

4. Χρήση του λόγου απόσβεσης του κάθε υλικού και υπολογισµός του 

µητρώου απόσβεσης του κάθε στοιχείου  

5. Υπέρθεση των µητρώων απόσβεσης του κάθε στοιχείου και 

υπολογισµός του καθολικού µητρώου και της γενικευµένης απόσβεσης  

6. Χρόνο-ιστορική ολοκλήρωση των ιδιοµορφών µε την χρήση των 

γενικευµένων ακαµψιών, µαζών και αποσβέσεων  
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5.4 Αποτελέσµατα της ανάλυσης  
5.4.1 Αποτελέσµατα ανάλυσης των ιδιοµορφών  

     Η αναλυση των ιδιοµορφών έχει ως στόχο τον υπολογισµό των δυναµικών 

χαρακτηριστικών του συστήµατος. Τα αποτελέσµατα της ανάλυσης για τις πέντε 

πρώτες ιδιοµορφές του κάθε µοντέλου παρουσιάζονται στους πίνακες 5.6 και 5.7. 

 
Πίνακας 5.6: ∆υναµικά χαρακτηριστικά του συστήµατος, ∆ιατοµή Α (Μj  και Κj, οι γενικευµένες 

µάζες και ακαµψίες του συστήµατος) 

∆ιατοµή Α 

 j=1:N Tj [sec] ωj [sec] fj [Hz] Μj [Kg] Kj [N/m] 

1 0,320 19,644 3,126 112,9 43598,8 

2 0,238 26,448 4,209 112,9 79031,3 

3 0,202 31,151 4,958 112,9 109637,6 

4 0,173 36,399 5,793 112,9 149690,5 

5 0,167 37,549 5,976 112,9 159301,7 

 
Πίνακας 5.7: ∆υναµικά χαρακτηριστικά του συστήµατος, ∆ιατοµή Β (Μj  και Κj, οι γενικευµένες 

µάζες και ακαµψίες του συστήµατος) 

∆ιατοµή Β 

 j=1:N Tj [sec] ωj [sec] fj [Hz] Μj [Kg] Kj [N/m] 

1 0,253 24,824 3,951 112,9 69625 

2 0,174 36,076 5,742 112,9 147049 

3 0,161 38,915 6,194 112,9 171098 

4 0,153 41,145 6,548 112,9 191271 

5 0,144 43,728 6,960 112,9 216044 

 

5.4.2 Αποτελέσµατα χρόνο-ιστορικής ολοκλήρωσης   

     Η συγκεκριµένη ανάλυση γίνεται µε την εφαρµογή της χρόνο–ιστορίας της 

οριζόντιας επιτάχυνσης που απεικονίζεται στο σχήµα 5.5. Τo µητρώο απόσβεσης, 

εφόσον αυτή πρόκειται για απόσβεση Rayleigh, υπολογίζεται από τη σχέση 4.63. Οι 

συντελεστές  α και β προσδιορίζονται από την σχέση 4.66 για :  

 

 εννιαιο λόγο απόσβεσης ζ = 0.05  
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 ωk=ω1 και ωl=ω2 , τις δύο πρώτες κυκλικές ιδιοσυχνότητες του κάθε µοντέλου 

(βλ. πίνακες 5.6 και 5.7) 

 

     Για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων για κάθε µοντέλο επιλέγονται τέσσερις 

κόµβοι µελέτης, οι οποίοι είναι οι εξής  (σχήµα 5.27): 

 

 οι κόµβοι Ι και ΙΙ πάνω στην υποστήριξη (βλ. παράγραφο 5.3.3) 

 

 ο κόµβος ΙΙΙ, o οποίος είναι η προβολή του κόµβου I στην επιφάνεια του 

µοντέλου. 

 

 ο κόµβος ΙV, o οποίος είναι η προβολή του κόµβου II στη βάση του µοντέλου.   

 

 
Σχήµα 5.27: Κόµβοι µελέτης  

 
Πίνακας 5.8: Υπολοσιµός των συντελέστων αναλογικής απόσβεσης  

 ∆ιατοµή Α ∆ιατοµή Β 

ω1[rad/sec] 19,644 24,824 

ω2[rad/sec] 26,448 36,076 

ζ 0,05 0,05 

α 0.00213 0.00164 

β 1,1374 1,4708 

 

     Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την χρόνο ιστορική ολοκλήρωση, 

αξιολογούνται στους κόµβους µελέτης που έχουν ορισθεί (σχήµα 5.27) και 

παρουσίαζονται στα διαγράµµατα που ακολουθούν. Στα σχήµατα 5.37 και 5.38 

απεικονίζονται µε την µορφή χαρτών χρωµατικού κώδικά, οι µέγιστες και ελάχιστες 

αλγεβρικές τιµές των συνιστωσών του τανυστή των τάσεων.  
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σχήµα 5.28: Χρόνο-Ιστορία σχετικής µετατόπισης µεταξύ των κόµβων I και ΙΙ 
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Σχήµα 5.29: Χρόνο-Iστορία οριζόντιας παραµόρφωσης εx του κεντρικού στύλου   
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Σχήµα 5.30: Χρόνο-Ιστορία διατµητικής δύναµης στον κόµβο Ι 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο                           ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣ ΣΗΡΑΓΓΑΣ ΣΕ  
                                                           ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΕΝΤΟΝΗΣ ΣΕΙΣΜΙΚΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΗΣΗΣ  

 120

 

-4,00E+06

-3,00E+06

-2,00E+06

-1,00E+06

0,00E+00

1,00E+06

2,00E+06

3,00E+06

4,00E+06

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Χρόνος t[sec]

Μ
[Ν

m
] 

∆ιατοµή Α 
∆ιατοµή Β 

 
Σχήµα 5.31: Χρόνο-Ιστορία καµπτικής ροπής στον κόµβο Ι  
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Σχήµα 5.32: Χρόνο-Ιστορία διατµητικής τάσης στον κόµβο I 
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Σχήµα 5.33: Χρόνο-Ιστορία, κανονικοποιηµένης ως προς την διατµητική αντοχή, διατµητικής τάσης ή 

αντίστροφος συντελεστής ασφαλείας 
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Σχήµα 5.34: ∆ιατµητική δύναµη συναρτήσει της σχετικής µετατόπισης του στύλου  

  

 
-3,0

-2,0

-1,0

0,0

1,0

2,0

3,0

-1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00

δ/L[%]

τ[ΜPa] ∆ιατοµή Α
∆ιατοµή Β

 
Σχήµα 5.35: ∆ιατµητική τάση συναρτήσει της εγκάρσιας παραµόρφωσης του στύλου 
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Σχήµα 5.36: ∆ιατµητική τάση συναρτήσει της οριζόντιας παραµόρφωσης, εx, του στύλου  
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Σχήµα 5.37: Χρόνο-Ιστορία της οριζόντιας µετατόπισης για τους κόµβους µελέτης  
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Σχήµα 5.38: Χρόνο-Ιστορία της οριζόντιας µετατόπισης για τους κόµβους µελέτης 
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Σχήµα 5.39: Συσχέτιση επιτάχυνσης εισόδου (Kobe)  και επιτάχυνσης εξόδου στον κόµβο 
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σ11MAX [Pa] 

 
σ11MIN [Pa] 
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σ22MIN [Pa] 

 
σ12MAX [Pa] 

 
σ12MIN [Pa] 

Σχήµα 5.40: Μέγιστες και ελάχιστες αλγεβρικές τιµές των τάσεων για τη διατοµή Α 
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Σχήµα 5.41: Μέγιστες και ελάχιστες αλγεβρικές τιµές των τάσεων για τη διατοµή Β 
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Στα σχήµατα 5.42 και 5.43 απεικονίζεται µε τη µορφή χαρτών χρωµατικού κώδικά η 

κατανοµή της ισοδύναµης τάσης von Mises τη χρονική στιγµή που οι κόµβοι µελέτης 

έχουν τη µέγιστη οριζόντια µετατόπιση. Η ισοδυνάµη τάση συναρτήσει των κυρίων 

τάσεων δίδεται από τη σχέση   

 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3 3 1

1
2eq vmσ σ σ σ σ σ σ σ= = − + − + −                     (5.7) 

 

η οποία για την περίπτωση της επίπεδης παραµόρφωσης γίνεται  

 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
11 22 22 33 33 11 12

1 6
2eq vmσ σ σ σ σ σ σ σ σ= = − + − + − +            (5.8) 

 

 
Σχήµα 5.42: Ισοδύναµες τάσεις von Mises,σeq[Pa], για τη ∆ιατοµή Α 

 

 
Σχήµα 5.43: Ισοδύναµες τάσεις von Mises, σeq[Pa], για τη ∆ιατοµή Β 

 

 

5.4.3 Αποτελέσµατα χρόνο ιστορικής ανάλυσης των ιδιοµορφών 

     Αντίστοιχα µε την χρόνο-ιστορική ολοκλήρωση, για την αξιολόγηση της χρόνο- 

ιστορικής ανάλυσης των ιδιοµορφών ακολουθείται η ίδια διαδικασία για τους κόµβους 

µελέτης (σχήµα 5.27) και τυπώνονται οι αντίστοιχοι χάρτες χρωµατικού κώδικα για τις 

τάσεις.  
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σχήµα 5.44: Χρόνο-Ιστορία σχετικής µετατόπισης µεταξύ των κόµβων I και ΙΙ 
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Σχήµα 5.45: Χρόνο-Ιστορία οριζόντιας παραµόρφωσης εx του κεντρικού στύλου   
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Σχήµα 5.46: Χρόνο-Ιστορία διατµητικής δύναµης στον κόµβο Ι 
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Σχήµα 5.47: Χρόνο-Ιστορία καµπτικής ροπής στον κόµβο Ι 
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Σχήµα 5.48: Χρόνο-Ιστορία διατµητικής τάσης στον κόµβο Ι 
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Σχήµα 5.49: Χρόνο-Ιστορία, κανονικοποιηµένης ως προς την διατµητική αντοχή, διατµητικής τάσης ή 

αντίστροφος συντελεστής ασφαλείας 
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 Σχήµα 5.50: ∆ιατµητική δύναµη συναρτήσει της σχετικής µετατόπισης του στύλου  
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Σχήµα 5.51: ∆ιατµητική τάση συναρτήσει της εγκάρσιας παραµόρφωσης του στύλου  
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Σχήµα 5.52: ∆ιατµητική τάση συναρτήσει της οριζόντιας παραµόρφωσης εx του στύλου 
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Σχήµα 5.53 : Συσχέτιση επιτάχυνσης εισόδου (Kobe) και επιτάχυνσης εξόδου στον κόµβο I  
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Σχήµα 5.54: Χρόνο-Ιστορία οριζόντιας µετατόπισης στους κόµβους µελέτης 
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Σχήµα 5.55: Χρόνο-Ιστορία οριζόντιας µετατόπισης στους κόµβους µελέτης 
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Σχήµα 5.56: Μέγιστες και ελάχιστες αλγεβρικές τιµές των τάσεων για τη διατοµή Α 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο                           ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣ ΣΗΡΑΓΓΑΣ ΣΕ  
                                                           ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΕΝΤΟΝΗΣ ΣΕΙΣΜΙΚΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΗΣΗΣ  

 131

 
σ11ΜΑΧ[Pa] 
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Σχήµα 5.57: Μέγιστες και ελάχιστες αλγεβρικές τιµές των τάσεων για τη διατοµή Β 
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Στα σχήµατα 5.58 και 5.59 απεικονίζεται µε τη µορφή χαρτών χρωµατικού κώδικα η 

κατανοµή της ισοδύναµης τάσης Von Mises τη χρονική στιγµή που αντιστοιχεί στη 

µέγιστη απόλυτη µετατόπιση των κόµβων µελέτης.  

 

 
Σχήµα 5.58: Κατανοµή της ισοδύναµης τάσης von Mises, σeq[Pa], για τη ∆ιατοµή Α 

 

 
Σχήµα 5.59: Κατανοµή της ισοδύναµης τάσης von Mises, σeq[Pa], για τη ∆ιατοµή Β 

 

5.4.4 Αποτελέσµατα εφαρµογής συνδυασµένης κατακόρυφης και οριζόντιας 

επιτάχυνσης 

     Για να θεωρηθεί η ανάλυση ολοκληρωµένη, για κάθε ένα από τα µοντέλα ∆ιατοµή 

Α και ∆ιατοµή Β επιλύεται και η περίπτωση της εφαρµογής συνδυασµένης 

κατακόρυφης (χρόνο-ιστορία κατακόρυφης κίνησης, σχήµα 5.8) και οριζόντιας 

επιτάχυνσης στη βάση του µοντέλου. Τα αποτελέσµτα της ανάλυσης για τον κόµβο 

µελέτης Ι, παρουσίαζονται στα σχήµατα 5.60 και 5.61. Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα 

που προκύπτουν δικαιολογείται η παραδοχή που έγινε σχετικά µε την κατακόρυφη 

κίνηση στην παράγραφο 5.3.5. Η κατακόρυφη κίνηση αγνοείται καθώς οι ορθές 

τάσεις που επάγει στον κεντρικό στύλο της υποστήριξης φτάνουν περίπου το 4% της 

θλιπτικής αντοχής του σκυροδέµατος για την περίπτωση της χρόνο-ιστορικής 

ανάλυσης των ιδιοµορφών και το 10% της αντοχής του σκυροδέµατος για την 

περίπτωση της χρόνο-ιστορικής ολοκλήρωσης (βλ. Πίνακα 5.3, θλιπτική αντοχή C0).  
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Σχήµα 5.60: Συσχέτιση ορθής και διατµητικής τάσης στον Κόµβο Ι για την περίπτωση της χρόνο-

ιστορικής ολοκλήρωσης 
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Σχήµα 5.61: Συσχέτιση ορθής και διατµητικής τάσης στον Κόµβο Ι για την περίπτωση της χρόνο-

ιστορικής ανάλυσης των ιδιοµορφών  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6Ο                                                                 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

 134

Κεφάλαιο 6Ο  

 

 

Συµπεράσµατα και Προτάσεις  

 

 
     Από τα αποτελέσµατα που προέκυψαν κατά την προσοµοίωση της µηχανικής 

συµπεριφοράς της υποστήριξης του σταθµού του Daikai και της σιδηροδροµική 

γραµµής του δικτύου, βγαίνουν κάποια ενδιαφέροντα συµπεράσµατα. Κάποια από 

αυτά έχουν ήδη αναφερθεί, ωστόσο σε αυτό το κεφάλαιο θα γίνει µια προσπάθεια να 

συνοψιστούν για να δηµιουργηθεί µια ολοκληρωµένη εικόνα της ανάλυσης που έγινε.  

 

     Τα συµπεράσµατα σχετικά µε τις µεθόδους ανάλυσης που εφαρµόστηκαν είναι τα 

εξής: 

 

 Οι τιµές των εντατικών µεγεθών στους κόµβους µελέτης (δυνάµεις, τάσεις, 

µετατοπίσεις, παραµορφώσεις κτλ.), που προκύπτουν από την χρόνο-ιστορική 

ολοκλήρωση είναι µεγαλύτερες σε σχέση µε αυτές που προκύπτουν από την 

χρόνο-ιστορική ανάλυση των ιδιοµορφών (σχήµα 6.1). Αυτό οφείλεται στο 

γεγονός ότι για την περίπτωση της χρόνο-ιστορικής ολοκλήρωσης ο λόγος 

απόσβεσης είναι ενιαίος για όλο το µοντέλο, ζ=0,05 ή ζ=5%, ενώ για την 

περίπτωση της χρόνο-ιστορικής ανάλυσης των ιδιοµορφών διακρίνεται σε, ζ=1 

ή ζ=100% στα πλευρικά όρια του κάθε µοντέλου, ζ=0,03 ή ζ=3% στα εδαφικά 

στρώµατα και ζ=0,07 ή ζ=7% στο σκυρόδεµα της υποστήριξης.  

 

 Η χρόνο-ιστορική ανάλυση των ιδιοµορφών είναι ταχύτερη από την χρόνο 

ιστορική ολοκλήρωση καθώς οι µετατοπίσεις σε κάθε σηµείο του µοντέλου 

(άγνωστη µεταβλητή, βλ. παράγραφο 4.2.1) προκύπτουν από την κατάλληλη 

υπέρθεση χρονικών συναρτήσεων των ιδιοδιανυσµάτων που υπολογίζονται από 

την επίλυση του προβλήµατος των  ιδιοµορφών (βλ. παράγραφο 3.5.2). 
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Σχήµα 6.1: Σύγκριση αποτελεσµάτων χρόνο-ιστορικής ανάλυσης των ιδιοµορφών(Χ.Ι.Α.Ι.) µε την 

χρόνο-ιστορική ολοκλήρωση(Χ.Ι.Ο) για τον κόµβο Ι της διατοµής Α.  

 

Από τα συµπεράσµατα που προκύπτουν σχετικά µε τις µεθόδους ανάλυσης, 

επιλέγονται τα αποτελέσµατα της χρόνο-ιστορικής ανάλυσης των ιδιοµορφών για να 

ερµηνευθεί η συµπεριφορά του σταθµού του Daikai (∆ιατοµή Α) και να συγκριθεί µε 

αυτή της σιδηροδροµικής γραµµής του δικτύου (∆ιατοµή Β), καθώς προσεγγίζει 

καλύτερα την πραγµατικότητα.  

 

     Από τα αποτέλεσµα της ανάλυσης για τα δύο µοντέλα προκύπτουν τα εξής: 

 

 Κατά την εφαρµογή µόνο της οριζόντιας επιτάχυνσης, οι αξονικές δυνάµεις 

και κατά συνέπεια και οι ορθές τάσεις που αναπτύσσονται στο κεντρικό 

στύλο για τα δύο µοντέλα, είναι της τάξης των 0-10Ν και 0-10-5Pa 

αντίστοιχα, για αυτό και αγνοούνται. 

 

 Η απόλυτη διατµητική τάση που αναπτύσσεται στον κεντρικό στύλο της 

∆ιατοµής Α ξεπερνά την διατµητική αντοχή του σκυροδέµατος, Τ0=1,5ΜPa, 

µεταξύ 10 και 14sec, κατά τη διάρκεια του σεισµού (βλ. σχήµα 5.48). Η 

µέγιστη απόλυτη τιµή που λαµβάνει είναι περίπου το 140% της διατµητικής 

αντοχής του σκυροδέµατος (βλ. σχήµα 5.49). Αντίθετα για τη ∆ιατοµή Β η 

µέγιστη απόλυτη διατµητική τάση είναι περίπου το 80% της διατµητικής 

αντοχής.     

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6Ο                                                                 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

 136

 Η µέγιστη απόλυτη σχετική µετατόπιση, δ , το χρονικό διάστηµα που η 

διατµητική τάση του στύλου στη ∆ιατοµή Α υπερβαίνει ην αντοχή του, 

κυµαίνεται από 3,8-4,2cm, ενώ οι αντίστοιχες τιµές για τη ∆ιατοµή Β σε όλη 

τη διάρκεια του σεισµού είναι από 0,6-0,9cm (βλ. σχήµα 5.44) 

 

 Η µέγιστη απόλυτη εγκάρσια παραµόρφωση, γ, το χρονικό διάστηµα που η 

διατµητική τάση του στύλου στη ∆ιατοµή Α υπερβαίνει ην αντοχή του, 

κυµαίνεται από 0,38-0,42%, ενώ οι αντίστοιχες τιµές για τη ∆ιατοµή Β σε 

όλη τη διάρκεια του σεισµού είναι από 0,1-0,13% (βλ. σχήµα 5.51). 

 

 Από την εφαρµογή συνδυασµένης οριζόντιας και κατακόρυφης επιτάχυνσης 

προκύπτει ότι οι µέγιστες απόλυτες ορθές τάσεις που επάγονται στο στύλο 

φτάνουν περίπου το 4% της θλιπτικής αντοχής του σκυροδέµατος, 

C0=20MPa (Σχήµα 5.61).  

 

Σύµφωνα µε τις παραπάνω παρατηρήσεις, προκύπτει ότι ο στύλος της ∆ιατοµής Α 

αστοχεί σε διάτµηση ενώ ο στύλος της διατοµής Β επιβιώνει οριακά καθώς τα φορτία 

που αναπτύσσονται σε αυτόν είναι µεν µικρότερα της αντοχής του ωστόσο οι τιµές 

τους είναι κοντά σε αυτή. Στο σχήµα 6.2 απεικονίζεται η κατανοµή της οριζόντιας 

µετατόπισης του στύλου τη χρονική στιγµή ti=10,6 sec. Τη συγκεκριµένη χρονική 

στιγµή η διατµητική τάση που αναπτύσσεται στο στύλο ξεπερνά τη διατµητική του 

αντοχή.  
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Σχήµα 6.2: Κατανοµή της οριζόντιας µετατόπισης στο στύλο τη χρονική στιγµή ti=10,6 
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Η σχετική µετατόπιση ενός τυχαίου σηµείου, j, του στύλου, το οποίο απέχει από τον 

κόµβο Ι απόσταση Lj , θα δίδεται από τη σχέση  

 

jIj uu −=δ  

 

Στο σχήµα 6.3 απεικονίζεται η ανηγµένη ως προς την απόσταση Lj, σχετική 

µετατόπιση κατά µήκος του στύλου .   
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Σχήµα 6.3: Κατανοµή εγκάρσιας παραµόρφωσης στο στύλο τη χρονική στιγµή ti=10,6 sec  

 

Στα σχήµατα 6.4 και 5.5 απεικονίζεται η κατανοµή της µέγιστης απόλυτης 

επιτάχυνσης συναρτήσει του βάθους σε µια κατακόρυφη στήλη της οποίας ο άξονας 

διέρχεται από τους κόµβους µελέτης (βλ. σχήµα 5.27).  
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Σχήµα 6.4: ∆ιάγραµµα βάθους της µέγιστης απόλυτης επιτάχυνσης 
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Σχήµα 6.5: ∆ιάγραµµα βάθους της ενίσχυσης της επιτάχυνσης   

 

Παρατηρείται ότι για την ∆ιατοµή Α η επιτάχυνση που υπολογίζεται στην επιφάνεια 

παρουσιάζει ενίσχυση περίπου 5 φορές σχετικά µε την επιτάχυνση που εφαρµόζεται 

στη βάση (οριζόντια PGA Kobe, σχήµα 5.5). Αντίστοιχα για τη ∆ιατοµή Β η 

επιτάχυνση στην επιφάνεια παρουσιάζεται ενισχυµένη µόνο 1,5 φορές. Αυτό 

οφείλεται στο γεγονός ότι η απόσταση µεταξύ των πλευρικών ορίων του µοντέλου 

,2S+b (βλ. σχήµα 5.20), για την ∆ιατοµή Α είναι περίπου η διπλάσια από την 

αντίστοιχη της ∆ιατοµής Β.  

 

     Τέλος όσον αφορά τη γενικότερη φιλοσοφία της ανάλυσης που έγινε στη παρούσα 

εργασία, αναδεικνύεται η αναγκαιότητα της αντιµετώπισης των προβληµάτων 

αντισεισµικού σχεδιασµού ως δυναµικά και όχι ως ψευδοστατικά. Πιο συγκεκριµένα 

µε τη θεώρηση ψευδοστατικής ανάλυσης γίνεται η αντικατάσταση της σύνθετης 

επίδρασης ενός σεισµικού φορτίου από µια ισοδύναµη στατική δύναµη η οποία 

αντιστοιχεί στη µέγιστη επιτάχυνση που δίδει ο σεισµός. Με την θεώρηση αυτή 

αγνοούνται τα εξής πολύ σηµαντικά χαρακτηριστικά: 

 

 Το σεισµικό φορτίο συνήθως προκαλεί περισσότερους του ενός, κύκλους 

φόρτισης οι οποίοι µπορούν να προκαλέσουν αστοχία λόγο κόπωσης του 

υλικού (πρόβληµα αντοχής υλικών). 
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 Το συχνοτικό περιεχόµενο του σεισµού είναι δυνατό να καλύπτει ένα ευρύ 

φάσµα τιµών, στο οποίο περιέχονται οι ιδιοσυχνότητες δοµικών έργων που 

αστοχούν λόγω συντονισµού.  

 

     Με βάση την εµπειρία που προέκυψε από την παρούσα εργασία, για να 

προσεγγιστεί καλύτερα η µηχανική συµπεριφορά ενός υπογείου τεχνικού έργου από 

σκυρόδεµα σε σεισµικά φορτία, προτείνετε σε µελλοντικές εργασίες να 

πραγµατοποιηθεί:  

 

 Επίλυση των µοντέλων µε µη γραµµική ανάλυση, κατά την οποία τα 

στοιχεία του µητρώου ακαµψίας θα είναι συναρτήσεις της µετατόπισης.  

 

 Χρήση κατάλληλων στοιχείων που θα προσοµοιώνουν την τριβή στη 

διεπιφάνεια µεταξύ του σκυροδέµατος και των γεωυλικών 

 

 Χρήση στοιχείων εδαφικών υλικών τα οποία θα λαµβάνουν υπόψη το 

πορώδες, την πίεση των πόρων (ενεργές τάσεις κτλ.).  

  

 Παραµετρική ανάλυση για διατοµές διαφορετικής γεωµετρίας (κυκλική, 

ελλειψοειδής, τόξα κτλ.). 
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