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           Π ε ρ ί λ η ψ η

     
      
      

Σ κ ο π ό ς  α υ τ ή ς  τ η ς  π τ υ χ ι α κ ή ς  ε ρ γ α σ ί α ς  ε ί ν α ι  η  � ε λ έ τ η  τ ω ν  martingales ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ω ν  κ α τ ά  Bochner σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  . Τ α  martingales ο ρ ί σ τ η κ α ν  π ρ ι ν  α π ό  π ε ρ ί π ο υ  30 χ ρ ό ν ι α  κ α ι  α π ό  τ ό τ ε  α π ο τ ε λ ο ύ ν  ό χ ι  � ό ν ο  ε ρ γ α λ ε ί ο  τ η ς  θ ε ω ρ ί α ς  π ι θ α ν ο τ ή τ ω ν  α λ λ ά  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ο ύ ν τ α ι  κ α ι  γ ι α  τ η ν  κ α τ α ν ό η σ η  τ η ς  δ ο � ή ς  τ ω ν  χ ώ ρ ω ν  
Banach . Ε π ί σ η ς  α ν α φ έ ρ ο υ � ε  β α σ ι κ ά  θ ε ω ρ ή � α τ α  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  τ ω ν  martingales . Χ ρ η σ ι � ο π ο ι ώ ν τ α ς  α υ τ ά  τ α  θ ε ω ρ ή � α τ α  , β λ έ π ο υ � ε  τ η ν  ι δ ι ό τ η τ α  Radon-Nikodym ν α  � ε τ α σ χ η � α τ ί ζ ε τ α ι  σ ε  � ι α  ε σ ω τ ε ρ ι κ ή  γ ε ω � ε τ ρ ι κ ή  ι δ ι ό τ η τ α  τ ω ν  χ ώ ρ ω ν  Banach . 

Σ τ η  σ υ ν έ χ ε ι α  , ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  sign-embedding κ α ι  τ ο  semi-embedding σ τ ο ν  L1  , ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ς  π ά λ ι  τ η ν  τ η ν  RNP σ χ ε τ ι κ ά  � ε  τ α  martingales . Τ έ λ ο ς  � ε λ ε τ ά � ε  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  α κ ρ α ί ω ν  σ η � ε ί ω ν  ε ν ό ς  κ λ ε ι σ τ ο ύ  κ α ι  κ υ ρ τ ο ύ  σ υ ν ό λ ο υ  σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Banach σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η ν  
Radon-Nikodym κ α ι  τ η ν  Krein-Milman ι δ ι ό τ η τ α  .        
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  1 
 
 
1.1  
 
 Ο ρ ι σ � ό ς

 1  
 
  Έ σ τ ω  ό τ ι  ο  ( ), ,Ω Σ Ρ  ε ί ν α ι  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  π ι θ α ν ό τ η τ α ς  κ α ι  ο  

Χ
 έ ν α ς   χ ώ ρ ο ς  Banach � ε  π λ ή ρ ω σ η  ( ), ,

΄ ΄
Ω Σ Ρ  . Μ ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  :s Ω → Χ  ε ί ν α ι  � ί α  α π λ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  α ν  η  s � π ο ρ ε ί  ν α  γ ρ α φ ε ί  σ τ η  � ο ρ φ ή  

1
i

n

i A
i

x χ
=
∑ γ ι α  δ ι α κ ε κ ρ ι � έ ν α  ix X∈ , 1,...,i n=  κ α ι  γ ι α  π ε π ε ρ α σ � έ ν η   δ ι α � έ ρ ι σ η  { } 1i i

A
=
∈Σ  τ ο υ  $  . Γ ι α  κ ά θ ε  Α∈Σ  κ α ι  γ ι α  κ ά θ ε  α π λ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  s ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  Bochner  ο λ ο κ λ ή ρ ω � α  τ η ς  s π ά ν ω  σ τ ο  Α  ω ς  

( )
1 1

( )
i

n n

A i A i i
i i

sdP x A dP x A Aχ µ
= =

= =∑ ∑∫ ∫ ∩  .  

       Μ ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  :f Ω → Χ  ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  ( γ ρ ά φ ο υ � ε  

( )1 , ,Xf L∈ Ω Σ Ρ  ή  ( )1
XL P  ) α ν  υ π ά ρ χ ε ι  α κ ο λ ο υ θ ί α  { }: 1,2,...ns n=  α π λ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε    

1. ( ) ( )lim nn
s fω ω=  σ  . π  .  κ α ι  

2. ( ) ( ) ( )lim 0nn
f s dPω ω ω

Ω
′− =∫  

     Ε π ί σ η ς  θ α  π α ρ α θ έ σ ο υ � ε  ά λ λ ο ν  έ ν α  ι σ ο δ ύ ν α � ο  ο ρ ι σ � ό  γ ι α  τ ο  π ό τ ε  � ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  . 
 Ο ρ ι σ � ό ς

 2 
 

1. Μ ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  :f Ω → Χ  ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  � ε τ ρ ή σ ι � η  α ν  ( )1f U− ∈Σ  γ ι α  ό λ α  τ α  α ν ο ι χ τ ά  υ π ο σ ύ ν ο λ α   U τ ο υ  
Χ

 κ α ι  α ν  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α   δ ι α χ ω ρ ί σ ι � ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  
C X⊆ τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ( )1f U− ∈Σ  κ α ι  { } 1P f C∈ =  

2. Α ν  η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  :f Ω → Χ ε ί ν α ι  � ε τ ρ ή σ ι � η  κ α ι   ι σ χ ύ ε ι  f dP< +∞∫  τ ό τ ε   η   f ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  .  Σ τ η  θ ε ω ρ ί α  τ ω ν  martingales, σ η � α ν τ ι κ ό  ρ ό λ ο  π α ί ζ ε ι  η  conditional expectation � ι α ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  τ η ν  ο π ο ί α  θ α  ο ρ ί σ ο υ � ε  ε υ θ ύ ς  α � έ σ ω ς  :  
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Ο ρ ι σ � ό ς

 3 
 
      Έ σ τ ω  

Β
 � ί α  σ - υ π ο ά λ γ ε β ρ α  τ η ς  

Σ
 κ α ι  ( )1 ,f L µ∈ Χ  . Έ ν α  σ τ ο ι χ ε ί ο  g  τ ο υ  ( )1 ,L µ Χ  ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  conditional expectation τ η ς  f σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η  

Β
 α ν  η  g  ε ί ν α ι  Β

-� ε τ ρ ή σ ι � η  κ α ι gd fdµ µ
Ε Ε

=∫ ∫   ∀Ε∈Β  κ α ι  σ υ � β ο λ ί ζ ο υ � ε  ( )g E f B=  .  

       Ο ρ ι σ � ό ς
 4 (RNP) 

 
    Έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  κ υ ρ τ ό  κ α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο  C σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Banach  

Χ
 έ χ ε ι  τ η ν   Radon-

Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  (RNP) α ν  ι κ α ν ο π ο ι ε ί   τ ο  π α ρ α κ ά τ ω : Έ σ τ ω  ($ ,
Β

) έ ν α ς  � ε τ ρ ή σ ι � ο ς  χ ώ ρ ο ς  , τ   έ ν α   � έ τ ρ ο  � ε  τ ι � έ ς  σ τ ο  
Χ

 κ α ι  µ  έ ν α   � έ τ ρ ο  π ι θ α ν ό τ η τ α ς  σ τ ο ν  ($ ,
Β

) . Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  ( ) ( ) Cτ µΑ Α ∈  γ ι α  κ ά θ ε   A B∈  � ε  

( ) 0µ Α ≠  . Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  � ί α  ( )1 ,f L µ∈ Χ  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε                           

( ) ( ) ( )f dτ ω µ ω
Α

Α = ∫  , Α∈Β .                                                                             ( 4.1 ) 

 Ο  χ ώ ρ ο ς  
Χ

 έ χ ε ι  τ η ν  RNP α ν  η  � ο ν α δ ι α ί α  σ φ α ί ρ α  τ ο υ   έ χ ε ι  τ η ν  RNP . 
       Ε π ί σ η ς  , έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  κ υ ρ τ ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  ε ν ό ς  σ υ ν ό λ ο υ  π ο υ  έ χ ε ι  τ η ν  RNP  έ χ ε ι  κ α ι  α υ τ ό  τ η ν  RNP . 

Ο π ό τ ε  , κ ά θ ε  κ λ ε ι σ τ ό  φ ρ α γ � έ ν ο  κ α ι  κ υ ρ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  � ε  τ η ν  RNP  έ χ ε ι  τ η ν  RNP . Τ έ λ ο ς  , η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  σ τ η ν  ( 4.1 ) ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  Radon-

Nikodym π α ρ ά γ ω γ ο ς  τ ο υ  τ  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο  µ  κ α ι  σ υ � β ο λ ί ζ ε τ α ι  � ε  d d
τ

µ  .   

 
      Τ ο  ε π ό � ε ν ο  λ ή � � α  � α ς  β ο η θ ά ε ι  ν α  τ ε κ � η ρ ι ώ σ ο υ � ε  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  τ η ς  conditional 
expectation σ τ ο ν ( )1 ,L µ Χ  .  

 Λ ή � � α
 5 

 
      Έ σ τ ω  

Β
 � ί α  σ - υ π ο ά λ γ ε β ρ α  τ η ς  

Σ
 . Τ ό τ ε  η  ( )E f B  υ π ά ρ χ ε ι  γ ι α  κ ά θ ε  

( ) ( )( )1 1 ,f L L Rµ µ∈ =  . Ε π ι π λ έ ο ν  , α ν  ( )( )1pf L pµ∈ ≤ < ∞  , τ ό τ ε  

( ) pp
E f B f≤  .  

      Έ ν α  σ χ ό λ ι ο  γ ι α  τ ο  π α ρ α π ά ν ω  λ ή � � α  ε ί ν α ι  τ ο  ε ξ ή ς  :  Α ν   ο  
Χ

 έ χ ε ι  τ η ν  RNP , τ α  π α ρ α π ά ν ω  ι σ χ ύ ο υ ν  κ α ι  γ ι α  τ ο ν  ( ),pL µ Χ  α ν τ ί  γ ι α  τ ο ν  ( )pL µ  . Τ ο  ί δ ι ο  σ υ � β α ί ν ε ι  κ α ι  α ν  ο  
Χ

 δ ε ν  έ χ ε ι  τ η ν  RNP . ∆η λ α δ ή  : 
 Θ ε ώ ρ η � α

  6  [ DU ] 
 
      Έ σ τ ω  

Β
 � ι α  σ - υ π ο ά λ γ ε β ρ α  τ η ς  

Σ
 . Τ ό τ ε  η  ( )f BΕ  υ π ά ρ χ ε ι  γ ι α  κ ά θ ε  ( )1 ,f L µ∈ Χ .  Ε π ί σ η ς   α ν  ( )( ), 1pf L pµ∈ Χ ≤ < ∞  , τ ό τ ε  ( ) pp

E f B f≤  . 
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Α π ό δ ε ι ξ η
   

 

      Έ σ τ ω  
1 i

n

i Ei
f x χ

=
=∑ � ε  ,i ix X E∈ ∈Σ  κ α ι  i jE E = ∅∩   γ ι α  ,i j≠  � ι α  α π λ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  σ τ ο ν  ( )( ), 1pL X pµ ≤ < ∞  . 

Ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ η ν  ( )E f B  ω ς   

                        ( ) ( )
1

i

n

i E
i

E f B x E Bχ
=

=∑   ό π ο υ  ( )EE Bχ  ε ί ν α ι  η  conditional expectation τ η ς  ( ),E pLχ µ∈ ℝ  τ η ς  ο π ο ί ο α ς  η  ύ π α ρ ξ η  έ χ ε ι  δ ι α σ φ α λ ι σ τ ε ί  α π ό  τ ο  
Λ ή � � α  5 . 

     Ε π ι π λ έ ο ν  , έ χ ο υ � ε   

      ( )
p

E f B = ( )( ) ( )
1

1

1
i

n ppp p

i E
i

E f B d x E B dµ χ µ
Ω Ω

=

   ≤     
∑∫ ∫  

 

                          

1

1
i

p pn

i E
i

E x B dχ µ
Ω

=

  
=      

∑∫  

 

                           
1

i

n

i E
i p

x χ
=

≤ ∑                        (α π ό  τ ο  
Λ ή � � α  5)  

 

                            ( )
1

p p

p
f d fµ

Ω
= =∫  . □  

 
      Ε π ε ι δ ή  λ ο ι π ό ν  ο ρ ί σ α � ε  τ η ν  conditional expectation � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  σ υ ν ε χ ί σ ο υ � ε  ξ ε κ ι ν ώ ν τ α ς  , α π ό  τ ο ν  ο ρ ι σ � ό  τ ο υ  martingale : 
 Ο ρ ι σ � ό ς

 7 
 

       Έ σ τ ω  { } 1n n

∞

=
Σ  � ί α  α ύ ξ ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  σ - υ π ο ά λ γ ε β ρ ε ς  τ η ς  

Σ
 . Έ ν α  martingale  ε ί ν α ι  � ί α  α κ ο λ ο υ θ ί α  { } 1n n

M
∞

=
 α π ό  Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  :nM Ω → Χ  τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τ ε  

i) Ο ι  nM  ε ί ν α ι  � ε τ ρ ή σ ι � ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η  nΣ  

ii)  ( )1 |n n nE M M+ Σ =  n N∀ ∈  

 
∆ έ ν τ ρ α

  
 
       Έ ν α  ά π ε ι ρ ο  δ έ ν τ ρ ο  J σ τ ο ν  

Χ
 ε ί ν α ι  � ί α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )nx  σ τ ο ν  

Χ
 � ε  τ η ν  ι δ ι ό τ η τ α  

2 2 1

2
n n

n

x x
x ++

=  γ ι α  ό λ α  τ α  1n ≥  . 

 
 

        Tώ ρ α  θ α  δ ο ύ � ε  έ ν α  δ έ ν τ ρ ο  ( )nJ x=  ω ς  έ ν α  martingale σ τ ο ν [ )( )1 0,1 ,L X  .  Έ σ τ ω  λ ο ι π ό ν  µ  τ ο  � έ τ ρ ο  Lebesgue κ α ι  [ )1 1 0,1f x χ=  , 
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2 2 31 1
0, ,1

2 2

f x xχ χ
   

     

= + κ α ι
,

1

2 1

2
k i

k

k

k i I
i

f x χ
−

−

=

= ∑  , ό π ο υ  
1 1

, 1 1

2 2 1
,

2 2

k k

k i k k

i i
I

− −

− −

    − − +
=    

    
  γ ι α   

1 12 ,2 1,...,2 1k k ki − += + −   γ ι α   1k ≥  .  Ο π ό τ ε  ε ύ κ ο λ α  β λ έ π ο υ � ε   ό τ ι  
[ ) [ )

1 2

0,1 0,1

f d f dµ µ=∫ ∫  Ε π ε ι δ ή   2 3
12

χ χ
χ

+
=  .   

        Eν τ ε λ ώ ς  ό � ο ι α  έ χ ο υ � ε  ό τ ι   
, ,

1

k i

k k

I

f d f d
κ ι

µ µ+
Ι

=∫ ∫  , γ ι α  κ ά θ ε  12 ,..., 2 1k ki −= −  κ α ι  
1k ≥ . Έ τ σ ι  α ν  η  0B  ε ί ν α ι  η  τ ε τ ρ ι � � έ ν η  σ - ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  τ ο  ∅  κ α ι  τ ο  [ )0,1  κ α ι  kB  ε ί ν α ι  η  π ε π ε ρ α σ � έ ν η  σ - ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι  α π ό  τ α  

{ }1 1
, , 2 ,2 1,...2 1k k k

k iI i − −= + −  ,  1k ≥ , τ ό τ ε  τ ο  ( ),k kf B  ε ί ν α ι  έ ν α  martingale σ τ ο ν   

[ )( )1 0,1 ,L Χ  .  

 
 
 
1.2   
 
 
     

Ο ρ ι σ � ό ς
 8 

 
  α  )  Έ ν α  δ ι α ν υ σ � α τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  ε ί ν α ι  � ι α  α π ε ι κ ό ν ι σ η  :m XΣ →  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε   

( ) ( )
1 11

lim
N

n n n
N

n nn

m A m A m A
∞ ∞

→∞
= ==

 
= = 

 
∑ ∑∪  γ ι α  ό λ α  τ α  ξ έ ν α  α ν ά  δ ύ ο  υ π ο σ ύ ν ο λ α  { }:nA n N∈ ⊆ Σ  .  

  β  ) Έ ν α  δ ι α ν υ σ � α τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  :m XΣ →  θ α   λ έ γ ε τ α ι  φ ρ α γ � έ ν η ς  κ ύ � α ν σ η ς   α ν   

 ( )supj i
i

m E < ∞∑  γ ι α  ό λ ε ς  τ ι ς  π ε π ε ρ α σ � έ ν ε ς  δ ι α � ε ρ ί σ ε ι ς  j  τ ο υ  Ω  σ τ η  Σ  .  
 
          Μ ί α  σ η � α ν τ ι κ ή  ι δ ι ό τ η τ α  ε ν ό ς  martingale ( ), ,n nf B n N∈  σ τ ο ν  

( ) ( ), 1pL X pµ ≤ < ∞  ε ί ν α ι  ό τ ι  , α ν  n
n

E B∈∪  , τ ό τ ε  τ ο  ό ρ ι ο  lim n
n

E

f dµ∫  υ π ά ρ χ ε ι  κ α ι  ε ί ν α ι   ί σ ο  � ε  F(E) ,  η  δ ε  α π ε ι κ ό ν ι σ η  E→ F(E)  ε ί ν α ι  έ ν α  δ ι α ν υ σ � α τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  .  
          Γ ι α  ν α  τ ο  δ ο ύ � ε  α υ τ ό  , έ σ τ ω  n

n

E B∈∪  . Ε π ε ι δ ή  η  ( ),nB n N∈  ε ί ν α ι  � ί α   � ο ν ό τ ο ν η  α ύ ξ ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  σ -υ π ο ά λ γ ε β ρ ε ς  , υ π ά ρ χ ε ι   1n ∈ℕ  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   

nE B∈  γ ι α  κ ά θ ε  1n n≥  . 
Σ υ ν ε π ώ ς  γ ι α  1n n≥  έ χ ο υ � ε   

( )
1 1n n n n

E E E

f d E f B d f dµ µ µ= =∫ ∫ ∫  .  

        Α ς  ε ξ ε τ ά σ ο υ � ε  τ ώ ρ α  δ ι ά φ ο ρ ε ς  έ ν ν ο ι ε ς  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  τ ω ν  martingales.  
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Θ ε ώ ρ η � α
 9 

 
      Έ ν α   martingale ( ), ,n nf B n N∈  σ τ ο ν  ( ),pL µ Χ  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ η ν   ( ),pL µ Χ - ν ό ρ � α  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  υ π ά ρ χ ε ι   ( ),pf L µ∈ Χ  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   γ ι α  κ ά θ ε  n

n

BΕ∈∪  ν α  έ χ ο υ � ε  

( )lim n
n

E E

f d F E fdµ µ= =∫ ∫  .  

 
     Τ ο  ε π ό � ε ν ο  π ό ρ ι σ � α  σ τ η ν  ο υ σ ί α  ε ί ν α ι  τ ο  π α ρ α π ά ν ω  θ ε ώ ρ η � α  σ ε   π ι ο   α π λ ή  � ο ρ φ ή   
 
 Π ό ρ ι σ � α

 10 
 
   Έ ν α   martingale ( ), ,n nf B n N∈  σ τ ο ν  ( )( ), 1pL pµ Χ ≤ < ∞  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ η ν   

( ),pL µ Χ - ν ό ρ � α  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  ( ),pf L µ∃ ∈ Χ  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε   ( )n nf B fΕ =  γ ι α  κ ά θ ε  

n∈ℕ  .  
 
  

Ο ρ ι σ � ό ς
 11 

 
     Έ ν α  martingale ( ), ,n nf B n∈ℕ  σ τ ο ν  ( )1 ,L Xµ  ε ί ν α ι  ο � ο ι ό � ο ρ φ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ο  α ν   

 

                                   
( ) 0,

lim 0
n

nEE E B
f d

µ
µ

→ ∈
=∫   

 ο � ο ι ό � ο ρ φ α  σ τ ο  n∈ℕ  .    
 Π ό ρ ι σ � α

 12 
 
     Έ σ τ ω  ό τ ι  ο  

Χ
 έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym  ι δ ι ό τ η τ α  , 1 p≤ < ∞ κ α ι  ( ), ,n nf B n N∈  ε ί ν α ι   έ ν α   martingale σ τ ο ν   ( ),pL µ Χ . Τ ό τ ε  τ ο  lim n

n
f   υ π ά ρ χ ε ι   σ τ η ν  ( ),pL µ Χ –ν ό ρ � α  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  

i) 
1n nsup f < ∞  κ α ι   ( ), ,n nf B n N∈  ο � ο ι ό � ο ρ φ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ο  α ν  p=1, ή  

ii)   n n p
sup f < ∞  aν  1<p<∞ . 

 
    Τ ο  π ρ ο η γ ο ύ � ε ν ο  π ό ρ ι σ � α  έ χ ε ι  κ α ι  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  τ ο  ο π ο ί ο  ¨ δ έ ν ε ι ¨ τ η  σ ύ γ κ λ ι σ η  τ ο υ  
martingale � ε  τ η ν  Radon-Nikodym  ι δ ι ό τ η τ α  . Α υ τ ό  ε ί ν α ι  τ ο  ε ξ ή ς  θ ε ώ ρ η � α  : 
 

 Θ ε ώ ρ η � α
 13 

 
     Έ σ τ ω  

Χ
  χ ώ ρ ο ς   Banach τ έ τ ο ι ο ς  ώ σ τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  π ε π ε ρ α σ � έ ν ο  � ε τ ρ ή σ ι � ο  χ ώ ρ ο  

( ), ,µΩ Σ ,  κ ά θ ε  φ ρ α γ � έ ν ο  ο � ο ι ό � ο ρ φ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ο   martingale σ τ ο ν  ( )1 ,L µ Χ   σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ η ν   ( )1 ,L µ Χ - ν ό ρ � α  . Τ ό τ ε  ο  
Χ

 έ χ ε ι  τ η ν   Radon –Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  .  

 
    Έ ν α   π ο λ ύ  σ η � α ν τ ι κ ό  θ ε ώ ρ η � α  ε ί ν α ι  τ ο  π α ρ α κ ά τ ω  : 
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Θ ε ω ρ η � α
 14 (Levy) 

 
     Έ σ τ ω  ( ), ,F PΩ  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  π ι θ α ν ό τ η τ α ς , 

Χ
 χ ώ ρ ο ς  Banach κ α ι  :f Ω → Χ  

Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  . Έ σ τ ω  1 2 ...F F F⊂ ⊂ ⊂  � ι α  α ύ ξ ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  σ - υ π ο ά λ γ ε β ρ ε ς  τ ω ν  ο π ο ί ω ν  η  έ ν ω σ η  π α ρ ά γ ε ι  τ η ν  F (δ η λ α δ ή  ,  η  � ι κ ρ ό τ ε ρ η  σ -ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  τ η ν  
1

n
n

F
∞

=
∪  ε ί ν α ι  η  F ). Έ σ τ ω  ( )n nf E f F= . Τ ό τ ε  

lim ( ) ( )nn
f fω ω=  κ α ι  

1
lim 0n

n
f f− = . 

  Μ ι α  σ η � α ν τ ι κ ή  α ν ι σ ό τ η τ α  γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  ε ί ν α ι  η  maximal inequality τ η ν  ο π ο ί α  α ν α φ έ ρ ο υ � ε : 
 
MAXIMAL INEQUALITY 15 [ RB ]  
 
       Έ σ τ ω  ( ), ,F PΩ  κ α ι  nF , n=1,2,…ό π ω ς  σ τ ο  π ρ ο η γ ο ύ � ε ν ο  θ ε ώ ρ η � α .. 

Ε π ί σ η ς , έ σ τ ω  

{ }: 1,2,..nh n= � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  � η - α ρ ν η τ ι κ ώ ν  ( )1 , ,L F PΩ  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  γ ι α  τ ι ς  ο π ο ί ε ς  ι σ χ ύ ε ι : 
  Α ) η  jh ε ί ν α ι  jF -� ε τ ρ ή σ ι � η  

  
Β

) i n

A A

h dp h≤∫ ∫  γ ι α  i n≤ κ α ι  iA F∈ ,  κ α ι  
  Γ ) supn jh dp

Ω

< ∞∫  

   Τ ό τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  c>0 έ χ ο υ � ε  

{ } 1
:sup ( ) sup .j j j n

A

P h h dp
c

ω ω∈Ω ≤ ∫  

     
Α π ό δ ε ι ξ η

 
 
   Π α ί ρ ν ο υ � ε  n>0 . Έ σ τ ω  { }1 1: ( )A h cω ω= ∈Ω >  κ α ι  

( ){ }1 1: ( ) ,..., ( ) ,i i iA h c h c h cω ω ω ω−= ∈Ω ≤ ≤ >  γ ι α  2 i n≤ ≤ . Π α ρ α τ η ρ ο ύ � ε  ό τ ι  
i iA F∈  γ ι α  i=1,…,n  κ α ι i jA A∩ = ∅  γ ι α  i j≠ . 

Ο π ό τ ε  έ χ ο υ � ε : 

{ }
1 11

: sup ( ) ( ) ( )
i

n n n

j n j i i i
i ii A

cP h c cP A cP A h dpω ω≤
= −=

> = = ≤∑ ∑∫∪

1

sup
i

n

n n j j
i A

h dP h dP h dP
= Ω Ω

≤ ≤ ≤∑∫ ∫ ∫ . 
Σ υ ν ε π ώ ς   

1
( : sup ( )) supj n j jP h h dP

cξω ω≤
Ω

≤ ∫ , 

 κ α ι  α ν  π ά ρ ο υ � ε  τ ο  ό ρ ι ο  κ α θ ώ ς  τ ο  n→∞  έ χ ο υ � ε  α υ τ ό  π ο υ  θ έ λ ο υ � ε  ν α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε .  
 
    Τ ώ ρ α  � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  π ρ ο χ ω ρ ή σ ο υ � ε  σ τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή � α τ ο ς  . 
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Α π ό δ ε ι ξ η

 τ ο υ
 

Θ ε ω ρ ή � α τ ο ς
 Levy  [ RB ] 

 
    Γ ι α  κ ά θ ε  1 ( , , )Xf L F P∈ Ω  ο ρ ί ζ ο υ � ε  ω ς  nf  τ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ( )nE f F  κ α ι  έ σ τ ω  G τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν 1 ( , , )Xf L F P∈ Ω  π ο υ  ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν  Α ) ( ) ( ) 0nf fω ω− →  ό τ α ν  τ ο  n→∞ , κ α ι  Β

) 
1

0nf f− →  ό τ α ν  n→∞ . 

    Θ α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  τ ο  G ε ί ν α ι  π υ κ ν ό  κ α ι  κ λ ε ι σ τ ό  σ τ ο ν  1 ( )XL P . 

  1) Τ ο  G ε ί ν α ι  π υ κ ν ό  σ τ ο ν  1 ( )XL P :Α ν  1 ( , , )X nf L F P∈ Ω  γ ι α  κ ά π ο ι o n, τ ό τ ε  

( )kE f F f= γ ι α  κ ά θ ε  k n≥  ό π ό τ ε  f G∈ . ∆η λ α δ ή , 1

1

( , , )X n
n

F L F P
∞

=

⊃ Ω∪ . Ε ι δ ι κ ό τ ε ρ α ,  χ AX ∈ F  γ ι α  
1

n
n

A F
∞

=

∈∪  χ X∈  κ α ι  ε π ε ι δ ή  η  
1

n
n

F
∞

=
∪  ε ί ν α ι  π υ κ ν ή  σ τ ο  F, κ ά θ ε  ( , )BxX x X B F∈ ∈  ε ί ν α ι  � ι α  κ α λ ή  π ρ ο σ έ γ γ ι σ η  σ τ ο ν  1 ( , , )XL F PΩ  α π ό  σ τ ο ι χ ε ί α  τ ο υ  G . Π α ρ α τ η ρ ο ύ � ε  ό τ ι  τ ο  G ε ί ν α ι  γ ρ α � � ι κ ό ς  χ ώ ρ ο ς  ο  ο π ο ί ο ς  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  π υ κ ν ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  α π ό  α π λ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  . Ε π ε ι δ ή  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  α π λ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  ε ί ν α ι  π υ κ ν ό  σ τ ο ν  1 ( )XL P  κ α ι  τ ο  G  ε ί ν α ι  ε π ί σ η ς  π υ κ ν ό  σ τ ο ν  1 ( )XL P . 

  2) Τ ο  G ε ί ν α ι  κ λ ε ι σ τ ό  σ τ ο  1 ( , , )XL F PΩ : 
Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  η  f ε ί ν α ι  σ τ η ν  κ λ ε ι σ τ ή  θ ή κ η  τ ο υ  F . ∆ ο θ έ ν τ ο ς   ε >0 κ α ι  δ >0 β ρ ί σ κ ο υ � ε  g F∈  � ε  

1

1

2
f g εδ− <  κ α ι  έ σ τ ω   

( )n ng E g F= . Γ ι α  σ χ ε δ ό ν  ό λ α  τ α  ω ∈ �  έ χ ο υ � ε   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n k n k n n k kf f f f g g g gω ω ω ω ω ω ω ω− = − + − + −
   

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )n k n ng g f g f gκ κω ω ω ω≤ − + − − −

                                                     ( 1 ) 

 
                                                      

( ) ( )( )( ) ( ) ( )n k n kg g E f g F f g Fω ω ω ω≤ − + − + Ε −
 

 

( ) ( ) ( )( )2sup .n k j jg g E f g Fω ω ω≤ − + −
 

 Έ σ τ ω  τ ώ ρ α   ( ) ( )( )j jh E f g Fω ω= − . Α π ό  τ η ν  (1) κ α ι  α π ό  τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι  g F∈  έ χ ο υ � ε  

( ) ( ) ( )
,
lim sup 2supn k j j

n k
f f hω ω ω

→∞
− ≤                                                                     (2) 

    
Σ η � ε ι ώ ν ο υ � ε  ε δ ώ  ό τ ι  ο ι  { }: 1,2,...jh j = ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν  τ ι ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  τ η ς  maximal 

inequality  (ε π ί σ η ς  σ τ η  maximal inequality � π ο ρ ο ύ � ε  σ τ ο  
Β

) ν α  α ν τ ι κ α τ α σ τ ή σ ο υ � ε  τ ο   
≤  � ε   =) . 
   Α π ό   τ η ν  (2) έ χ ο υ � ε  
 

( ) ( ){ } ( ){ }
,

: lim sup : 2supn j j
n k

P f f P hκω ω ω ε ω ω ε
→∞

− < ≤ >
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( ) ( ) ( ) 11

2 2 2
sup sup .j j jh f g dP f gω ω ω δ

ε ε εΩ

≤ = − = − <∫
 Ε π ε ι δ ή  τ α  ε  , δ  ε ί ν α ι  α υ θ α ί ρ ε τ α , τ ο  ό ρ ι ο  ( ) ( )�lim nn

f fω ω=  υ π ά ρ χ ε ι . 
    Ε π ί σ η ς , έ σ τ ω  ε >0 . Μ π ο ρ ο ύ � ε  ν α  β ρ ο ύ � ε  � ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ( )1 , ,X Ng L F P∈ Ω  γ ι α  κ ά π ο ι α  

Ν
 τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  

1 2
f g

ε
− < . Γ ι α  n N≥  έ χ ο υ � ε   

 

1 1n n n nf f f f g g g g− = − + − + − ≤
1 1 1n n nf g g g g f− + − + −

 
 

( ) ( )1 1 1n nf g g E g F E g f F= − + − + − <
1

0 ,
2

g f
ε

ε+ + − <
 

 ο π ό τ ε  
1

lim 0.nn
f f− =  

Ά ρ α  ε π ε ι δ ή  κ ά π ο ι α   υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  τ η ς  nf  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  σ τ η ν  f  θ α  έ χ ο υ � ε  ( ) ( ) ( )� ( )lim lim
in n

n

f f f f
ι

ω ω ω ω= = = . □  

 Θ ε ώ ρ η � α
 16 

 
  Έ ν α  martingale π ο υ  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ ο ν  ( )1 ,L µ Χ , σ υ γ κ λ ί ν ε ι  κ α ι  σ τ ο  ( )1 ,L µ Χ - ό ρ ι ό  τ ο υ  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ .  
 
        Τ ο  ε π ό � ε ν ο  θ ε ώ ρ η � α  ε ί ν α ι  ί σ ω ς  α π ό  τ α  π ι ο  σ η � α ν τ ι κ ά  θ ε ω ρ ή � α τ α  τ η ς  θ ε ω ρ ί α ς  � έ τ ρ ο υ  . Α ς  δ ο ύ � ε  ό � ω ς  π ρ ώ τ α  � ε ρ ι κ ο ύ ς  π ο λ ύ  χ ρ ή σ ι � ο υ ς  ο ρ ι σ � ο ύ ς  :  
 
  

Ο ρ ι σ � ο ί
  17 [ Ru ] 

 
         Έ σ τ ω  µ  έ ν α  θ ε τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  σ ε  � ι α  σ - ά λ γ ε β ρ α  Σ  κ α ι  έ σ τ ω  λ  έ ν α  α υ θ α ί ρ ε τ ο  � έ τ ρ ο  σ τ η  Σ  ( � π ο ρ ε ί  ν α  ε ί ν α ι  θ ε τ ι κ ό  ή  � ι γ α δ ι κ ό  ) .  
          Ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  λ  ω ς  α π ό λ υ τ α  σ υ ν ε χ έ ς  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο  µ  κ α ι  γ ρ ά φ ο υ � ε  λ µ<<  α ν  

( ) 0Eλ =  γ ι α  κ ά θ ε  E∈Σ  γ ι α  τ ο  ο π ο ί ο  ( ) 0Eµ =  .  

           Α ν  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  A∈Σ  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  ( ) ( )E A Eλ λ= ∩  E∀ ∈Σ  , τ ό τ ε  λ έ � ε  ό τ ι  τ ο  λ  ε ί ν α ι  concentrated σ τ ο  A  . Τ έ λ ο ς  , έ σ τ ω  1λ  κ α ι  2λ  � έ τ ρ α  σ τ η ν  Σ  κ α ι  υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  ζ ε υ γ ά ρ ι  ξ έ ν ω ν  σ υ ν ό λ ω ν  A  κ α ι  B  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  τ ο  1λ  ν α  ε ί ν α ι  concentrated σ τ ο  A  κ α ι  τ ο  2λ  ε ί ν α ι  concentrated σ τ ο  B  . Τ ό τ ε  λ έ � ε  ό τ ι  τ α  1λ  κ α ι  2λ  ε ί ν α ι  mutually singular κ α ι  σ υ � β ο λ ί ζ ο υ � ε  1 2λ λ⊥  . 

          Μ ε ρ ι κ έ ς  α π λ έ ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  ε ί ν α ι  ο ι  ε ξ ή ς  : 
 
 
  Π ρ ό τ α σ η

 18 
 
       Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  1 2, , ,µ λ λ λ  ε ί ν α ι  � έ τ ρ α  σ ε  � ι α  σ - ά λ γ ε β ρ α  Σ  κ α ι  τ ο  µ  ε ί ν α ι  θ ε τ ι κ ό  .               Α  ) Α ν  τ ο  λ  ε ί ν α ι  concentrated σ τ ο  A  , τ ο  ί δ ι ο  ι σ χ ύ ε ι  κ α ι  γ ι α   τ ο  λ  .  
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Β
 ) Α ν  1 2λ λ⊥  , τ ό τ ε  1 2λ λ⊥ . Γ  ) Α ν  1λ µ⊥  κ α ι  2λ µ⊥  , τ ό τ ε  1 2λ λ µ+ ⊥  . 

∆ ) Α ν  1λ µ<<  κ α ι  2λ µ<<  , τ ό τ ε  1 2λ λ µ+ <<  . Ε
 ) Α ν  λ µ<<  , τ ό τ ε  λ µ<<  .  Σ τ  ) Α ν  1λ µ<<  κ α ι  2λ µ⊥  , τ ό τ ε  1 2λ λ⊥  . Η
 ) Α ν  λ µ<<  κ α ι  λ µ⊥  , τ ό τ ε  0λ =  .  

 
 

Θ ε ώ ρ η � α
 19 (Lebesgue-Radon-Nikodym ) 

 
         Έ σ τ ω  µ  κ α ι  λ  θ ε τ ι κ ά  φ ρ α γ � έ ν α  � έ τ ρ α  σ ε  � ι α  σ - ά λ γ ε β ρ α  Σ  υ π ο σ υ ν ό λ ω ν  τ ο υ   

Χ
 . Τ ό τ ε  α  ) Υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  � ο ν α δ ι κ ό  ζ ε υ γ ά ρ ι  � έ τ ρ ω ν  αλ  κ α ι  sλ  σ τ η  Σ  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   

       , ,s sα αλ λ λ λ µ λ µ= + << ⊥            (1) 

     Τ α  π α ρ α π ά ν ω  � έ τ ρ α  ε ί ν α ι  θ ε τ ι κ ά  κ α ι  sαλ λ⊥  .  β  ) Υ π ά ρ χ ε ι  ( )1h L µ∈  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ( )
E

E hdαλ µ= ∫  γ ι α  κ ά θ ε  E∈Σ .     (2) Τ ο  ζ ε υ γ ά ρ ι  ( ), sαλ λ  ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  Lebesgue δ ι ά σ π α σ η  τ ο υ  λ  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο  µ  . Τ ο  β ) ε ί ν α ι  γ ν ω σ τ ό  ω ς  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  Radon-Nikodym .  
 
   

Α π ό δ ε ι ξ η
 [ Ru ]  

 
       Θ έ τ ω  φ λ µ= +  . Τ ό τ ε  τ ο  φ  ε ί ν α ι  έ ν α  θ ε τ ι κ ό  κ α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  � έ τ ρ ο  σ τ η ν  Σ  . 

Ο
 ο ρ ι σ � ό ς  τ ο υ  α θ ρ ο ί σ � α τ ο ς  δ υ ο  � έ τ ρ ω ν   � α ς  δ ε ί χ ν ε ι  ό τ ι   

       
X X X

f d fd f dφ λ µ= +∫ ∫ ∫           (3) γ ι α  Ef X=  . Ε ύ κ ο λ α  β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  η  ί δ ι α  σ χ έ σ η  ι σ χ ύ ε ι  γ ι α  κ ά θ ε  α π λ ή   σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ό π ω ς  κ α ι  γ ι α  κ ά θ ε  � η  α ρ ν η τ ι κ ή  � ε τ ρ ή σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  . Α ν   ( )2f L φ∈  , α π ό  τ η ν  α ν ι σ ό τ η τ α  Schwarz έ χ ο υ � ε  

( ){ }
1

12
2

2 .
X X X X

fd f d f d f d Xλ λ φ φ φ
 

≤ ≤ ≤  
 

∫ ∫ ∫ ∫  

 Ε π ε ι δ ή  ( )Xφ < ∞  , η  α π ε ι κ ό ν ι σ η   

                                       
X

f fdλ→ ∫           (4)  ε ί ν α ι  έ ν α  φ ρ α γ � έ ν ο  γ ρ α � � ι κ ό  σ υ ν α ρ τ η σ ο ε ι δ έ ς  σ τ ο ν  ( )2L φ  .  Ξ έ ρ ο υ � ε  ό τ ι  κ ά θ ε  φ ρ α γ � έ ν ο  γ ρ α � � ι κ ό  σ υ ν α ρ τ η σ ο ε ι δ έ ς  σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Hilbert 
Η

  δ ί ν ε τ α ι  α π ό  έ ν α  σ τ ο ι χ ε ί ο  τ ο υ  
Η

 , ο π ό τ ε   υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  ( )2g L φ∈  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε   

                             
X X

f d fgdλ φ=∫ ∫   ( )( )2 .f L φ∈         (5) Θ έ τ ο υ � ε  Ef X=  σ τ η ν  (5) � ε  E∈Σ  κ α ι  ( ) 0Eφ >  .  Τ ό τ ε  τ ο  α ρ ι σ τ ε ρ ό  � έ λ ο ς  τ η ς  (5) ε ί ν α ι  τ ο  ( )Eλ  . Ε π ε ι δ ή  0 λ φ≤ ≤  έ χ ο υ � ε   
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( )
1

0 1
E

gd
E

φ
φ

≤ ≤∫           (6) 

 
 Έ τ σ ι  ( ) [ )0,1g x ∈   γ ι α  σ χ ε δ ό ν  ό λ α  τ α  x  (σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η ν  φ  ) . Θ α  υ π ο θ έ σ ο υ � ε  ό τ ι  

( )0 1g x≤ ≤  γ ι α  κ ά θ ε  x X∈  , χ ω ρ ί ς  ν α  ε π η ρ ε ά σ ο υ � ε  τ η ν  (5) , κ α ι  τ η ν  ξ α ν α γ ρ ά φ ο υ � ε   ω ς  α κ ο λ ο ύ θ ω ς   
 

                       ( )1
X X

g fd fgdλ µ− =∫ ∫     ( )( )2f L φ∈         (7) 

 Θ έ τ ο υ � ε   
                            ( ){ } ( ){ }: 0 1 , : 1A x g x B x g x= ≤ < = =         (8) 

 κ α ι  γ ι α  E∈Σ  ο ρ ί ζ ο υ � ε    

                          ( ) ( ) ( ) ( ), .a sE A E E B Eλ λ λ λ= =∩ ∩                                (9) Α ν  σ τ η ν  (7) π ά ρ ο υ � ε  Bf X=  , β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  ( ) 0Bµ =  . 
Ο π ό τ ε  sλ µ⊥  . Ε π ε ι δ ή  η  g  ε ί ν α ι  φ ρ α γ � έ ν η  , η  (7) ι σ χ ύ ε ι  α ν  α ν τ ι κ α τ α σ τ ή σ ο υ � ε  τ η ν  f  � ε  ( )1 ... n

Eg g X+ + +  γ ι α  

1,2,3,...n =  κ α ι   E∈Σ  . Τ ό τ ε   θ α  έ χ ο υ � ε   

                              ( ) ( )11 1 ... .n n

E E

g d g g g dλ µ+− = + + +∫ ∫                 (10) Σ ε  κ ά θ ε  σ η � ε ί ο  x τ ο υ  ( ), 1B g x =   , ο π ό τ ε  ( )11 0ng x+− =  . 
Σ ε  κ ά θ ε  σ η � ε ί ο  x τ ο υ  

A ,  ( )1 0ng x+ →  � ο ν ό τ ο ν α   ά ρ α  τ ο  α ρ ι σ τ ε ρ ό  � έ λ ο ς  τ η ς  (10) σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ ο  

( ) ( )A E Eαλ λ=∩  ό τ α ν  τ ο  n→ ∞  .  

 Τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω � α  τ ο υ  δ ε ξ ι ο ύ  � έ λ ο υ ς  τ η ς  (10) α υ ξ ά ν ε ι  � ο ν ό τ ο ν α  σ ε  έ ν α  � η  α ρ ν η τ ι κ ό  � ε τ ρ ή σ ι � ο  ό ρ ι ο  h  ο π ό τ ε  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  � ο ν ό τ ο ν η ς  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  � α ς  δ ε ί χ ν ε ι  ό τ ι  τ ο  δ ε ξ ί  � έ λ ο ς  τ ε ί ν ε ι  σ τ ο  
E

hdµ∫  κ α θ ώ ς  τ ο  n→ ∞  .  Έ τ σ ι  δ ε ί ξ α � ε  ό τ ι  η  (2) ι σ χ ύ ε ι  γ ι α  κ ά θ ε  E∈Σ  . Π α ί ρ ν ο ν τ α ς  E X=  , β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  
( )1h L µ∈  ε π ε ι δ ή  ( )Xαλ < ∞  . Τ ε λ ι κ ά   α π ό  τ η  (2) έ χ ο υ � ε  ό τ ι  αλ µ<<  κ α ι  η  α π ό δ ε ι ξ η  ο λ ο κ λ η ρ ώ θ η κ ε  . □  

 
 Θ ε ώ ρ η � α

 20 (MARTINGALE POINTWISE CONVERGENCE THEOREM)  
 
    Έ σ τ ω  ( , )n nf B  έ ν α  ( )1 ,L Xµ - φ ρ α γ � έ ν ο  martingale. Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  

( ) lim n
n

E

F E f dµ= ∫  γ ι α   n
n

BΕ∈∪ , κ α ι  F=G+H,  G µ<< , µΗ ⊥  η  δ ι ά σ π α σ η  

Lebesgue τ ο υ  F σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο  µ  .Τ ό τ ε  τ ο  lim nn
f  υ π ά ρ χ ε ι  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  τ ο  G έ χ ε ι  � ι α  ( )1 ,L µ Χ -Radon Nikodym π α ρ ά γ ω γ ο  g. 
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Σ ε  α υ τ ή  τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  έ χ ο υ � ε  lim ( )n n

n n

f E g Bσ
 

=  
 
∪  , ό π ο υ  n

n

Bσ
 
 
 
∪  ε ί ν α ι  η  σ -ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι  α π ό  τ η ν  n

n

B∪ . 

       Γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  θ α  χ ρ ε ι α σ τ ο ύ � ε  τ ο  π α ρ α κ ά τ ω  λ ή � � α  τ ο  ο π ο ί ο  α π ο τ ε λ ε ί  � ι α  π α ρ α λ λ α γ ή  τ η ς  maximal inequality τ η ν  ο π ο ί α  έ χ ο υ � ε  α ν α φ έ ρ ε ι  ν ω ρ ί τ ε ρ α  . ( Γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ ή  τ ο υ  π α ρ α π έ � π ο υ � ε  σ τ ο  β ι β λ ί ο  [ DU ] ) .  
 
    

Λ ή � � α
 20.1 ( MAXIMAL LEMMA )  

 
       Έ σ τ ω  ( ),n nf B  έ ν α  martingale σ τ ο ν  ( )1 ,L Xµ  κ α ι  έ σ τ ω  0δ >  .  Α ν  ( ){ }: supn nS fδ ω ω δ= >  , τ ό τ ε   

 

                          ( )limsup 0nSn
f d

δ

δ µ− ≥∫  .  

 Σ υ ν ε π ώ ς   
 

                        ( ){ }( ) 1

1
:supn n n nf sup fµ ω ω δ

δ
> ≤  

 
  

Α π ό δ ε ι ξ η
 (

Θ ε ω ρ ή � α τ ο ς
 20 ) 

 

    Θ α   θ ε ω ρ ή σ ο υ � ε  ό τ ι  
1

n
n

Bσ
∞

=

 
Σ =  

 
∪  . Έ σ τ ω   ( )1 ,g L µ∈ Χ  η  Radon-Nikodym π α ρ ά γ ω γ ο ς  τ ο υ  G σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο  �  κ α ι  ο ρ ί ζ ω  ( )n ng E g B=  . Τ ό τ ε  τ ο  ( ),n ng B  ε ί ν α ι  έ ν α  ( )1 ,L µ Χ - φ ρ α γ � έ ν ο  martingale τ ο  ο π ο ί ο  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ η ν  g κ α ι  σ τ η ν  ( )1 ,L µ Χ -ν ό ρ � α  . Ε π ί σ η ς  θ ε ω ρ ο ύ � ε  n n nh f g= −  . Τ ό τ ε  τ ο ( ),n nh B  ε ί ν α ι  έ ν α  ( )1 ,L µ Χ -φ ρ α γ � έ ν ο  martingale . Α ν  � π ο ρ έ σ ο υ � ε  ν α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  lim 0n

n
h =  τ ό τ ε  η  α π ό δ ε ι ξ η  θ α  έ χ ε ι  ο λ ο κ λ η ρ ω θ ε ί  .  Έ σ τ ω  λ ο ι π ό ν  nE B∈  . Τ ό τ ε         

           ( ) ( ) ( ) ( )n n n n

E E E E

G E H E F E f d g d h d G E h dµ µ µ µ+ = = = = = +∫ ∫ ∫ ∫ .  Ο π ό τ ε  ( ) n

E

H E h dµ= ∫  γ ι α  κ ά θ ε  nE B∈  . Ό � ω ς  τ α   �  κ α ι  Η  ε ί ν α ι  singular � έ τ ρ α  π ά ν ω  σ τ η ν  ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι  α π ό  τ η ν  n
n

B∪  . 
Σ υ ν ε π ώ ς  , α ν   ε , δ  >0  κ α ι   1ε <  , τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  n

n

A B∈∪  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  ( ) ( )\ 2A H Aµ εδΩ + <  . Ε π ι λ έ γ ο υ � ε  0n  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  
0nA B∈  κ α ι  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ώ ν τ α ς  τ ο  maximal λ ή � � α  θ α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι   
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( ){ }( ) ( ){ }( )

( ){ }( )
0 0

0

: sup :sup \

:

n n n n n n

n n n

h h A

sup h A

µ ω ω ε µ ω ω ε

µ ω ω ε

≥ ≥

≥

> = >

+ > ∩
 

          ( ) 0

1 sup
2 n n n

A

h d
εδ

µε ≥≤ + ∫ ( ) ( )1 ( )2 2 2H Aεδ εδ δ δε≤ + < + < . 

 Ο π ό τ ε  lim 0n
n

h =  ο � ο ι ό � ο ρ φ α  κ α ι  lim lim limn n nn n n
f g h g= + = , κ α ι  η  α π ό δ ε ι ξ η  ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ε τ α ι . 

     Γ ι α  τ ο  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  ,  υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  1lim ( , )nn
f L Xφ µ= ∈  . Έ σ τ ω  ( )n ng E Bφ=  , ο π ό τ ε  τ ο  ( ),n n nf g B−  ε ί ν α ι  έ ν α  ( )1 ,L Xµ - φ ρ α γ � έ ν ο  martingale . 

Ο ρ ί ζ ο υ � ε  1H  σ τ η ν  

n
n

B∪  ω ς  ( ) ( )1 lim n nn
E

H E f g dµ= −∫  γ ι α  n
n

E B∈∪  . Ε π ί σ η ς  , έ σ τ ω  11 12 1H H H+ =  η  Lebesgue δ ι ά σ π α σ η  τ ο υ  1H  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο  �  ό π ο υ  

11H µ<<  κ α ι  12Η  έ ν α  singular ω ς  π ρ ο ς  τ ο  
Η

1 � έ τ ρ ο  . Α ν  τ ο  11Η  δ ε ν  ε ί ν α ι  τ α υ τ ο τ ι κ ά  � η δ έ ν   , υ π ά ρ χ ε ι  * *
0x ∈Χ  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  τ ο  *

0 11x Η  δ ε ν  ε ί ν α ι  τ α υ τ ο τ ι κ ά  � η δ έ ν  . 
Ο π ό τ ε  έ χ ο υ � ε  ( )*

0lim n nEn
x f g dµ−∫ ( ) ( )* *

0 11 0 12x H E x H E= +  γ ι α  κ ά θ ε  n
n

E B∈∪  . Α π ό  τ ο  

Radon-Nikodym θ ε ώ ρ η � α  , τ ο  *
0 11x H  έ χ ε ι  � η - � η δ ε ν ι κ ή  Radon- Nikodym π α ρ ά γ ω γ ο  

( )1h L µ∈  . Α π ό  τ ο  π ρ ώ τ ο  � έ ρ ο ς  τ η ς  α π ό δ ε ι ξ η ς  έ χ ο υ � ε  ( )*
0lim n nn

x f g h− =  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  . Α υ τ ή  η  α ν τ ί θ ε σ η  � α ς  α π ο δ ε ι κ ν ύ ε ι  ό τ ι  τ ο  1H  ε ί ν α ι  � -singular . Ε π ί σ η ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε  ( )1

E

G E dφ µ= ∫  γ ι α  n
n

Ε∈ Β∪  . Τ ό τ ε  γ ι α  n
n

E B∈∪  θ α  π ά ρ ο υ � ε   

 

                       ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1lim limn n
n n

E E

F E f d g H E G E H Eµ= = + = +∫ ∫   

 Ε π ε ι δ ή  1G µ<<  κ α ι  1H  ε ί ν α ι  � -singular , έ χ ο υ � ε  ό τ ι  1G G=  κ α ι  1H H=  . 
Ο π ό τ ε  τ ο  

G  έ χ ε ι  Radon-Nikodym π α ρ ά γ ω γ ο  τ η ν  φ  κ α ι  lim nn
f φ=  ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο ν τ α ς  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η . □  

        
 
 
   1.3  Dentable   RNP    
 
 
    

Ο ρ ι σ � ό ς
 21 

   
     Έ σ τ ω  C έ ν α   φ ρ α γ � έ ν ο  κ λ ε ι σ τ ό  κ α ι  κ υ ρ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Banach 

Χ
 , κ α ι  έ σ τ ω  

* *x ∈Χ  κ α ι  0α >  . Τ ο  slice ( )*, ,S C x a  ο ρ ί ζ ε τ α ι  ω ς   

 

{ }{ }* *: , sup , :y C x y x x x C a∈ ≥ ∈ −  . 
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Τ ο  C κ α λ ε ί τ α ι  dentable  α ν  κ ά θ ε  υ π ο σ ύ ν ο λ ό  τ ο υ  έ χ ε ι  slices � ε  α υ θ α ί ρ ε τ α  � ι κ ρ ή  δ ι ά � ε τ ρ ο  .  Έ ν α  σ η � ε ί ο  y C∈  ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  denting point  τ ο υ  C α ν  π ε ρ ι έ χ ε τ α ι  σ ε  slices � ε  α υ θ α ί ρ ε τ α  � ι κ ρ ή  δ ι ά � ε τ ρ ο  . 
 
     Α ς  δ ο ύ � ε  ό � ω ς  π ό τ ε  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  δ ε ν  ε ί ν α ι  σ -dentable . 
 
  

Ο ρ ι σ � ό ς
 22 

      
        Έ ν α   σ ύ ν ο λ ο  D σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Banach δ ε ν  ε ί ν α ι  σ -dentable α ν  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  0ε >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  κ ά θ ε  x D∈  έ χ ε ι  τ η  � ο ρ φ ή  

1
i i

i

x a x
∞

=

=∑  , ό π ο υ  
1

1i
i

a
∞

=

=∑  , 0ia >  , ix D∈  κ α ι  ix x ε− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  i  . 

 
  

Θ ε ώ ρ η � α
 23 (Maynard) 

 
      Έ σ τ ω  έ ν α ς  

Χ
 χ ώ ρ ο ς  Banach π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  φ ρ α γ � έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο  π ο υ  δ ε ν  ε ί ν α ι  σ -

dentable . Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  δ >0 κ α ι  έ ν α  martingale ( ),n nf B  σ τ ο ν  [ )( )1 0,1 ,L X  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  [ )( )0,1nf D⊆  κ α ι  ( ) ( )1n nf t f t δ+− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  n N∈  κ α ι  [ )0,1t ∈  .  

      
Σ υ ν ε π ώ ς  , έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  π ο υ  δ ε ν  ε ί ν α ι  σ -dentable  δ ε ν  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  . 

 
  

Α π ό δ ε ι ξ η
 [ DU ]  

 
       Έ σ τ ω  

Χ
 έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach κ α ι  D έ ν α  φ ρ α γ � έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  

Χ
 π ο υ  δ ε ν  ε ί ν α ι  

dentable . Θ α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ � ε  έ ν α  martingale ( ),n nf B  σ τ ο ν  [ )( )1 0,1 ,L X  � ε  

[ )( )0,1nf D⊆  κ α ι  ( ) ( )1n n X
f t f t ε+− ≥  γ ι α  κ ά π ο ι ο  0ε >  κ α ι  γ ι α  κ ά θ ε  [ )0,1t ∈  .  

       Γ ι α  τ η ν  κ α τ α σ κ ε υ ή  τ ο υ  ( ),n nf B   π α ί ρ ν ο υ � ε  0ε >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  x D∈  ν α  υ π ά ρ χ ε ι  α κ ο λ ο υ θ ί α  θ ε τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ � ώ ν  ( )( )na x  � ε  ( )
1

n
n

a x
∞

=
∑ 1=  κ α θ ώ ς  κ α ι  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )nx x  σ τ ο  D � ε  ( )nx x x ε− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  n τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε   

 

          ( ) ( )
1

n n
n

x a x x x
∞

=

=∑            (*) 

 Π α ί ρ ν ο υ � ε  x D∈  α υ θ α ί ρ ε τ α  κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  [ )1 0,1f xχ=  κ α ι  [ ){ }1 , 0,1B = ∅  . Τ ό τ ε  έ χ ο υ � ε   
 

                                            ( ) ( ) [ )1 0,1
1

n n
n

f a x x x χ
∞

=

=∑  

  Έ σ τ ω  ( )
1

m n
n

a xβ
∞

=

=∑  (� ε  0 0β = ) κ α ι  [ )1,m m mI β β−=  γ ι α  1m≥  . Ε π ί σ η ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε   
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                 ( )2
1

nn I
n

f x x χ
∞

=

=∑  

 

  Ε π ε ι δ ή  ( ) ( )n nI a xµ =  (τ ο  �  ε ί ν α ι  τ ο  � έ τ ρ ο  Lebesgue) θ α  έ χ ο υ � ε  ό τ ι   
 

       
[ ) [ )

2 1
0,1 0,1

f d f d xµ µ= =∫ ∫   

 Ο π ό τ ε  η  conditional expectation τ η ς  2f  ε ί ν α ι  ( )2 1 1E f B f=  . Έ σ τ ω  2B  η  σ - ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι  α π ό  τ α  ( )nI . Τ ό τ ε  ( ) ( )2 1 X
f t f t ε− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  [ )0,1t ∈  . Θ α  δ ε ί ξ ο υ � ε  π ώ ς  κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο υ � ε  τ ο  3f  κ α ι  τ η  3B  α π ό  τ η  2f  κ α ι  τ η  2B  . Έ σ τ ω  

{ }2 1n n
I

∞

=
∆ =  . Τ ό τ ε  

2
2 E EE

f x X
∈∆

=∑  � ε  ( )E nx x x=  ό τ α ν  nE I=  . 
Η

 κ α τ α σ κ ε υ ή  τ ο υ  

3f  α π ό  τ ο  2f  ε ί ν α ι  ό � ο ι α  � ε  τ η ν  κ α τ α σ κ ε υ ή  τ ο υ  2f  α π ό  τ ο  1f  . Π α ί ρ ν ο υ � ε  2E∈∆  κ α ι  α π ό  τ η ν  (*) έ χ ο υ � ε   
 

( ) ( )
1

E n E n E
n

x a x x x
∞

=

=∑  

 � ε  ( )n Ea x  κ α ι  ( )n Ex x  ό π ω ς  σ τ η ν  (*) . Τ ό τ ε   

 

2 Ef χ = ( ) ( )
1

n E n E E
n

a x x x χ
∞

=

 
 
 
∑  

 Ε π ί σ η ς  θ ε ω ρ ο ύ � ε  (γ ι α  α υ τ ό  τ ο  σ η � ε ί ο  τ η ς  α π ό δ ε ι ξ η ς ) [ ),E a b=  κ α ι   
 

( ) ( )
1

n

n n E
m

b a a xβ
=

= − ∑  � ε  0 0β =  , [ )1,n n nI a aβ β−= + +  

 κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  3f  σ τ ο  E  ω ς   
 

( )3
1

.
nE n E I

n

f x xχ χ
∞

=

=∑  

 Ε π ε ι δ ή  ( ) ( )( )n n EI a x b aµ = −  σ υ � π ε ρ α ί ν ο υ � ε  ό τ ι   
 

( )3 2E

E E

f d b a x f dµ µ= − =∫ ∫  

 Ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  3f  σ ε  κ ά θ ε  2E∈∆  ό π ω ς  π α ρ α π ά ν ω  . Α π ό  τ η ν  π α ρ α π ά ν ω  σ χ έ σ η  έ χ ο υ � ε  ό τ ι  ( )3 2 2E f B f=  . Ε π ι π λ έ ο ν  α π ό  τ η ν  (*) π α ί ρ ν ο υ � ε  ό τ ι  [ )( )3 0,1f D⊆  κ α ι  
( ) ( )3 2 X

f t f t ε− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  [ )0,1t ∈  . Έ σ τ ω  τ ώ ρ α  3B  η  σ - ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι  
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α π ό  τ α  nI  π ο υ  έ χ ο υ ν  κ α τ α σ κ ε υ α σ τ ε ί  π α ρ α π ά ν ω  ω ς  E  κ α ι  α ν ή κ ο υ ν  σ τ ο  2∆  . Έ τ σ ι  η  κ α τ α σ κ ε υ ή  τ ο υ  3f  κ α ι  τ η ς  3B  ε ί ν α ι  π λ ή ρ η ς  , ο π ό τ ε  η  α π ό δ ε ι ξ η  ο λ ο κ λ η ρ ώ θ η κ ε  . □  
 
    Τ ο  ε π ό � ε ν ο  θ ε ώ ρ η � α  α π ο τ ε λ ε ί  γ ε ν ί κ ε υ σ η  τ ο υ  π ρ ο η γ ο ύ � ε ν ο υ  θ ε ω ρ ή � α τ ο ς  . Π ρ ι ν  τ ο  α ν α φ έ ρ ο υ � ε  ό � ω ς  , ε ί ν α ι  α π α ρ α ί τ η τ ο  ν α  π α ρ ε � β ά λ ο υ � ε  τ ο ν  ε π ό � ε ν ο  ο ρ ι σ � ό  ο  ο π ο ί ο ς  α π ο τ ε λ ε ί  � ι α  π α ρ α λ λ α γ ή  τ ο υ  ο ρ ι σ � ο ύ   21: 
 
 
 

Ο ρ ι σ � ό ς
 24 

 
     Έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  D  σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Banach δ ε ν  ε ί ν α ι  dentable α ν  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  

0ε > τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  , γ ι α  κ ά θ ε  x D∈  , ( )( )\x co D B xε∈ . 
Ε δ ώ  ( ) { }:B x y y xε ε= − <  κ α ι  ( )( )\co D B xε  ε ί ν α ι  η  κ λ ε ι σ τ ή  κ υ ρ τ ή  θ ή κ η  τ ο υ  ( )\D B xε  . 

 
  

Θ ε ώ ρ η � α
 25 

 
      Έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  φ ρ α γ � έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο  π ο υ  δ ε ν  ε ί ν α ι  dentable δ ε ν  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  .  
        
  

Α π ό δ ε ι ξ η
  

 
         

Η
 α π ό δ ε ι ξ η  ε ί ν α ι  � ι α  π α ρ α λ λ α γ ή  τ η ς  α π ό δ ε ι ξ η ς  τ ο υ  θ ε ω ρ ή � α τ ο ς  23 κ α ι  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  martingale π ο υ  δ ε ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  . Έ σ τ ω  

Χ
 χ ώ ρ ο ς  Banach π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  φ ρ α γ � έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο  D π ο υ  δ ε ν  ε ί ν α ι   dentable . Ε π ι λ έ γ ο υ � ε  0ε >  π ο υ   ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ ο ν  ο ρ ι σ � ό  24 . Θ α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  � ι α ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  δ ι α σ τ η � ά τ ω ν  nπ  π ο υ  δ ι α � ε ρ ί ζ ο υ ν  τ ο  

[ )0,1  σ ε  η � ι - α ν ο ι χ τ ά  δ ι α σ τ ή � α τ α  κ α ι  � ι α ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  ( )nf  α π ό  � ε τ ρ ή σ ι � ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  π ο υ  π α ί ρ ν ο υ ν  τ ι � έ ς  σ τ ο  [ )0,1  τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τ ε  : 

       i ) Κ ά θ ε  nf  έ χ ε ι  τ η  � ο ρ φ ή  
n

n E EE
f x

π
χ

∈
=∑  ό π ο υ  Ex D∈  γ ι α  κ ά θ ε  nE π∈  .  

      ii ) Τ ο  1nπ +  α π ο τ ε λ ε ί  ε κ λ έ π τ υ ν σ η  τ ο υ  nπ , δ η λ α δ ή  κ ά θ ε  nπ  ε ί ν α ι  η  έ ν ω σ η    

           δ ι α σ τ η � ά τ ω ν  σ τ ο  1nπ +  .  

    iii ) 
Η

 σ - ά λ γ ε β ρ α  τ ω ν  Borel σ υ ν ό λ ω ν  σ τ ο  [ )0,1  ε ί ν α ι  η  � ι κ ρ ό τ ε ρ η  σ - ά λ γ ε β ρ α  π ο υ    

          π ε ρ ι έ χ ε ι  τ η ν  
1

n
n

π
∞

=
∪  .  

  iv ) ( ) ( )1n nf t f t ε+− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  n  κ α ι  [ )0,1t ∈  .  

   v ) Α ν  µ  ε ί ν α ι  τ ο  � έ τ ρ ο  Lebesgue , τ ό τ ε  ( ) ( )
2nm nE

E
f f d

µµ− <∫    γ ι α  κ ά θ ε     

        nE π∈  κ α ι  γ ι α  κ ά θ ε  m n≥  .  Μ π ο ρ ο ύ � ε  ν α  ε π α λ η θ ε ύ σ ο υ � ε  τ α  i-v χ ρ η σ ι � ο π ο ι ώ ν τ α ς  έ ν α  martingale ( )nf  ό π ω ς  π α ρ α κ ά τ ω  :  Α π ό  τ ο  v) β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  τ ο  ( ) lim nEn
F E f dµ= ∫  υ π ά ρ χ ε ι   γ ι α  κ ά θ ε  nn

E π∈∪  . Ο ρ ί ζ ο υ � ε   
( )
( )

n

n E
E

F E
g

Eπ

χ
µ∈

= ∑     � ε   ( )0 00 =  ό π ο τ ε  π ρ ο κ ύ π τ ε ι . 
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Α ν  η  nB  ε ί ν α ι  η  σ - ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι  α π ό  τ α  nπ  , τ ό τ ε  τ ο  ( ),n ng B  ε ί ν α ι  έ ν α  

martingale σ τ ο ν  [ )( )1 0,1 ,L X  . Ε π ι π λ έ ο ν  , ε π ε ι δ ή  τ ο  D  ε ί ν α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  , γ ι α  κ ά θ ε  

nn
E π∈∪  , έ χ ο υ � ε   

( ) ( )
( )

lim nEn
f d

F E E K
E

µ
µ

µ
= ≤

∫
 

 ό π ο υ  τ ο  K  ε ί ν α ι  έ ν α  φ ρ ά γ � α  γ ι α  τ ο  D  . 
Ο π ό τ ε  [ ) ( )0,1 ,sup nt n N X

g t K∈ ∈ ≤  κ α ι  ( ),n ng B  ε ί ν α ι  έ ν α  ο � ο ι ό � ο ρ φ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ο  [ )( )1 0,1 ,L X - φ ρ α γ � έ ν ο  martingale . Έ τ σ ι  έ χ ο υ � ε   
 

                ( ) ( )
[ )0,1

n

n n E
E

f g d x E F E
π

µ µ
∈

− = −∑∫  

 

                                           ( ) ( ) 1
lim

2 2
n n

n m n nEm
E E

E
f f d

π π

µ
µ

∈ ∈

= − ≤ ≤∑ ∑∫  

 

∆η λ α δ ή  η  ( )n nf g−  ε ί ν α ι  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  Cauchy σ τ ο ν  [ )( )1 0,1 ,L X  . Α π ό  τ ο  ( iv ) β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  η  ( )nf  δ ε ν  ε ί ν α ι  Cauchy . 
Ο π ό τ ε  τ ο  ( ),n ng B  ε ί ν α ι  έ ν α  ο � ο ι ό � ο ρ φ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ο  [ )( )1 0,1 ,L X - φ ρ α γ � έ ν ο  martingale π ο υ  δ ε ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  . Ά ρ α  ο  

Χ
 δ ε ν  έ χ ε ι  τ η ν  RNP .  Γ ι α  ν α  ο λ ο κ λ η ρ ω θ ε ί  η  α π ό δ ε ι ξ η  π ρ έ π ε ι  ν α  ε π α λ η θ ε υ τ ο ύ ν  τ α  i) – v) .  Α π ό  τ η ν  ε π ι λ ο γ ή  τ ο υ  0ε >  έ χ ο υ � ε  ό τ ι  γ ι α  κ ά θ ε  0δ >  , γ ι α  τ ο  κ ά θ ε  x D∈  υ π ά ρ χ ε ι   � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  θ ε τ ι κ ο ύ ς  π ρ α γ � α τ ι κ ο ύ ς  ( )( ),na x δ  � ε  ( )

1
, 1nn

a x δ
∞

=
=∑  κ α ι  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )( ),nx x δ  σ τ ο  ( )\D B xε  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε   

 

                                           ( ) ( )
1

, ,n n
m

x a x x xδ δ δ
∞

=

− <∑                                       ( * )           

 Π α ρ α τ η ρ ο ύ � ε  ό τ ι  ε π α ν α π ρ ο σ δ ι ο ρ ί ζ ο ν τ α ς  κ ά π ο ι α  α π ό  τ α  ( ),nx x δ  κ α ι  � ε ι ώ ν ο ν τ α ς  τ α  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  ( ),na x δ  � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  π ά ρ ο υ � ε  ( ),na x δ δ<  . Α υ τ ό  τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  θ α  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ή σ ο υ � ε  γ ι α  ν α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  τ ο  ( iii ) .  

         Γ ι α  ν α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ � ε  τ α  ( )nf  κ α ι  ( )nπ  , δ ι α λ έ γ ο υ � ε  α υ θ α ί ρ ε τ α  x  σ τ ο  D  κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  [ )1 0,1f xχ=  κ α ι  [ ){ }1 0,1π =  . 
Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  τ α  nπ  κ α ι  

n
n E EE

f x
π

χ
∈

=∑  έ χ ο υ ν  ο ρ ι σ τ ε ί  � ε  Ex D∈  γ ι α  κ ά θ ε  nE π∈  ό π ο υ  τ ο  E  ε ί ν α ι  η � ι α ν ο ι χ τ ό  δ ι ά σ τ η � α  . Ε φ α ρ � ό ζ ο ν τ α ς  τ η ν  ( * ) γ ι α  κ ά θ ε  E  π α ί ρ ν ο υ � ε   
 

( ) ( )1 1 1

1

,1 2 ,1 2 1 2n n n
E m E m E

m

x a x x x
∞

+ + +

=

− <∑  
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� ε  ( ) ( )1 1,1 2 , ,1 2n n
m E m Ea x x x+ +  ό π ω ς  σ τ η ν  ( * ) � ε  11 2nδ +=  . Γ ι α  α υ τ ό  τ ο  σ η � ε ί ο  τ η ς  α π ό δ ε ι ξ η ς  , θ ε ω ρ ο ύ � ε  [ ),E a b=  κ α ι   

 

( ) ( )1

1

,1 2
n

n
n m E

m

b a a xβ +

=

= − ∑         � ε  0 0β =  . 

 Έ σ τ ω  [ )1,m m mI a aβ β−= + +   � ε  β 0=0. 
Ο ρ ί ζ ο υ � ε  1nf +  σ τ ο  E  ω ς   

 

( )1
1

1

,1 2
m

n
n E m E I

m

f x xχ χ
∞

+
+

=

=∑  . 

 Τ α  π α ρ α π ά ν ω  ε π α ν α λ α � β ά ν ο ν τ α ι  γ ι α  κ ά θ ε  nE π∈  σ η � ε ι ώ ν ο ν τ α ς  ό τ ι  
( ) ( )1n nf t f t ε+− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  [ )0,1t ∈  . Έ τ σ ι  α π ο δ ε ί ξ α � ε  τ ο  ( iv ) .  

    Ε π ι π λ έ ο ν  έ χ ο υ � ε  ό τ ι   
 

                       ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

1

,1 2 ,1 2n n
n n E m E m EE

m

f f d x x x a x Eµ µ
∞

+ +
+

=

− = −∑∫  

 
                                                    ( ) 12nEµ +≤  , 

 π ο υ  α π ο δ ε ι κ ν ύ ε ι  τ ο  ( v ) .  Γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  τ ω ν  ( i) κ α ι  ( ii )  α ρ κ ε ί  ν α  θ ε ω ρ ή σ ο υ � ε   � ι α  � ε τ ρ ή σ ι � η  δ ι α � έ ρ ι σ η  

1nπ +  τ ο υ  [ )0,1  η  ο π ο ί α  π ε ρ ι έ χ ε ι  τ α  η � ι - α ν ο ι χ τ ά  δ ι α σ τ ή � α τ α  π ο υ  π ρ ο έ ρ χ ο ν τ α ι  α π ό  τ α  

nI  π ο υ  κ α τ α σ κ ε υ ά σ τ η κ α ν  π α ρ α π ά ν ω  ω ς  E  κ α ι  α ν ή κ ο υ ν  σ τ η ν  nπ  .  

         Γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  τ ο υ  ( iii ) α ρ κ ε ί  ν α  σ η � ε ι ώ σ ο υ � ε  ό τ ι  ( )1 1,1 2 1 2n n
j Ea x + +<  γ ι α  ό λ α  τ α  E  κ α ι  n  . 

Η
 α π ό δ ε ι ξ η  ε ί ν α ι  π λ ή ρ η ς  .   

 
  

Λ ή � � α
 26 

 
       Έ σ τ ω  ( ), ,µΩ Σ  έ ν α ς  � ε τ ρ ή σ ι � ο ς  χ ώ ρ ο ς  κ α ι  :F Ω → Χ  έ ν α  � - σ υ ν ε χ έ ς  δ ι α ν υ σ � α τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  φ ρ α γ � έ ν η ς  κ ύ � α ν σ η ς  . Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  ( )1 ,f L Xµ∈  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  

( )
E

F E fdµ= ∫  γ ι α  κ ά θ ε  E∈Σ  υ π ό  τ η ν  π ρ ο ϋ π ό θ ε σ η  ό τ ι  γ ι α  0ε >  κ α ι  A∈Σ  � ε  

( )Aµ 0>  , υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  B∈Σ  � ε  B A⊆  κ α ι  ( ) 0Bµ >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  τ ο  σ ύ ν ο λ ο   

 

( )
( ) ( ): , , 0

F E
E E B B

E
µµ

 
∈Σ ∈ > 

 
 ν α  έ χ ε ι  δ ι ά � ε τ ρ ο  ε<  .  

 
      Γ ι α   τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  θ α  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ή σ ο υ � ε  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  26.1  κ α ι  τ ο  Exhaustion 
Lemma 26 .2 τ α  ο π ο ί α  α ν α φ έ ρ ο υ � ε  χ ω ρ ί ς  α π ό δ ε ι ξ η  (ο ι  α π ο δ ε ί ξ ε ι ς  τ ο υ ς  β ρ ί σ κ ο ν τ α ι  σ τ ο  J . DIESTEL and J . J . UHL σ τ ι ς  σ ε λ ί δ ε ς  46 κ α ι  70 α ν τ ί σ τ ο ι χ α  ) .  
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Θ ε ώ ρ η � α
 26.1 

 
         Α ν  η  f  ε ί ν α ι  � ι α  µ -Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  , τ ό τ ε   

        i ) 
( ) 0
lim 0

EE
f d

µ
µ

→
=∫  .  

       ii )
E E

f d f dµ µ≤∫ ∫  , γ ι α  κ ά θ ε  E∈Σ  .  

      iii ) Α ν  nE  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  ξ έ ν α  α ν ά  δ υ ο  � έ λ η  τ η ς  Σ  κ α ι  1n nE E∞
== ∪  , τ ό τ ε   

                        
1 nE E

n

fd fdµ µ
∞

=

=∑∫ ∫  ,  

           � ε  τ ο  ά θ ρ ο ι σ � α  σ τ ο  δ ε ξ ί  � έ λ ο ς  ν α   σ υ γ κ λ ί ν ε ι  α π ό λ υ τ α  .  

        v ) Α ν  ( )
E

F E fdµ= ∫  , τ ό τ ε  τ ο  F  ε ί ν α ι  � έ τ ρ ο  φ ρ α γ � έ ν η ς  κ ύ � α ν σ η ς  κ α ι   
                       ( )

E
F E fdµ= ∫  , γ ι α  κ ά θ ε  E∈Σ  .  

 
   EXHAUSTION LEMMA 26.2   
 
           Έ σ τ ω  :G XΣ →  έ ν α  δ ι α ν υ σ � α τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  . Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  η  P ε ί ν α ι  � ι α  ι δ ι ό τ η τ α  τ ο υ  G  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  :  
     α  ) Τ ο  G  έ χ ε ι  τ η ν  P  σ ε  κ ά θ ε  µ - � η δ ε ν ι κ ό  σ ύ ν ο λ ο  .  
     β  ) Α ν  τ ο  G  έ χ ε ι  τ η ν  P  σ τ ο  E∈Σ  , τ ό τ ε  τ ο  G  έ χ ε ι  τ η ν  ι δ ι ό τ η τ α  P  σ ε  κ ά θ ε  A∈Σ    
          π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε τ α ι  σ τ ο  E  .  
     γ  ) Α ν  τ ο  G  έ χ ε ι  τ η ν  ι δ ι ό τ η τ α  P  σ τ α  1E  κ α ι  2E  ( κ α ι  τ α  δ υ ο  � έ λ η  τ η ς  Σ  ) , τ ό τ ε  τ ο   

         G  έ χ ε ι  τ η ν  ι δ ι ό τ η τ α  P  σ τ ο  1 2E E∪  , κ α ι   
    δ  ) Κ ά θ ε  σ ύ ν ο λ ο  A∈Σ  θ ε τ ι κ ο ύ  � έ τ ρ ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  B∈Σ  θ ε τ ι κ ο ύ  � έ τ ρ ο υ   
         τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  τ ο  G  έ χ ε ι  τ η ν  ι δ ι ό τ η τ α  P  σ τ ο  B  .  Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )nA  α π ό  ξ έ ν α  � έ λ η  τ η ς  Σ  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  1n nA∞

=Ω = ∪  κ α ι  τ ο  

G  ν α  έ χ ε ι  τ η ν  ι δ ι ό τ η τ α  P  σ ε  κ ά θ ε  nA  .   

  
 
 
   

Α π ό δ ε ι ξ η
 ( 

Λ ή � � α τ ο ς
 26 ) 

 
        Π α ί ρ ν ο υ � ε  0ε >  . Α π ό  τ ο  Exhaustion Lemma , υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ξ έ ν ω ν  

( )( )nE ε ⊆ Σ  � ε  ( )( ) 0nEµ ε >  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε   

 

( )
1

\ 0n
n

Eµ ε
∞

=

 
Ω = 

 
∪  

 κ α ι  κ ά θ ε  σ ύ ν ο λ ο  ( )
( ) ( ) ( ): , 0n

F E
E E E

E
ε µµ

 
⊆ > 

 
 ν α  έ χ ε ι  δ ι ά � ε τ ρ ο  ε≤  . Ο ρ ί ζ ο υ � ε   
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:f Xε Ω →  ω ς  
( )( )
( )( ) ( )

1
n

n

E
n n

F E
f X

Eε ε

ε

µ ε

∞

=

=∑  . 

 Α ν  ( )
.

.F f dε ε µ= ∫  , τ ό τ ε  γ ι α  � ι α  δ ι α � έ ρ ι σ η  π  τ ο υ  Ω  έ χ ο υ � ε   

 

( ) ( ) ( )
E E E

F E F E F E f dε ε
π π

µ
∈ ∈

− = − ≤∑ ∑ ∫  

 

( )( )
( )1

n

n
E n E E

F E E f dε
π ε

ε µ
∞

∈ =

− =∑∑ ∫
∩

∩  

 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

1

n n

n
E n nn

F E E F E
E E

EE Eπ

ε ε
µ ε

µ εµ ε

∞

∈ =

−∑∑
∩

∩
∩

≤  

 

( )( ) ( )
1

n
E n

E E
π

εµ ε εµ
∞

∈ =

≤ Ω∑∑ ∩  . 

 
 Ο π ό τ ε  ( )

0
lim 0F Fεε→

− Ω =  . 
Ά ρ α  ( )

0, 0
lim 0F Fε δδ ε→ →

− Ω =  . Ε π ο � έ ν ω ς   

 

0, 0
lim 0f f dε δδ ε

µ
→ →

Ω

− =∫    

 

( α π ό  θ ε ώ ρ η � α  26.1). 
Σ υ ν ε π ώ ς   α ν  nf fε=  � ε  

1

n
ε =  , τ ό τ ε  η  ( )nf  ε ί ν α ι  α κ ο λ ο υ θ ί α  

Cauchy σ τ ο ν  ( )1 ,L Xµ  . Έ σ τ ω  lim n
n

f f=  σ τ ο ν  ( )1 ,L Xµ  . Τ ό τ ε  π ρ ο φ α ν ώ ς  έ χ ο υ � ε  

( )
E

F E fdµ= ∫  κ α ι  η  α π ό δ ε ι ξ η  ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ε τ α ι  . □  

 
        Τ ο  ε π ό � ε ν ο  θ ε ώ ρ η � α  ε ί ν α ι  α π ό  τ α  κ ε ν τ ρ ι κ ά  θ ε ω ρ ή � α τ α  α υ τ ο ύ  τ ο υ  κ ε φ α λ α ί ο υ  . Μ α ς  δ η � ι ο υ ρ γ ε ί  � ι α  π ρ ώ τ η  ‘ χ ε ι ρ ο π ι α σ τ ή  έ ν δ ε ι ξ η  ό τ ι  η  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  ε ί ν α ι  � ι α  γ ε ω � ε τ ρ ι κ ή  ι δ ι ό τ η τ α  τ ω ν  χ ώ ρ ω ν  Banach .  
 
 

Θ ε ώ ρ η � α
 27 (RIEFFEL-MAYNARD-HUFF-DAVIS-PHELPS)  

 
        

Σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Banach 
Χ

 , τ α  π α ρ α κ ά τ ω  ε ί ν α ι  ι σ ο δ ύ ν α � α  : α ) Κ ά θ ε  φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  
Χ

 ε ί ν α ι  dentable . β ) Κ ά θ ε  φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  
Χ

 ε ί ν α ι  σ -dentable . γ ) Ο  χ ώ ρ ο ς  
Χ

 έ χ ε ι  τ η ν  RNP . 
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Α π ό δ ε ι ξ η

 [ DU ]  
 
       Τ ο  (β ) σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  α π ό  τ ο  (γ ) α π ό  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  Maynard , ε ν ώ  τ ο  (α ) σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  α π ό  τ ο  (γ ) α π ό  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  25 . Ε π ε ι δ ή  η  dentability ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η ν  σ - 
dentability , τ ο  θ ε ώ ρ η � α  θ α  α π ο δ ε ι χ θ ε ί  α ν  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  α π ό  τ ο  (β ) έ π ε τ α ι  τ ο  (γ ) .  Γ ι α  ν α  γ ί ν ε ι  α υ τ ό  , έ σ τ ω  ( ), ,µΩ Σ  έ ν α ς  � ε τ ρ ή σ ι � ο ς  χ ώ ρ ο ς  κ α ι  :F Σ → Χ  έ ν α  � -σ υ ν ε χ έ ς  δ ι α ν υ σ � α τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  φ ρ α γ � έ ν η ς  κ ύ � α ν σ η ς  . Ε π ε ι δ ή  τ ο  ( )F Ω  ε ί ν α ι  π ε π ε ρ α σ � έ ν ο  , υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ξ έ ν ω ν  σ υ ν ό λ ω ν  ( )nA  τ η ς  Σ  � ε  

1
n

n

A
∞

=

= Ω∪  κ α ι  
( )

( )
F A

Aµ  φ ρ α γ � έ ν ο  γ ι α  nA A⊆  γ ι α  σ τ α θ ε ρ ό  n . ( Γ ι α  ν α  τ ο  δ ο ύ � ε  α υ τ ό  , θ ε ω ρ ο ύ � ε  ( )1Lφ µ∈  τ η ν  Radon-Nikodym π α ρ ά γ ω γ ο  τ ο υ  F  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο  �  κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  [ ]1 , 1,2,...nA n n nφ= − ≤ < =  ) . Γ ι α  ν α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  τ ο  F  έ χ ε ι  Radon-

Nikodym π α ρ ά γ ω γ ο  σ τ ο ν  ( )1 ,L Xµ  θ α  ε φ α ρ � ό σ ο υ � ε  τ ο  
Λ ή � � α  26 . Έ σ τ ω  A∈Σ  � ε   θ ε τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  . Τ ό τ ε  γ ι α  κ ά π ο ι ο  n  έ χ ο υ � ε  ( )nA Aµ ∩ 0>  . 

Ο π ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  σ ύ ν ο λ ο  

' ',A A A⊆ ∈Σ  � ε  ( )' 0Aµ >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  τ ο  ( )
( ) ( )': , 0

F E
E A E

E
µµ

 
Φ = ⊆ > 

 
 ν α  ε ί ν α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  . Α π ό  τ ο  (β ) , τ ο  Φ  ε ί ν α ι  σ -dentable . 

Ά ρ α  α ν  0ε >  τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  ( )', 0C A Cµ⊆ >   π ο υ  ι κ α ν ο π ο ι ε ί   
 

      
( )
( )

( )
( )1

n
n

n n

F C F E
a

C Eµ µ

∞

=

=∑  

 

 ό π ο υ  
1

0, 1n n
n

a a
∞

=

> =∑  κ α ι  nE C⊆  . Έ τ σ ι   
 

       
( )
( )

( )
( )

0

0

n

n

F E F C

CE
ε

µµ
− ≤  

 γ ι α  τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν  � ι α  ε π ι λ ο γ ή  τ ο υ  0n  . Ε π ί σ η ς  , α ν   
 

        
( )
( )

( )
( )

sup :
F E F C

E C
E C

ε
µ µ

  
− ⊆ ≤ 

  
 

 τ ό τ ε  σ τ α � α τ ά � ε  κ α ι  θ ε ω ρ ο ύ � ε  B C=  σ τ ο  
Λ ή � � α  26 . ∆ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ά  , έ σ τ ω  1j  ο  � ι κ ρ ό τ ε ρ ο ς  α κ έ ρ α ι ο ς  2≥  γ ι α  τ ο ν  ο π ο ί ο  ι σ χ ύ ε ι   

 

1C C⊆  � ε  ( )1
1

1
C

j
µ ≥  κ α ι  ( )

( )
( )
( )

1

1

F C F C

C C
ε

µ µ
− >  .  Ε π ί σ η ς   
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1 1

1 1

\ \
.

\

F C F C C F C C C C

C C C C C C

µ µ
µ µ µ µ µ

= +     

  Α ν  
( )
( )

( )
( ) 1sup : \

F E F C
E C C

E C
ε

µ µ

  
− ⊆ ≤ 

  
 , τ ό τ ε  σ τ α � α τ ά � ε  κ α ι  ε φ α ρ � ό ζ ο υ � ε  τ ο  Λ ή � � α  26 γ ι α  1\B C C=  . Α λ λ ι ώ ς  , έ σ τ ω  2j  ο  � ι κ ρ ό τ ε ρ ο ς  α κ έ ρ α ι ο ς  2≥  γ ι α  τ ο ν  ο π ο ί ο  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  2 1\C C C⊆  � ε  ( )2

2

1
C

j
µ >  κ α ι  ( )

( )
( )
( )

2

2

F C F C

C C
ε

µ µ
− >  . Ο � ο ί ω ς   

          
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 2 2

1 2

F C F C C F C C

C C C C C

µ µ
µ µ µ µ µ

= + +
( )
( )

( )
( )

1 2 1 2

1 2

\ \ \ \
.

\ \

F C C C C C C

C C C C

µ
µ µ

 

 Σ υ ν ε χ ί ζ ο υ � ε  � ε  α υ τ ό  τ ο ν  τ ρ ό π ο  . Α ν  η  δ ι α δ ι κ α σ ί α  σ τ α � α τ ή σ ε ι  σ ε  n  ε π α ν α λ ή ψ ε ι ς  τ ό τ ε  α υ τ ό  π ο υ  θ έ λ ο υ � ε  ι σ χ ύ ε ι  ε φ α ρ � ό ζ ο ν τ α ς  τ ο  
Λ ή � � α  26 γ ι α  1 2 1\ \ \ ... nB C C C C−=  .  

    Α ν  η  δ ι α δ ι κ α σ ί α  δ ε ν  σ τ α � α τ ή σ ε ι  , σ υ ν ε χ ί ζ ο υ � ε  � ε  τ ο ν  ί δ ι ο  τ ρ ό π ο  γ ι α  ν α  π α ρ α γ ά γ ο υ � ε  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )nC  ξ έ ν ω ν  υ π ο σ υ ν ό λ ω ν  τ ο υ  C  θ ε τ ι κ ο ύ  � έ τ ρ ο υ  κ α ι  � ι α  � η - φ θ ί ν ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )nj  θ ε τ ι κ ώ ν  α κ ε ρ α ί ω ν  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε   

   i) 
( )
( )

( )
( )n

F C F C

C C
ε

µ µ
− >  

   ii) Α ν  
1

\ ,
m

n
n

E C C E
=

⊆ ∈Σ∪  κ α ι  ( )
( )

( )
( )

F E F C

E C
ε

µ µ
− >  τ ό τ ε  ( ) 1

1m

E
J

µ <
−

 , κ α ι   
  iii) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1

1
1

\ \

\

m m
m n nn nn n

m
n n nn

F C C C CF C F C C

C C C CC C

µµ
µ µ µ µµ

= =

=
=

= +∑
∪ ∪

∪
  γ ι α  κ ά θ ε  m  .  Σ ε  α υ τ ό  τ ο  σ η � ε ί ο  σ η � ε ι ώ ν ο υ � ε  ό τ ι  τ ο  

( )
( )

1

1

\

\

m

nn

m

nn

F C C

C Cµ

=

=

∪

∪
 ε ί ν α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  . 

Ο π ό τ ε  

( ) ( )1 1
lim \ \ 0

m

n nn nn
C C C Cµ µ

∞

= =
= ≠∪ ∪  . Α λ λ ι ώ ς  έ χ ο υ � ε   

 

        
( )
( )

( )
( )

( )
( )1

n n

n n

F C F C C

C C C

µ
µ µ µ

∞

=

=∑  � ε  nC C⊆  , 
( )
( )

( )
( )

n

n

F C F C

C C
ε

µ µ
− >  κ α ι  ( )

( )1

1n

n

C

C

µ
µ

∞

=

=∑ ,  

 
 τ ο  ο π ο ί ο  έ ρ χ ε τ α ι  σ ε  α ν τ ί θ ε σ η  � ε  τ η ν  ε π ι λ ο γ ή  τ ο υ  ( ) ( )F C Cµ  . 

Ο π ό τ ε  τ ο  

1
\ nn

B C C
∞

=
= ∪  έ χ ε ι  θ ε τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  . Ε π ί σ η ς  , α ν  υ π ά ρ χ ε ι  E B⊆  � ε  ( ) 0Eµ >  κ α ι  
( )
( )

( )
( )

F E F C

E C
ε

µ µ
− >  τ ό τ ε  

1
\

m

nn
E C C

=
⊆ ∪  γ ι α  κ ά θ ε  m  κ α ι  σ υ ν ε π ώ ς  
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( ) ( )1 1mE jµ < −  γ ι α  κ ά θ ε  m  α π ό  τ ο  ii) . Α λ λ ά  ( ) 1
m

m

C
j

µ ≥  γ ι α  κ ά θ ε  m  κ α ι  ( )mC  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ξ έ ν ω ν  � ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  σ υ ν ό λ ω ν  . 
Ο π ό τ ε  ( )

1 1

1
mm m

m

C
j

µ
∞ ∞

= =
≤ < ∞∑ ∑  , ά ρ α  ( ) 1

lim 0
1n

m

E
j

µ ≤ =
−

 . Α υ τ ό  � α ς  δ ε ί χ ν ε ι  ό τ ι  ( )
( )

( )
( )

F E F C

E C
ε

µ µ
− ≤  γ ι α  κ ά θ ε  

( ), 0E B Eµ⊆ >  κ α ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο υ � ε  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ώ ν τ α ς  τ ο  
Λ ή � � α  23. □  

 
 
 
          1.4 Quasi-martingales [ KR ]   
 
      Έ σ τ ω  

Χ
 χ ώ ρ ο ς  Banach, ( ), ,µΩ Σ  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  π ι θ α ν ό τ η τ α ς , Α  � ι α  σ -υ π ο ά λ γ ε β ρ α  τ η ς  Σ . Μ ε  AE E=  σ υ � β ο λ ί ζ ο υ � ε  τ η ν  conditional expectation σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η ν  Α  . Θ ε ω ρ ο ύ � ε  σ -υ π ο ά λ γ ε β ρ ε ς  0 1 2 ... ...nA A A A⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂  τ η ς  Σ  � ε 0A  τ η ν  τ ε τ ρ ι � � έ ν η  ά λ γ ε β ρ α  κ α ι  ο � ο ί ω ς   σ υ � β ο λ ί ζ ο υ � ε  � ε  nE  τ η ν  

nAE  conditional expectation σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η  n-ο σ τ ή  ά λ γ ε β ρ α  .  
 
  

Ο ρ ι σ � ό ς
 28 

 
       Έ σ τ ω  1 p≤ ≤ ∞  . Μ ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )nf  τ ο υ  ( )pL X  κ α λ ε ί τ α ι  p -quasi-martingale 

( σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η ν  ( )nA )  α ν  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ ι ς  π α ρ α κ ά τ ω  δ υ ο  ι δ ι ό τ η τ ε ς  : 

   α  ) 
Η

 nf  ε ί ν α ι  nA -� ε τ ρ ή σ ι � η  γ ι α  κ ά θ ε  n , κ α ι   
   β ) 10 n n nn

E f f
∞

+=
− < ∞∑ . 

      Έ σ τ ω  ( ) 0n n
ε

=
 � ι α  α θ ρ ο ί σ ι � η   α κ ο λ ο υ θ ί α  � η  α ρ ν η τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ � ώ ν  . Θ α  λ έ � ε  ό τ ι  έ ν α  

p -quasi-martingale ( )nf  α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  σ τ η ν  ( )nε  α ν  1n n n np
E f f ε+ − ≤  γ ι α  0,1,...n =  . Π ρ ο φ α ν ώ ς , έ ν α  martingale σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η ν  ( jA )  ε ί ν α ι  α π λ ά  έ ν α  martingale π ο υ  α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  σ τ η ν  ( )nε  ό π ο υ  0nε =  γ ι α  0,1,2,...n =  .  

 
  

Θ ε ώ ρ η � α
 29 

 
      Έ σ τ ω  1 p≤ ≤ ∞  , ( )nε  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  � η  α ρ ν η τ ι κ ο ύ ς  α ρ ι θ � ο ύ ς  κ α ι  ( )nf  έ ν α  

p -quasi-martingale ( σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η ν  nA  ) π ο υ  α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  σ τ η ν  ( )nε  . Έ σ τ ω  K  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  κ υ ρ τ ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  
Χ

 τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  ( )nf Kω ∈  γ ι α  ό λ α  τ α  n  κ α ι  ω  . Έ σ τ ω  

n jj n
δ ε

∞

=
=∑  γ ι α  κ ά θ ε  n  . Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  martingale ( )ng  ( σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η ν  nA  ) � ε  τ ι ς  π α ρ α κ ά τ ω  ι δ ι ό τ η τ ε ς  γ ι α  κ ά θ ε  n  : 

  α ) ( )ng Kω ∈  

  β ) n n np
f g δ− ≤  
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Ε π ι π λ έ ο ν  έ χ ο υ � ε  ό τ ι  0n nf g− →  

    Π ρ ι ν  π ρ ο χ ω ρ ή σ ο υ � ε  σ τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  , α ς  δ ο ύ � ε  π ρ ώ τ α  έ ν α  σ η � α ν τ ι κ ό  π ό ρ ι σ � α  .  
 
  Π ό ρ ι σ � α

 30  
 
        Έ σ τ ω  K  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  X . Τ ό τ ε  τ α  α κ ό λ ο υ θ α   ε ί ν α ι  ι σ ο δ ύ ν α � α  :  
   α  ) Τ ο  K  έ χ ε ι  τ η ν  RNP .  
   β ) Κ ά θ ε   quasi-martingale ( )nf   σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ .π .  σ τ ο  K  .  

   γ ) Κ ά θ ε   quasi- martingale ( )nf   σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ η ν  1L - ν ό ρ � α  σ τ ο  K  . 

         
  

Α π ό δ ε ι ξ η
  

 
        

Χ ρ η σ ι � ο π ο ι ο ύ � ε  τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι  τ α  π α ρ α π ά ν ω   ι σ χ ύ ο υ ν  γ ι α  martingales . 
Ο π ό τ ε  , � έ ν ε ι  ν α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι   (α )→ ( β ) κ α ι  (α )→ (γ ) . Έ σ τ ω  ό τ ι  τ ο  K  έ χ ε ι  τ η ν  RNP κ α ι  τ ο  ( )nf  ε ί ν α ι  έ ν α  quasi-martingale π ο υ  π α ί ρ ν ε ι  τ ι � έ ς  σ τ ο  K  . Ε π ί σ η ς  , έ σ τ ω  ( )ng  έ ν α  

martingale ό π ω ς  σ τ ο  θ ε ώ ρ η � α  29 . Α π ό  τ ο  (α ) , τ ο  ( )ng  π α ί ρ ν ε ι  τ ι � έ ς  σ τ ο  K  . Ε π ε ι δ ή  η  ( )ng  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  κ α ι  σ τ η ν  1L -ν ό ρ � α  κ α ι  0n nf g− →  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  κ α ι  σ τ η ν  1L -ν ό ρ � α  , α π ό  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  29 , η  ( )nf  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  κ α ι  σ τ η ν  

1L -ν ό ρ � α  . □  
 
 

Α π ό δ ε ι ξ η
 (θ ε ω ρ ή � α τ ο ς

 29) [ KR ] 
 
      Θ α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ � ε  έ ν α  martingale ( )ng  κ α ι  θ α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ α  

( α ) κ α ι  (β ) . Θ α  δ ε ί ξ ο υ � ε  , κ ρ α τ ώ ν τ α ς  τ ο  k  σ τ α θ ε ρ ό , ό τ ι  η  ( ) 0k n n
E f

∞

=
 ε ί ν α ι  Cauchy σ τ ο ν  pL  . Έ τ σ ι  η  k nE f  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ ε  � ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  kg  τ ο υ  ( )pL X  κ α θ ώ ς   n → ∞  . 

∆η λ α δ ή  , π α ί ρ ν ο ν τ α ς  n k>  , έ χ ο υ � ε   
 
                                           1...k n k np

E f f κε ε −− ≤ + +        (1) 

 Π ρ ά γ � α τ ι  ,  
( ) ( ) ( )1 1 2 1...k n k k n n k n n k k kE f f E f f E f f E f f− − − +− = − + − + + −  .  Α λ λ ά  γ ι α  1k j n+ ≤ ≤  ,έ χ ο υ � ε  : 

 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1k j j k j j j k j j jE f f E E f f E E f f− − − − −− = − = −   

 ο π ό τ ε  ( )1 1 1 1k j j j j j jpp
E f f E f f ε− − − −− ≤ − ≤  , ά ρ α   

 

( ) ( )1 11 1

n n

k j j k j jj k j k pp
E f f E f f− −= + = +

− ≤ −∑ ∑ 1... nκε ε −≤ + +  π ο υ  α π ο δ ε ι κ ν ύ ε ι  τ η ν  

(1) . Ε π ε ι δ ή  ο  ( )pL X  ε ί ν α ι  χ ώ ρ ο ς  Banach έ χ ο υ � ε  ό τ ι  ( )k nE f  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ ε  � ι α   
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kA - � ε τ ρ ή σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  kg  σ τ η ν  pL -ν ό ρ � α  κ α θ ώ ς  n → ∞  . Γ ι α  κ ά θ ε  n  η  ( )k nE f  π α ί ρ ν ε ι  τ ι � έ ς  σ τ ο  K  , ά ρ α  κ α ι  η  kg  (σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ ) . Ε π ί σ η ς  , α π ό  τ η ν  (1) έ χ ο υ � ε  ό τ ι  k n k kp
E f f δ− ≤  γ ι α  κ ά θ ε  n  , δ η λ α δ ή  limk k k n k kp pn

g f E f f δ
→∞

− = − ≤  . Α π ο δ ε ί ξ α � ε  λ ο ι π ό ν  ό τ ι  τ α  (α ) κ α ι  (β ) ι σ χ ύ ο υ ν  . □  
 
 
 
          1.5   
          
 
         Έ ν α ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  ( )1:T L Xµ →  λ έ γ ε τ α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς   α ν  υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ( ),f L Xµ∞∈  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  ( )1g L µ∈  

                                         Tg gfdµ= ∫ .                                           (54)    

          Ε π ί σ η ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε  ω ς  ( )P µ  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  ό λ ω ν  τ ω ν  π υ κ ν ο τ ή τ ω ν  π ι θ α ν ό τ η τ α ς : 

      ( ) ( ){ }1 : 0, 1P L dµ φ µ φ φ µ= ∈ ≥ =∫ . 

 Γ ε ν ι κ ό τ ε ρ α  , α ν  A  ε ί ν α ι  έ ν α  � ε τ ρ ή σ ι � ο  σ ύ ν ο λ ο  � ε  ( ) 0Aµ >  , ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  ό λ ω ν  τ ω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  ( )Pφ µ∈  ο ι  ο π ο ί ε ς  � η δ ε ν ί ζ ο ν τ α ι  ε κ τ ό ς  τ ο υ  A  ω ς  ( ),P Aµ  .  

 
     Π ρ ό τ α σ η

 31 
 
        Έ ν α  φ ρ α γ � έ ν ο  κ λ ε ι σ τ ό  κ α ι  κ υ ρ τ ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  C  τ ο υ  

Χ
 έ χ ε ι  τ η ν  RNP α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  κ ά θ ε  φ ρ α γ � έ ν ο ς  γ ρ α � � ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  ( )1:T L Xµ →  τ έ τ ο ι ο ς  ώ σ τ ε  T Cφ ∈  γ ι α  κ ά θ ε  

( )Pφ µ∈  ε ί ν α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς  .  

 
       

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 Π α ρ α τ η ρ ο ύ � ε  ό τ ι  η  σ χ έ σ η  (54) ο ρ ί ζ ε ι   έ ν α  γ ρ α � � ι κ ό  τ ε λ ε σ τ ή  α π ό  τ ο ν  ( )1L µ  σ τ ο ν  
Χ

 � ε   T f
∞

=  .  Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  τ  ε ί ν α ι  έ ν α  � έ τ ρ ο  � ε  τ ι � έ ς  σ τ ο ν  
Χ

  κ α ι  τ α  τ  κ α ι  µ  ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν  

( )
( )

A
C

A
τ

µ ∈  γ ι α  κ ά θ ε  A  κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  έ ν α  τ ε λ ε σ τ ή  ( )1:T L Eµ →  ω ς  

( )AT Aχ τ=  . Α π ό  τ η ν  κ υ ρ τ ό τ η τ α  τ ο υ  C  έ χ ο υ � ε   

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
ii A i i i iT A A A Cλ χ λ µ τ µ= ∈∑ ∑  

 ό τ α ν  0iλ >  κ α ι  ( ) 1i iAλ µ =∑  . 
Ο π ό τ ε  ο  T  έ χ ε ι  � ι α  � ο ν α δ ι κ ή  έ κ φ ρ α σ η  σ α ν  φ ρ α γ � έ ν ο ς  γ ρ α � � ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  σ τ ο ν  ( )1L µ  κ α ι  T Cφ ∈  ό τ α ν  ( )Pφ µ∈  . 
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Χ ρ η σ ι � ο π ο ι ώ ν τ α ς  τ η ν  (54) γ ι α  τ ο ν  T  κ α ι  γ ι α  Ag χ=  π α ί ρ ν ο υ � ε  τ η ν  (4.1) ( � ε  τ η ν  ί δ ι α  f ) .  
             Α ν τ ί σ τ ρ ο φ α  , γ ι α  τ ο ν  τ ε λ ε σ τ ή  T  ό π ω ς  έ χ ε ι  ο ρ ι σ τ ε ί  σ τ η  δ ι α τ ύ π ω σ η  τ η ς  π ρ ό τ α σ η ς  , ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ  ω ς  ( ) AA Tτ χ=  κ α ι  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ο ύ � ε  τ η ν  (4.1) γ ι α  ν α  π α ρ α γ ά γ ο υ � ε  � ι α  φ ρ α γ � έ ν η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f . Α π ό  τ η ν  γ ρ α � � ι κ ό τ η τ α  τ ο υ  T  , η  σ χ έ σ η  
(54) θ α  ι σ χ ύ ε ι  ( � ε  α υ τ ή  τ η ν  f  ) γ ι α  κ ά θ ε  g  . □  
 
            Γ ι α  έ ν α  τ ε λ ε σ τ ή  ( )1:T L Xµ →  κ α ι  έ ν α  � ε τ ρ ή σ ι � ο  σ ύ ν ο λ ο  B  � ε  ( ) 0Bµ >  ο ρ ί ζ ο υ � ε   
                                         ( )( ),B T P BµΓ =                                                              (55) 

 Ο π ό τ ε  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  C  έ χ ε ι  τ η ν  RNP α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  κ ά θ ε  τ ε λ ε σ τ ή ς  ( )1:T L Eµ →  π ο υ  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  ( )( )T P CµΩΓ = ⊂  ε ί ν α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς  .  

 
   

Λ ή � � α
 32 [ BL ] 

 
          Έ σ τ ω  ($ ,

Σ
,� ) έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  π ι θ α ν ό τ η τ α ς  κ α ι  Τ :L1( $ ,

Σ
,� )→ Χ

  έ ν α ς  φ ρ α γ � έ ν ο ς  γ ρ α � � ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  . Τ ό τ ε  ο  T  ε ί ν α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  γ ι α  κ ά θ ε  Α  σ τ ο  Σ
 � ε  ( ) 0Aµ >  κ α ι  γ ι α  κ ά θ ε  0ε >  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  B A⊂  � ε  ( ) 0Bµ >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  ( )Bdiam εΓ <  .  

 
     

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
       

Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  γ ι α  κ ά θ ε  A  κ α ι  ε  υ π ά ρ χ ε ι  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  AΒ ⊂  � ε  τ η ν  ε π ι θ υ � η τ ή  ι δ ι ό τ η τ α  . Γ ι α  0ε >  , � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  ‘ δ ι α σ π ά σ ο υ � ε ’ τ ο ν  Ω  σ ε  � ι α  α ρ ι θ � ή σ ι � η  έ ν ω σ η  ξ έ ν ω ν  iΒ∪  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ( )
i

diam εΒΓ <  γ ι α  κ ά θ ε  i  . Θ έ τ ο υ � ε  ( )( )
ii ix T χ µΒ= Β   κ α ι  έ σ τ ω  

iih xχΒ=∑  . Έ σ τ ω  � η  α ρ ν η τ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  1g L∈  � ε  
1

1g =  , κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  
i

ia gdµ
Β

= ∫  . Τ ό τ ε  ( ) ( ), ,i

i i i
i

g a P
χ

χ µµ
Β

Β ∈ Β
Β

 . 
Ο π ό τ ε  , α π ό  τ η ν  ε π ι λ ο γ ή  τ ω ν  iΒ  κ α ι  ε π ε ι δ ή  1ia =∑  , έ χ ο υ � ε   

 

        ( )
i i

i
i i

g
Tg ghd a T Ta

χ χ
µ εµ

Β Β  
− ≤ − ≤   Β   

∑∫  

 Ο π ό τ ε  
1

Tg ghd gµ ε− ≤∫  γ ι α  ό λ ε ς  τ ι ς  1g L∈  . Ε π ί σ η ς  , π α ί ρ ν ο υ � ε  
1

n n
ε =  κ α ι  κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο υ � ε  δ ι α � έ ρ ι σ η  { }n

iΒ  ό π ω ς  π α ρ α π ά ν ω  , � ε  κ ά θ ε  δ ι α � έ ρ ι σ η  ν α  α π ο τ ε λ ε ί  ε κ λ έ π τ υ ν σ η  τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ � ε ν η ς  . 
Ο ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  { }nh  σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν  σ τ ο ν  ( ),L Xµ∞  σ ε  � ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  π ο υ  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η ν  (54) .  

         
Η

 ά λ λ η  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  ε ί ν α ι  τ ε τ ρ ι � � έ ν η  . □  
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         Έ σ τ ω  C  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  , φ ρ α γ � έ ν ο  κ α ι  κ υ ρ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  Banach 

Χ
 . Τ ό τ ε  τ α  α κ ό λ ο υ θ α  ε ί ν α ι  ι σ ο δ ύ ν α � α  : 

 α  ) Κ ά θ ε  κ λ ε ι σ τ ό  κ υ ρ τ ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  C  ε ί ν α ι  dentable .  
 β  ) Τ ο  C  έ χ ε ι  τ η ν  RNP .  
 γ  )  Κ ά θ ε  martingale { }nf  , τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  ( )nf Cω ∈  γ ι α  κ ά θ ε  n  κ α ι  ω  , σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  κ α θ ώ ς  τ ο  n → ∞  .  
 
      Γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  θ α  χ ρ ε ι α σ τ ο ύ � ε  δ υ ο  λ ή � � α τ α  .  
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         Έ σ τ ω  ( )1:T L µ → Χ  , κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ α  σ ύ ν ο λ α  ΒΓ  ό π ω ς  σ τ η ν  (55) . 

Π α ί ρ ν ο υ � ε  

A  � ε  ( ) 0Aµ >  , * *x X∈  κ α ι  0a >  . Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  AΒ ⊂  � ε  ( ) 0Aµ >  κ α ι  
( )*, ,AS x aΒΓ ⊂ Γ  .  

 
    

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 

        Έ σ τ ω  { }*sup , : Ax x x aγ = 〈 〉 ∈Γ −  . 
Ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  σ τ ο ν  

1L  π ο υ  � η δ ε ν ί ζ ο ν τ α ι  ε κ τ ό ς  A  ω ς  ( )1L A  ( κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  ( )L A∞  ο � ο ί ω ς  ) . Ε π ε ι δ ή  

0a >  , υ π ά ρ χ ε ι  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ( ),P Aφ µ∈  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  * ,x Tφ γ〈 〉 >  . Τ ο  σ ύ ν ο λ ο   

 

( ){ }*
1 1

: 0 , ,K L A x Tψ ψ ψ γ ψ= ≤ ∈ 〈 〉 ≤  

 ε ί ν α ι  έ ν α ς  κ λ ε ι σ τ ό ς  κ υ ρ τ ό ς  κ ώ ν ο ς  σ τ ο ν  ( )1L A  τ ο  ο π ο ί ο  δ ε ν  π ε ρ ι έ χ ε ι  τ η ν  φ  . Α π ό  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  Hahn-Banach υ π ά ρ χ ε ι  ( )g L A∞∈  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  { }sup :g g Kφ ψ ψ> ∈∫ ∫  . Ε π ε ι δ ή  τ ο  K  ε ί ν α ι  κ ώ ν ο ς  θ α  έ χ ο υ � ε  ό τ ι  { }sup : 0g Kψ ψ ∈ =∫  . Τ ο  σ ύ ν ο λ ο  

( ){ }: 0gω ωΒ = >  έ χ ε ι  θ ε τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  ε π ε ι δ ή  0φ ≥  κ α ι  0gφ >∫  . 
Ά ρ α  , α ν  η  ψ  � ε  

( )10 Lψ≤ ∈ Β  , ι κ α ν ο π ο ι ε ί  1ψ =∫  , τ ό τ ε  0gψ >∫  , δ η λ α δ ή  Kψ ∉  . Ε π ο � έ ν ω ς  

( )*, ,AS x aΒΓ ⊂ Γ  . □  
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        Έ σ τ ω  ( ), ,B µΩ  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  π ι θ α ν ό τ η τ α ς  , κ α ι  έ σ τ ω  { } 1n n
B

∞

=
 � ι α  α ύ ξ ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  σ - υ π ο ά λ γ ε β ρ ε ς  τ η ς  B  . Έ σ τ ω  { }ng  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  

Χ
-valued  

nB -� ε τ ρ ή σ ι � ε ς  κ α ι  Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ η � ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  γ ι α  έ ν α  0ε >  

 

1 1
1

nn B n
n

g E g ε
∞

+
=

− <∑  
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 Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  nB -adapted martingale { }nf  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  
1n ng f ε− ≤  γ ι α  κ ά θ ε  n  .  

     
 
 

Α π ό δ ε ι ξ η
  

Θ ε ω ρ ή � α τ ο ς
 33  [ BL ] 

 
       α )⇒ β ) Έ σ τ ω  µ  έ ν α  � έ τ ρ ο  π ι θ α ν ό τ η τ α ς   κ α ι  ( )1:T L Xµ →  έ ν α ς  φ ρ α γ � έ ν ο ς  γ ρ α � � ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  � ε  T Cφ ∈  γ ι α  κ ά θ ε  ( )Pφ µ∈  . Έ σ τ ω  A  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  � ε  

( ) 0Aµ >  . Α π ό  τ ο  α ) , τ ο  σ ύ ν ο λ ο  A CΓ ⊂  ε ί ν α ι  dentable . 
Ο π ό τ ε   α π ό  τ ο  λ ή � � α  34 , γ ι α  κ ά θ ε  0ε >  υ π ά ρ χ ε ι  AΒ ⊂  � ε  ( )diam εΒΓ <  . Α π ό  τ ο  λ ή � � α  32 ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  T  ε ί ν α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς  , κ α ι  ε π ε ι δ ή  ο  T  ή τ α ν  α υ θ α ί ρ ε τ ο ς  , τ ο  σ ύ ν ο λ ο  C  έ χ ε ι  τ η ν  

RNP α π ό  τ η ν  π ρ ό τ α σ η  31 .  
        β )⇒ γ ) Έ σ τ ω  ( ), ,B µΩ  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  π ι θ α ν ό τ η τ α ς   κ α ι  nB  � ι α  α ύ ξ ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  σ -υ π ο ά λ γ ε β ρ ε ς  τ η ς  B  . 

Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  η  B  π α ρ ά γ ε τ α ι  α π ό  τ η ν  

nB∪  . Έ σ τ ω  { }nf  έ ν α  
Β

n-adapted martingale � ε  :nf CΩ →  . Α ν  mA B∈  γ ι α  κ ά π ο ι α  

m , τ ό τ ε  n mA A
f d f dµ µ=∫ ∫  γ ι α  κ ά θ ε  n m≥  . 

Ο π ό τ ε  τ ο  ( )lim nA
f d Aµ τ=∫  υ π ά ρ χ ε ι  γ ι α  κ ά θ ε  A B∈  . Τ ο  δ ι α ν υ σ � α τ ι κ ό  � έ τ ρ ο  τ  έ χ ε ι  π ε π ε ρ α σ � έ ν η  κ ύ � α ν σ η  κ α ι  

( ) ( )A A Cτ µ ∈  ο π ό τ ε  ( ) 0Aµ >  . Ε π ε ι δ ή  τ ο  C  έ χ ε ι  τ η ν  RNP , υ π ά ρ χ ε ι  
( ),f L Xµ∞∈  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ( )

A
A fdτ µ= ∫  γ ι α  κ ά θ ε  A  . Α ν  τ ο  mA B∈  τ ό τ ε   

( ) mA A
fd A f dµ τ µ= =∫ ∫   , ο π ό τ ε  

mm Bf E f=  . 
Ά ρ α  , α π ό  ό λ α  τ α  π α ρ α π ά ν ω , κ α θ ώ ς  κ α ι  α π ό  τ η ν  ί δ ι α  τ η ν  π ρ ό τ α σ η  θ α  έ χ ο υ � ε  

1
0nf f− →  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  .  

          γ )⇒ α ) 
Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  τ ο  α ) δ ε ν  ι σ χ ύ ε ι  κ α ι  ό τ ι  τ ο  C  δ ε ν  ε ί ν α ι  dentable , ο π ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  0ε >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  ( )( )\ ,co C B xε  γ ι α  κ ά θ ε  x C∈  . Θ α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ � ε  � ι α  α ύ ξ ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  π ε π ε ρ α σ � έ ν ε ς  υ π ο ά λ γ ε β ρ ε ς  nB  τ ο υ  

[ ]0,1  κ α ι  nB - � ε τ ρ ή σ ι � ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  [ ]: 0,1ng C→  τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τ ε   

 

         1) ( ) ( )1n ng t g t ε+− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  n  κ α ι  γ ι α  κ ά θ ε  [ ]0,1t ∈ , κ α ι   
         2) 1 4

nn B ng E g ε+− ≤∑   

 
      Α ν  γ ί ν ε ι  α υ τ ό  , τ ό τ ε  η  α π ό δ ε ι ξ η  θ α  έ χ ε ι  τ ε λ ε ι ώ σ ε ι  . Σ τ η ν  π ρ α γ � α τ ι κ ό τ η τ α  , α π ό  τ ο  λ ή � � α  35 θ α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ � ε   α π ό  τ η  ng  έ ν α  nB -adapted-martingale { }nf  � ε  

1
4n nf g ε− ≤  γ ι α  κ ά θ ε  n  . Τ ό τ ε  1 2n nf f ε+− ≥  γ ι α  κ ά θ ε  n  α π ό  τ ο   1) , ο π ό τ ε  η  

{ }nf  δ ε ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ η  ν ό ρ � α   ( ή  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  ) .  

       Έ σ τ ω  1B  η  τ ε τ ρ ι � � έ ν η  ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  τ ο  ∅  κ α ι  τ ο  [ ]0,1  κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  

1g x=  γ ι α  κ ά π ο ι α  x C∈  . 
Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  η  nB  κ α ι  ng  έ χ ο υ ν  ή δ η  κ α τ α σ κ ε υ α σ τ ε ί  . Έ σ τ ω  [ ]

1
0,1

m

ii
A

=
=∪   η  δ ι α � έ ρ ι σ η  τ ο υ  [ ]0,1 σ ε  σ τ ο ι χ ε ί α  τ η ς  nB  κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  

1 i

m

n i Ai
g xχ

=
=∑  γ ι α  κ α τ ά λ λ η λ α  ix C∈  . Α π ό  τ η ν  ε π ι λ ο γ ή  τ ο υ  ε  � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  β ρ ο ύ � ε  
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δ ι α ν ύ σ � α τ α  { }, 1

ik

i j j
x

=
 σ τ ο  C  κ α ι  , ,0, 1i j i jλ λ≥ =∑  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ,i i jx x ε− ≥  κ α ι  

3
, ,1

2ik n
i j i j ij

x xλ ε +

=
− ≤∑  . ∆ ι α � ε ρ ί ζ ο υ � ε  κ ά θ ε  iA  σ ε  ξ έ ν α  σ ύ ν ο λ α  { }, :i j iA j k≤  � ε  

( ) ( ), ,i j i j im A m Aλ=  γ ι α  κ ά θ ε  i  κ α ι  j  , π α ί ρ ν ο υ � ε  1nB +  ν α  ε ί ν α ι  η  ά λ γ ε β ρ α  τ η ς  ο π ο ί α ς  τ α  σ τ ο ι χ ε ί α  ε ί ν α ι  τ α  ,i jA  κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  
,1 ,1 1

i

i j

m k

n i j Ai j
g x χ+ = =

=∑ ∑  . Τ ό τ ε  τ α  (1) κ α ι  (2) ι σ χ ύ ο υ ν  .  □  
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  2 

 
 
2.1     [ ]0,1pL  ( )1 p≤ < ∞  
 
   

Θ ε ώ ρ η � α
 1 (Khinchine’s Inequalities ) [ D ] 

 
      Έ σ τ ω  ( ) 1n n

r
≥

 η  α κ ο λ ο υ θ ί α  τ ω ν  Rademacher σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  . Τ ό τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  p  � ε  

1 p≤ < ∞  υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  σ τ α θ ε ρ ά  0pk >  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε   

 
1 1

2 2
1 2 2

p i i i p i
i i ip

k a a r k a−    
≤ ≤   

   
∑ ∑ ∑  

 ι σ χ ύ ε ι  , γ ι α  κ ά θ ε  π ε π ε ρ α σ � έ ν η  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )ia  π ρ α γ � α τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ � ώ ν  .  

 
    

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
    

Ο ι  Rademacher σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ε ί ν α ι  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ι κ έ ς  σ τ ο  [ ]0,1  � ε  sup norm 1 . Σ υ ν ε π ώ ς  , χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι  ν α  δ ε ί ξ ο υ � ε  � ό ν ο  ό τ ι  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ τ α θ ε ρ έ ς  ό π ω ς  σ τ ι ς  α κ ό λ ο υ θ ε ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  : 
    i ) Α ν  2 p≤  , τ ό τ ε  π ρ έ π ε ι  ν α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  0K >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  
 

( )
1

2 2
i i ii ip

a r K a≤∑ ∑  

 
  ii ) Α ν  1 2p≤ <  , τ ό τ ε  π ρ έ π ε ι  ν α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  0k >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   
 

( )
1

2 2
i i ii i p

k a a r≤∑ ∑  

 Α ς   ε π α λ η θ ε ύ σ ο υ � ε  τ ώ ρ α  τ η ν  α ν ι σ ό τ η τ α  Khinchine γ ι α  2p ≥  . 
Η

 � ο ν ο τ ο ν ί α  τ ω ν  

pL norm−  � α ς  ε π ι τ ρ έ π ε ι  ν α  π ά ρ ο υ � ε  τ ο  p  ά ρ τ ι ο  , έ σ τ ω  2p l=  , ό π ο υ  1l ≥  φ υ σ ι κ ό ς  α ρ ι θ � ό ς  . Ε π ί σ η ς   
 

1

n

n i i
i

S a r
=

=∑  
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 κ α ι  π α ί ρ ν ο υ � ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω � α  τ η ς  p-δ υ ν α � ή ς  τ ο υ  π ά ν ω  σ τ ο  [ ]0,1  . Mε  τ η  β ο ή θ ε ι α  τ η ς  δ ι ω ν υ � ι κ ή ς  τ α υ τ ό τ η τ α ς   έ χ ο υ � ε   
 

( ) ( )
1 1 2

0 0

p l
n nS t dt S t dt=∫ ∫  

            
2

1

ln

i i
i

a r
=

 
=  

 
∑∫  

 
1 1

1 1 1,..., ... ...j j

j j j

a aa a
a a i i i iA a a r r=∑ ∫  

 � ε  1,..., ja a θ ε τ ι κ ο ύ ς  α κ έ ρ α ι ο υ ς  ,  

 
2ja l=∑ , 

 

( )
( ) ( )1

1

,...,

1

...

!... !j

j

a a

j

a a
A

a a

+ +
=  , 

 κ α ι  1,..., ji i  ε ί ν α ι  δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ο ί  � ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  α κ έ ρ α ι ο ι  � ε τ α ξ ύ  1 κ α ι  n . Ε π ί σ η ς  , ε π ε ι δ ή  ο ι  ir  ε ί ν α ι  Rademacher σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  , β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  η  � ο ρ φ ή  τ ο υ  p
nS∫  ε ί ν α ι  π ρ α γ � α τ ι κ ά  π ι ο  α π λ ή  α π ό  τ η ν  α ρ χ ι κ ή  , ο π ό τ ε   

 
1

1 1

222
2 ,...,2 ... j

j j

p l
n n i iS S A a ββ

β β α= =∑∫ ∫  

 ε π ε ι δ ή   τ ο  1

1
... j

j

aa
i ir r∫  ε ί ν α ι  0 ή  1 α ν ά λ ο γ α  � ε  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  τ ω ν  π ρ ώ τ ω ν  δ υ ν ά � ε ω ν  

1,..., ja a  ή  τ η ν  � η  ύ π α ρ ξ η  α υ τ ώ ν  . Φ υ σ ι κ ά  , σ ε  α υ τ ή  τ η  � ο ρ φ ή  τ ο υ  p
nS∫  , ξ έ ρ ο υ � ε  ό τ ι  τ α  1,..., jβ β  ε ί ν α ι  θ ε τ ι κ ο ί  α κ έ ρ α ι ο ι  κ α ι  j lβ =∑  . Ε π ί σ η ς  έ χ ο υ � ε  : 

 

1 1

1 1

1

2 ,...2 22
,...,

,...,

...j j

j j

j

p
n i i

A
S A a a

A

β β ββ
β β

β β

=∑∫  

 Θ α  δ ο ύ � ε  τ ώ ρ α  α ν  ι κ α ν ο π ο ι ε ί τ α ι  η  α ν ι σ ό τ η τ α  Holder π α ρ έ χ ο ν τ α ς  έ ν α  ά ν ω  φ ρ ά γ � α  γ ι α  τ α  π η λ ί κ α  
1 12 ,...,2 ,...,j j

A Aβ β β β   ω ς  α κ ο λ ο ύ θ ω ς  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1

2 ,..., 1

,..., 1

!... !2 !

!2 !... 2 !
j

j

j

j

A l

A l

β β

β β

β β

β β
=  

  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 1 1

2 2 1 ... 1 ! !... !

2 ... 1 !... 2 ... 1 ! !

j

j j j

l l l l

l

β β

β β β β β β

− +
=

+ +
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=
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 1 ... 1

2 ... 1 ... 2 ... 1j j

l l l

β β β β

− +

+ +
 

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

11
...

2 2 1 ... 1 2 2 1 ... 1

2 ...2 2j j

l l l l l l
β β ββ + +

− + − +
≤ =  

 

2

l

l

l
≤  . 

 Α υ τ ό  � α ς  δ ί ν ε ι   
2 2

12

ll n
l

n i
i

l
S a

=

  ≤    
   

∑∫  . 

 Α π ό  τ ο  π α ρ α π ά ν ω  β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι   
( ) ( )

1 1
22p lp l

n nS S=∫ ∫  

1
2

2

12

n

i
i

l
a

=

 
≤  

 
∑  

 π ο υ  α π ο δ ε ι κ ν ύ ε ι  τ ο  ( i ).  
        Γ ι α  ν α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  τ ο  ( ii ) θ α  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ή σ ο υ � ε  τ η ν  α ν ι σ ό τ η τ α  Liapounov :  Α ν  η  0f >  α ν ή κ ε ι  σ ε  ό λ ο υ ς  τ ο υ ς  [ ]0,1pL  γ ι α  0p >  , τ ό τ ε  η  

1

0
log pf∫  ε ί ν α ι  � ι α  κ υ ρ τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  γ ι α  0p >  .  

         Γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  τ ο υ  ( ii ) θ α  α σ χ ο λ η θ ο ύ � ε  � ό ν ο  � ε  τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  π ο υ  
1 2p≤ <  . Π α ί ρ ν ο υ � ε  1λ  κ α ι  2λ  έ τ σ ι  ώ σ τ ε  1 2, 0λ λ >  , 1 2 1λ λ+ =  κ α ι  1 24 2pλ λ+ =  . Τ ό τ ε   
 

22

2
1

n

i n
i

a S
=

 
= 

 
∑  

 
1 24

4

p

n np
S S

λ λ
≤   (α π ό  τ η ν  α ν ι σ ό τ η τ α  Liapounov ) 

 
2

1

41
2

2

1

2
n

p

n ip
i

S a

λ

λ

=

   ≤  
   

∑  

 α π ό  τ ο  ( i ) . ∆ ι α ι ρ ώ ν τ α ς  κ α ι  τ α  δ υ ο  � έ λ η  � ε  τ η ν  κ α τ ά λ λ η λ η  π ο σ ό τ η τ α  π α ί ρ ν ο υ � ε         
 

( )
2

1
1

2 24 p
i n p

a S
λ
λ

−

≤∑  

 η  ο π ο ί α  α π ο δ ε ι κ ν ύ ε ι  τ ο  ( ii ) .  
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Θ ε ώ ρ η � α
 2 ( Banach – Saks )  

       
      Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  1 2p< ≤  . Α ν  η  ( )nf  ε ί ν α ι  � ι α ι  α σ θ ε ν ώ ς  � η δ ε ν ι κ ή  α κ ο λ ο υ θ ί α  σ τ ο ν  

[ ]0,1pL  , τ ό τ ε  η  ( )nf  έ χ ε ι  � ι α  υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )
nkf  � ε  τ η ν  ι δ ι ό τ η τ α   

1

1 i

n p
ki

f O n
=

 =  
 

∑  . 

 
     Π ό ρ ι σ � α

 3  
 
        Α ν  1 2p< ≤  , τ ό τ ε  κ ά θ ε  φ ρ α γ � έ ν η  α κ ο λ ο υ θ ί α  σ τ ο ν  [ ]0,1pL  έ χ ε ι   � ι α  υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  τ η ς  ο π ο ί α ς  ο ι  � έ σ ο ι  ό ρ ο ι  σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν  σ τ η  ν ό ρ � α  .  
 
        Τ ώ ρ α  θ α  δ ι α τ υ π ώ σ ο υ � ε   � ι α  ‘ � ι κ ρ ή  β ε λ τ ί ω σ η  ’ τ ο υ  θ ε ω ρ ή � α τ ο ς  Banach- Saks σ τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  τ ο υ  [ ]2 0,1L  , τ η ν  ο π ο ί α  θ α  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ή σ ο υ � ε  γ ι α  ν α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  α ν  η   ( )nf  ε ί ν α ι   � ι α  α σ θ ε ν ή ς  � η δ ε ν ι κ ή  α κ ο λ ο υ θ ί α  σ τ ο ν  [ ]2 0,1L  , τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  τ η ς   ( )

nkf  � ε  τ η ν  α κ ό λ ο υ θ η  ι δ ι ό τ η τ α   

 

1 ...
1 2

1
limsup 0

n ji

n

j j k
n

i

f
n< <

=

=∑  . 

 Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  
2

1nf ≤  γ ι α  κ ά θ ε  n κ α ι  ό τ ι  η  ( )nf  ε ί ν α ι  α σ θ ε ν ώ ς  � η δ ε ν ι κ ή  . Έ σ τ ω  

1 1k =  κ α ι  δ ι α λ έ γ ο υ � ε  2 1k k>  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   
 

( ) ( )
1 2

1

0

1

2k kf t f t dt <∫  . 

 Ε π α ν α λ α � β ά ν ο υ � ε  τ ο  π α ρ α π ά ν ω  , έ σ τ ω  3 2k k>  � ε  
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2 3

1 1

0 0

1
,

3k k k kf t f t dt f t f t dt<∫ ∫  . 

 Ο � ο ί ω ς  , ε π ι λ έ γ ο υ � ε  4 3k k>  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 4 2 4 3 4

1 1 1

0 0 0

1
, ,

4k k k k k kf t f t dt f t f t dt f t f t dt<∫ ∫ ∫  . 

 Τ ώ ρ α  ε ί ν α ι  σ α φ έ ς  π ώ ς  π ρ ο χ ω ρ ά ε ι  η  � έ θ ο δ ο ς  τ η ς  ε ύ ρ ε σ η ς  τ η ς  υ π α κ ο λ ο υ θ ί α ς  . Έ σ τ ω  

1 ... nj j< <  . Τ ό τ ε   
 

2
2 1

021 1 12

2
j j i ii i l j

n n

k k n n
i i l i n

f f f f
= = ≤ < ≤

= +∑ ∑ ∑ ∫  
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( )
1

1

2 1 2

1
2

n i n

i
i l i i

i
n j n

j

−
−

= = =

−
≤ + = +∑∑ ∑  

 
2 3n n n≤ + = . 

 Ο π ό τ ε  ο  ι σ χ υ ρ ι σ � ό ς  π ο υ  δ ι α τ υ π ώ σ α � ε  ε ί ν α ι  α λ η θ ή ς  .  
 
 

Λ ή � � α
 4 ( Diagonal Lemma )  

 
       Έ σ τ ω  ( )nf  � ι α  α σ θ ε ν ώ ς  � η δ ε ν ι κ ή  α κ ο λ ο υ θ ί α  σ τ ο ν  [ ]1 0,1L  . Τ ό τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  0ε >  , υ π ά ρ χ ε ι  υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )ng  τ η ς  ( )nf  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε       

1 ...
1 1

1
limsup .

k i

k

n n n
k

i

g
k

ε< <
=

≤∑  

 
   

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
         

Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  
1

1nf ≤  γ ι α  κ ά θ ε  n  . Έ σ τ ω  ,m n θ ε τ ι κ ο ί  α κ έ ρ α ι ο ι  κ α ι   
 

( ){ }, :m n nE t f t m= ≥  

 ο π ό τ ε   ( α ν  τ ο  λ  ε ί ν α ι  τ ο  � έ τ ρ ο  Lebesgue ) 
 

( ) ( ) ( )
,

1

,1 0 m n
n n n m nE

f f t f t m Eλ= ≥ ≥∫ ∫  σ υ ν ε π ώ ς  

                                  ( ),

1
m nE

m
λ ≤  .  

 Ε π ε ι δ ή  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  { }: 1nf n ≥  ε ί ν α ι  σ χ ε τ ι κ ά  α σ θ ε ν ώ ς  σ υ � π α γ έ ς  σ τ ο ν  [ ]1 0,1L , τ ο   κ ρ ι τ ή ρ ι ο  Dunford-Pettis [ DU ]  ε ξ α σ φ α λ ί ζ ε ι  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  ε ν ό ς  0n >  � ε   

( )
3nE

f t dt
ε

≤∫  ό τ α ν  ( )E nλ ≤  . Μ ε  τ ο ν  υ π ο λ ο γ ι σ � ό  π ο υ  έ γ ι ν ε  π α ρ α π ά ν ω  , β ρ ή κ α � ε  ό τ ι  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  0m  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   
 

( )
0, 3m n

nE
f t dt

ε
≤∫  

 γ ι α  κ ά θ ε  n  . 
Ο ρ ί ζ ο υ � ε  nf  ω ς  

 

( )
( )

0 ,,

0,

n m n

n

f t t E
f t

t

∈
=

∈
0 ,m nE




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Ε ί ν α ι  σ α φ έ ς  ό τ ι  ( ) ( )n nf t f t−  ε ί ν α ι  α κ ρ ι β ώ ς  
( ) 0n

n f t m
f C

 ≤ 
 , κ α ι  έ τ σ ι  [ ]20 0,1n n Lf f m B− ∈ . Α π ό  τ η ν  α σ θ ε ν ή  σ υ � π ά γ ε ι α  τ ο υ  [ ]20 0,1Lm B  , � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  β ρ ο ύ � ε  � ι α  α ύ ξ ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )kn  α π ό  θ ε τ ι κ ο ύ ς  α κ έ ρ α ι ο υ ς  κ α ι  έ ν α  [ ]20 0,1Lh m B∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   

 

lim
k kn n

k
h weak f f

→∞
= −  Ε π ί σ η ς   

( )...
1 2

1
limsup 0

k k ij ij

k

i i n nk
j

f f h
k< <

=

− − =∑  . 

 Ε π ε ι δ ή  ( )
k kn nf f−  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  α σ θ ε ν ώ ς  σ τ ο  h  σ τ ο ν  [ ]2 0,1L  , τ ο  ί δ ι ο  ι σ χ ύ ε ι  κ α ι  σ τ ο ν  

[ ]1 0,1L  . Α λ λ ά  η  ( )
knf  ε ί ν α ι  α σ θ ε ν ώ ς  � η δ ε ν ι κ ή  σ τ ο ν  [ ]1 0,1L  ο π ό τ ε   

lim
kn

k
h weak f− =  . Ε π ί σ η ς   

 

                  ( )
,01 3k

m nk
nn E

f f t dt
ε

= ≤∫    γ ι α  κ ά θ ε  k   κ α ι  
1 3

h
ε

≤  .  

 Α π ό  ό λ α  τ α  π α ρ α π ά ν ω  , α ν  τ ο  k  ε ί ν α ι  α ρ κ ε τ ά  � ε γ ά λ ο  έ χ ο υ � ε  ό τ ι    
 

( )1 ...
1 1

1
sup

k ij ij

k

i i n n
j

f f h
k< <

=

− − ≤∑  

( )...1
1 2

1
sup

i i ij ijk

k

n n
j

f f h
k< <

=

− − ≤∑ 3

ε
 , 

                            α π ό  τ ο  ο π ο ί ο  σ υ � π ε ρ α ί ν ο υ � ε  ό τ ι  γ ι α  τ ο  ί δ ι ο  � ε γ ά λ ο  k  έ χ ο υ � ε  ,  
 

1 ...
1 1

1
sup

k i j

k

i i n
j

f
k< <

=
∑  

 

( )1 ... 1
11 11

1 1
sup

k i iij jj

k k

i i n nn
j j

f f h f h
k p< <

= =

 
≤ − − + +  

 
∑ ∑ ε≤ . 

 
∆η λ α δ ή  η  

kk ng f=  ε ί ν α ι  η  υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  π ο υ  θ έ λ α � ε  α π ο δ ε ι κ ν ύ ο ν τ α ς  τ ο  ζ η τ ο ύ � ε ν ο  .  

 
 
 
   

Θ ε ώ ρ η � α
 5 ( Szlenk ) 

       
      Κ ά θ ε  α σ θ ε ν ή ς  σ υ γ κ λ ί ν ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  σ τ ο ν  [ ]1 0,1L   έ χ ε ι  � ι α   υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  τ η ς  ο π ο ί α ς  ο ι  � έ σ ο ι  ό ρ ο ι  σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν  ω ς  π ρ ο ς  τ η  ν ό ρ � α  .  
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Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
     

Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  η  ( )nf  ε ί ν α ι  � ι α  α σ θ ε ν ώ ς  � η δ ε ν ι κ ή  α κ ο λ ο υ θ ί α  σ τ ο ν  [ ]1 0,1LB  . Α ν  γ ί ν ο υ ν  π ο λ λ έ ς  ε π α ν α λ ή ψ ε ι ς  τ ο υ  diagonal λ ή � � α τ ο ς  , τ ό τ ε  � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  β ρ ο ύ � ε  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )( )
1k l

n l
∞

=
 α π ό  γ ν ή σ ι α  α ύ ξ ο υ σ ε ς  α κ ο λ ο υ θ ί ε ς  α κ έ ρ α ι ω ν  α ρ ι θ � ώ ν  , ώ σ τ ε  κ ά θ ε  ε π ό � ε ν η  α κ ο λ ο υ θ ί α  ν α  ε ί ν α ι  υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ � ε ν η ς   κ α ι  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  l  ν α  έ χ ο υ � ε   

 

1 ...
1 1

1 1
limsup

k ij

k

i i n
k

j

f
k l< <

=

≤∑  . 

 Φ υ σ ι κ ά  η  υ π α κ ο λ ο υ θ ί α  π ο υ  ζ η τ ά � ε  ε ί ν α ι  α κ ρ ι β ώ ς  η  ( )ng  τ η ς  ο π ο ί α ς  ο  m-ο σ τ ό ς  ό ρ ο ς  ε ί ν α ι  ο  ( )
mnf m  . Π ρ ά γ � α τ ι  α ν  k l>  , τ ό τ ε   

 
 

1 1 11 1 1

1 1 1k l k

j j j
j j j l

k l
g g g

k k l k l= = = +

−
≤ +

−∑ ∑ ∑  

 

( )
1 1 1

1 1
l j

l k l

j n
j j

g f l j
k k l +

−

= =

≤ + +
−∑ ∑ . 

 Ε π ί σ η ς   
 

( )
1 1 11 1

1 1 1
lim lim lim

l j

k l k l

j j n
k k k

j j j

g g f l j
k k k l +

−

→∞ →∞ →∞
= = =

≤ + +
−∑ ∑ ∑  

 Ο
 π ρ ώ τ ο ς  ό ρ ο ς  

1

1
lim

l

j
k

j

g
k→∞

=
∑  τ ο υ  π α ρ α π ά ν ω  α θ ρ ο ί σ � α τ ο ς   ε ί ν α ι  0 . Γ ι α  σ τ α θ ε ρ ό  l  κ α ι  α φ ή ν ο ν τ α ς  τ ο  k  ν α  π η γ α ί ν ε ι  σ τ ο  ∞  , � ε  k l>  έ χ ο υ � ε  ό τ ι  ο  δ ε ύ τ ε ρ ο ς  ό ρ ο ς  τ ο υ  π α ρ α π ά ν ω  α θ ρ ο ί σ � α τ ο ς  ε ί ν α ι  � ι κ ρ ό τ ε ρ ο ς  α π ό  1 l  . Α υ τ ό  έ π ε τ α ι   α π ό   τ ο  diagonal λ ή � � α  . 

Ά ρ α  έ χ ο υ � ε   
 

1 1

1 1
lim

k

j
k

j

g
k l→∞

=

≤∑  

 γ ι α  ό π ο ι ο  l  έ χ ο υ � ε  δ ι α λ έ ξ ε ι  . Α υ τ ό  � α ς  δ ί ν ε ι  ό τ ι   
 

1 1

1
lim 0

k

j
k

j

g
k→∞

=

=∑  . 

 Τ α  π α ρ α π ά ν ω  � π ο ρ ο ύ ν  ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  σ τ ο  [ D ] .  
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Θ ε ώ ρ η � α
 6 ( LEWIS-STEGALL )  

 
       Έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach X  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο ν  

( ), ,µΩ Σ  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  κ ά θ ε  φ ρ α γ � έ ν ο ς  γ ρ α � � ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  ( )1:T L Xµ →  ε π ι δ έ χ ε τ α ι  π α ρ α γ ο ν τ ο π ο ί η σ η  T LS=  , ό π ο υ  1:L l X→  κ α ι  ( )1 1:S L lµ →  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  γ ρ α � � ι κ ο ί  τ ε λ ε σ τ έ ς  .  
        

Σ ε  α υ τ ή  τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  , γ ι α  κ ά θ ε  0ε >  , � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  δ ι α λ έ ξ ο υ � ε  ,L S  τ έ τ ο ι ο υ ς  ώ σ τ ε  S T ε≤ +  κ α ι  1L ≤  . 

  
        Γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  θ α  χ ρ ε ι α σ τ ο ύ � ε  τ α  τ ρ ί α  π α ρ α κ ά τ ω  θ ε ω ρ ή � α τ α  κ α ι  τ ο  π α ρ α κ ά τ ω  π ό ρ ι σ � α  :  
 
 

Θ ε ώ ρ η � α
 6.1 ( HILLE )  

 
          Έ σ τ ω  :T X Y→  κ λ ε ι σ τ ό ς  γ ρ α � � ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  , ό π ο υ  ,X Y  ε ί ν α ι  χ ώ ρ ο ι  Banach. Α ν  oι  f  κ α ι  Tf  ε ί ν α ι  Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ε ς  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο  µ  , τ ό τ ε   
 

( )
E E

T fd Tfdµ µ=∫ ∫  

 γ ι α  κ ά θ ε  E∈Σ  .  
 
    

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
     Π α ρ α π έ � π ο υ � ε  σ τ ο  [DU] σ ε λ  . 47 .  
 
     

Θ ε ώ ρ η � α
 6.2 

 
      Έ σ τ ω  X έ ν α ς   χ ώ ρ ο ς  Banach κ α ι  ( ), ,µΩ Σ  έ ν α ς  π ε π ε ρ α σ � έ ν ο ς  χ ώ ρ ο ς  � έ τ ρ ο υ . Τ ό τ ε  ο X  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο ν  ( ), ,µΩ Σ  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  κ ά θ ε  ( )1:T L Xµ →  ε ί ν α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς  .  

 
     

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
      Π α ρ α π έ � π ο υ � ε  σ τ ο  [DU] σ ε λ  . 63 κ α ι  σ ε λ  . 27 τ η ς  π α ρ ο ύ σ α ς  .  
 
      Π ό ρ ι σ � α

 6.3  
 
      Μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  :f XΩ →  ε ί ν α ι  � -� ε τ ρ ή σ ι � η  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  η  f  ε ί ν α ι  τ ο  � -σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  ο � ο ι ό � ο ρ φ ο  ό ρ ι ο  � ι α ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  α π ό  α ρ ι θ � ή σ ι � ε ς  � -� ε τ ρ ή σ ι � ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  .  
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Θ ε ώ ρ η � α

 6.4 ( Dominated Convergence Theorem ) 
 
      Έ σ τ ω  ( ), ,µΩ Σ  έ ν α ς  π ε π ε ρ α σ � έ ν ο ς  χ ώ ρ ο ς  � έ τ ρ ο υ  κ α ι  ( )nf  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  

Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � ε ς  
Χ

-valued σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  σ τ ο ν  Ω  . Α ν  lim n
n

f f=  κ α τ ά  � έ τ ρ ο   

(δ η λ α δ ή  { }lim : 0n
n

f fµ ω ε∈Ω − ≥ =  γ ι α  κ ά θ ε  0ε >  ) κ α ι   υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  π ρ α γ � α τ ι κ ή  

Lebesgue ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  g  σ τ ο ν  Ω  � ε  nf g≤  � - σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  , τ ό τ ε  η  

f  ε ί ν α ι  Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ α ι  lim nE En
f d fdµ µ=∫ ∫  γ ι α  κ ά θ ε  E∈Σ  . Σ τ η ν  π ρ α γ � α τ ι κ ό τ η τ α  , lim 0n

n
f f dµ

Ω
− =∫  .  

 
   

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 Π α ρ α π έ � π ο υ � ε  σ τ ο  [DU] σ ε λ  . 45 . 
 
  

Α π ό δ ε ι ξ η
  

Θ ε ω ρ ή � α τ ο ς
 6   

 
     Έ σ τ ω  ό τ ι  ο  ( )1:T L Xµ →   ε π ι δ έ χ ε τ α ι  � ι α  τ έ τ ο ι α  π α ρ α γ ο ν τ ο π ο ί η σ η  . Ε π ε ι δ ή  ο  1l  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α , υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  Bochner � - ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  1:g lΩ →  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  ( )1f L µ∈  ν α  έ χ ο υ � ε  ( )S f fgdµ

Ω
= ∫  . Τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  α υ τ ό  σ υ ν δ υ α ζ ό � ε ν ο  � ε  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  6.1 � α ς  δ ί ν ε ι  ό τ ι   

( ) ( ) ( )T f LS f fL g dµ
Ω

= = ∫  γ ι α  κ ά θ ε  ( )1f L µ∈  . 
Ο π ό τ ε  ο  T  ε ί ν α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς  κ α ι  α π ό  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  6.2 η  α π ό δ ε ι ξ η  ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ε τ α ι  .  

    Γ ι α  τ ο  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  , υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  ο  X  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ ο ν  ( ), ,µΩ Σ  . Έ σ τ ω  ( )1:T L Xµ →  έ ν α ς  φ ρ α γ � έ ν ο ς  γ ρ α � � ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  . Σ ύ � φ ω ν α  � ε  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  6.2 , υ π ά ρ χ ε ι  ( ),g L Xµ∞∈  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ( )T f fgdµ
Ω

= ∫  γ ι α  κ ά θ ε  ( )1f L µ∈  . Έ σ τ ω  0ε >  . Α π ό  τ ο  π ό ρ ι σ � α  6.3 , υ π ά ρ χ ε ι  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό   � -� ε τ ρ ή σ ι � ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  � ε  α ρ ι θ � ή σ ι � ο  π λ ή θ ο ς  τ ι � ώ ν  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  12 n
ng f ε − −

∞
− < . Ο ρ ί ζ ο υ � ε  1 1g f=  κ α ι  1n n ng f f −= −  γ ι α  2n ≥ , κ α ι  έ χ ο υ � ε   

 

1

1

2
n

n
m

m

g g ε − −

= ∞

− <∑  γ ι α  κ ά θ ε  n  . Ε π ί σ η ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε  γ ι α  κ ά θ ε  n  , 
,,1 n kn n k Ek

g x χ
∞

=
=∑  ό π ο υ  ( ), 1n k k

E
∞

=
 ε ί ν α ι  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α π ό  ξ έ ν α  � έ λ η  τ η ς  Σ  κ α ι  , 2 n

n kx ε −<  γ ι α  κ ά θ ε  2n ≥  . 
Ο ρ ί ζ ο υ � ε  

( ) ( )1 1:S L l N Nµ → ×  ω ς   

 

( )( )
,

,,
n k

n k E
S f n k x fdµ= ∫  

 γ ι α  ( )1f L µ∈  . Τ ό τ ε  έ χ ο υ � ε  
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( )
,

,
1 1 n k

n k E
n k

S f x fdµ
∞ ∞

= =

≤∑∑ ∫  

 

1, ,
1, ,

1 2 1k n k
k n kE E

k n k

x f d x f dµ µ
∞ ∞ ∞

= = =

≤ +∑ ∑∑∫ ∫  . 

 Ε π ε ι δ ή  1 2g g ε
∞

− <  κ α ι  g T
∞
=  , θ α  έ χ ο υ � ε  ό τ ι  1, 2kx T ε< +  γ ι α  κ ά θ ε  k  . Ό � ω ς  , 2 n

n kx ε −<  γ ι α  κ ά θ ε  2n ≥  , ο π ό τ ε   

 

( ) ( )
1, ,1 2 1

2 2
k n k

n

E E
k n k

S f T f d f dε µ ε µ
∞ ∞ ∞

−

= = =

≤ + +∑ ∑∑∫ ∫  

 

( ) 1
T fε≤ +  . 

 Ά ρ α  ( )S T ε≤ +  .   Ε π ί σ η ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε  ( )1:L l N N X× →  ω ς  α κ ο λ ο ύ θ ω ς  

 

( )( ) ,
, ,

1 1 ,

n k
n k n k

n k n k

x
L a a

x

∞ ∞

= =

=∑∑  

 � ε  τ η ν  π α ρ α δ ο χ ή  ό τ ι  0 0 0=  . Ε ί ν α ι  σ α φ έ ς  ό τ ι  1L ≤  .  Τ ε λ ι κ ά  , α ν  ( )1f L µ∈  , τ ό τ ε  α π ό  τ ο  Dominated Convergence Theorem 

 

( )
,

,
,

1 1 ,
n k

n k
n k E

n k n k

x
LS f x fd

x
µ

∞ ∞

= =

=∑∑ ∫  

( )
1

n
n

fg d fgd T fµ µ
∞

Ω Ω
=

= = =∑∫ ∫  . 

 
 
 
2.2  Semi-embedding  sign-embedding  L1 
 
 

Ο ρ ι σ � ο ί
 7 ( [ R ] – [ BR ] – [ W ] ) 

        
      Έ σ τ ω  X  κ α ι  Y  χ ώ ρ ο ι  Banach κ α ι  :T X Y→  έ ν α ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  ( ε ν ν ο ο ύ � ε  � ι α  φ ρ α γ � έ ν η  γ ρ α � � ι κ ή  α π ε ι κ ό ν ι σ η  ) . 

Ο
 T  ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  semi-embedding α ν  ο  T  ε ί ν α ι  έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  κ α ι  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  ( )aTB X  ε ί ν α ι  κ λ ε ι σ τ ό  , ό π ο υ  ( )Ba X  , η  � ο ν α δ ι α ί α  � π ά λ α  τ ο υ  X . 

Λ έ � ε  ό τ ι  ο  X  semi-embeds σ τ ο ν  Y  α ν  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  semi-embedding α π ό  τ ο ν  X  σ τ ο ν  Y  . Ε π ί σ η ς  ο  T  ο ν ο � ά ζ ε τ α ι  embedding ή  ι σ ο � ο ρ φ ι σ � ό ς  , α ν  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  0δ >  , τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  Tx xδ≥  γ ι α  κ ά θ ε  x X∈  . 
Σ υ ν ή θ ω ς  , ο  ‘ ό ρ ο ς ’ 

semi-embedding ε ί ν α ι  π ο λ ύ  α σ θ ε ν έ σ τ ε ρ ο ς  α π ό  τ ο ν  ‘ ό ρ ο ’ embedding . Τ έ λ ο ς  , α ν  
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1X L=  , λ έ � ε  ό τ ι  ο  T  ε ί ν α ι  έ ν α  sign-embedding , α ν  ο  T  ε ί ν α ι  έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  κ α ι  υ π ά ρ χ ε ι  0δ >  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  Tx xδ≥  ό τ α ν  η   σ υ ν ά ρ τ η σ η   x  π α ί ρ ν ε ι  τ ι � έ ς  1,0, 1−  .  

 
   

Λ ή � � α
 8 

 
     Έ σ τ ω  X  κ α ι  Y  χ ώ ρ ο ι  Banach , :T X Y→  γ ρ α � � ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  κ α ι  K  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  φ ρ α γ � έ ν ο  δ ι α χ ω ρ ί σ ι � ο  κ υ ρ τ ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  X  . Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  ( )T K  ε ί ν α ι  κ λ ε ι σ τ ό  , κ α ι  ο  |KT  ε ί ν α ι  έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  . Τ ό τ ε  α ν  ( )nf  ε ί ν α ι  έ ν α  K -valued 

martingale τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  τ ο  ( )nTf  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  , τ ο  ( )nf  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  .  
 
  

Α π ό δ ε ι ξ η
 [ BR ]  

 
       Έ σ τ ω  A  � ι α  σ -υ π ο ά λ γ ε β ρ α  τ η ς  Σ  , κ α ι  AE  η   conditional expectation σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η ν  A  . ∆ ι α λ έ γ ο υ � ε  � ι α  α ύ ξ ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ί α  ( )nA  α π ό  σ -υ π ο ά λ γ ε β ρ ε ς  τ η ς  Σ  , τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  n  , η  ( )nf  ε ί ν α ι  ( )nA  � ε τ ρ ή σ ι � η  � ε  1 1n n nE f f− −=  γ ι α  1n >  , ό π ο υ  

nn AE E=  γ ι α  κ ά θ ε  n  . 
Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  η  Σ  ε ί ν α ι  η  � ι κ ρ ό τ ε ρ η  π λ ή ρ η ς  σ -ά λ γ ε β ρ α  π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  ό λ ε ς  τ η ς  nA  . Α π ό  τ η ν  υ π ό θ ε σ η  , υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  g  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  nTf g→  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ   ( φ υ σ ι κ ά  η  ( )nTf  ε ί ν α ι  ε π ί σ η ς  έ ν α  martingale σ ε  σ χ έ σ η  � ε  τ η  ( )nA  . ) Ε π ε ι δ ή  τ ο  TK  ε ί ν α ι  κ λ ε ι σ τ ό , υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  η  g  π α ί ρ ν ε ι  τ ι � έ ς  σ τ ο  TK  π α ν τ ο ύ  . Ε π ί σ η ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε  1f T g−=  .Τ ο  

K  ε ί ν α ι  δ ι α χ ω ρ ί σ ι � ο  κ α ι  π λ ή ρ ε ς  σ ύ ν ο λ ο   κ α ι  η  |KT  ε ί ν α ι  � ί α  έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  κ α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η . Α π ό  τ ο  κ λ α σ ι κ ό  θ ε ώ ρ η � α  τ ο υ  Lusin , α ν  U  ε ί ν α ι  έ ν α  Borel υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  K  , τ ο  TU  ε ί ν α ι  ε π ί σ η ς  έ ν α  Borel σ ύ ν ο λ ο  , ο π ό τ ε   τ ο  σ ύ ν ο λ ο  

( ) ( )1 1f U g TU− −=  ε ί ν α ι  Lebesgue � ε τ ρ ή σ ι � ο  . 
Ά ρ α  η  f  ε ί ν α ι  � ε τ ρ ή σ ι � η  κ α ι  

Bochner ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  . Α π ό  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  Doob martingale convergence, έ χ ο υ � ε  ό τ ι  nE f f→  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  . Μ έ ν ε ι   α κ ό � α  ν α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  n nE f f=  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  γ ι α  κ ά θ ε  n  . Ό � ω ς  , ε π ε ι δ ή  ο  T  ε ί ν α ι  έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  , ε ί ν α ι  α ρ κ ε τ ό  ν α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  n nTE f Tf=  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  γ ι α  κ ά θ ε  n  . Α λ λ ά  γ ι α  σ υ γ κ ε κ ρ ι � έ ν ο  n  , 

lim limn n n m n m n
m m

TE f E Tf E Tf TE f Tf
→∞ →∞

= = = =  .       

 
  Π ό ρ ι σ � α

 9 
 
     Έ σ τ ω  , ,X Y T  κ α ι  K  ό π ω ς  σ τ ο  λ ή � � α  8 . Τ ό τ ε  τ ο  K  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  τ ο  TK  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  .  
 
      Π ε ρ ν ά � ε  τ ώ ρ α  σ τ η  σ χ έ σ η  τ ο υ  sign-embedding κ α ι  τ ο υ  semi-embedding τ ο υ  1L  .  
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Λ ή � � α

 10  
 
     Έ σ τ ω  X  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach κ α ι  T  έ ν α ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  1:T L X→  � ε  τ η ν  α κ ό λ ο υ θ η  ι δ ι ό τ η τ α  : Υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  0δ >  , τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  Tf δ≥  γ ι α  κ ά θ ε  1f L∈  � ε  0fdm=∫  κ α ι  

1f =  . Τ ό τ ε  ο  1L  sign-embeds σ τ ο ν  X  .  

 
       
      Ε ί � α σ τ ε  έ τ ο ι � ο ι  ν α  σ υ σ χ ε τ ί σ ο υ � ε  τ ο  sign-embedding κ α ι  τ ο  semi-embedding σ τ ο ν  1L  .  Έ σ τ ω  P  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  ό λ ω ν  τ ω ν  π υ κ ν ο τ ή τ ω ν  π ι θ α ν ό τ η τ α ς  σ τ ο ν  1L  . ∆η λ α δ ή  , f P∈  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  0f ≥  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  κ α ι  1fdm=∫  .  

 
  

Θ ε ώ ρ η � α
 11 [ R ] 

 
      Έ σ τ ω  X  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach � ε  τ η ν  α κ ό λ ο υ θ η  ι δ ι ό τ η τ α  : Υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α ς  έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  τ ε λ ε σ τ ή ς  1:T L X→  κ α ι  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  φ ρ α γ � έ ν ο  κ υ ρ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  W  � ε  TW  κ λ ε ι σ τ ό  κ α ι  P W⊂  . Τ ό τ ε  ο  1L  sign-embeds σ τ ο ν  X  .  

 
  

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
      Έ σ τ ω  T  κ α ι  W ό π ω ς  τ α  ο ρ ί σ α � ε  σ τ η  δ ι α τ ύ π ω σ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή � α τ ο ς  π α ρ α π ά ν ω  . Α π ό  τ ο  λ ή � � α  10 , α ρ κ ε ί  ν α  α π ο δ ε ί ξ ο υ � ε  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  ε ν ό ς  σ υ ν ό λ ο υ  θ ε τ ι κ ο ύ  � έ τ ρ ο υ  
E  κ α ι  έ ν α  0δ >  , τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  Tf δ≥  γ ι α  κ ά θ ε  � ε τ ρ ή σ ι � η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  � ε  

0fdm=∫  κ α ι  Ef χ=  .  
Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  τ έ τ ο ι ο  σ ύ ν ο λ ο  E  . 

Ο ρ ί ζ ο υ � ε  

0 1h =  κ α ι  [ ]1 0,1E = , � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  � ε τ ρ ή σ ι � ω ν  σ υ ν ό λ ω ν  ( )nE  η  ο π ο ί α  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ α  α κ ό λ ο υ θ α   
       α  ) 2 2 1n n nE E E += ∪  κ α ι  2 2 1n nE E + = ∅∩  .  

       β  ) ( ) ( )2

1

2n nm E m E=   κ α ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ( )nh  � ε  
2 2 1n nn E Eh χ χ

+
= −  κ α ι  

2
n

n n

h
Th <  γ ι α  κ ά θ ε  n  . 

Σ τ η ν  π ρ α γ � α τ ι κ ό τ η τ α  τ ι ς  ih  τ ι ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε  � ε  0 i n≤ <  . 
Ο π ό τ ε  τ α  nE  έ χ ο υ ν  π λ ή ρ ω ς  ο ρ ι σ τ ε ί . Ε π ι λ έ γ ο υ � ε  nh  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  0nh dm=∫  , 

nn Eh χ=  κ α ι  
2

n
n n

h
Th ≤  . Ε π ί σ η ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε  

( ){ }2 : 1n nE hω ω= =  κ α ι  ( ){ }2 1 : 1n nE hω ω+ = = −  .  

        Τ ώ ρ α  ο ρ ί ζ ο υ � ε  έ ν α  martingale π ο υ  π α ί ρ ν ε ι  τ ι � έ ς  σ τ ο  P  ω ς   
 

( ) ( )
1

0

n
i

in
i i

h
f h

h
ω ω

−

=

=∑
��

 , 1,2,...n =  
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Ε π ί σ η ς  γ ι α  π ο λ λ ά  [ ]0,1ω∈  υ π ά ρ χ ο υ ν  α π ε ί ρ ω ς  π ο λ λ ά  n  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ( ) 1nh ω = . Ο π ό τ ε  ( )1 1n nf f ω+ − =
�� ��

 γ ι α  α π ε ί ρ ω ς  π ο λ λ ά  n  , ο π ό τ ε  τ ο  ( )nf
��

 δ ε ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  . Ό � ω ς  ( )( ) ( )1
n

nn n
n

Th
T f T f h

h
ω ω+ − =

�� ��
 . 

Ά ρ α  ( )( )1

1

2n n n
T f T f ω+ − <
�� ��

 γ ι α  κ ά θ ε  n , ε π ο � έ ν ω ς  τ ο  ( )( )nT f ω
��

 σ υ γ κ λ ί ν ε ι  γ ι α  κ ά θ ε  ω  . 
Η

 α ν τ ί θ ε σ η  π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α π ό  τ ο  λ ή � � α  8 ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ε ι  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  .  
 
 

Λ ή � � α
 12 [ R ] 

         
         Έ σ τ ω  1 0:T L c→  έ ν α ς  τ ε λ ε σ τ ή ς . Γ ι α  κ ά θ ε  0ε >  , υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  r  � ε  

1r =  ( κ α ι  0rdt =∫  ) τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  Tr ε<  .  

 
   

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
         

Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  χ ω ρ ί ς  β λ ά β η  τ η ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς  ό τ ι  1T ≤  . Έ σ τ ω  ( )ne  η  σ υ ν η θ ι σ � έ ν η  β ά σ η  τ ο υ  1l   κ α ι   *
n nf T e=  γ ι α  κ ά θ ε  n  . Τ ό τ ε  η  0nf →  α σ θ ε ν ώ ς *   κ α ι  

1nf ∞
≤  γ ι α  κ ά θ ε  n  .  

         ∆ ι α λ έ γ ο υ � ε  k  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  1 2k ε<  , κ α ι  γ ι α  j  � ε  1 j k≤ ≤  θ έ τ ο υ � ε  

( ) )1 ,jI j k j k= −  . Ε π ί σ η ς  δ ι α λ έ γ ο υ � ε  r  τ η ς  � ο ρ φ ή ς  
1

k

jj
r r

=
=∑  , ό π ο υ  γ ι α  κ ά θ ε  

j  ,  

                  ( ) 1jr x =  ή  1−  ,     α ν     jx I∈  

                                                                                                          ( 1 ) 

                            0=  ,             α ν      jx I∉  , κ α ι  0jr dt =∫  .  

 Α κ ό � α  , γ ι α  κ ά θ ε  j  , 
1

1jr k=  , ο π ό τ ε  1jTr k≤  . ∆ ι α λ έ γ ο υ � ε  τ ι ς  jr  ώ σ τ ε  τ α   jTr  σ χ ε δ ό ν  dislointly supported σ τ ο  0c  . 
Ο π ό τ ε  � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  ε ξ α σ φ α λ ί σ ο υ � ε  ό τ ι  

                                   2maxj j jTr Tr ε≤ <∑  .  

 ∆ ι α λ έ γ ο υ � ε  1r  α υ θ α ί ρ ε τ α  ώ σ τ ε  ν α  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η ν  ( 1 ) . Ε π ί σ η ς  δ ι α λ έ γ ο υ � ε  1N  ώ σ τ ε  

( )1 4Tr n ε<  γ ι α  κ ά θ ε  1n N≥  . Μ π ο ρ ο ύ � ε  ν α  β ρ ο ύ � ε  τ ώ ρ α  α κ έ ρ α ι ο υ ς  2,..., kN N  κ α ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  2,..., nr r  τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  j  , � ε  2 j k≤ ≤  ,  

                      1j jN N− <  κ α ι  jr  ν α  ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν  τ η ν  ( 1 )                 ( 2 ) 

                            ( ) 0jTr n =   α ν   1jn N −<    ,                                   ( 3 )   κ α ι   
                         ( ) 12j j

Tr n
ε
+<    α ν    jn N≥  .                                   ( 4 ) Θ α  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ή σ ο υ � ε  ε π α γ ω γ ή  . 

Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  ό τ ι  2 j k≤ ≤  κ α ι  ό τ ι  1 1,j jN r− −  έ χ ο υ ν  ή δ η  ε π ι λ ε γ ε ί  . Α π ό  τ ο  Liapunoff convexity theorem [ DU ] , υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  
E  τ ο υ  jI  ώ σ τ ε  



 46 

                     
1

2 j
n nE I

f dt f dt=∫ ∫      γ ι α  κ ά θ ε    1jn N −<   κ α ι   
                      

1
1 1

2 jE I
dt dt=∫ ∫  .                                                             ( 5 ) Τ ό τ ε  η  

jj E I Er χ χ= −
∼

 ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η ν  ( 1 ) κ α ι  τ η ν  ( 3 ) . Τ ώ ρ α  δ ι α λ έ γ ο υ � ε  1j jN N −>  ώ σ τ ε  ν α  ι σ χ ύ ε ι  η  ( 4 ).  
         

Η
 κ α τ α σ κ ε υ ή  λ ο ι π ό ν  ε ί ν α ι  π λ ή ρ η ς  � ε  τ η  β ο ή θ ε ι α  τ η ς  ε π α γ ω γ ή ς  . Ι σ χ υ ρ ι ζ ό � α σ τ ε  ό τ ι  η  jr r=∑  έ χ ε ι  τ ι ς  ε π ι θ υ � η τ έ ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  .  Ε ύ κ ο λ α  β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  η  r  έ χ ε ι  τ ι � έ ς  

1, 1−  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  κ α ι  0rdt =∫  . Π α ί ρ ν ο υ � ε  n  θ ε τ ι κ ό  α κ έ ρ α ι ο  . Α ν  kn N≥  τ ό τ ε  α π ό  τ η ν  ( 4 ) έ χ ο υ � ε    
 

( )( ) ( ) 1
1 1 2 2

k

j j
j j

Tr n Tr n
ε ε∞

+
= =

≤ < =∑ ∑  . 

 Α ν  1n N≤  , τ ό τ ε  ( ) ( )1Tr n Tr n=   1 1
2r ε≤ <  α π ό  τ η ν  ( 3 ). ∆ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ά   δ ι α λ έ γ ο υ � ε  2 i k≤ ≤  � ε  1i iN n N− ≤ <  ο π ό τ ε   

 

( ) ( ) ( )
1

1

i

j i
j

Tr n Tr n Tr n
−

=

= +∑    ( α π ό  τ η ν  ( 3 ) ) 

 
1

1 1
1 2

i

ij
j

r
ε−

+
=

≤ +∑             ( α π ό  τ η ν  ( 4 ) ) 

 
1

2 k

ε
≤ +  . 

 Ο π ό τ ε  
1

2
Tr

k

ε
ε   ≤ + <   

   
 , κ α ι  τ ο  λ ή � � α  α π ο δ ε ί χ θ η κ ε  .  

 
  

Θ ε ώ ρ η � α
 13 [ BR ]  

 
         Έ σ τ ω  X  έ ν α ς  δ ι α χ ω ρ ί σ ι � ο ς  χ ώ ρ ο ς  Banach , Y  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach , κ α ι  

:T X Y→  � ι α  semi-embedding τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  τ ο  ( )TBa X  ν α  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  . Τ ό τ ε  ο  X  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  .  
 
   

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
        Π ρ ώ τ α  π α ρ α τ η ρ ο ύ � ε  ό τ ι  τ ο  TU  ε ί ν α ι  σ ύ ν ο λ ο  Borel γ ι α  ό λ α  τ α  α ν ο ι χ τ ά  σ ύ ν ο λ α  
U  . Π ρ ά γ � α τ ι  , α ν  τ ο  W  ε ί ν α ι  κ λ ε ι σ τ ή  � π ά λ α  σ τ ο ν  X , τ ό τ ε  τ ο  TW  ε ί ν α ι  κ λ ε ι σ τ ό  . Ε π ε ι δ ή  τ ο  U  ε ί ν α ι  α ρ ι θ � ή σ ι � η  έ ν ω σ η  α π ό  α ν ο ι χ τ έ ς  � π ά λ ε ς  , τ ο  TU  ε ί ν α ι  έ ν α  Fσ  σ ύ ν ο λ ο  . Έ σ τ ω  1:S L X→  έ ν α ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  . 

Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  χ ω ρ ί ς  β λ ά β η  τ η ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς  ό τ ι  1S ≤  . 
Ο

 τ ε λ ε σ τ ή ς  ε ί ν α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς  α π ό  � ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ψ  ε π ε ι δ ή  τ ο  
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TSP π α ί ρ ν ε ι  τ ι � έ ς  σ τ ο  ( )TBa X  τ ο  ο π ο ί ο  ε ί ν α ι  σ ύ ν ο λ ο  π ο υ  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  . Ε π ι π λ έ ο ν  τ η ν  ψ  � π ο ρ ο ύ � ε  ν α  τ η ν  ε π ι λ έ ξ ο υ � ε  ώ σ τ ε  ν α  π α ί ρ ν ε ι  τ ι � έ ς  σ τ ο  

( )TBa X  . Ε π ί σ η ς  ο ρ ί ζ ο υ � ε  1Tφ ψ−=   ( υ π ε ν θ υ � ί ζ ο υ � ε  ό τ ι  ο  T  ε ί ν α ι  έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  κ α ι  ο  1T −  ο ρ ί ζ ε τ α ι  σ τ ο  TX ) . Α ν  τ ο  U  ε ί ν α ι  α ν ο ι χ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  , τ ό τ ε  τ ο  

( ) ( )1 1U TUφ ψ− −=  ε ί ν α ι  � ε τ ρ ή σ ι � ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  [ ]0,1  ε π ε ι δ ή  τ ο  TU  ε ί ν α ι  Borel σ ύ ν ο λ ο  κ α ι  η  ψ  ε ί ν α ι  ι σ χ υ ρ ά  � ε τ ρ ή σ ι � η  . 
Ο π ό τ ε  η  φ  ε ί ν α ι  ε π ί σ η ς  ι σ χ υ ρ ά  � ε τ ρ ή σ ι � η  . Α π ο � έ ν ε ι  ν α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι  η  φ  α ν α π α ρ ι σ τ ά  τ ο ν  S  . Έ σ τ ω  1f L∈  . Θ α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι   

                                       Sf f dtφ= ∫  .                                                                      ( 1 )  

 Ε π ε ι δ ή  ο  T  ε ί ν α ι  έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  , α ρ κ ε ί  ν α  δ ε ί ξ ο υ � ε  ό τ ι   
 

                                                 TSf T f dtφ= ∫  .                                                        ( 2 )  

  Ό � ω ς  T f dt f T dt f dtφ φ ψ= =∫ ∫ ∫  , ο π ό τ ε  η  ( 2 ) ι σ χ ύ ε ι  ε π ε ι δ ή  ο  TS ε ί ν α ι  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ι � ο ς  α π ό  τ η ν  ψ  , κ α ι  η  α π ό δ ε ι ξ η  ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ε τ α ι  .   
 
   Π ρ ό τ α σ η

 14 
 
          Έ σ τ ω  1 0:T L c→  έ ν α ς   τ ε λ ε σ τ ή ς . Ο  T  δ ε ν  ε ί ν α ι  sign-embedding .  

 
    

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
         Έ σ τ ω  0ε >  . Κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο υ � ε  σ υ ν ά ρ τ η σ η  r  � ε  1r =  σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ύ  κ α ι  

0rdm=∫  έ τ σ ι  ώ σ τ ε  Tr ε<  . 
Υ π ο θ έ τ ο υ � ε  , χ ω ρ ί ς  β λ ά β η  τ η ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς  , ό τ ι  

1T <  . ∆ ι α λ έ γ ο υ � ε  k  � ε  
1

2k

ε
<  κ α ι  ο ρ ί ζ ο υ � ε  

1
,j

j j
I

k k

− =  
 γ ι α  κ ά θ ε  j  � ε  

1 j k≤ ≤  . Θ α  δ ι α λ έ ξ ο υ � ε  r  τ η ς  � ο ρ φ ή ς  
1

k

j
j

r r
=

=∑  ό π ο υ  γ ι α  κ ά θ ε  j  ι σ χ ύ ε ι   
 

                                     
jj Ir χ=      κ α ι       0jr dm=∫  .                                             ( * )  

 
∆ ι α λ έ γ ο υ � ε  α υ θ α ί ρ ε τ α  τ η ν  1r  έ τ σ ι  ώ σ τ ε  ν α  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η ν  ( * ) κ α ι  1N  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  

( )1 4
Tr n

ε
<  γ ι α  κ ά θ ε  1n N≥  . 

Χ ρ η σ ι � ο π ο ι ώ ν τ α ς  τ ο  Liapunoff convexity theorem δ ι α λ έ γ ο υ � ε  � ε  ε π α γ ω γ ή  2,..., kN N  κ α ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  2,..., kr r  τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  j  , � ε  2 j k≤ ≤  , 

      1 ) 1j jN N− <   κ α ι   jr   ν α  ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν  τ η ν  ( * )  

      2 ) ( ) 0jTr n =    α ν    1jn N −<     κ α ι   
      3 ) ( ) 12j j

Tr n
ε
+<     α ν    jn N≥  .  Α π ό  τ α  π α ρ α π ά ν ω  , έ χ ο υ � ε  ό τ ι  τ α  jTr  έ χ ο υ ν  σ χ ε δ ό ν  ξ έ ν ο  φ ο ρ έ α  σ τ ο ν  0c  κ α ι  � ά λ ι σ τ α   
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2maxj j jTr Tr Tr ε= Σ ≤ <  . 
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 3 
 
 
3.1   Krein-Milman   Radon-Nikodym  
 
 
        

Σ ε  α υ τ ή  τ η ν  π α ρ ά γ ρ α φ ο  θ α  α σ χ ο λ η θ ο ύ � ε  � ε  τ η  σ ύ ν δ ε σ η  � ε τ α ξ ύ  τ η ς  δ ο � ή ς  τ ω ν  
extreme σ η � ε ί ω ν  κ α ι  τ η ς  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α ς  , α π ο δ ε ι κ ν ύ ο ν τ α ς  ό τ ι  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  φ ρ α γ � έ ν ο  κ υ ρ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Banach � ε  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  ε ί ν α ι  η  κ λ ε ι σ τ ή  κ υ ρ τ ή  θ ή κ η  τ ω ν  extreme σ η � ε ί ω ν  τ ο υ .  
        Τ α  ε π ό � ε ν α  α π ο τ ε λ έ σ � α τ α  ( [ DU ] – [ RB ] ) � α ς  ο δ η γ ο ύ ν  σ τ ο  θ ε ώ ρ η � α  
Bishop-Phelps . Ξ ε κ ι ν ώ ν τ α ς  , ο ρ ί ζ ο υ � ε  γ ι α  κ ά θ ε  * *x X∈  κ α ι  0M >  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  κ υ ρ τ ό  κ ώ ν ο  ( )* ,K x M  ω ς   

        

( ) ( ){ }* *, :K x M x X x M x x= ∈ ≤  . 

 
   

Λ ή � � α
 1 

 
       Έ σ τ ω  C  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  κ υ ρ τ ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  X  . Α ν  * *x X∈  κ α ι  *x  ε ί ν α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  σ τ ο  C  κ α ι  0M >  , τ ό τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  z C∈  υ π ά ρ χ ε ι  0x C∈  � ε  ( )*

0 ,x z K x M− ∈  κ α ι  τ ο  

( )*
0 ,x K x M+   supports  τ ο  C  σ τ ο  0x  , δ η λ α δ ή   

 

( )( ) { }*
0 0,C x K x M x+ =∩  . 

 
    

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
          Θ ε ω ρ ο ύ � ε  τ ο  C  � ε ρ ι κ ά  δ ι α τ ε τ α γ � έ ν ο  , γ ρ ά φ ο ν τ α ς  x y≥  ό τ α ν  ,x y C∈  κ α ι  

( )* ,x y K x M− ∈  . 
Σ κ ο π ε ύ ο υ � ε  ν α  χ ρ η σ ι � ο π ο ι ή σ ο υ � ε  τ ο  

Λ ή � � α  τ ο υ  Zorn , ο π ό τ ε  έ σ τ ω  Π  � ι α  σ υ λ λ ο γ ή  α π ό   τ α  σ η � ε ί α   x C∈  � ε  x z≥  κ α ι  W  � ι α   α λ υ σ ί δ α   τ ο υ  Π . Ε π ε ι δ ή  τ ο  ( )( )* :x w w W∈  ε ί ν α ι  έ ν α  � ο ν ό τ ο ν α  φ ρ α γ � έ ν ο  π ρ α γ � α τ ι κ ό  δ ί κ τ υ ο  ,  α υ τ ό  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ ο  supremum τ ο υ  , a  . Ε π ε ι δ ή  η  ( )( )* :x w w W∈  ε ί ν α ι  Cauchy , α π ό  τ ο ν   ο ρ ο σ � ό  τ ο υ  ( )* ,K x M  κ α ι  α υ τ ό ν  τ η ς  � ε ρ ι κ ή ς  δ ι ά τ α ξ η ς  έ χ ο υ � ε  ό τ ι  τ ο  { }:w w W∈  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ η  ν ό ρ � α  σ ε  έ ν α  σ τ ο ι χ ε ί ο  1x  . 
Η

 σ υ ν έ χ ε ι α  τ ο υ  *x  � α ς  ε γ γ υ ά τ α ι  ό τ ι  1x C∈  κ α ι  1x ∈Π  . 
Ο π ό τ ε  κ ά θ ε  α λ υ σ ί δ α  σ τ ο  Π  έ χ ε ι  έ ν α  ά ν ω  φ ρ ά γ � α  σ τ ο  Π  κ α ι  α π ό  τ ο  
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Λ ή � � α  τ ο υ  Zorn , τ ο  Π  έ χ ε ι  έ ν α  � ε γ ι σ τ ι κ ό  σ τ ο ι χ ε ί ο  0x  . Ε ύ κ ο λ α  β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι   
( )*

0 ,x z K x M− ∈  κ α ι  ( )( )*
0 0 ,x C x K x M∈ +∩  . Α ν  ( )( )*

0 ,y C x K x M∈ +∩  , τ ό τ ε  

( )*
0 ,y x K x M− ∈  κ α ι  0y x≥  . Α κ ό � α  έ χ ο υ � ε  0x z≥ , ο π ό τ ε  y z≥  κ α ι  α π ό  τ η ν  ε π ι λ ο γ ή  τ ο υ  0x  έ χ ο υ � ε  0y x=  ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο ν τ α ς  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  .  

 
 
   

Λ ή � � α
 2 

 

         Έ σ τ ω  *x , * *y X∈  � ε  * * 1x y= =  . Α ν  0ε >  κ α ι  ( )* 2y x ε≤  ό τ α ν  1x ≤  κ α ι  ( )* 0x x =  , τ ό τ ε  * *x y ε− ≤  ή  * *x y ε+ ≤  .  

 
    

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
       Π ε ρ ι ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  *y  σ τ ο ν  � η δ ε ν ό χ ω ρ ο  τ ο υ  *x  . Έ σ τ ω  *z  έ ν α  σ υ ν α ρ τ η σ ο ε ι δ έ ς  ε π έ κ τ α σ η ς  Hahn-Banach  α υ τ ο ύ  τ ο υ  π ε ρ ι ο ρ ι σ � ο ύ  . Π ρ ο φ α ν ώ ς  * 2z ε≤  . Ε π ι π λ έ ο ν  , τ ο  * *y z−  � η δ ε ν ί ζ ε τ α ι  ό τ α ν  ( )* 0x w =  , ο π ό τ ε  * * *y z ax− =  γ ι α  κ ά π ο ι ο  a  . Ε π ί σ η ς   

 
* * * *1 2a y y z z ε− = − − ≤ ≤  . 

 Ο π ό τ ε  α ν  0a ≥  , έ χ ο υ � ε   
 

( )* * * * *1 1x y a x z a z ε− = − − ≤ − + ≤  , 

 Ε ν ώ  , α ν  0a <  , έ χ ο υ � ε   
 

( )* * * * *1 1x y a x z a z ε+ = + + ≤ + + ≤  . 

 Σ ε  κ ά θ ε  π ε ρ ί π τ ω σ η  , τ ο  λ ή � � α  α π ο δ ε ί χ τ η κ ε  .  
 
   

Λ ή � � α
 3 

 

          Έ σ τ ω  *x  κ α ι  * *y X∈  � ε  * *1x y= =  . Α ν  0 1ε< <  κ α ι  11 2M ε −> +  τ ό τ ε  

* *x y ε− ≤  ό τ α ν  τ ο  *y  ε ί ν α ι  � η  α ρ ν η τ ι κ ό  σ τ ο  ( )* ,K x M  .  

 
  

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
       ∆ ι α λ έ γ ο υ � ε  x X∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  1x =  κ α ι  ( )1 *1 2 Mx xε −+ <  . Α ν  y X∈  , 

12y ε −<  κ α ι  ( )* 0x y =   κ α ι   έ χ ο υ � ε   

                

( ) ( )1 * *1 2x y Mx x Mx x yε −± ≤ + < = ±  . 
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Σ υ ν ε π ώ ς   ( )* ,x y K x M± ∈  . Α π ό  τ η ν  υ π ό θ ε σ η  , ( )* 0y x y± ≥  . Έ τ σ ι  
( ) ( )* * 1y y y x x≤ ≤ =  . Α π ό  τ ο  

Λ ή � � α  2 έ χ ο υ � ε  ό τ ι  * *x y ε+ ≤  ή  * *x y ε− ≤  . Ε π ε ι δ ή  ό � ω ς  ε  κ α ι  1 1M − <  , υ π ά ρ χ ε ι  z X∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  1z =  κ α ι  
( ) ( )1 *max ,M x zε − <  . Τ ό τ ε  ( )*z Mx z≤  κ α ι  ( )* ,z K x M∈  . Α λ λ ά   ( )* 0y z ≥  , ο π ό τ ε   

( )( )* * * *x y z x yε < + ≤ + , κ α ι  η  α π ό δ ε ι ξ η  ο λ ο κ λ η ρ ώ θ η κ ε  .  
 
 
 

Θ ε ώ ρ η � α
 4  ( BISHOP-PHELPS ) 

 
          Έ σ τ ω  C  έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  φ ρ α γ � έ ν ο  κ υ ρ τ ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  ε ν ό ς  χ ώ ρ ο υ  Banach X  . Τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  σ υ ν α ρ τ η σ ο ε ι δ ώ ν  π ο υ  π α ί ρ ν ο υ ν  τ η ν  � έ γ ι σ τ η  τ ι � ή  τ ο υ ς  σ τ ο  C  , ε ί ν α ι  norm π υ κ ν ό  σ τ ο ν  *X  .  
 
 

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 

       Α ρ κ ε ί  ν α  π ρ ο σ ε γ γ ί σ ο υ � ε  τ ο  * *x X∈  � ε  * 1x =  � ε  σ υ ν α ρ τ η σ ο ε ι δ ή  τ α  ο π ο ί α  π α ί ρ ν ο υ ν  τ η ν  � έ γ ι σ τ η  τ ι � ή  τ ο υ ς  σ τ ο  C  . Θ α  υ π ο θ έ σ ο υ � ε , χ ω ρ ί ς  β λ ά β η  τ η ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς , ό τ ι  τ ο  0 C∈ .  
       Έ σ τ ω  0 1ε< <  κ α ι  δ ι α λ έ γ ο υ � ε  11 2M ε −> +  . Ε π ε ι δ ή  1M >  , β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  τ ο  

( )* ,K x M  ε ί ν α ι  έ ν α ς  κ λ ε ι σ τ ό ς  κ υ ρ τ ό ς  κ ώ ν ο ς  � ε  � η  κ ε ν ό  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  ( α ν  0x X∈  έ χ ε ι  ε π ι λ ε γ ε ί  έ τ σ ι  ώ σ τ ε  ( )1* 1
0 0x x x M

− −>  τ ό τ ε  τ ο  ( )* ,K x M  π ε ρ ι έ χ ε ι  � ι α  α ν ο ι χ τ ή  � π ά λ α  � ε  κ έ ν τ ρ ο  τ ο  
1

0 0x x
−

 ) . Ε φ α ρ � ό ζ ο υ � ε  τ ο  
Λ ή � � α  1 σ τ ο  C  � ε  0z=  π α ί ρ ν ο ν τ α ς  

( )( )*
0 0 ,x C x K x M∈ +∩  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  τ ο  ( )*

0 ,x K x M+  supports τ ο υ  C  σ τ ο  0x  ό π ω ς  σ τ ο  
Λ ή � � α  1 . 

Σ τ η  σ υ ν έ χ ε ι α  , δ ι α χ ω ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο  ( )*
0 ,x K x M+  α π ό  τ ο  C  � ε  κ ά π ο ι ο  

* *y Y∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   
 

( ) ( ) ( ) ( )*

* * *
0 0,

sup infx C x K x M
y x y x y x x∈ ∈

= = +  

 

( ) ( ) ( )*

* *
0,

inf
x K x M

y x y x
∈

= +  . 

 Μ ε  α υ τ ό  τ ο  *y  β ρ ί σ κ ο υ � ε  ό τ ι   
                        ( )* 0y x ≥       γ ι α    ( )* ,x K x M∈  .  Α π ό  τ ο  

Λ ή � � α  3 σ υ � π ε ρ α ί ν ο υ � ε  ό τ ι  * *x y ε− ≤  . Ε π ε ι δ ή  τ ο  *y  π α ί ρ ν ε ι  τ η ν  � έ γ ι σ τ η  τ ι � ή  τ ο υ  σ τ ο  0x C∈  , η  α π ό δ ε ι ξ η  ο λ ο κ λ η ρ ώ θ η κ ε  .  
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Υ π ά ρ χ ε ι  � ι α  δ ι α ι σ θ η τ ι κ ή  σ ύ ν δ ε σ η  � ε τ α ξ ύ  τ ω ν  ε κ φ ρ ά σ ε ω ν  ‘ έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  S  ε ί ν α ι  

dentable’ κ α ι  ‘ έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  έ χ ε ι  έ ν α  extreme σ η � ε ί ο ’ . Α υ τ ό  α κ ρ ι β ώ ς  θ α  � ε λ ε τ ή σ ο υ � ε  π α ρ α κ ά τ ω  .  
 
 

Θ ε ώ ρ η � α
 5 ( LINDE Ν STRAUSS ) 

 
          Κ ά θ ε  � η  κ ε ν ό  κ λ ε ι σ τ ό  κ υ ρ τ ό  κ α ι   φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  ε ν ό ς  χ ώ ρ ο υ  Banach π ο υ  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  έ χ ε ι  έ ν α  extreme σ η � ε ί ο  .  
 
  

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
      Έ σ τ ω  ό τ ι  ο  X  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  κ α ι  τ ο  D  ε ί ν α ι  έ ν α  � η  κ ε ν ό  κ λ ε ι σ τ ό , κ υ ρ τ ό  κ α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  X  . Τ ό τ ε  κ ά θ ε  � η  κ ε ν ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  
D  ε ί ν α ι  dentable . ∆η λ α δ ή  υ π ά ρ χ ε ι  1x D∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   
 

( )( )11 1 12
\x co D B x C−∉ =  

 ό π ο υ  ( )1B xδ  ε ί ν α ι  � ι α  α ν ο ι χ τ ή  � π ά λ α  α κ τ ί ν α ς  0δ >  � ε  κ έ ν τ ρ ο  τ ο  1x  . Α π ό  τ η  γ ε ω � ε τ ρ ι κ ή  � ο ρ φ ή  τ ο υ  Hahn-Banach θ ε ω ρ ή � α τ ο ς  , υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  * *x X∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   

( ) ( )
1

* *
1supx C x x x x∈ <  . Ε π ί σ η ς  υ π ά ρ χ ε ι  * *

1x X∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   

 
                 ( ) ( ) ( )* * *

1 1 1 1 0sup supx C x D x z< =    

 γ ι α  κ ά π ο ι ο  0z D∈  .  Ο ρ ί ζ ο υ � ε  ( ) ( ){ }* *
1 1 1 0:D x D x x x z= ∈ =  . Τ ο  σ ύ ν ο λ ο  1D  ε ί ν α ι  dentable κ α ι  έ χ ε ι  δ ι ά � ε τ ρ ο  1≤  . Ε π ί σ η ς  , υ π ά ρ χ ε ι  2 1x D∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   

 

( )( )22 1 2 22
\x co D B x C−∉ =  . 

 Ε π ι λ έ γ ο υ � ε  * *
2x X∈  ό π ω ς  π α ρ α π ά ν ω   τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   

 

( ) ( )* * *
2 2 2 1 2 1sup supx C x D x z< =  

 γ ι α  κ ά π ο ι ο  1 1z D∈  .  Ε π ί σ η ς  , έ σ τ ω  ( ) ( ){ }* *
2 1 2 1:D x D x x x z= ∈ =  . Τ ό τ ε  , τ ο  2D  ε ί ν α ι  έ ν α  � η  κ ε ν ό  κ λ ε ι σ τ ό  φ ρ α γ � έ ν ο  κ υ ρ τ ό  dentable υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  1D  � ε  δ ι ά � ε τ ρ ο  12−≤  .  

          
Η

 ε π α γ ω γ ι κ ή  δ ι α δ ι κ α σ ί α  ε ί ν α ι  τ ώ ρ α  ξ ε κ ά θ α ρ η  . Μ ε  ε π α γ ω γ ή  , κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο υ � ε  � ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α   

1 2 ... ...nD D D D⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  η  δ ι ά � ε τ ρ ο ς  τ ω ν  nD  ν α  ε ί ν α ι  1n−≤  κ α ι  τ ο  1nD +  ν α  ε ί ν α ι  η  ‘ ε ι κ ό ν α ’ τ ο υ  

nD  δ η λ α δ ή  υ π ά ρ χ ε ι  * *
1nx X+ ∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   
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( ) ( ){ }* *
1 1 1: supn n n n nD x D x x x D+ + += ∈ = ≠ ∅  . 

 Α π ό  τ η ν  π λ η ρ ό τ η τ α  τ ο υ  X  έ χ ο υ � ε  ό τ ι   { }
1 nn
D x

∞

=
=∩  . Α ν  ( )1 21x ay a y= + −  γ ι α  κ ά π ο ι α  1y  , 2y   κ α ι  0 1a< <  , τ ό τ ε   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *
1 1 1 1 1 2sup 1n n n n nx D x x ax y a x y+ + + += = + −  

  γ ι α  κ ά θ ε  1n≥  . 
Ο π ό τ ε  τ ο  1y  κ α ι  τ ο  2y  α ν ή κ ο υ ν  σ τ ο  

1 nn
D

∞

=∩  κ α ι  1 2x y y= =  . 
Ά ρ α  τ ο  x  ε ί ν α ι  έ ν α  extreme σ η � ε ί ο  τ ο υ  D  .  

 
 
 

Ο ρ ι σ � ό ς
 6 

 
           Έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach X  έ χ ε ι  τ η ν  Krein-Milman ι δ ι ό τ η τ α  α ν  κ ά θ ε  κ λ ε ι σ τ ό ,  κ υ ρ τ ό  κ α ι   φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  X  ε ί ν α ι  η  κ λ ε ι σ τ ή  κ υ ρ τ ή  θ ή κ η  τ ω ν  extreme σ η � ε ί ω ν  τ ο υ .  
 
  

Θ ε ώ ρ η � α
 7 ( LINDENSTRAUSS ) 

 
            Α ν  κ ά θ ε  � η  κ ε ν ό  κ λ ε ι σ τ ό , κ υ ρ τ ό  κ α ι   φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  ε ν ό ς  χ ώ ρ ο υ  Banach 
X  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  extreme σ η � ε ί ο  , τ ό τ ε  ο  X  έ χ ε ι  τ η ν  Krein-Milman ι δ ι ό τ η τ α  .  
            

Ε ι δ ι κ ό τ ε ρ α  , έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach π ο υ  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  , έ χ ε ι  τ η ν  Krein-Milman ι δ ι ό τ η τ α  .  
  
  

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
           Έ σ τ ω  B έ ν α  � η  κ ε ν ό  κ λ ε ι σ τ ό , κ υ ρ τ ό  κ α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  X  κ α ι  E  η  κ λ ε ι σ τ ή  κ υ ρ τ ή  θ ή κ η  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  τ ω ν  extreme σ η � ε ί ω ν  τ ο υ  B  . Α ν  E B≠  τ ό τ ε  , α π ό  τ ο  δ ι α χ ω ρ ι σ τ ι κ ό  θ ε ώ ρ η � α  κ α ι  α π ό  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  Bishop-Phelps , υ π ά ρ χ ε ι  * *x X∈  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε   
 

( ) ( ) ( )* * *
0sup supx E x B x b< =  

 γ ι α  κ ά π ο ι ο  0b B∈  . 
Λ ό γ ω  τ η ς   ε π ι λ ο γ ή ς  τ ο υ  *x  κ α ι  τ ο υ  0b  , τ ο  σ ύ ν ο λ ο  

                         

( ) ( ){ }* *: supC b B x b x B= ∈ =  

 ε ί ν α ι  έ ν α  � η  κ ε ν ό  κ λ ε ι σ τ ό , κ υ ρ τ ό  κ α ι  φ ρ α γ � έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  X  . Α π ό  τ η ν  υ π ό θ ε σ η  , τ ο  C  έ χ ε ι  έ ν α  extreme σ η � ε ί ο  κ α ι  α π ό  τ η ν  ε π ι λ ο γ ή  τ ο υ  *x  β λ έ π ο υ � ε  ό τ ι  έ ν α  extreme σ η � ε ί ο  τ ο υ  C  ε ί ν α ι  ε π ί σ η ς  έ ν α  extreme σ η � ε ί ο  τ ο υ  B  . Α υ τ ό  α ν τ ι τ ί θ ε τ α ι  � ε  τ η ν  υ π ό θ ε σ η  ό τ ι  C E = ∅∩  κ α ι  τ ο  θ ε ώ ρ η � α  α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι  . 
 
 
        

Σ τ η  σ υ ν έ χ ε ι α  ο ρ ί ζ ο υ � ε  τ ο ν  χ ώ ρ ο   ( )2l X  ω ς   
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( ) ( ) ( ) 2 22

1
1

, :n n n nn
n

l X x x X x x
∞

∞

=
=

 
= ∈ = < ∞ 

 
∑  . 

 
 

Θ ε ώ ρ η � α
 11 

 
            Έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  Banach έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  α ν  κ α ι  � ό ν ο  α ν  ο  

( )2l X  έ χ ε ι  τ η ν  Krein-Milman ι δ ι ό τ η τ α  .  

 
  

Α π ό δ ε ι ξ η
 

 
         Γ ι α  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  τ ο υ  Θ ε ω ρ ή � α τ ο ς  π α ρ α π έ � π ο υ � ε  σ τ ο  [ WS] .  
 
  

Θ ε ώ ρ η � α
 12 [ WS ] 

 
           Έ σ τ ω  

Χ
  έ ν α ς   χ ώ ρ ο ς  Banach   π ο υ  ε ί ν α ι  ι σ ο � ο ρ φ ι κ ό ς  � ε  τ ο ν  X X⊕  , τ ό τ ε  η  

Radon-Nikodym  ι δ ι ό τ η τ α  κ α ι  η  Krein-Milman ι δ ι ό τ η τ α  ε ί ν α ι  ι σ ο δ ύ ν α � ε ς  .  
 
 
     

Θ ε ώ ρ η � α
 13 

 
           

Σ ε  έ ν α  χ ώ ρ ο  Banach X  , τ α  π α ρ α κ ά τ ω  ε ί ν α ι  ι σ ο δ ύ ν α � α  : α  ) Ο  χ ώ ρ ο ς  *X  έ χ ε ι  τ η ν  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  .  β  ) Ο  χ ώ ρ ο ς  *X  έ χ ε ι  τ η ν  Krein-Milman ι δ ι ό τ η τ α  .  γ  ) Κ ά θ ε  δ ι α χ ω ρ ί σ ι � ο ς  υ π ό χ ω ρ ο ς  τ ο υ  X  έ χ ε ι  δ ι α χ ω ρ ί σ ι � ο  δ υ ι κ ό  .  
 
     

Ο ρ ι σ � ό ς
 14 

 
          Τ ο  K  λ έ γ ε τ α ι   strongly regular α ν  γ ι α  κ ά θ ε  L K⊂  κ α ι  γ ι α  κ ά θ ε  0ε >  , υ π ά ρ χ ο υ ν  slices 1 2, ,..., nS S S τ ω ν  L  έ τ σ ι  ώ σ τ ε  

                                  1 2 ... nS S S
diam

n
ε

+ + +
<  .  

 Τ ο  ι σ χ υ ρ ό τ ε ρ ο  α π ο τ έ λ ε σ � α  σ χ ε τ ι κ ά  � ε  τ η ν  ι σ ο δ υ ν α � ί α  RNP κ α ι  KMP ε ί ν α ι  τ ο  ε ξ ή ς  θ ε ώ ρ η � α  τ ο υ  Schachermayer .  
 
    

Θ ε ώ ρ η � α
 15 

 
          Α ν  τ ο  K  ε ί ν α ι  strongly regular τ ό τ ε  η  Radon-Nikodym ι δ ι ό τ η τ α  κ α ι  η  Krein-
Milman ε ί ν α ι  ι σ ο δ ύ ν α � ε ς  σ τ α  υ π ο σ ύ ν ο λ α  τ ο υ  K  .   
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